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1- مقدمه
دارا  بر  علاوه  که  هستند  موادی  دنبال  به  پژوهشگران  امروزه، 
دارای  بالا،  استحکام  و  کم  وزن  نظیر  سازه ای  مطلوب  خواص  بودن 
ویژگی های مطلوب دیگری نیز باشند تا بتوان توسط این گروه از مواد، 
ایجاد  مکانیکی  تجهیزات  و  دستگاه ها  سازه ها،  در  را  تازه ای  انقلاب 
کنند. پیزوالکتریک ها موادی هستند که بر اثر ایجاد تغییر شکل در 
آن ها، میدان الکتریکی تولید می شود و بر اثر اعمال این میدان بر روی 
آن ها، مجدداً دچار تغییر شکل می شوند. پیزوالکتریک ها را می توان به 
عنوان مواد هوشمند1 تلقی کرد، زیرا رفتار الکترومکانیکی این گروه از 
مواد باعث می شود که از این مواد بتوان به عنوان عملگر2، حسگر3 و 

1  Smart Materials
2  Actuator
3  Sensor

یا کنترل کننده فعال سازه استفاده کرد. در میان سازه های مکانیکی، 
پوسته ها به دلیل تحمل بار بالا، از اهمیت ویژه ای برخوردارند. نمونه های 
زیادی از این سازه ها مانند: سقف های گنبدی، تانکرها، مخازن تحت 
فشار، رآکتورهای اتمی، پرتابه ها، موشک ها و ... در  مصنوعات ساخت 
نیز  طبیعی  در سیستم های  پوسته ای  سازه های  می شوند.  یافت  بشر 
یافت می شوند که می توان برای مثال از جمجمه، صدف، لاک و ... نام 
از کاربرد وسیع پوسته ها در  تنها بخش محدودی  نمونه ها،  این  برد. 
سیستم های طبیعی و مصنوعی می باشند ]1[. در میان هندسه های 
مختلف پوسته ای، استوانه ها به دلیل فراوانی کاربرد و سهولت ساخت، 

از گذشته مورد توجه پژوهشگران بوده و کماکان می باشد. 
نظریه  اساس  بر  نازک،  پوسته  پیزوترموالاستیک  نظریه 
هووارد  و  تئزو  توسط  لوو-کیرشهف  فرضیات  و  خطی  پیزوالکتریک 
]2[ در سال 1994 استخراج گردید؛ در این پژوهش ماده به صورت 
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از  استفاده  با  ایشان  سپس  شد،  گرفته  درنظر  عرضی  همسانگرد 
بود،  انحناها  و شعاع  پارامترهای لامه  بر  مبتنی  که  ساده سازی هایی 
نشان  پیزوالکتریکی  مختلف  محیط های  برای  را  نظریه    این  کاربرد 
پیشین  پژوهش  باو ]3[ کاری مشابه  و  تئزو  دادند. در سال 1995، 
درنظر  ناهمسانگرد  به صورت  را  ماده  که  تفاوت  این  با  دادند،  انجام 
گرفتند و معادلات ترموالکترومکانیکی حاکم بر پوسته چندلایه را با 

استفاده از اصل همیلتون1 استخراج کردند.
در سال 1996 کاپوریا و همکاران ]4[ با استفاده از توابع پتانسیلی 
می کرد، حل  ارضا  استوانه ای  پوسته  سر  دو  در  را  مرزی  شرایط  که 
محدود  محوری  متقارن  استوانه ای  پوسته  پیزوترموالاستیک  تحلیلی 
را با استفاده از سری ها به دست آوردند. در سال 2000 بن جی دو ]5[ 
مطالعه مروری را بر پیشرفت مدل سازی اجزای محدود پیزوالکتریک 
المان های سازه ای انطباق پذیر انجام داد. حل دقیق پیزوترموالاستیک 
از  استفاده  با  تابعی2  متغیر  مواد  جنس  از  استوانه ای  پوسته های 
سری های توانی و فوریه، توسّط ژیاو-هونگ و همکاران ]6[ در سال 
حرارت  انتقال  معادله  هانکل،  تبدیل  از  استفاده  با  شد.  ارائه   2003
هدایتی فوریه را در حالت پایدار حل و میدان دما را به صورت معین 
در معادلات فرض کردند؛ ایشان معادلات حاکم را برای حالتی حل 
کردند که شرایط مرزی مکانیکی و الکتریکی دو سر استوانه به صورت 
بن جی دو   ،2005 سال  در  باشند.  زمین  به  اتصال  و  ساده  تکیه گاه 
حساب  با  همراه  ترموپیزوالکتریک  نظریه   ]7[ آندریان آری سون  و 

تغییرات را برای کامپوزیت های چندلایه هوشمند ارائه کردند. 
در سال 2007، وو و تسای ]8[ حل سه  بعدی مگنتوالکتروالاستیک 
ارائه کردند، که دارای شرایط  را  انحنا  ناهمگن دارای دو  پوسته های 
خود  لبه  در  ساده  کاملًا  مغناطیسی  و  الکتریکی  مکانیکی،  مرزی 
از  آمده  به دست  سینماتیک  میدان  که  دادند  نشان  ایشان  بودند. 
بارهای  زمانی که  در  است  ممکن  پوسته  جفت شده  کلاسیک  نظریه 
مغناطیسی و الکتریکی هم زمان وجود دارد، برای پوسته های ناهمگن 
و مگنتوالکتروالاستیک مناسب نباشد. سپس، وو و سیو ]9[ حل دقیق 
پنل های منحنی وار استوانه ای از جنس مواد متغیر تابعی پیزوالکتریک 
را بدست آوردند. در این پژوهش با استفاده از فرض طویل بودن پنل 
در  زمین  به  اتصال  و  تکیه گاهی  ساده  کاملًا  مرزی  شرایط  وجود  و 
لبه های پنل در راستای محیطی حل دقیق را استخراج نمودند و آثار 

1  Hamiltonians Principal
2  Functionally Graded Materials (FGMs)

ناهمگنی و رفتار الکتروالاستیک سازه مورد بحث و بررسی قرار گرفت.
دای و همکاران ]10[ در سال 2010 با استفاده از نظریه الاستیسیته 
استوانه های  الکتروترمومگنتوالاستیک  یک بعدی  تحلیل  مستوی3، 
تعادل  و  انتقال حرارت  پژوهش،  این  در  آوردند.  به دست  را  ناهمگن 
الکترواستاتیک به صورت یک بعدی و در راستای شعاعی درنظر گرفته 
شد و فرض شد استوانه در میدان یکنواخت مغناطیسی در راستای 
محور خود قرار دارد. ایشان با حل این معادلات و اعمال شرایط مرزی، 
به مطالعه و بررسی رفتار الکتروترمومکانیکی استوانه تحت بارگذاری 
الکتروترمومکانیکی پرداختند. سپس دای و همکاران ]11[ با استفاده 
سازه های  یک بعدی  تحلیلی  حل  مستوی،  الاستیسیته  نظریه  از 
پوسته ای توخالی از جنس مواد پیزوالکتریک متغیر تابعی را به دست 
بارهای  تحت  که  توخالی  کره  و  استوانه  پژوهش،  این  طبق  آوردند. 
تغییر  توانی  به صورت  قرار داشت و خواص آن  الکتریکی  و  مکانیکی 
می کرد، بررسی شد. اندکی بعد، لی و همکاران ]12[ مشابه پژوهش 
]11[، با استفاده از نظریه الاستیسیته مستوی و به کارگیری انتگرال 
را  پیزوالکتریک  ناهمگن  استوانه های  دقیق  یک بعدی  حل  فردهولم، 
برای هر توزیع دلخواه ناهمگنی خواص به دست آوردند و نتایج را تنها 
تغییر می کرد،  توانی و کسر حجمی  به صورت  زمانی که خواص  برای 
نشان دادند. در همین سال، حل های تحلیلی برای دو نوع محرکهای 
پیزوالکتریک تحت بارهای برشی توسط تائوتائو و ژیفای ]13[ در سال 
2010 ارائه شد و اندکی بعد ایشان حل دقیق رفتار الکتروالاستیک 
را برای دو نوع استوانه  پیزوالکتریک دارای خواص متغیر ارائه نمودند 
]14[. در این تحقیق، با استفاده از توابع تنش ایری4 و فرضیات کرنش 
صفحه ای تحلیل الکتروالاستیک برای استوانه های ناهمگن چند لایه و 

استوانه های ناهمگن یکپارچه مورد بحث و بررسی قرار گرفت.
شعاعی(  راستای  )در  یک بعدی  دقیق  حل  یک   2011 سال  در 
از نظریه الاستیسیته مستوی در شرایط کرنش صفحه ای  استفاده  با 
تابعی  متغیر  مواد  جنس  از  استوانه های  برای  طویل(  )استوانه 
پیزوالکتریک توسط ونگ ]15[، ارائه شد. در این مقاله، آثار تغییرات 
خواص بر روی رفتار الکتروالاستیک سیلندر مورد بحث و بررسی قرار 
گرفت. در همین سال تحلیل الکتروالاستیک استوانه های متغیر تابعی 
با شرایط مرزی تکیه گاهی دو سر  پیزوالکتریک ساندویچی چند لایه 
الکترومکانیکی در لایه های داخلی و  بارگذاری  کاملًا ساده که تحت 

3  Plane Elasticity Theory (PET)
4  Airy
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خارجی استوانه قرار داشتند، توسط وو و تسای ]16[ ارائه شد. 
در سال 2012، رحیمی و همکاران ]17[ به وسیله نظریه تغییر 
شکل برشی مرتبه یک1، استوانه جدار ضخیم ناهمگن پیزوالکتریک 
تحت فشار داخلی را تحلیل کردند. در این پژوهش، ناهمگنی خواص 
تغییر  نظریه  که  دادند  نشان  ایشان  شد.  مدل سازی  توانی  به صورت 
شکل برشی مقادیر جابه جایی را با دقت خوبی پیش بینی می کند و 
در نواحی دور از مرز تطابق خوبی با نظریه الاستیسیته مستوی دارد. 
بر  ادامه عارفی و رحیمی ]18[ معادلات حرکت سه بعدی حاکم  در 
از  پیزوالکتریک حاصل  تابعی  از مواد متغیر  پوسته های ساخته شده 
دوران با شعاع انحنا و جدار متغیر دلخواه که دارای توزیع ناهمگنی 
بیان  و  استخراج  انرژی  از روش  استفاده  با  را  بودند  دلخواه در سازه 
با  را  یک بعدی  تنش  تحلیل   ]19[ همکاران  و  دای  سپس،  کردند. 
در  کرنش صفحه ای(  )شرایط  استوانه  بودن  طویل  فرض  از  استفاده 
استوانه های چرخان ساخته شده از مواد متغیر تابعی پیزوالکتریک که 
تحت بارگذاری حرارتی، مکانیکی و الکتریکی قرار داشت انجام دادند. 
یک بعدی  تنش  تحلیل   ،]20[ همکاران  و  آرانی  قربان پور  همچنین، 
انجام  نمایی  به صورت  خواص  ناهمگنی  توزیع  با  استوانه ای  برای  را 
دادند. در همین سال، عارفی و همکاران ]21[ حل دقیق استوانه های 
یک بعدی  بارگذاری  تحت  که  را  پیزوالکتریک  تابعی  متغیر  طویل 
الکتروترمومکانیکی قرار گرفته و در میدان مغناطیسی قرار داشتند، 
استوانه های  الکتروالاستیک  دوبعدی  تحلیل  سپس،  نمودند.  ارائه 
از مواد متغیر تابعی پیزوالکتریک در راستای شعاعی و  ساخته شده 
محیطی توسط جعفری فشارکی و همکاران ]22[ انجام شد. در ادامه 
الکتروترموالاستیک استوانه های متقارن محوری ساخته شده  تحلیل 
از مواد ناهمگن متخلل اشباع شده با مایع توسط جباری و همکاران 
]23[ ارائه شد. تحلیل ارائه شده در این پژوهش به صورت یک بعدی 
و در راستای شعاعی ارائه شد و حل دقیق با استفاده از سری فویه 

مختلط و روش قانون توابع توانی بدست آمد.
لقمان و پارسا ]24[ در سال 2014 حل دقیق مگنتو ترموالاستیک 
استوانه دولایه ای طویل را که جنس استوانه داخلی ناهمگن و استوانه 
یک بعدی  میدان  تحت  استوانه  آوردند.  به دست  بود،  همگن  خارجی 
تغییر  شعاعی  راستای  در  تنها  که  داشت  قرار  مغناطیسی  و  دمایی 
می کرد و هم چنین در شعاع داخلی و خارجی تحت بارگذاری فشاری 

1  First Order Shear Deformation Theory (FSDT)

تئوری کلاسیک )عدم وجود تنش  از شرایط  استفاده  با  قرار داشت. 
به  اقدام  صفحه ایی(،  کرنش  )حالت  استوانه  بودن  طویل  و  برشی( 
استخراج معادلات حاکم انجام شد. در این پژوهش با استفاده از روش  
اویلر-کوشی اقدام به حل معادلات حاکم انجام شد و شرایط پیوستگی 
برای ناحیه تماس استوانه های داخلی و خارجی، برابر بودن جابه جایی 

شعاعی و تنش شعاعی درنظر گرفته شد.
ترموالاستیک  تحلیل   2015 سال  در   ]25[ اقدم  و  جباری 
یک  و  پیزوالکتریک  همگن  استوانه  دو  از  که  را  سه لایه  استوانه های 
استوانه ناهمگن تشکیل می شد، به دست آوردند. استوانه ناهمگن میان 
از  استفاده  با  ایشان  قرار می گرفت.  پیزوالکتریک  استوانه های همگن 
تئوری کلاسیک و حالت کرنش صفحه ای و فرض تغییرات یک بعدی 
راستای شعاعی، معادلات دیفرانسیل  الکتریکی در  و  میدان حرارتی 
حاکم بر مسأله را استخراج و با استفاده از شرایط مرزی و پیوستگی 

اقدام به حل معادلات حاکم شد.
نظریه خطی  از  استفاده  با  در سال 2015   ]26[ و جیانگ  دای 
پوسته فن کارمن2، تحلیل ترمومگنتوالاستیک پوسته های استوانه ایی 
ناهمگن را انجام دادند. تغییرات دما به صورت یک بعدی و در راستای 
شعاعی درنظر گرفته شد و فرض شد استوانه تحت میدان یکنواخت 
مغناطیسی در راستای شعاعی قرار دارد. در این پژوهش آثار ناهمگنی، 
بارگذاری ترمومگنتوالاستیک و شرایط مرزی بر رفتار مگنتومکانیکی 

استوانه بررسی شد.
ترموالاستیک  تحلیل  و همکاران ]27[ در سال 2015،  عطریان 
نامتقارن  بارگذاری  تحت  که  را  پیزوالکتریک  ناهمگن  استوانه های 
الکتروترمومکانیکی استوانه جدار  بود، به دست آوردند. رفتار  محوری 
محیطی  و  شعاعی  راستای  در  و  دوبعدی  به صورت  ناهمگن  ضخیم 
ثابت و سایر خواص به صورت  مطالعه و بررسی شد. نسبت پواسون، 
از فرض قرار داشتن استوانه  ناهمگن شعاعی فرض شدند. هم چنین 
به  منجر  که  شد  استفاده  محوری  متقارن  الکتریکی  پتانسیل  تحت 
ساده سازی جفت شدگی معادلات تعادل میدان مکانیکی و الکتریکی 
گردید و با استفاده از روش جداسازی متغیرها و استفاده از سری فوریه، 
استوانه های  الکتروالاستیک  تحلیل  آمد.  به دست  مسأله  دقیق  حل 
چرخان ناهمگن پیزوالکتریک با استفاده از نظریه تغییر شکل برشی 
مرتبه بالا، توسط جباری و زمانی نژاد ]28[ در سال 2017 ارائه شد. 

2  Von Karman
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در این پژوهش توزیع پتانسیل الکتریکی به صورت رابطه پیشنهادی 
]29[ در نظر گرفته شد و با استفاده از روش انرژی معادلات حاکم 
پرهیزکار  استخراج گردید.  توانی  توزیع  با  ناهمگن  استوانه های  برای 
یعقوبی و همکاران ]30[ در سال 2018 تحلیل تنش و تحلیل کنترل 
نازک  بلند )حالت کرنش صفحه ای( و دیسک های  استوانه های  فعال 
)حالت تنش صفحه ای( ناهمگن پیزوالکتریک را با استفاده از نظریه 
الاستیسیته مستوی انجام دادند. در این پژوهش ایشان فرض کردند 
که سطح داخلی سازه به عنوان حسگر و سطح خارجی آن به عنوان 
عملگر باشد و بر اساس روش ناویر، حل دقیق یک بعدی )در راستای 

شعاعی( را برای سازه های مذکور ارائه کردند.
با توجه به پیشینه مذکور، به نظر می رسد که درنظر گرفتن تنش 
جدار  استوانه های  الکتروالاستیک  دوبعدی  تحلیل  و  برشی  کرنش  و 
ضخیم با طول محدود در حالت کلی شرایط مرزی، بررسی نشده و 
تنها در مواردی محدود به صورت یک بعدی و یا با درنظر گرفتن شرایط 
مرزی خاص در دو سر استوانه، حل تحلیلی سری گونه آن انجام شده 
تغییر  نظریه  از  استفاده  با  این منظور در پژوهش حاضر  برای  است. 
شکل برشی مرتبه یک، نظریه مرتبه یک میدان الکتریکی1 و استفاده 
با طول  استوانه های جدار ضخیم  بر  معادلات حاکم  انرژی،  روش  از 
محدود که تحت بارگذاری الکترومکانیکی قرار دارد؛ با شرایط مرزی 
دلخواه الکترومکانیکی در دو سر آن به دست می آید. معادلات تعادل 
از  استفاده  با  که  است  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  به صورت  حاکم 

1  First Order Electrical Potential Theory (FEPT)

روش تحلیلی، حل آن انجام می شود. با اعمال شرایط مرزی دلخواه 
دستگاه  تحلیلی  حل  ثابت های  استوانه،  سر  دو  در  الکترومکانیکی 
برای  عددی  نتایج  و  می آید  به دست  مرتبه ای  دیفرانسیل  معادلات 
نتایج  انتها  در  می شود.  داده  نشان  مختلف  مرزی  شرایط  با  استوانه 
حل تحلیلی با نتایج حاصل از روش اجزای محدود2 مقایسه و ارزیابی 

می شوند.
2- دستگاه معادلات حاکم

پوسته استوانه ای مورد تحلیل از نظر هندسه، جنس، بارگذاری و 
شرایط مرزی، متقارن محوری است و می توان از تغییرات در راستای 
رفتار  بیان کننده  توابع  بنابراین  کرد؛  چشم پوشی  استوانه  محیطی 
مکانیکی، الکتریکی مستقل از زاویه  بوده و تابعی از شعاع r و محور 

x استوانه می باشند.
حالت  این  در  جابه جایی  میدان  شد،  بیان  که  آنچه  به  توجه  با 

به صورت زیر است.

( , (, 0, ( , (r r x xu u r x u u u r xθ= = =  )1(

راستای شعاعی، محیطی  مؤلفه های جابه جایی در   ux و   uθ  ،ur

و محوری هستند که )ur (r, x و )ux (r, x، تابعی از شعاع و محور 
استوانه می باشند. مطابق شکل 1، فاصله هر نقطه از پوسته استوانه ای 
 )z( به صورت فاصله آن تا لایه میانی استوانه )r( تا محور تقارن آن

2  Finite Element Method (FEM)

r

r

x


2
h

2
h

R
L

ir

z

or

 
Fig. 1. Geometry and cross-section of the axisymmetric piezoelectric cylinder 

 متقارن محوری  پیزوالکتریک هاستوان مقطع  و هندسه : 1 شکل 

  

Fig. 1. Geometry and cross-section of the axisymmetric piezoelectric cylinder

شکل 1: هندسه و مقطع استوانه پیزوالکتریک متقارن محوری
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به علاوه  فاصله لایه میانی تا محور تقارن استوانه )R( بیان می شود. این 
کار، سبب تغییر مختصه و جزء دیفرانسیلی، از r به z می شود

.]32-31[ (dr, (r, x)→ dz, (z, x(( 

با توجه به آن چه بیان شد، داریم.

, ,
2

o i
o i

r rr R z R h r r+
= + = = −  )2(

هم چنین برای بازه تغییرات z و x داریم.

, 0
2 2
h hz x L− ≤ ≤ ≤ ≤  )3(

که  است  این  بر  فرض  یک،  مرتبه  برشی  تغییرشکل  نظریه  در 
خطوط راست و عمود بر صفحه میانی، پس از تغییرشکل، راست باقی 
می مانند ولی الزاماً عمود بر صفحه میانی نیستند، یعنی کرنش برشی 
و تنش برشی لحاظ می گردد. میدان جابه جایی برای استوانه متقارن 
محوری با استفاده از نظریه تغییر شکل برشی مرتبه یک به صورت زیر 

بیان می شود ]31-32[. 

0 1 0 1

0 1 0 1

( , ( ( ( ( (
0

( , ( ( ( ( (

z z z z z z

x x x x x x

U U z x U x zU x U zU
U
U U z x U x zU x U zU

θ

= = + = +
=

= = + = +

 )4(

xU مؤلفه های میدان جابه جایی در راستای  Uθ و ، zU که در آن
نظریه  به  توجه  با  هم چنین  می باشند؛  محوری  و  محیطی  شعاعی، 
1 به ترتیب مؤلفه های مرتبه صفر و یک 

zU 0 و 
zU تغییر شکل برشی، 

1 به ترتیب مؤلفه های مرتبه صفر و یک 
xU 0 و 

xU جابه جایی شعاعی و 
جابه جایی محوری است که تنها تابعی از مختصه محوری x می باشند.

کننده  بیان  تابع  مسأله  بودن  محوری  متقارن  فرض  به  توجه  با 
ϕ در استوانه تنها تابعی از مختصه شعاعی  توزیع پتانسیل الکتریکی 
( که می توان بسط  ( , (z xϕ z و مختصه طولی x طولی خواهد بود )
( نوشت. در نظریه  z تیلور این تابع را حول لایه میانی استوانه )0=
پتانسیل الکتریکی مرتبه یک فرض بر این است که تغییرات پتانسیل 
الکتریکی در راستای ضخامت به صورت خطی است و در واقع می توان 
نظر  در  آن  تیلور  از سری  با دو جمله  تقریب خوبی  با  را  تابع  رفتار 

گرفت ]5[.

0

2
0 1

2
0

( , (( , ( (0, (

( , (
2!

z

z

z xz x x z
z

z z x z
z

ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

=

=

∂
= = + +

∂

∂
+ = +

∂


 )5(

پتانسیل  یک  و  صفر  مرتبه  مؤلفه های  به ترتیب   1ϕ و   0ϕ که 
الکتریکی بوده که تنها تابعی از مختصه محوری x است.

با استفاده از روابط گرادیان در مختصات استوانه ای و استفاده از 
روابط )4( و )5( میدان کرنش و میدان الکتریکی استخراج می شود 

.]5[

0 1
1

0 1

0 1
1

, ,

d d ,
d d

d d
d d

z z
z z

x x
x

z z
zx x

U zUU
R z

U Uz
x x

U Uz U
x x

θε ε

ε

γ

+
= =

+

= +

= + +

 )6(

و  نرمال شعاعی، محیطی  ترتیب کرنش های  به   xε و   θε  ، zε

zxγ کرنش برشی شعاعی-محوری است. محوری می باشند. هم چنین 

0 1
1 d d, 0,

d dz xE E E z
x xθ
ϕ ϕϕ= − = = − −  )7(

xE مؤلفه های میدان الکتریکی به ترتیب در راستای  Eθ و   ، zE

ساختاری  معادلات  ادامه  در  می باشند.  محوری  و  محیطی  شعاعی، 
در  بودن2  قطبی  نظرگرفتن  در  با  عرضی1  همسانگرد  استوانه  برای 

راستای شعاعی با استفاده از ]33[ بیان می گردد.

11 12 12 11

12 22 23 12

12 23 22 12

55 35

11 12 12 11

35 22

z z x z

z x z

x z x z

zx zx x

z z x z

x zx x

c c c e E
c c c e E
c c c e E
c e E

D e e e E
D e E

θ

θ θ

θ

θ

σ ε ε ε
σ ε ε ε
σ ε ε ε
τ γ

ε ε ε
γ

= + + −
= + + −
= + + −
= −
= + + +∈
= −∈

 )8(

1  Transversely Isotropic
2  Polarized
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xσ به ترتیب تنش های نرمال شعاعی،  θσ و   ، zσ در رابطه )8( 
 xD zD و  zxτ تنش برشی شعاعی-محوری و  محیطی و محوری، 
و  شعاعی  راستای  در  الکتریکی  جابه جایی  بردار  مؤلفه های  به ترتیب 
ثابت های   55c و   23c  ، 22c  ، 12c  ، 11c محوری می باشند. هم چنین 
 22∈ ∋11 و  35e ثابت های پیزوالکتریک-تنش و 12e و   ، 11e الاستیک، 
ثابت های دی الکتریک هستند. شایان ذکر است؛ اندیس های 1، 2 و 3 

به ترتیب بیانگر جهت های شعاعی، محیطی و محوری هستند.
شکل 2 مقطع استوانه پیزوالکتریک را نشان می دهد که در سطوح 
داخلی و خارجی تحت بارگذاری الکترومکانیکی قرار دارد. همان گونه 
به سطح   iQ الکتریکی  بار  و چگالی   iP فشار  می شود  مشاهده  که 
oQ به سطح خارجی  oP و چگالی بار الکتریکی  داخلی استوانه و فشار 

استوانه اعمال می شوند.
می گردند  تعریف  زیر  به صورت  الکتریکی  و  مکانیکی  منتجه های 

.]34 ،32 ،31[
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براساس اصل کار مجازی، تغییر ات انرژی پتانسیل الکترومکانیکی 
سازه، برابر با تغییرات کار ناشی از نیروهای خارجی اعمالی به سازه 
( ]5، 7، 35[. که U انرژی پتانسیل الکترومکانیکی  U Wδ δ= است )
کل جسم و W کل کار ناشی از اعمال فشار و چگالی بار الکتریکی در 
سطوح داخلی و خارجی استوانه است. انرژی پتانسیل الکترومکانیکی 
کل جسم و کار ناشی از این نیروها به صورت زیر محاسبه می شود ]5 

و 7[.

1
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Fig. 2. Cross-section of the piezoelectric cylinder under electro-mechanical loading in inner and outer surfaces 

 ی رجو خا یدر سطوح داخلالکترومکانیکی  یتحت بارگذار  پیزوالکتریک همقطع استوان : 2 شکل 

  

Fig. 2. Cross-section of the piezoelectric cylinder under electro-mechanical loading in inner and outer surfaces

شکل 2: مقطع استوانه پیزوالکتریک تحت بارگذاری الکترومکانیکی در سطوح داخلی و خارجی
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تغییرات کار و انرژی ]5 و 7[: 
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به کارگیری   ،)16( رابطه  در   )8( تا   )6( روابط  دادن  قرار  با 
ریاضی  اصل  از  استفاده  و   ) U Wδ δ− =0( مجازی  کار  اصل 
ریاضی  عملیات  انجام  و   

0
0 0

( ( ( (d ( ( ( ( ( ( ( (d
L L

LF x G x x F x G x F x G x x′ ′= −∫ ∫
به  ترتیب  به  مرزی  شرایط  و  حاکم  معادلات  دستگاه  ساده سازی،  و 

صورت روابط )17( و )18( به دست می آید.
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هم چنین برای شرایط مرزی: 

0 1 0 1 0 1

0,
[ ] 0m m m m e e

x x x x x z zx z x x L
N U M U Q U M U N Mδ δ δ δ δϕ δϕ+ + + + + = )18(

3- حل تحلیلی دستگاه معادلات حاکم
در این بخش، یک حل تحلیلي براي دستگاه معادلات )17( ارائه 
منتجه های  یا  مجهولات  تعداد   )17( معادلات  دستگاه  در  مي شود. 
مکانیکی و الکتریکی برابر 10 است در حالی که تعداد معادلات در این 

دستگاه برابر 6 است. لذا، امکان حل این دستگاه براساس منتجه های 
مکانیکی و الکتریکی میسر نیست و می بایست دستگاه معادلات )17( 
براساس مؤلفه های میدان جابه جایي و پتانسیل الکتریکي که 6 عدد 
می باشند، بیان شوند. این امر مستلزم انجام عملیات ریاضي و استفاده 
از معادلات )6( تا )13( در دستگاه معادلات )17( است تا این دستگاه 
الکتریکي  پتانسیل  و  جابه جایي  میدان  مؤلفه های  براساس  معادلات 

بیان شود؛ لذا: 

{ }

2

2

0 0
0 1 1 1

9 3 4 5 10 6

d d ;
d d

d d &
d d

0

T

x
z z x

T

A y B y C y F
x x

Uy U U U
x x

F K F F F x K F

ϕ ϕ

+ + =

 
=  
 

= +



  

 





 )19(

6 شبه بردار  1F ×



6 ماتریس هاي ضرایب و  6C ×
 6 و  6B ×

  ، 6 6A ×
 که 

در  آن ها  غیرصفر  مؤلفه های  که  مي باشد  الکترومکانیکي  نیروي 
پیوست ارائه شده است. K9 و K10 از ثابت های حل بوده که به دلیل 
انتگرال گیری از معادلات حاکم )17( ایجاد شده اند. حل این دستگاه 

gy py و حل عمومی  معادلات )17( شامل دو بخش: حل خصوصی 
است.

p gy y y= +
    )20(

3-1 حل خصوصی دستگاه معادلات حاکم
همان گونه که از معادله )19( پیداست؛ قسمت ناهمگن دستگاه 
معادلات دیفرانسیل یک چندجمله ای مرتبه یک است. بنابراین حل 
با ضرایب  یک  مرتبه  به صورت یک چند جمله ایی  قسمت خصوصی 

نامعین است.

1 0p p py y x y= +
    )21(

)معلوم(  مشخص  زیر  به صورت  )مجهول(  نامعین  ضرایب  این 
می شود.
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3-2 حل عمومی دستگاه معادلات حاکم
برای حل عمومی، می باید دستگاه معادلات به صورت زیر حل شود.

2

2

d d 0
d d

A y B y C y
x x

+ + =


  

   )23(

mx است و با جایگذاری آن در رابطه 
gy eξ=



 حل عمومی به فرم 
)23(، مسأله مقدار ویژه به صورت زیر حاصل می شود.

2( ( e 0mxAm B m C ξ+ + =
 

   )24(

که برای این منظور می باید دترمینان دستگاه معادلات )24( برابر 
صفر باشد. 

2det ( ( 0Am B m C+ + =   )25(

با حل مسأله مقدار ویژه )رابطه )25(( و پیدا کردن مقادیر ویژه 
با آن ها، حل عمومی به صورت زیر به دست  بردارهای ویژه متناظر  و 

می آید.

8

1
e im x

g i
i

y K ξ
=

=∑


  )26(

بنابراین حل دستگاه معادلات )19( به دست می آید.
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 )27(

با توجه به رابطه )27(، حل به دست آمده برای مشتق های توابع 
0ϕ می باشد؛ لذا برای به دست آوردن این توابع، می باید از حل  0 و 

xU

این صورت،  انتگرال گرفت که در  توابع،  این  برای مشتق  ارائه شده 
ثابت های K11 و K12 به دست می آیند. اکنون با اعمال شرایط مرزی در 

دو سر استوانه، ثابت های به دست می آیند. 

3-3 شرایط مرزی
ضروری1(  )یا  هندسی  مرزی  شرایط  دسته  دو  به  مرزی  شرایط 
 .]36[ می شوند  دسته بندی  طبیعی2(  )یا  دینامیک  مرزی  شرایط  و 
قید  یک  که  است  مرزی  شرایط  اساسی،  یا  هندسی  مرزی  شرایط 
سینماتیک به مرز سیستم تحمیل می کند که در چنین مرزی نیروها 
خود را برای حفظ محدودیت تنظیم می کنند. از سوی دیگر شرایط 
مرزی دینامیک یا طبیعی، شرایط مرزی است که یک قید نیرویی به 
سیستم تحمیل می کند که در چنین مرزی هندسه خود را برای حفظ 
محدودیت تنظیم می کند. به عبارت دیگر، شرایط اساسی یا هندسی 
مسأله  برای حل  آن  وجود  که  دیریکله3 هست  مرزی  شرایط  همان 
ضرورت دارد و شرایط مرزی دینامیک یا طبیعی همان شرایط مرزی 
نیومن4 است. شرایط مرزی در دو سر استوانه می تواند از نوع شرایط 
ضروری باشد، برای مثال برای استوانه با دوسر گیردار و دارای پتانسیل 

الکتریکی صفر در دو سر این شرایط به صورت زیر بیان می شود.
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شرایط مرزی در دو سر استوانه می تواند ترکیبی از شرایط ضروری 
دارای  و  گیردار  یک سر  با  استوانه  برای  مثال  برای  باشد،  طبیعی  و 
پتانسیل الکتریکی صفر و یک سر آزاد و فاقد بار الکتریکی سطحی، 

شرایط مرزی در دو سر این استوانه به صورت زیر بیان می شوند.
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1  Essential B.C.
2  Natural B.C.
3  Dirichlet B.C.
4  Neumann B.C.
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بنابراین با اعمال شرایط مرزی در دو سر استوانه، 6 شرط در یک 
سر )4 شرط مکانیکی و 2 شرط الکتریکی( و 6 شرط در سر دیگر 
)4 شرط مکانیکی و 2 شرط الکتریکی( ثابت های K1 تا K12 به دست 
می آیند. فرایند حل ریاضی با استفاده از کدنویسی در نرم افزار میپل 

نسخه13 31 به دست آمده است.

4- حل اجزای محدود
نرم افزار  از  پژوهش  این  در  محدود  اجزای  حل  انجام  به  منظور 
با عنایت به حالت تقارن  محوری  انسیس 12.0 2 استفاده می گردد. 
مسأله، در این حالت نیازی به مدل سازی سه بعدی نیست و می توان 
از المان های دو بعدی نرم افزار که قابلیت تقارن محوری دارند، استفاده 
کرد و نتایج را به صورت سه  بعدی استخراج کرد. در نرم افزار انسیس با 
استفاده از المان صفحه 223 3 می توان استوانه پیزوالکتریک را تحلیل 
کرد. این المان دو بعدی از هشت گره تشکیل شده که تا چهار درجه 
آزادی )دو درجه برای جابه جایی، یک درجه برای پتانسیل الکتریکی 
المان  این  می کند.  تأمین  گره  هر  برای  را  دما(  برای  درجه  یک  و 
دارای دقت بالا برای تحلیل مسائل متقارن محوری می باشد. برای این 
منظور مطابق شکل  2 مقطع مستطیل شکل استوانه به  صورت دو بعدی 

مدل سازی می گردد. 
شبکه بندی4 باید به  صورتی انجام گیرد که تحلیل المان محدود 
مستقل از شبکه بندی باشد و نتایج به دست آمده قابل اطمینان باشند. 
مقطع  روی  بر  مربع  شکل  به   223 صفحه  المان  منظور  این  برای 

1  MAPLE 13
2  ANSYS 12.0
3  PLANE223 Element
4  Mesh

به  را  نتایج  همگرایی  درصد  شکل  3  می گیرد.  قرار  شکل  مستطیل 
مربعی  المان  مساحت  به  استوانه  مقطع  سطح  مساحت  نسبت  ازای 
حدود  استوانه  مقطع  سطح  مساحت  زمانی که  می دهد؛  نشان  شکل 
150 برابر مساحت المان مربعی شکل باشد؛ نتایج حاصل از تحلیل 
المان محدود به همگرایی در حدود 99 درصد می رسد و تحلیل المان 
محدود پذیرفتنی خواهد بود. مقدار میانگین کل زمان واحد پردازنده 
مرکزی5 صرف شده برای انجام حل اجزای محدود برابر 12/047 ثانیه 

توسط نرم افزار انسیس 12.0 است.

5- نتایج و بحث
 50 میانی  لایه  قطر  با  استوانه  یک  عددی،  مطالعه  منظور  به 
h/ و طول 800 میلی متر درنظر گرفته می شود.  R=0 4 میلی متر، 
این استوانه پیزوالکتریک، تیتانات زیرکونات سرب-4 6 بوده و مطابق 

جدول 1 دارای خواص مکانیکی و الکتریکی است ]37[.
C/( لایه داخلی این استوانه، تحت چگالی بار الکتریکی سطحی

است.   600  )kPa( فشار  تحت  آن  خارجی  لایه  و   15×10-7  )m2

با پتانسیل  این استوانه پیزوالکتریک در دو حالت )1( دوسر گیردار 
و  صفر  الکتریکی  پتانسیل  با  گیردار  یک سر   )2( و  صفر  الکتریکی 
یک سر آزاد با چگالی بار الکتریکی سطحی صفر بررسی می شود. مقدار 
میانگین کل زمان واحد پردازنده مرکزی صرف شده برای انجام حل 

تحلیلی برابر 9/586 ثانیه توسط نرم افزار میپل 13 است.
شکل 4، توزیع پتانسیل الکتریکی، جابه جایی شعاعی و محوری 
را در استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف نشان می دهد. 

5  Total CPU Time
6  PZT-4

 
Fig. 3. The convergence curve of finite element analysis 

 المان محدود  لیتحل  یینمودار همگرا : 3 شکل 

  

Fig. 3. The convergence curve of finite element analysis

شکل 3: نمودار همگرایی تحلیل المان محدود
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پیزوالکتریک هاستوان یکیو الکتر  یکیخواص مکان:  1جدول 

 
 الاستیک  های ثابت

6/257813974115
تنش -پیزوالکتریک های ثابت

   
7/12 2/5 - 1/15 

 تنش -پیزوالکتریک های ثابت
22 11 

646/0 562/0

 

جدول 1: خواص مکانیکی و الکتریکی استوانه پیزوالکتریک
Table 1. Mechanical and electrical properties of the piezoelectric cylinder
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Fig. 4. Distribution of electrical potential and radial and axial displacements in piezoelectric cylinders with various boundary 

conditions 
 ی پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلفهادر استوانه یو محور  ی شعاع ییجاجابه  ،یکیالکتر لیپتانس عیتوز  : 4 شکل 

  

Fig. 4. Distribution of electrical potential and radial and axial displacements in piezoelectric cylinders with various boundary

شکل 4: توزیع پتانسیل الکتریکی، جابه جایی شعاعی و محوری در استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف
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همان گونه که ملاحظه می شود استوانه )2( برخلاف استوانه )1( تنها 
نکته سبب  همین  است؛  آزاد  دیگر  و سر  بوده  مقید  یک سر  دارای 
مقدار  به  جابه جایی ها  و  الکتریکی  پتانسیل  مقدار  بیشینه  می شود، 
قابل ملاحظه ایی در استوانه افزایش یابد. بیشترین افزایش مربوط به 
جابه جایی محوری استوانه است که بیشینه مقدار جابه جایی محوری 
حدود 40 برابر افزایش یافته است. تغییرات جابه جایی شعاعی و محوری 
در راستای ضخامت )غیر از جابه جایی محوری در نزدیکی مرزها( اندک 
است، اما پتانسیل الکتریکی در راستای ضخامت، دارای تغییرات قابل 
ملاحظه ایی است. درحقیقت حساسیت پتانسیل الکتریکی به ضخامت 
استوانه بیشتر از حساسیت میدان جابه جایی به ضخامت است. بیشینه 
مقادیر جابه جایی ها در نواحی مرزی یا نزدیک به این نواحی رخ می دهد، 
درحالی که بیشینه مقدار پتانسیل الکتریکی، زمانی که دو سر استوانه 
لذا  استوانه رخ می دهد؛  یا وسط  از مرزها  نواحی دور  باشد، در  مقید 
طراحان در هنگام محدودیت میدان جابه جایی، باید به نواحی مرزی 
سازه توجه کنند در صورتی که در هنگام محدودیت و قیود پتانسیل 

الکتریکی، بسته به شرایط مرزی دو سر آن، طراح باید به نواحی مرزی 
و نواحی دور از مرز نیز توجه داشته باشد.

شکل های 5 و 6 به ترتیب توزیع جابه جایی شعاعی و محوری را 
در لایه میانی استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف تحت 
فشارهای داخلی متفاوت نشان می دهد. همان گونه که مشاهده می شود؛ 
زمانی که نسبت فشار داخلی به فشار خارجی از حدود 1/3 برابر بیشتر 
انقباضی  حالت  از  شعاعی  راستای  در  استوانه  شکل  تغییر  می شود؛ 
به انبساطی تغییر می یابد. همچنین، بیشینه مقادیر جابه جایی ها در 
سر  یک  نبودن  مقید  می دهد.  رخ  مرزها  به  نزدیک  یا  مرزی  نواحی 
یابد  افزایش  جابه جایی ها  مقدار  بیشینه  که  می شود  سبب  استوانه، 
که این افزایش در بیشینه مقدار جابه جایی محوری چشمگیرتر بوده 
است. در استوانه با حالت شرایط مرزی )2(، تغییرات جابه جایی ها در 
استوانه  در  جابه جایی  رفتار  می توان  و  بوده  ناچیز  ضخامت  راستای 
یک سر آزاد-یک سر گیردار را مستقل از ضخامت فرض کرد و تحلیل 
نمود. شایان ذکر است؛ مقادیر پیش بینی شده در شکل های 5 و 6 از 

 

  
Fig. 5. Distribution of radial displacement in the middle layer of piezoelectric cylinders with various boundary 

conditions 
 پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف  یهااستوانه میانی  هیدر ل  یشعاع  ییجاابه ج عیتوز  : 5 شکل 

   

  
Fig. 6. Distribution of axial displacement in the middle layer of piezoelectric cylinders with various boundary 

conditions
 پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف  یهااستوانه میانی هی در ل  محوری  ییجاجابه  عیتوز  : 6 شکل 

  

Fig. 5. Distribution of radial displacement in the middle layer of piezoelectric cylinders with various boundary

شکل 5: توزیع جابه جایی شعاعی در لایه میانی استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف

Fig. 6. Distribution of axial displacement in the middle layer of piezoelectric cylinders with various boundary conditions

شکل 6: توزیع جابه جایی محوری در لایه میانی استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف
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Fig. 7. Distribution of electrical potential in the middle layer of piezoelectric cylinders with various boundary 

conditions
 پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف  یهااستوانه میانی ه یدر ل یکیالکتر لیپتانس عیتوز  : 7 شکل 

 

  

  

 
Fig. 8. variation of electrical potential and radial and axial displacements with the change of thickness in the middle 

layer
 در لیه میانی  ر ضخامت ی با تغییو محور  یشعاع  ییجاجابه ،یکیالکتر لیپتانس  عیتوز تغییرات  : 8 شکل 

  

Fig. 7. Distribution of electrical potential in the middle layer of piezoelectric cylinders with various boundary conditions

شکل 7: توزیع پتانسیل الکتریکی در لایه میانی استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف

Fig. 8. variation of electrical potential and radial and axial displacements with the change of thickness in the middle layer

شکل 8: تغییرات توزیع پتانسیل الکتریکی، جابه جایی شعاعی و محوری با تغییر ضخامت در لایه میانی
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دو روش اجزای محدود و تحلیلی از توافق و انطباق خوبی برخوردارند. 
مختلف  لایه های  در  را  الکتریکی  پتانسیل  توزیع   ،7 شکل 
تحت چگالی های  مختلف  مرزی  شرایط  با  پیزوالکتریک  استوانه های 
استوانه  در  می دهد.  نشان  متفاوت  خارجی  سطح  بارالکتریکی 
دلیل  به  که  دارد  وجود  اکسترمم  نقطه  سه   ،)1( نوع  پیزوالکتریک 
تقارن توزیع در واقع دارای دو اکسترمم است. یک مینیمم در نزدیکی 
استوانه  استوانه است، درحالی که در  مرزها و یک ماکزیمم در میانه 
مینیمم  یک  دارد.  وجود  اکسترمم  نقطه  دو   ،)2( نوع  پیزوالکتریک 
در  ماکزیمم  یک  و  مقید  الکتریکی  پتانسیل  دارای  مرز  نزدیکی  در 
نزدیکی مرز فاقد بار الکتریکی سطحی وجود دارد. بنابراین طراحان و 
مهندسان هنگام طراحی و استفاده از استوانه های پیزوالکتریک باید 
به این نکات، توجه کنند. همانطور که مشاهده می گردد؛ در شکل 7 
نیز انطباق خوبی میان نتایج پیش بینی شده از دو روش حل تحلیلی 

و اجزای محدود وجود دارد.
شکل 8، تغییرات توزیع پتانسیل الکتریکی، جابه جایی شعاعی و 
h را در لایه میانی 

R≤ ≤1 16
20 20 محوری با تغییر ضخامت در محدوده 

استوانه نشان می دهد. همانطور که مشاهده می گردد؛ هرچه استوانه 
الکتریکی،  پتانسیل  تغییرات  از  می رود،  پیش  شدن  توپر  سمت  به 
جابه جایی شعاعی و محوری در راستای طولی استوانه کاسته می شود 
آثار مرزهای مقید بر روی رفتار استوانه کاهش می یابد. همچنین  و 
تغییر  به  استوانه  رفتار  تغییرات  می گردد؛ شدت حساسیت  ملاحظه 
ضخامت در حالت )2( نسبت به حالت )1( بیشتر است که این امر به 
دلیل وجود تنها یک سر مقید از لحاظ مکانیکی و الکتریکی در استوانه 

حالت )2( است.
میزس  فن  تسلیم  معیار  براساس  را  مؤثر  تنش  توزیع   ،9 شکل 
]31[ نشان می دهد. بیشینه مقدار تنش مؤثر در نزدیکی نواحی مرزی 

رخ می دهد.

( ) ( ) ( )2 2 2 21 6
2eff x x z z zxθ θσ σ σ σ σ σ σ τ= − + − + − + )30(

جدول 2، نتایج حاصل از حل تحلیلی و حل اجزای محدود را با 
استفاده از نرم افزار انسیس 12.0 در وسط طول استوانه نشان می دهد. 

  
Fig. 9. Distribution of effective stress in the various layers of piezoelectric cylinders with various boundary conditions

 والکتریک با شرایط مرزی مختلف پیز یهااستوانه های مختلفه یموثر در ل  تنش عی توز : 9 شکل 

 

Fig. 9. Distribution of effective stress in the various layers of piezoelectric cylinders with various boundary conditions

شکل 9: توزیع تنش موثر در لایه های مختلف استوانه های پیزوالکتریک با شرایط مرزی مختلف
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پیش بینی  نتایج  بین  خوبی  تطابق  می شود،  ملاحظه  که  همان گونه 
شده از دو روش وجود دارد.

5- نتیجه گیری
میدان  برای  را  دوبعدی  تحلیلی  حل  یک  حاضر  پژوهش   -1
الکتریکی و مکانیکی ارائه می دهد که همانند سایر تحلیل های دوبعدی 
پیشین، زیرمجموعه روش های حل سری گونه نبوده و نیازی به بررسی 
همگرایی پاسخ ندارد؛ لذا دارای حجم عملیات کمتر، دقت بالاتر و نیاز 
به زمان کمتر، جهت محاسبات است. هم چنین روش حاضر مختص 
به شرایط مرزی خاص در دو سر استوانه نبوده و قادر به پاسخ گویی به 
شرایط مرزی مختلف در دو سر استوانه است. واضح است که روش بالا 
به راحتی می تواند برای دست یابی به مقادیر بهینه بارگذاری و شرایط 

تکیه گاهی در سازه استفاده شود. 
از دو روش تحلیلی و اجزای  نتایج حاصل  2- بررسی و مقایسه 
محدود نشان می دهد؛ استفاده از نظریه پتانسیل الکتریکی مرتبه یک 
به خوبی پیش بینی می کند.  را  نتایج  و  بوده  راهگشا  و  اطمینان  قابل 
ولیکن هنگامی که که زمان انجام محاسبات و افزایش حجم آن ها در 
اولویت کمتری نسبت به افزایش دقت در محاسبات قرار دارد، می توان 
شکل  تغییر  نظریه  و  بالا  مرتبه  الکتریکی  میدان  پتانسیل  نظریه  از 

برشی مرتبه بالا استفاده نمود.
3- نتایج نشان می دهد، برخلاف میدان جابه جایی که در نواحی 
دور از مرز دارای تغییرات چندانی در راستای ضخامت استوانه نیست 
و می توان رفتار میدان جابه جایی را مستقل از ضخامت فرض نمود، 
مرزها  از  دور  نواحی  در  حتی  الکتریکی  پتانسیل  تغییرات  ولیکن 

( ) پیزوالکتریک های استوانه محدود  و اجزای تحلیلی حل  عددی  : نتایج 2جدول 

 
(1پیزوالکتریک با شرایط مرزی )  هاستوان

     
 - 00071/0 448/1 - 71/103 ی لیتحل حل 

اجزای  حل ی داخل هیلا
- 00073/0 878/1 - 50/100محدود

 81/2 10/370/29درصد تفاوت )%(
 -00065/0 045/1 27/279ی لیتحل حل

اجزای  حلیخارج هیلا
 -00067/0 854/0 80/306محدود

 07/3 28/18 86/9درصد تفاوت )%(
(2ا شرایط مرزی ) پیزوالکتریک ب هاستوان

     
 - 00093/0 894/1 88/663 ی لیتحل حل 

اجزای  حل ی داخل هیلا
 - 00095/0 175/2 85/682محدود

 15/2 84/14 86/2درصد تفاوت )%(
 - 00092/0 411/1 08/843ی لیتحل حل

اجزای  حلیخارج هیلا
 - 00093/0 379/1 61/887محدود

 09/1 27/2 28/5درصد تفاوت )%(

(x=L/2( جدول 2: نتایج عددی حل تحلیلی و اجزای محدود استوانه های پیزوالکتریک
Table 2. Numerical results of analytical and finite element solution of the piezoelectric cylinders (x=L/2)
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تحلیل  لذا  است؛  محسوس  تغییرات  دارای  ضخامت  راستای  در  نیز 
کنترل کننده های  و  حسگرها  عملگرها،  مکانیکی-الکتریکی  دوبعدی 
پیزوالکتریک استوانه های با طول محدود و با شرایط مرزی در دو سر 

آن دارای اهمیت ویژه است.
مرزی  شرایط  با  استوانه ها  از  حاصل  نتایج  ارزیابی  و  4-بررسی 
مقدار  مطلق  قدر  بیشینه  می دهد؛  نشان  آن  سر  دو  در  متفاوت 
پارامترهای رفتاری مکانیکی و الکتریکی استوانه ها )میدان جابه جایی، 
پتانسیل الکتریکی و تنش ها( در نزدیکی مرزها یا در مرزهای استوانه 
رخ می دهد؛ لذا طراحان باید به مناطق مرزی و نواحی نزدیک به آن، 

توجه ویژه داشته باشند.
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پیوست- الف
در دستگاه معادلات )17( تعداد مجهولات یا منتجه های مکانیکی و الکتریکی برابر 10 است در حالی که تعداد معادلات در این دستگاه برابر 
6 است. لذا، امکان حل این دستگاه براساس منتجه های مکانیکی و الکتریکی میسر نیست و می بایست دستگاه معادلات )17( براساس مؤلفه های 
میدان جابه جایي و پتانسیل الکتریکي که 6 عدد می باشند، بیان شوند. این امر مستلزم انجام عملیات ریاضي و استفاده از معادلات )6( تا )13( در 

دستگاه معادلات 17 است تا این دستگاه معادلات براساس مؤلفه های میدان جابه جایي و پتانسیل الکتریکي بیان شود؛ لذا: 
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6 شبه بردار نیروي الکترومکانیکي مي باشد که مؤلفه های غیر صفر آن ها در ادامه ارائه  1F ×



6 ماتریس هاي ضرایب و  6C ×
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  ، 6 6A ×
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)الف-2(

Ks در آن ضریب تصحیح برشی بوده و برابر 
با استفاده از رابطه )الف-1( محاسبه شده که  6 6B ×

 6 و   6A ×
 مؤلفه های غیر صفر ماتریس های 

: 6 6C ×
 0/833 است ]18[. و نیز برای مؤلفه های غیر صفر ماتریس 
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F به  صورت زیر محاسبه می شود.
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