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1- مقدمه
با توجه به اهمیت و کاربرد فراوان نیروهای تعقیب کننده در سازه ها، 
بررسی رفتار و پایداری دینامیکی سازه تحت اثر نیروی تعقیب کننده 
موضوع مورد علاقه بسیاری از پژوهشگران است. برای اولین بار مسئله 
پایداری سازه الاستیک، تحت اثر نیروی تعقیب کننده توسط نیکّلای 
نیروهای  بررسی  گفت  می توان   .[1] است  گرفته  قرار  بررسی  مورد 
تعقیب کننده در سازه ها به صورت جدی، همزمان با طرح سه مسئله 
کلاسیک، توسط بکِ، لایپّلز و هَگر که به نام خودشان مشهور شده 
است، مورد علاقه پژوهشگران قرار گرفته است [2-5]. در مسئله بک، 
است.  انتهای خود  تعقیب کننده متمرکز در  نیروی  اثر  ستونی تحت 
در  پیشران  نیروی  به  صنعت،  در  بک  مسئله  کاربردهای  از  می توان 

دیسکی  ترمزهای  نگه دارنده  نیروی  و  گازی  توربین های  روتور  جت، 
اشاره کرد. در مسائل لایپلز و هگر نیرو به صورت گسترده روی سازه 
در  و  تیر  در طول  یکنواخت  توزیع  با  یکی  در  نیرو  اعمال می گردد. 
دیگری با توزیع خطی در طول تیر اعمال شده است. به عنوان مثال از 
کاربردهای مسائل لایپلز و هگر می توان به نیروی وارد بر بدنه مخازن 

انتقال سوخت مایع اشاره کرد. 
تیرها،  پایداری  روی  بر  بسیاری  مطالعات  گذشته  دهه  پنج  در 
است  گرفته  صورت  مختلف  مرزی  شرایط  با  پوسته ها  و  صفحه ها 
زیگلرِ   و   [14] بولوتین  بک،  مسئله  مانند  آن ها  از  برخی   .[13-6]
[15] دارای حل تحلیلی هستند. بیلی و هینز [16] نیز با استفاده از 
اصل همیلتون، راه حل تحلیلی مستقیم برای سیستم های پایستار و 
ناپایستار با بارگذاری  و شرایط مرزی مختلف، پیشنهاد کردند. آن ها 
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فرکانسی  پاسخ  و منحنی های  را محاسبه  فلاتر  آستانه  نیروی  مقدار 
را ترسیم نمودند. لی [17] یک حل دقیق، برای تحلیل پایداری یک 
ستون غیریکنواخت، تحت اثر ترکیبی از نیروهای تعقیب کننده گسترده 
و متمرکز ارائه داده است. او نشان داد نتایج به دست آمده، مطابقت 
قابل قبولی با نتایج محاسبه شده با روش اجزاء  محدود دارد. الخالدی 
و همکاران [18] تغییر شکل های بزرگ تیر تحت نیروی ناپایستار و 
ممان پایستار را مورد بررسی قرار دادند. به دلیل پیچیدگی های مربوط 
منجر  تحلیلی  به یک حل  از حالات  بسیاری  دینامیکی،  پایداری  به 
نمی شوند. روش هایی نظیر گلرکین، رانج-کوتا، تفاضل محدود، اجزاء  
محدود و غیره از جمله روش هایی هستند که در تحلیل مسائل مربوط 
به پایداری دینامیکی سازه های مختلف مورد استفاده قرار می گیرند. 
کولکاوسکی و ریزمن [19] به مطالعه پدیده کمانش صفحات، تحت 
اند.  پرداخته  مختلف  مرزی  شرایط  با  لبه ای  تعقیب کننده  نیروهای 
همزمان  اثر  تحت  که  یک سرگیردار  صفحات  پایداری   ،[20] فرشاد 
مورد  گلرکین  روش  با  را،  دارند  قرار  ناپایستار  و  پایستار  نیروهای 
بررسی قرار داده است . لایپلز [21و22] پایداری صفحات مستطیلی 
با تکیه گاه های مفصلی تحت اثر نیروی تعقیب کننده مماسی را بررسی 
کرده است. کین و کیم [23]، پایداری صفحات را به کمک روش اجزاء  

محدود مورد مطالعه قرار دادند.
و  کامپوزیتی  مواد  از  استفاده  روزافزون  گسترش  با  امروزه 
و  شرایط  در  آن ها  رفتار  بررسی  مختلف،  صنایع  در  ساندویچی 
با  بارگذاری های گوناگون مورد توجه پژوهش گران قرار گرفته است. 
توجه به پیچیدگی های فراوان حاکم بر معادلات سازه های کامپوزیتی 
و ساندویچی که تحت اثر نیروی تعقیب کننده قرار دارند، برای بسیاری 
بنابراین  ندارد.  وجود  تحلیلی  حل  خاص  موارد  در  جز  به  آن ها  از 
استفاده از روش های عددی در تحلیل پایداری دینامیکی این دسته از 

سازه ها شایع تر است.
تیرهای  دینامیکی  پایداری  بررسی  به   [24] کاپانیا  و  گویال 
اجزاء   روش  به کمک  ناپایستار،  نقطه ای  بار  تحت  لایه ای  کامپوزیت 
محدود پرداختند. کیم و لی [25] پدیده های دیورژانس و فلاتر تیر 
بک ساخته شده از مواد کامپوزیت لایه ای را مورد مطالعه قرار دادند.

دینامیکی  پایداری  بررسی  به   [26] بلاندزی  و  اسمچنسکی 
پرداختند.  محوری  فشرده شده  پنج لایه  ساندویچی  تیر  استاتیکی  و 
هدف آن ها از این تحقیق به دست آوردن یک مدل ریاضی برای تاثیر 

لایه های چسبندگی اتصالات تیر است. ناپایداری استاتیکی و دینامیکی 
تیر کامپوزیتی لایه ای شکاف دار تحت نیروی متمرکز تعقیب کننده، 
توسط علیدوست و رضایی پژند [27] مورد بررسی قرار گرفت. در این 
مطالعه آن ها از تئوری تیر اویلر-برنولی و تئوری کلاسیک بهره بردند. 
همچنین علیدوست و رضایی پژند [28] به بررسی ارتعاشات آزاد و 
کمانش لمینیت کامپوزیتی دارای چندین ترک، تحت اثر بار ناپایستار 
مودال  تحلیل  و  تجزیه   [29] همکاران  و  کیانگ  پرداختند.  فشرده 
مخروط غشاء پر شده تحت نیروی دنبال کننده را مورد بررسی قرار 
ارتعاش  اثر فشار را در تجزیه و تحلیل  دادند. آن ها در مطالعه خود 
سازه  در نظر گرفتند، سپس بر اساس اصل کار مجازی و تئوری تیر 
تیموشینکو یک مدل تیر بهبود یافته را با توجه به اثر فشار، ارائه دادند.

تاکنون مطالعات اندکی در خصوص پایداری دینامیکی سازه های 
رفتار  است.  شده  انجام  دنبال کننده  نیروهای  اثر  تحت  ساندویچی 
سازه های ساندویچی با هسته انعطاف پذیر هدفمند تحت اثر نیروهای 
دنبال کننده هنوز مورد بررسی قرار نگرفته است. در این مقاله برای 
اولین بار به کمک تئوری مرتبه بالای پیشنهاد شده نویسندگان1 [30] 
تیر  در  فلاتر  پدیده  وقوع  احتمال  و  دینامیکی  ناپایداری  بررسی  به 
فشاری  تعقیب کننده  بار  اثر  تحت  ساندویچی ضخیم  گیردار  یک سر 
پرداخته شده است. معادلات حرکت به کمک اصل همیلتون استخراج 
شده و با اعمال شرایط مرزی و با کمک، یک روش حل عددی، پدیده 
فلاتر مورد بررسی قرار گرفته است. اثر پارامترهای مختلف هندسی و 
مکانیکی تیر بر مقدار نیروی فلاتر نیز مورد مطالعه قرار گرفته است.  

2- تئوری تیر ساندویچی
در یک پنل ساندویچي با هسته میاني انعطاف پذیر تابعی2، فرض 
یکسان بودن خیز رویه هاي بالایي و پاییني و نیز فرض تغییرات خطي 
نادرست  میاني،  مکان هاي صفحه اي در جهت ضخامت هسته  تغییر 
بوده و باعث خطاي زیادي مي گردد. این بدین معني است که روش 
حل کلاسیک همراه با خطای زیاد است. در تئوري  کلاسیک شرایط 
مرزي، براي دو رویه و هسته میاني یکسان فرض مي شود، یعني در کل 
ارتفاع مقطع، شرط مرزي را یکسان فرض مي کنند که در حالت واقعي 
چنین فرضي دور از اعتبار است، براي در نظر گرفتن رفتار غیرخطي 
هسته میاني و نیز واقعي تر در نظر گرفتن شرایط تکیه گاهي از تئوري  

1  Improved Higher-order Sandwich Plate Theory )IHSAPT(
2  Functionally Graded Materials )FGM(
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مرتبه بالای سه لایه استفاده می شود. این تئوري  در واقع تعمیم یافته 
مرتبه  تئوري   به کمک  است.  و حل کلاسیک  آثار  تئوري هاي جمع 
در  کرد.  بررسي  و  مدل  را  ساندویچي  پنل هاي  و  تیرها  مي توان  بالا 
و  مشخص  تئوري هاي  از  پنل،  رویه ي  دو  براي  مسئله  فرمول بندي 
از  میاني  هسته  براي  و  کرد  استفاده  تیرها  یا  ورق ها  شده  شناخته 
تئوري الاستیسیته استفاده نمود. در این صورت مي توان بارگذاري هاي 
مختلف، شرایط مرزي مختلف و نیز رفتار غیرخطي هسته میاني را 
در نظر گرفت [31]. مدل مورد استفاده در مقاله حاضر بر پایه توزیع 
جابجایي هاي هسته به صورت چند جمله اي در راستاي ضخامت است، 
که بر اساس نتایج بدست آمده از مدل اول فراستیگ و تامسن [31] 
در  به صورت مجهول  تفاوت که ضرایب چندجمله اي ها  این  با  است، 
نظر گرفته شده است. در این مقاله برای اولین بار معادلات در حالت 
تابعی استخراج شده  انعطاف پذیر  با هسته  کلي براي تیر ساندویچي 
با هر جنس رویه  انواع تیر ساندویچي  براي  توانایي کاربرد  است که 
و  چرخشي  اینرسي هاي  دینامیکي،  معادلات  دارند.  را  هسته  نوع  و 
شده  استخراج  همیلتون  اصل  به وسیله  نیاز  مورد  مرزي  شرایط 
است. فرمولاسیون ریاضي تئوري مرتبه بالا1 براي پنل ها و ورق هاي 
تک جهته در مراجع [34-32] موجود است. تیر ساندویچي به صورت 
الاستیک خطي با جابجایي هاي کوچک و شامل یک هسته با دو رویه 
نازک و شامل سفتي خمشي می باشد. در مقاله حاضر تنش هاي برشي 
و نرمال صفحه اي هسته که در تئوري  مرتبه بالا و تئوري مرتبه بالاي 
نیز در نظر گرفته  یافته [30] از آن ها چشم پوشي شده است  بهبود 
شده است. سطح مشترک هسته با رویه ها شامل اتصال کامل است، که 
قابلیت تحمل تنش هاي برشي و عمودي را دارا مي باشد. بار خارجي 
نیز مي تواند بر روي رویه هاي بالا و یا بر روي رویه هاي پایین وارد شود. 
در شکل 1 ساختار سازه مورد نظر نشان داده شده است. همانطور که 
 ،ht با ضخامت از شکل مشاهده می شود، رویه بالای تیر ساندویچی 
 hb با ضخامت با ضخامت hc و رویه پایین  تابعی  انعطاف پذیر  هسته 

نشان داده شده است.
اول  مرتبه  برشی  تئوری  کمک  به  رویه ها  در  جابجایی  میدان 
توابع  به ترتیب  به صورت روابط )1( در نظر گرفته می شود [35] که 

توزیع جابجایی تیر در راستای x و z را نشان می دهند.

( ) ( ) ( )0, , , ,j j
j xx z t xu tzt xu ψ= + )1- الف( 

1  Higher-order Sandwich Plate Theory )HSAPT( 

( ) ( )0 ,   ,, , ,j
j x z t x tw w j t b= = )1- ب( 

 )2( روابط  به صورت  جابجایی  میدان  معادلات  تیر،  هسته  برای 
می باشند [31].
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به راحتی   )2( و   )1( روابط  در  شده  تعریف  جابجایی  توابع  با 
می توان توزیع کرنش و تنش را در هر یک از لایه ها تعیین کرد. با در 
نظر گرفتن شرط تماس کامل بین لایه ها، شرط مرزی بین آن ها به 
سادگی تعریف می شود. یعنی جابجایی عرضی و طولی هسته با مقادیر 
شرایط  برابرند.  اتصال  محل  در  پایینی  و  بالایی  رویه های  در  مشابه 

سازگاری در روابط )3-الف( تا )3-ت( آورده شده است.

( )1 0 0
1c t b

c

w w w
h

= − )3- الف( 

( ){ }2 0 0 02

1 2 4
( )

c t b c

c

w w w w
h

= + − )3- ب(

( )0 0
2 2

0

21
( ) 4

t b
c

t b c
c t x b x

u u
u

h h h uψ ψ

 + − =  
+ −  

)3- پ(

 
 [35]: مشخصات هندسی تیر ساندویچی در مسئله بِک  1 شکل 

Fig. 1. Geometrical properties of Beck’s sandwich beam [35] 
  

Fig. 1. Geometrical properties of Beck’s sandwich beam [35]

شکل 1: مشخصات هندسی تیر ساندویچی در مسئله بکِ [35]
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با کاهش مجهولات حاکم بر مسئله، تعداد مجهولات از 13 به 9 )
( می رسد. منتجه های تنش  0 0 0 0 0 1 0, , , , , , , ,t c t t b b b c c

x xu u w u w u wψ ψ

در هسته به صورت روابط )4-الف( تا )4-ج( تعریف می شوند [30]:
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به همین ترتیب می توان منتجه های تنش در رویه های بالا و پایین 
را به صورت روابط )5-الف( تا )5-پ( تعریف کرد [30]:
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برای استخراج معادلات حاکم بر تیر ساندویچی و انجام تحلیل های 
دینامیکی مورد نظر، از اصل همیلتون استفاده شده است [31] )رابطه 
Uδ تغییرات  انرژی جنبشی، Tδ تغییرات  )6((. بر طبق این اصل
Vδ نیز تغییرات انرژی پتانسیل ناشی از کار نیروهای  انرژی کرنشی و

خارجی است.
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چگالی است. با جایگذاری توابع جابجایی تعریف  ρ در رابطه )7(،
شده از روابط )1( و )2(، می توان مقدار انرژی جنبشی را محاسبه کرد. 
انرژی  تغییرات  است.  شده  ارائه   [36] مرجع  در  محاسبات  جزئیات 

کرنشی تیر ساندویچی از رابطه )8( قابل محاسبه است [31]:
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با فرض رابطه خطی بین تنش و کرنش و همچنین با جایگذاری 
توابع جابجایی معرفی شده در روابط )1( و )2(، می توان تغییرات انرژی 
کرنشی را محاسبه نمود. تغییرات کار نیروی خارجی تعقیب کننده با 
0cz= به کمک  فرض وارد شدن نیرو در نقطه میانی هسته یعنی 
l تحت  شکل 2 محاسبه می شود [37]. در این شکل تیری با طول 
2b بردارهای  1b و  P قرار گرفته است. اثر نیروی ثابت تعقیب کننده 
یکه در راستای افقی و عمودی در صفحه تغییر شکل تیر می باشند. 
جابجایی هر نقطه از تیر در محل اعمال بار شامل یک جابجایی طولی 

) است.  ),cw x t ) و یک جابجایی عرضی  ),cu x t

خط  روی  تیر  از  نقطه  هر  مختصات  شکل یافته،  تغییر  تیر  در 
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پس از جایگذاری مقادیر تغییرات انرژی کرنشی، تغییرات انرژی 
جنبشی و تغییرات کار نیروی خارجی در اصل همیلتون و ساده سازی 
تیر  معادلات حرکت  جزء،  به  جزء  انتگرال گیری  روش  به کمک  آن 

ساندویچی به کمک روابط )17-الف( تا )17-خ( به دست می آیند.
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Fig. 2. Beck’s beam geometry and its related parameters [37] 

 [37] آن با مرتبط  یپارمترها و بک ریت هندسه:  2 شکل 
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شکل2: هندسه تیر بک و پارمترهای مرتبط با آن [37]
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شرایط مرزی حاکم بر مسئله تیر بکِ به کمک انتگرال های جزء به 
جزء در معادله اصل همیلتون به صورت روابط )19-الف( تا )19-خ( 

حاصل می گردند.
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)19- خ( 

هسته  و  رویه ها  در  جابجایی  توابع  حسب  بر  تنش  منتجه های 
به صورت رابطه )20( ساده می شوند. با جایگذاری منتجه های تنش در 

روابط )17( به فرم روابط ماتریسی معادله حرکت می رسیم.

11 0, 11 , ,    ,j j j j j
xx x x xN A u B j t bψ= + = )20- الف( 

11 0, 11 , ,    ,j j j j j
xx x x xM B u D j t bψ= + = )20- ب( 

( )55 0, ,    ,j j j j
xz x xQ kA w j t bψ= + = )20- پ( 

کشش،  در  سفتی  ماتریس  به ترتیب   ijD و ijB ، ijA ماتریس های

ماتریس سفتی جفت شده بین کشش و خمش و ماتریس سفتی تیر 
را  ترتیب می توان منتجه های تنش درسه لایه  به همین  است [28]. 

به صورت رابطه )21( تعریف کرد.
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xxt tN At u x t Bt x t
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که با استفاده از مدول های کششی و برشی هسته در جهت های 
مختلف، به کمک ثابت های رابطه )22( تعریف شده است.
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روابط )22( در روابط )23( برقرار است.

11 2

 
1
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)23- الف( 

33 2

 
1

c EQ
ν
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−

)23- ب( 

55
 

2(1 )
c EQ

ν
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+
)23- پ( 

3- اعمال شرایط مرزی 
مسئله تعمیم یافته بک شامل تیری با انتهای آزاد است که از نقطه 
در   .[38] است  مقید شده  میانی  نقطه ای  و همچنین  دیگر  انتهایی 
شکل 3 هرچه تکیه گاه میانی به تکیه گاه انتهایی نزدیک تر شود، رفتار 
تیر به رفتار تیر یک سر گیردار میل می کند و هرچه تکیه گاه میانی به 
انتهای آزاد تیر نزدیک شود، شرایط مرزی به شرایط حاکم بر تیر دو 
سر لولا نزدیک می شود. با افزایش مقدار نیرو در تیر بک احتمال وقوع 
پدیده فلاتر و یا دیورژانس را داریم. از طرف دیگر وابستگی شدیدی 
بین مقدار فرکانس طبیعی نوسان تیر با محل تکیه گاه میانی وجود 
ناپایداری  تعقیب کننده،  نیروی  اثر  تحت  لولا  سر  دو  تیر  برای  دارد. 
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Fig. 3. Beck’s generalized beam geometry and its related parameters [38] 

 [38] یافته بک و پارمترهای مرتبط با آنتعمیمهندسه تیر :  3 شکل 

  

شکل 3: هندسه تیر تعمیم یافته بک و پارمترهای مرتبط با آن ]38[
 Fig. 3. Beck’s generalized beam geometry and its related

parameters [38]
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فلاتر اتفاق نمی افتد و فقط کمانش استاتیکی ناپایداری غالب است. در 
شرایط مرزی دیگر مانند دیوار-لولا، لولا-دیوار و دیوار-دیوار با افزایش 
با افزایش  انتهای و  فاصله موقعیت مکانی تکیه گاه میانی از تکیه گاه 
ابتدا پدیده فلاتر و سپس پدیده کمانش  مقدار نیروی تعقیب کننده 

رخ می دهد [38].
از اصل همیلتون  بر تیر بک که  با توجه به شرایط مرزی حاکم 
1X و  به دست آمد، مقادیر توابع جابجایی مجهول در دو نقطه مرزی 
NX با توجه به مقدار تابع در سایر نقاط شبکه ای محاسبه می شوند. 

1X با استفاده از شرایط مرزی هندسی رابطه )24( برقرار  در نقطه 
است.

 )24(

بر طبق رابطه )25( از حل همزمان شش معادله اول شرایط مرزی 
NX خواهیم داشت. در 

 )25(

بنابراین رابطه )26( را می توان نوشت.
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از حل همزمان سه معادله آخر شرایط مرزی برای رویه ها رابطه 
)27( حاصل می شود.

 

)27(

شبکه،  انتهایی  و  ابتدایی  نقاط  در  مرزی  شرایط  اعمال  از  پس 
) کاهش می یابد. یعنی  )−9 2N تعداد مجهولات در رابطه )28( به 
) نقطه شبکه ای مسئله  )−2N با مشخص شدن توابع جابجایی در
حل می گردد. برای حل معادله کاهش یافته رابطه )28( باید به ازای 
به  توجه  با  و  محاسبه شوند  ویژه  مقادیر   P نیروی  مختلف  مقادیر 
مقادیر فرکانس های نوسانی، پایداری و یا ناپایداری حرکت تیر تحت 
اثر نیروی تعقیب کننده مشخص خواهد شد. روند حل به صورت مراحل 

زیر است.
1- مشخص نمودن پارامترهای هندسی و مکانیکی تیر در روابط 
این جایگذاری ها  از  تیر، مدول الاستیسیته و غیره. پس  مانند طول 

P و w باقی خواهد ماند. فقط دو مجهول 
P از صفر تا یک مقدار حدی، مقادیر w از  2- به ازای نمو مقدار 
حل معادله تعیین می گردند. به این ترتیب پاسخ نیرو-فرکانس در تیر 
P که دو فرکانس طبیعی  به دست خواهد آمد. به ازای هر مقداری از 

متوالی )اول و دوم( برابر شوند، فلاتر اتفاق خواهد افتاد.

4- حل معادلات
برای  تحلیلی  حل  یک  به  دست یابی  نبودن  میسر  به دلیل 
مربعات  عددی  حل  روش  از  موجود،  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه 

 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله :  ججدول  
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله مورد 
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منظور  به  روش  این  می شود.  استفاده  تعمیم یافته1  دیفرانسیلی 
گسسته سازي معادلات حاکم و شرایط مرزي حاکم، براي بهبود روش 
ارائه شده است. در  مربعات دیفرانسیلي و نیز محاسبه ضرایب وزني 
سال هاي اخیر این روش به دلیل دقت و نرخ همگرایي بالا مورد توجه 
پژوهشگران شاخه هاي گوناگون علوم قرار گرفته است. ماهیت روش 
متغیري  به  نسبت  یکنواخت  تابع  جزئي  مشتق  دیفرانسیلي  مربعات 
مي باشد که توسط مجموع وزني مقادیر تابع در تمام نقاط گسسته در 
آن جهت تقریب زده شده است. ضرایب وزني مربوط به آن، به مساله 
بستگي  مشتق  مرتبه  و  نقاط شبکه  به  تنها  و  نیست  مربوط  خاصي 
دارد. همچنین محدودیتی در انتخاب نقاط شبکه وجود ندارد هر چند 
که استفاده از شبکه های غیریکنواخت به همگرایی سریع تری منجر 
خواهد شد. جزئیات و مثال های فراوانی از این روش در مرجع [39] 
معرفی شده است. در این روش به ترتیب مشتق های مرتبه اول و دوم 
توسط   ix x= نقطه  در   ( )f x مشتق پذیر  و  یکنواخت  تابع  هر 

روابط )28( با بسط تیلور تقریب زده می شوند [39].

( ) ( )
1

N
i

ij j
j

df x
a f x

dx =

=∑ )28- الف( 

( ) ( )
2

2
1

N
i

ij j
j

d f x
b f x

dx =

=∑ )28- ب( 

در روابط )N )28 تعداد نقاط شبکه است. همان طور که مشاهده 
می شود در این روش مشتقات تابع در هر نقطه از مجموع وزنی مقدار 
تیر  نقاط شبکه محاسبه می گردد. گسسته سازی طول  تابع در  خود 

توسط رابطه )29( انجام می شود.

(1 cos[(2 3) / 2( 2)] / 2,iX a i Nπ= − − −  )29(
2,3,..., 1i N= −

مقدار ضرایب وزنی در این روش با استفاده از روابط )30( محاسبه 
می شوند.

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 ,   i
ij

i j j

M x
a i j

x x M x
= ≠

−
)30- الف( 

1,  

N

ii ij
j j i

a a
= ≠

= − ∑ )30- ب( 

1  Generalized Differential Quadrature Method )GDQ(

12 ,   ij ij ii
i j

b a a i j
x x

 
= − ≠  −   

)30- پ(

1,  

N

ii ij
j j i

b b
= ≠

= − ∑ )30- ت( 

( ) ( ) ( )1

1,

N

i i k
k k i

M x x x
= ≠

= −∏ )30- ث( 

به کمک توابع وزنی معرفی شده، معادلات دیفرانسیل حرکت تیر 
این  برای  تبدیل خواهند شد.  از معادلات جبری  به مجموعه ای  بک 
منظور با فرض جدایی پذیری بخش وابسته به زمان در توابع جابجایی 

تیر ساندویچی می توان رابطه )31( را نوشت.

( ) ( ), ,    , ,t
j ju x t e u x j t b cω= = )31- الف( 

( ) ( ), ,    , ,t
j jw x t e w x j t b cω= = )31- ب( 

همچنین  و   )19( و   )17( روابط  در   )31( روابط  جایگذاری  با 
مقادیر  تقریب  در  دیفرانسیلی  مربعات  تعمیم یافته  روش  از  استفاده 
مشتق توابع، مجموعه معادلات حرکت تیر به مسئله مقدار ویژه رابطه 

)32( تبدیل می شود.

[ ]{ } [ ]{ }2K X M Xω=  )32(

معرف  به ترتیب   [ ]M و   [ ]K مربعی  ماتریس های  آن  در  که 
مرتبه  از  ماتریس  دو  این  است.  تیر  ماتریس جرم  و  ماتریس سفتی 
توابع  مقادیر  شامل  نیز   { }X مجهولات  بردار  می باشند.   9N

جابجایی در نقاط شبکه ای است.

5- اعتبارسنجی معادلات
آمده  بدست  نتایج  مقایسه  از  اعتبارسنجی،  و  کار  صحت  برای 
تیر  دینامیکی  ناپایداری  مطالعات  نتایج  سایر  با  حاضر،  مطالعه 
رابطه  این  در  است.  شده  استفاده  چند لایه  کامپوزیت  یک سرگیردار 
این مرجع تیر  با مرجع [24] صورت گرفته است. در  نتایج  مقایسه 
مورد بررسی یک سرگیردار بوده که از سمت آزاد تیر تحت اثر نیروی 
متمرکز تعقیب کننده قرار دارد. مشخصات هندسی و مکانیکی تیر در 

جدول 1 آورده شده است. 
ضخامت لایه های تیر با یکدیگر یکسان در نظر گرفته شده است. 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 2، سال 1400، صفحه 863 تا 880

874

برای مشاهده دقت روش مورد مطالعه نتایج تیر ایزوتروپ در شکل 4 
و تیر کامپوزیتی در جدول 2 و شکل 5 مورد بررسی قرار گرفته است. 
تیر کامپوزیتی متقارن مورد مطالعه به صورت تک لایه ارتوتروپیک با 
زوایای صفر، 15، 30، 60 و 90 درجه در نظر گرفته شده است. نتایج 
المان  روش  از  آمده  به دست  نتایج  با  مطالعه  مورد  روش  از  حاصل 
محدود مرجع [24] مقایسه شده است. همانطور که مشاهده می شود 

نتایج از دقت کافی برخوردار می باشند.
تغییرات نیرو بر حسب فرکانس بی بعد به دست آمده برای دو زاویه 
صفر و 90 درجه در شکل 5 با مرجع [24] مقایسه شده است. همانطور 

که مشاهده می شود نتایج روش حاضر از دقت خوبی برخوردار است.

برای بررسی همگرایی نتایج ارائه شده با استفاده از روش عددی، 
اثر تعداد نقاط بر همگرایی پاسخ مسئله مورد بررسی قرار گرفته است. 
با توجه به مقدار فرکانس طبیعی تیر بلند تیموشنکو، انتظار می رود 
برای حالتی که در تیر ساندویچی مدول الاستیک رویه ها به صفر میل 
کند همان فرکانس طبیعی حاصل گردد. زیرا در این حالت فقط پاسخ 
هسته محاسبه خواهد شد. در شکل 6 تغییرات فرکانس طبیعی اول 
تیر مورد نظر برای تعداد نقاط شبکه ای مختلف نشان داده شده است. 
همانطور که در شکل 6 مشاهده شده است به ازایN= 7 نیز پاسخ به 
مقدار مورد نظر همگرا شده است. بنابراین برای انجام تحلیل ها از 11 

نقطه گرهی استفاده شده است.
و  اول  بین مقدار فرکانس طبیعی  نقطه گرهی مقایسه ای  با 11 
انجام  با مقادیر متناظر در هسته تیر ساندویچی  دوم تیر تیموشنکو 
شده است. در شکل های 7 و 8 تغییرات این دو فرکانس را بر حسب 
نسبت طول به ضخامت هسته تیر نشان داده شده است. همانطور که 
انتظار می رفت برای تیرهای بلند این مقدار فرکانس طبیعی در این دو 

تیر به یک مقدار همگرا شده است. 
تیر  دوم  و  اول  فرکانس های  تغییرات   10 و   9 شکل های  در 
ساندویچی با افزایش مقدار نیروی بدون بعد تعقیب کننده نشان داده 
با  فرکانس  دو  این  موهومی  مقدار  تغییرات   9 شکل  در  است.  شده 
نیروی بدون بعد و در شکل 10 هم مقدار حقیقی آن ها نشان داده 
شده است. همانطور که مشاهده شد در لحظه ای که بخش موهومی 
فرکانس های اول و دوم با یکدیگر برابر می شوند، سیستم در آستانه 

ناپایداری قرار می گیرد.
تغییرات فرکانس های نوسانی اول و دوم یک تیر ساندویچی مرتبه 
بالا برای دو مقدار مختلف نسبت طول به ضخامت هسته در شکل 11 
نشان داده شده است. همانطور که مشاهده شد با افزایش نسبت طول 
به ضخامت هسته، نیرو و فرکانس فلاتر نیز افزایش پیدا خواهند کرد. 
این افزایش نیرو و فرکانس به دلیل باریک تر و بلندتر شدن تیر است 
چون با افزایش نسبت طول به ضخامت هسته تیر بلندتر و نازکتر به 

حساب می آید و بخش زیادی از نیرو صرف نوسان تیر می شود.
در شکل 12 اثر نسبت ضخامت هسته به ضخامت پوسته در مقدار 
نیروی آستانه ناپایداری یک تیر ساندویچی متقارن مورد بررسی قرار 
گرفته است. همانطور که از شکل 12 مشاهده می شود در تیرهای بلند 
با افزایش ضخامت پوسته ها، بخش بزرگتری از نیروی تعقیب کننده به 

 [24: خواص ماده و هندسه تیرهای مورد مطالعه ]1جدول 
Table 1. Material and geometrical properties of the beams of this study [24] 

 
 [ 24]مقدار   هندسی/مکانیکی پامتر 

( )11 GPAE3567/0

( )22 GPAE1038/0

( )12 GPAG 0463/0 

 33/0 

( )mh 005/0 

( )mb 02/0 

(kg / m) 186/0 
 

  

12v

جدول 1: خواص ماده و هندسه تیرهای مورد مطالعه [24]
 Table 1. Material and geometrical properties of the beams of this study

[24]

 
Fig. 4. The compression of the variation of the frequencies of the first and second oscillations of isotropic beam under 

follower force with reference [24] 
 [24]کننده با مرجع تعقیب های اول و دوم نوسانی بدست آمده از تیر ایزوتروپ تحت نیروی مقایسه تغییرات فرکانس:  4 شکل 
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 Fig. 4. The compression of the variation of the frequencies of the first and
 second oscillations of isotropic beam under follower force with reference

[24]
شکل 4: مقایسه تغییرات فرکانس های اول و دوم نوسانی بدست آمده از تیر 

ایزوتروپ تحت نیروی تعقیب کننده با مرجع [24]
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 ارتوتروپیک برای تیر کامپوزیت چندلایه [24مرجع ]شده فلاتر روش حاضر با بعد بی: مقایسه نیرو و فرکانس 2جدول  
Table 2. The compression of the force and the dimensionless flutter of the current work with [24] for the orthotropic 

multilayer composite beams 
 

 [ 24] مرجع مقدار فرکانس  حاضر روش مقدار فرکانس  [ 24]مرجع مقدار نیرو   روش حاضر مقدار نیرو   زاویه 
0262/66689/68 021/14 307/13 
15673/58789/60 011/16 410/16 
30 965/41 836/41 201/16 322/16 
60 859/21 057/21 608/11 603/11 
90 965/18 850/19 825/10 903/10 

 

جدول 2: مقایسه نیرو و فرکانس بی بعد شده فلاتر روش حاضر با مرجع [24] برای تیر کامپوزیت چندلایه ارتوتروپیک
Table 2. The compression of the force and the dimensionless flutter of the current work with [24] for the orthotropic multilayer composite beams

 
Fig. 5. The compression of the variation of the frequencies of the first and second oscillations of composite beam under 

follower force with reference [24] 
 . [24]کننده با مرجع تعقیب های اول و دوم نوسانی بدست آمده از تیر کامپوزیت تحت نیروی مقایسه تغییرات فرکانس:  5 شکل 

  

 
Fig. 6. The variation of the first natural frequency based on the length to core thickness ratio for different network grid 

points, neglecting the effect of shells on the beam’s response 
ها نظر از تاثیر پوستهصرفبا  ایه برای تعداد مختلف نقاط شبکهبه ضخامت هست تغییرات فرکانس طبیعی اول بر حسب نسبت طول : 6 شکل 
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Fig. 7. The variation of the first dimensionless natural frequency with respect to the length to thickness ratio in sandwich 

and Timoshenko beams 
 بعد با نسبت طول به ضخامت در تیرهای ساندویچی و تیموشنکوی اول بیتغییرات فرکانس طبیع:  7 شکل 

 
  

 Fig. 5. The compression of the variation of the frequencies of the first and
 second oscillations of composite beam under follower force with reference

[24]
شکل 5: مقایسه تغییرات فرکانس های اول و دوم نوسانی بدست آمده از تیر 

کامپوزیت تحت نیروی تعقیب کننده با مرجع [24].

Fig. 6. The variation of the first natural frequency based on the length to 
core thickness ratio for different network grid points, neglecting the effect 

of shells on the beam’s response

شکل 6: تغییرات فرکانس طبیعی اول بر حسب نسبت طول به ضخامت هسته 
برای تعداد مختلف نقاط شبکه ای با صرف نظر از تاثیر پوسته ها بر پاسخ تیر

Fig. 7. The variation of the first dimensionless natural frequency with 
respect to the length to thickness ratio in sandwich and Timoshenko beams

به ضخامت در  با نسبت طول  بی بعد  اول  تغییرات فرکانس طبیعی  شکل 7: 
تیرهای ساندویچی و تیموشنکو

 
Fig. 8. The variation of the second dimensionless natural frequency with respect to the length to thickness ratio in 

sandwich and Timoshenko beams 
 طول به ضخامت در تیرهای ساندویچی و تیموشنکو بعد با نسبت بیتغییرات فرکانس طبیعی دوم :  8 شکل 

  

Fig. 8. The variation of the second dimensionless natural frequency with 
respect to the length to thickness ratio in sandwich and Timoshenko beams

با نسبت طول به ضخامت در  شکل 8: تغییرات فرکانس طبیعی دوم بی بعد 
تیرهای ساندویچی و تیموشنکو
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Fig. 9. The variation of the frequencies of the first and second oscillations of a higher order sandwich beam with the value 

of the follower force 
 کننده تعقیبمقدار نیروی  های اول و دوم نوسانی یک تیر ساندویچی مرتبه بالا باتغییرات فرکانس:  9 شکل 
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Fig. 10. The variation of the frequencies of the first and second damping of a higher order sandwich beam with the value 

of the follower force 
 نیروی تعقیب کننده  های اول و دوم نوسانی یک تیر ساندویچی مرتبه بالا با مقدارتغییرات میرایی :  10 شکل 

  

Fig. 9. The variation of the frequencies of the first and second oscillations of 
a higher order sandwich beam with the value of the follower force

شکل9: تغییرات فرکانس های اول و دوم نوسانی یک تیر ساندویچی مرتبه بالا 
با مقدار نیروی تعقیب کننده

Fig. 10. The variation of the frequencies of the first and second damping of 
a higher order sandwich beam with the value of the follower force

شکل 10: تغییرات میرایی های اول و دوم نوسانی یک تیر ساندویچی مرتبه بالا 
با مقدار نیروی تعقیب کننده

 
Fig. 11. Variation of the frequencies of the first and second oscillations of different values of the length to core thickness 

ratio 
 خامت هستههای مختلف طول به ضهای اول و دوم نوسانی یک تیر ساندویچی مرتبه بالا برای نسبتتغییرات فرکانس:  11 شکل 

  

Fig. 11. Variation of the frequencies of the first and second oscillations of 

different values of the length to core thickness ratio

شکل 11: تغییرات فرکانس های اول و دوم نوسانی یک تیر ساندویچی مرتبه بالا 
برای نسبت های مختلف طول به ضخامت هسته

Fig. 12. Variation of the dimensionless flutter force with the length to core 
thickness ratio for different core thickness to shell thickness ratios

شکل 12: تغییرات نیروی بدون بعد فلاتر با نسبت طول به ضخامت هسته برای 
نسبت های مختلف ضخامت هسته به پوسته

Fig. 13. The variation of the first dimensionless natural frequency with 
respect to the length to thickness ratio in sandwich and Timoshenko beams

شکل 13: تغییرات فرکانس طبیعی اول بی بعد با نسبت طول به ضخامت در 
تیرهای ساندویچی و تیموشنکو

 
Fig. 12. Variation of the dimensionless flutter force with the length to core thickness ratio for different core thickness to 

shell thickness ratios 
 های مختلف ضخامت هسته به پوستهفلاتر با نسبت طول به ضخامت هسته برای نسبتتغییرات نیروی بدون بعد :  12 شکل 

  

 
Fig. 13. The variation of the first dimensionless natural frequency with respect to the length to thickness ratio in sandwich 

and Timoshenko beams 
 بعد با نسبت طول به ضخامت در تیرهای ساندویچی و تیموشنکویعی اول بیتغییرات فرکانس طب:  13 شکل 

 
  

نوسان آن ها تعلق می گیرد و در نتیجه مقدار نیروی آستانه ناپایداری 
نیز بزرگتر خواهد شد.

در شکل های 13 و 14 تغییرات بین مقدار فرکانس طبیعی اول و 
دوم تیر تیموشنکو با مقادیر متناظر در هسته تیر ساندویچی بر حسب 
نسبت طول به ضخامت هسته تیر نشان داده شده است. همانطور که 
انتظار می رفت برای تیرهای بلند این مقدار فرکانس طبیعی در این دو 

تیر به یک مقدار همگرا شده است.
تیر  در  فلاتر  آستانه  نیروی  مقدار  بین  مقایسه ای   15 شکل  در 
تیموشنکو و هسته تیر ساندویچی انجام شده است. همانطور که در 
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شکل 15 مشاهده شد، به ازای مقادیر بزرگ نسبت طول به ضخامت 
هسته مقدار نیروی فلاتر این دو تیر به سمت یکدیگر میل می کنند.

6- نتیجه گیری 
هدف از انجام این پژوهش با توجه به خلا نتایج مطالعات پیشین 
در زمینه ناپایداری سازه های هدفمند، بررسی وقوع پدیده فلاتر تیر 
نیروهای  اثر  تحت  تابعی  هدفمند  انعطاف پذیر  هسته  با  ساندویچی 
دنبال کننده و نیز بدست آوردن نیروی آستانه فلاتر است. همچنین به 
بررسی اثر پارامترهای مختلف هندسی و مکانیکی تیر بر نیروی آستانه 

تئوری های  از  برای استخراج روابط حاکم  است.  پرداخته شده  فلاتر 
مرتبه بالا و از اصل همیلتون استفاده شد. حل معادله های بدست آمده 
با استفاده از روش حل عددی مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته انجام 

شده است. نتایج این پژوهش به صورت زیر ارائه می گردد:
نتایج  به  فلاتر  پدیده  آستانه  نیروی  مقدار  بلند،  تیرهای  در   -1

متناظر در تیر تیموشنکو میل می کند.
با  دوم  و  اول  فرکانس های  موهومی  بخش  لحظاتی که  در   -2
و  قرار می گیرد  ناپایداری  آستانه  در  برابر می شوند، سیستم  یکدیگر 

پدیده فلاتر رخ می دهد.
3- در تیرهای بلند با افزایش ضخامت رویه ها، مقدار نیروی آستانه 

ناپایداری بزرگتر می شود.
4- با افزایش نسبت طول به ضخامت هسته در تیر ساندویچی، 

نیرو و فرکانس فلاتر نیز افزایش می یابد.
ناپایداری  تعقیب کننده،  نیروی  اثر  تحت  لولا  سر  دو  تیر  در   -5

فلاتر رخ نمی دهد و فقط کمانش استاتیکی ناپایداری غالب است.
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Fig. 14. The variation of the second dimensionless natural frequency with 
respect to the length to thickness ratio in sandwich and Timoshenko beams

با نسبت طول به ضخامت در  شکل14: تغییرات فرکانس طبیعی دوم بی بعد 
تیرهای ساندویچی و تیموشنکو

 
Fig. 14. The variation of the second dimensionless natural frequency with respect to the length to thickness ratio in 

sandwich and Timoshenko beams 
 بت طول به ضخامت در تیرهای ساندویچی و تیموشنکوبعد با نستغییرات فرکانس طبیعی دوم بی:  14 شکل 

  

 
Fig. 15. The variation of the dimensionless flutter force with respect to the length to thickness ratio in Timoshenko beams 

and higher order beam’s core 
 تیر مرتبه بالا  تغییرات نیروی بدون بعد فلاتر با نسبت طول به ضخامت هسته در تیر تیموشنکو و هسته:  15 شکل 

 

Fig. 15. The variation of the dimensionless flutter force with respect to the 
length to thickness ratio in Timoshenko beams and higher order beam’s 

core
شکل15: تغییرات نیروی بدون بعد فلاتر با نسبت طول به ضخامت هسته در 

تیر تیموشنکو و هسته تیر مرتبه بالا
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