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مطالعه تأثیر گراديان طولی مواد بر ارتعاشات سیستم های متحرک محوری
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دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه تربیت مدرس، تهران، ایران

خلاصه: برای اولین بار، ارتعاشات و پایداري تیرهاي رایلي متحرک مدرج محوري با هدف بهبود کارایي سیستم هاي 
متحرک عبوري مطالعه شده است. همچنین، یک مطالعه مقایسه اي مفصل براي روشن کردن اثر پارامترهاي مختلف 
مانند درجه بندي محوري مواد و اینرسي دوراني بر مرزهاي پایداري تیرهاي رایلي و اویلر- برنولي انجام شده است. 
فرض شده است که مشخصات مادي سیستم به طور پیوسته در راستاي طولي به صورت خطي یا نمایي تغییر مي کنند. 
پیکربندي  طبیعي،  فرکانس هاي  تا  شده اند  به کاربرده  ویژه  مقدار  مسئله  همچنین  و  گالرکین  گسسته سازي  روش 
سرعت  براي  تحلیلي  روابط  همچنین  شوند.  محاسبه  سیستم  دایورژانس  و  فلاتر  ناپایداري  آستانه هاي  دینامیکي، 
بحراني سیستم به دست آمده اند. نقشه هاي پایداري و کانتورهاي سرعت بحراني برحسب توزیع هاي مختلف مورد آزمون 
قرارگفته اند. ضمنا نشان داده شد که در حالت چگالي و مدول الاستیک متغیر، به ترتیب تغییرات نمایي و خطي 
منجر به سیستم پایدارتر مي شوند. همچنین نتایج نشان دادند که کاهش پارامتر گرادیان چگالي و یا افزایش پارامتر 
را گسترش مي دهد،  پایداري  و محدوده هاي  افزایش مي دهد  را  فرکانس طبیعي سیستم  الاستیک،  گرادیان مدول 
بنابراین تغییرات پارامترهاي گرادیان چگالي و مدول الاستیک، نقش هاي متضاد در رفتار دینامیکي سیستم دارند. 
نتایج پژوهش حاضر برای طراحی و بهینه سازی سازه های متحرک محوری غیرهمگن سرعت بالا می تواند مفید باشد. 
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1- مقدمه
مهندسي  صنایع  در  گسترده  به صورت  محوري  متحرک  تیرهاي 
بي شماري  محققین  ازاین رو  می گیرند.  قرار  استفاده  مورد  مختلف 
سازه ها  این  ارتعاشاتي  مشخصه سازی  و  دینامیکي  مدل سازی  به 
گوناگون  جنبه هاي  از  را  سازه ها  این  دینامیکي  رفتار  و  پرداخته اند 
بحث کرده اند. در این راستا، بر اساس تئوري تیر اویلر برنولي، ویکرت 
و  تحلیل کرد  را  عبوري تحت فشار  تیرهاي  ارتعاشات غیرخطي   ]1[
اثرات کشش اولیه و سفتي خمشي را بر ارتعاشات آزاد توضیح داد. 
متحرک  تیرهاي  اجباري  غیرخطي  دینامیک   ،]2[ امابیلي  و  قایش 
و  ماندگار  پاسخ حالت  و  به  صورت عددي مطالعه کردند  را  محوري 

انشعاب سیستم را استخراج کردند. چن و یانگ ]3[، پایداري  نقاط 
پارامتریک تیرهاي ویسکوالاستیک متحرک محوري با سرعت محوري 
نوساني و تکیه گاه هاي هیبریدي را مطالعه کردند. در مقاله ي ذکرشده، 
فرکانس هاي طبیعي، توابع مودال و سرعت بحراني به ازاي پارامترهاي 
مکانیزم   ]4[ پاکدمیرلي  و  از  شده اند.  تعیین  مختلف  سیستمي 
دینامیکي تیرهاي متحرک محوري با سرعت وابسته به زمان را مطالعه 
کردند. آن ها نشان دادند که تغییرات دامنه سرعت منجر به گسترش 
تیرهاي  پایداري  و شرایط  ارتعاشاتي  رفتار  پایداري مي شوند.  نواحي 
ویسکوالاستیک شتابي محوري توسط چن و همکاران ]5[ بررسي شد. 
آن ها کشف کردند که در رزونانس زیرهارمونیک اول، کاهش تنش و 
ناپایداري  آستانه  بر  یکساني  اثرات  محوري  متوسط  سرعت  افزایش 
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سیستم دارند. در این زمینه مطالعات محدودي نیز بر اساس تئوري 
چانگ  و  ژو  به عنوان مثال،  است.  شده  انجام  تیموشنکو  و  رایلي  تیر 
محوري  متحرک  چرخان  رایلي  تیرهاي  پایداري  و  ارتعاشات   ]6[
بررسي  را  سیستم  ژیروسکوپي  ویژگي هاي  آن ها  کردند.  مطالعه  را 
کردند و فهمیدند که با افزایش اینرسي دوراني تیر، پایداري سیستم 
کاهش مي یابد. دهرویه- سمناني و همکاران ]7[ مشخصات ارتعاشي 
تیموشنکو  تیر  تئوري  اساس  بر  را  محوري  متحرک  میکروتیرهاي 
بررسي کردند. از نتایج آن ها مي توان به فرکانس هاي وابسته به اندازه 
و  ازاي شرایط مرزي دوسر مفصل  به  بحراني سیستم  و سرعت هاي 
ارتعاشات  و  رزونانس  ناپایداري،  از  جلوگیري  رسید.  دوسرگیردار 
از ملزومات اساسي در طراحي هاي مهندسي سیستم هاي  ناخواسته، 
ارتعاشات  کاهش  براي  مهندسین  تاکنون  است.  محوري  متحرک 
ارتعاشاتي  کنترل  روش هاي  محوري،  متحرک  سیستم هاي  اضافي 
فعال و غیرفعال مختلفي پیشنهاد داده اند. به عنوان مثال لي و همکاران 
با  را  نوارهاي متحرک محوري  ارتعاشات غیرخطي  ]8[ کنترل فعال 
به کارگیری فیدبک سرعت مرزي درنظرگرفتند. آن ها نشان دادند که 
با به کارگیری فیدبک خطي منفي سرعت در بالادست یا پایین دست 
و  ژانگ  داد.  کاهش  به  خوبی  را  سیستم  ارتعاشات  مي توان  نوار، 
تیر متحرک  ارتعاشات یک  و غیرفعال  تطابقي  همکاران ]9[ کاهش 
محوري متصل به جاذب های غیرخطي را بررسي کردند. آن ها نشان 
پارامتر جرم، کارایي جاذب غیرخطي را مي توان  با تنظیم  دادند که 
بالا، مواد به کاربرده  افزایش داد. در تمام مقالات مرور شده  به خوبی 
اخیر،  سال هاي  در  است.  بوده  همگن  مواد  جنس  از  سازه  در  شده 
مهندسین با بهبود خواص مواد، رفتار مکانیکي سیستم هاي دینامیکي 
محدودیت هاي  از  جلوگیري  هدف  با  بخشیده اند.  بهبود  را  متحرک 
تابعي را معرفي کردند که یک  سازه اي ممکن، محققین مواد مدرج 
نوع جدید از مواد مرکب هستند و با تغییرات پیوسته و نرم دو یا چند 
از سطحي به سطحي دیگر ساخته شده اند. مواد  ماده تشکیل دهنده، 
مدرج نسبت به مواد همگن و لایه ای مرسوم، با ارائه مزایاي عالي و 
برجسته اي همچون مقاومت خوردگي بهتر، تمرکز تنش کمتر و سختي 
گسترده اي  کاربردهاي  مهندسي  پیچیده  صنایع  در  کمتر،  شکست 
دارند]10[. گرچه مواد مدرج محوري در طراحي و ساخت سامانه هاي 
فراهم  بالایي  به کارگیری  پتانسیل  آینده،  پیشرفته  محوري  متحرک 
مي کنند، اما بااین وجود تحقیقات محدودي در این زمینه انجام شده 

است. پیووان و سامپایو ]11[، ارتعاشات تیرهاي لغزان منبسط شونده 
بررسي  تشکیل شده اند  محوري  مدرج  مواد  از  که  را  شونده  جمع  یا 
قانون  طبق  سیستم  مواد  مشخصات  که  کردند  فرض  آن ها  کردند. 
اثرات مواد تشکیل دهنده و  تواني درجه بندی شده اند. همچنین آن ها 
شتاب سیستم بر پاسخ دینامیکي را تحقیق کردند. سویي و همکاران 
تیموشنکو متحرک محوري ساخته  تیرهاي  ارتعاشات عرضي   ،]12[
شده از مواد مدرج محوري را درنظرگرفتند. آن ها فرکانس هاي طبیعي 
و سرعت بحراني سیستم را برحسب توان مدرج محوري و نسبت طول 
و عرضي  ارتعاشات طولي   ،]13[ کیاني  کردند.  محاسبه  به ضخامت 
نانوتیرهاي مدرج محوري را بر اساس تئوري غیرمحلي رایلي مطالعه 
ناپایداري هاي  بر  را  تواني  قانون  و شاخص  اندازه  پارامتر  اثر  او  کرد. 
سیستم بررسي کرد. اخیراً، یان و همکاران ]14[، ارتعاشات غیرخطي 
تیرهاي مدرج محوري متحرک محوري با درنظرگیري اثرات غیرخطي 
هندسي و نیروي محوري را مطالعه کردند. آن ها با به کاربردن روش 
در  را  زیرهارمونیک  رزونانس  رخداد  شرایط  مستقیم،  چندمقیاسي 

سیستم به دست آوردند.
بر  انجام شده  مطالعات  تمام  در  نویسندگان،  اطلاعات  اساس  بر 
روي تیرهاي مدرج متحرک محوري، فرض شده است که پیکربندي 
مواد سیستم در راستاي ضخامت تغییر مي کنند، درحالي که علیرغم 
رفتار  مطالعه  محوري،  راستاي  در  مواد  خواص  درجه بندي  اهمیت 
فني  ادبیات  در  تابه حال  متحرک  محوري  مدرج  تیرهاي  دینامیکي 
گزارش نشده است. با توجه به این مطلب، تحلیل دینامیکي و بهبود 
پایداري تیرهاي متحرک محوري دوسرمفصل رایلي با به کارگیری مواد 
مدرج محوري به طور جامع، عددي و تحلیلي موردمطالعه قرارگرفته 
محوري،  درجه بندي  مانند  کلیدي،  متعدد  پارامترهاي  اثر  است. 
سیستم هاي  دینامیکي  مشخصات  بر  تیر  سرعت  و  دوراني  اینرسي 
است.  داده شده  توضیح  فیزیکي شان  تعابیر  به علاوه  محوري  متحرک 
نمایي  و  پروفیل خطي  دو  اساس  بر  طولي  راستاي  در  مواد  خواص 
همیلتون  قانون  اساس  بر  سیستم  دینامیکي  معادله  مي کنند.  تغییر 
استخراج  شده است و با معادلات موجود در ادبیات مقایسه شده است. 
در ادامه معادله کاهش مرتبه یافته با روش گالرکین به  دست آمده است 
و مسئله مقدار ویژه اعمال شده است. سپس براي تیر مدرج محوري 
اطمینان  براي  شناسایی شده اند.  ناپایداري  مناطق  محوري  متحرک 
ادبیات  در  موجود  نتایج  با  مقایسه اي  مطالعه  حل،  روش  درستي  از 
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انجام شده است. پاسخ زماني، سرعت بحراني و فرکانس هاي طبیعي 
سیستم به صورت عددي اکتساب شده اند. عبارت صریح تحلیلي براي 
اساسي  عوامل  اثر  درنهایت،  است.  ارائه شده  سیستم  بحراني  سرعت  
بر پاسخ دینامیکي و محدوده هاي پایداري سیستم توضیح داده شده 
است. نتایج پژوهش حاضر را می توان در طراحی سازه های مهندسی 
که در راستای طولی از دو یا چند ماده تشکیل شده اند و یا مشخصات 
هندسی آن ها )سطح مقطع، ممان اینرسی و ...( در راستای محوری 

سیستم تغییر می کنند، به کاربرد.

2- مدل سازی رياضي
از مواد  تیر متحرک محوري متشکل  در شکل 1، شماتیک یک 
مدرج محوري نمایش داده شده است. فرض مي شود که تیر یا شرایط 
مرزي تکیه گاه هاي ساده با سرعت محوري ثابت V در راستاي طولي 
طول،  است.   P محوري  فشاري  پیش  بار  تحت  و  مي کند  حرکت 
 I و   A  ،L با  ترتیب  به  تیر  اینرسي  ممان  و  مقطع  سطح  مساحت 
نشان داده مي شود. چگالي ))x(ρ( و مدول الاستیک تیر ))E)x( طبق 
نمایي  یا  خطي  به صورت  تیر  طول  راستاي  در   )2-1( فرمول هاي 

درجه بندی  شده اند:
0( ) ( )x g xρ ρ=  )1(
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الاستیک  مدول  و  چگالي  گرادیان  پارامتر  ترتیب  به   αE و   αρ که 
مي باشند که به ترتیب بیانگر نسبت چگالي و مدول الاستیک انتهاي 

تیر )x=L( به ابتداي تیر )x=0( مي باشند.
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بیان   )8-7( معادلات  طبق  سیستم  پتانسیل  و  جنبشي  انرژي هاي 
مي شوند ]18-15[:
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همیلتون  اصل  طبق  است.  تیر  عرضي  جابجایي   w(x, t) آن  در  که 
مي توان نوشت:
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با جایگذاري روابط )7-8( در رابطه )9( خواهیم داشت:

 )10(

معرفي  زیر  بي بعد  پارامترهاي  بي بعد،  معادلات  استخراج  هدف  با 
مي شوند:
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با جایگذاري پارامترهاي بي بعد معادله )11( در معادله )10( به دست 
خواهد آمد:
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 )13(

معرفي   )14( رابطه  در  به دست آمده  بي بعد  پارامترهاي  آن  در  که 
مي شوند:
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که در آن پارامترهاي β و kf به ترتیب ضریب اینرسي دوراني و سفتي 
خمشي بي بعد نام دارند. این نکته باید بیان شود که معادلات سیستم 
متحرک  محوري  مدرج  برنولي  اویلر  تیر  معادلات  به   ،β=0 ازاي  به 

کاهش پیدا مي کند.
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Fig. 1. Schematic of moving axially functionally graded beam 
 متحرک محوري مدرج تير شماتيک :1 شکل

  

Fig. 1. Schematic of moving axially functionally graded beam

شکل 1: شماتیک تیر مدرج محوري متحرک
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3- روش گسسته سازي
براي گسسته سازي معادله سیستم، جابجایي عرضي تیر طبق معادله 

)15( در نظر گرفته مي شود:

( , )
1

( ) ( )
n

r r
j

qξ τη ϕ ξ τ
=

= ∑  )15(

 φr ،تعداد توابع پایه n ،مختصات بي بعد تعمیم یافته qr که در آن
 φs شکل مود قابل قبول براي جابجایي عرضي سیستم است. با ضرب
در معادله )13(، انتگرال گیري بر بازه ]0,1[ و بهره گیري از خاصیت 

تعامد مودها، به دست خواهد آمد:
 )16(

که در آن q بردار مختصات تعمیم یافته، M ماتریس جرم، C ماتریس 
دمپینگ و K ماتریس سختي سیستم هستند و طبق روابط )20-17( 

بیان مي شوند:

 )17(

( )( )1

0
M ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sr s r s r s rg g dξ φ ξ φ ξ β ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ ξ′′ ′′= − +∫  )18(

 )19(
 

( )( )
( )

12

0
12

0

K ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

  ( ) ( )   ( ) 2 ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )

sr s r s r s r s r s r

f s r s r s r

g g d

k f d

ν ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ β ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ µ ξ φ ξ φ ξ ξ

ξ φ ξ φ ξ γ ξ φ ξ φ ξ χ ξ φ ξ φ ξ ξ

′′ ′ ′′′′ ′′′ ′′= + − + +

′′′′ ′′′ ′′+ + +

∫
∫

 )20(

4- تحليل پايداري
معادلات مرتبه دوم به دست آمده )16( را مي توان به معادلات مرتبه 

اول زیر کاهش داد:
( ) ( ) 0τ τ+ =BZ EZ  )21(

که در آن:

 )22(

با فرض Z(τ)=Aeiωτ مي توان نوشت:
iω− =YA I 0  )23(

فرکانس   ω همچنین  است.   Y=-B-1E و  هماني  ماتریس   I که 
پارامترهاي  برحسب  مي توان  که  است  سیستم  طبیعي  مختلط 
گرادیان  بي بعد،  اینرسي، سفتي خمشي  ممان  مانند ضریب  کلیدي 
چگالي و مدول الاستیک به دست مي آورد. پایداري سیستم متحرک، 
فرکانس  موهومي  و  قسمت هاي حقیقي  تأثیر علامت  تحت  به شدت 
است. قسمت هاي حقیقي و موهومي فرکانس سیستم، به ترتیب به 

فرکانس ارتعاشات و ضریب دمپینگ سیستم مربوط است. هنگامي که 
سیستم  طبیعي  فرکانس  شاخه هاي  از  یکي  حداقل  حقیقي  قسمت 
برابر صفر شود، درحالي که قسمت موهومي آن منفي و قسمت حقیقی 
چنگالي  انشعاب  یک  طریق  از  دایورژنس  ناپایداري  است،  صفر  آن 
در سیستم رخ مي دهد. سرعت مربوط به رخداد دایورژنس به صورت 
سرعت بحراني دایورژنس شناخته مي شود. همچنین زماني که قسمت 
درحالي که  شود،  منفي  فرکانس  شاخه هاي  از  یکي  حداقل  موهومي 
قسمت حقیقي آن مثبت و قسمت موهومی آن منفی است، سیستم 

از طریق انشعاب هاپف، ناپایداري فلاتر را تجربه مي کند ]25-19[.

5- بحث و نتايج
انجام  ارائه شده  روش  براي  همگرایي  آزمون  ابتدا  بخش،  این  در 
با  و  استخراج شده  همگن  سیستم  براي  نتایج  همچنین  مي شود. 
اثر سرعت  ادبیات فني مقایسه مي شوند. سپس  اطلاعات موجود در 
جداگانه  به صورت  الاستیک،  مدول  و  جرم  گرادیان  پارامترهاي  تیر، 
مرزهاي  و  دینامیکي  پاسخ  طبیعي،  فرکانس هاي  بر  هم زمان،  و 
بازتاب  اویلر برنولي  پایداري تیرهاي مدرج محوری متحرک رایلي و 
مي شوند. لازم به ذکر است که پاسخ دینامیکي سیستم را نیز مي توان 
عددي  به صورت  چهارم  مرتبه  کوتاي  رانگ  روش  به کارگیری  با 

انتگرال گیري محاسبه کرد.

1-5- صحه سازي مدل
براي ارزیابي روش حل ارائه شده، قسمت حقیقي فرکانس پایه اي 
فشاري  بار  تحت  همگن  مرسوم  برنولي  اویلر  محوري  متحرک  تیر 
برحسب سرعت بي بعد در نسبت هاي سختي متمایز )kf( در شکل )2( 

( )

( )

1

0
1

0

C 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

  2 ( ) ( )  ( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

sr s r s r

s r s r s r

g d

v g d

ν ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ ξ

β ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ µ ξ φ ξ φ ξ ξ

′= +

′′′′ ′′ ′− + +

∫
∫

 
Fig .2. Dimensionless fundamental frequency of homogenous Euler-Bernoulli moving beam on the basis of 

dimensionless velocity 
 بعدبي  سرعت برحسب همگن وليبرن -اويلر متحرک تير بعدبي ايپايه فرکانس :2 شکل

  

Fig .2. Dimensionless faundamental frequency of 
homogenous Euler-Bernoulli moving beam on the basis of 

dimensionless velocity
شکل 2: فرکانس پایه اي بي بعد تیر متحرک اویلر- برنولي همگن 

برحسب سرعت بي بعد

(ô)+ (ô)+ (ô)=0Mq Cq Kq 

[ ]1 2 nq ,q ,...,q Ôq =

(ô)
(ô)

(ô)
     
     
     

0 M -M 0 q
B = , E = , Z =

M C 0 K q
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رسم شده است. همان طور که مشاهده مي شود نتایج به دست آمده از 
پژوهش حاضر، تطابق خوبي با نتایج ارائه شده توسط از و پاکدمیرلي 
پایه اي سیستم  فرکانس   ،kf افزایش  با   ،2 براساس شکل  دارند.   ]4[

همگن افزایش مي یابد.
در شکل 3، قسمت حقیقي سه فرکانس اول تیر متحرک رایلي 
همگن تحت بار کششي نمایش داده شده است. همان طور که مشاهده 
مي شود، نتایج به دست آمده از پژوهش حاضر با نتایج ارائه شده توسط 
براي  که  است  ذکر  به  لازم  دارد.  خوبي  مطابقت   ]6[ چانگ  و  ژو 
به کارگیری روش گالرکین و رسم شکل  2، در معادله )16( نه مود در 
نظر گرفته شده است. درنتیجه با توجه به دقت نتایج، براي محاسبات 

بیشتر، استفاده از 9 مود خمشي منطقي است.

2-5- اثر پارامتر گرادیان مدول الاستیک
در شکل 4 )الف و ب(، به ترتیب منحني هاي قسمت حقیقي و 
موهومي دو فرکانس طبیعي اول سیستم برحسب سرعت تیر متحرک 
 kf الاستیک هنگامي که0/9=  نمایي مدول  و  تغییرات خطي  ازاي  به 
است، رسم شده اند. همان طور که مشخص است، هنگامی که سرعت 
تیر صفر است، فرکانس هاي طبیعي سیستم کاملًا حقیقي هستند. با 
افزایش سرعت سیستم، قسمت حقیقي فرکانس هاي طبیعي سیستم 
برابر صفر  موهومي شان  درحالي که قسمت  به آرامي کاهش مي یابند، 
باقي مي ماند. در سرعت بحراني )vd(، قسمت حقیقي فرکانس پایه اي 
سیستم صفر مي شود. در این نقطه سیستم پایداري خود را از دست 

در  دایورژنس  القاشده  ناپایداري  مي شود.  کمانش  دچار  و  مي دهد 
تحت فشار  تیرهاي  در  کمانش  مشابه  محوري،  متحرک  سیستم هاي 
تعبیر  همان  محوري  سرعت  افزایش  به طوري که  است،  کلاسیک 
فرکانس  بیشتر سرعت،  افزایش  با  نیروي فشاري ستون است )30(. 
طبیعي  فرکانس  درحالي که  مي شود،  موهومي  کاملًا  سیستم  پایه اي 
به  سرعت،  بیشتر  افزایش  با  مي یابد.  کاهش  یکنواخت  به طور  دوم 
دست  به  مجدداً  را  خود  پایداري  سیستم  ژیروسکوپي،  اثرات  دلیل 
مي آورد. این طور مي توان بیان کرد که نقطه شروع و پایان ناپایداري 
و موهومي  ناپدید شدن قسمت هاي حقیقي  با  ترتیب  به  دایورژنس، 
فرکانس پایه مرتبط است. درنهایت قسمت هاي حقیقي فرکانس هاي 

 

 

 0fk001, .=0β=.8 سرعت برحسب همگن متحرک رايلي تير اول فرکانس سه :3 شکل

  

Fig .3. First three frequencies of homogenous moving Rayleigh 
beam based on velocity kf=0.8, β=0.001

شکل 3: سه فرکانس اول تیر رایلي متحرک همگن برحسب سرعت 
β=0.001, kf=0.8
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Fig .4. (a) Real part (b) Imaginary part of first two frequencies of moving axially functionally graded 

=1ρα=0.001, β=0, fkbeam based on  
 0.5fk=1, ρραα=0, ββ= سرعت حسببر متحرک محوري مدرج تير اول فرکانس دو ميموهو قسمت( ب) حقيقي قسمت( الف) :4 شکل

 

  

Fig .4. (a) Real part (b) Imaginary part of first two frequen-
cies of moving axially functionally graded beam based on kf=0, 

β=0.001, αρ=1

شکل 4: )الف( قسمت حقیقي )ب( قسمت موهومي دو فرکانس اول تیر 
β=0, αρ=1, kf=0.5 مدرج محوري متحرک برحسب سرعت
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اول و دوم از طریق یک انشعاب کوپل مود فلاتر نوع پایدوسیس، با 
به دوشاخه  هم یکي مي شوند، درحالي که قسمت هاي موهومي شان، 
فلاتر  ناپایداري  و سیستم  مي شوند  تقسیم  منفي  و  مثبت  مقادیر  با 
از سرعت  کمتر  بر سرعت هاي  علاوه  حقیقت،  در  مي کند.  تجربه  را 
بحراني، یک محدوده باریک سرعت در محدوده کاري سیستم )بین 
که  دارد  وجود  فلاتر(  ناحیه  شروع  و  دایورژانس  ناحیه  پایان  نقطه 
سیستم در آن محدوده نیز پایدار است. لازم به ذکر است که بعد از 
عبور از سرعت بحراني فلاتر، سیستم دیگر پایدار نخواهد شد. نتیجه 
مي شود که تیر متحرک، روند تکامل پایداري "پایدار دایورژنس مود 
اولیه اي  نتیجه  مي کند.  تجربه  را  فلاتر"  مود  پیوستگي  پایدار  اول 
پارامتر  افزایش  با  که  است  این  فهمید  مي توان  4-الف  شکل  از  که 
گرادیان مدول الاستیک، قسمت حقیقي فرکانس هاي سیستم افزایش 
 ،αE افزایش  با  بالاتر. همچنین،  فرکانس مودهاي  مي یابند، مخصوصاً 
متحرک  محوري  مدرج  تیر  ناپایداري هاي  آغاز  به  مربوط  سرعت 
سرعت هاي  در  سیستم  فلاتر  و  دایورژنس  رفتار  و  مي یابد  افزایش 
بالاتر مشاهده مي شود. به بیان دیگر، رخداد پدیده دایورژنس که یک 
با  مي توان  را  است  محوري  متحرک  سازه هاي  در  نامطلوب  پدیده 
افزایش پارامتر گرادیان مدول الاستیک به تعویق انداخت. این روند 
پارامتر گرادیان مدول  این حقیقت توجیه شود که چون  با  مي تواند 
پارامتر  در  افزایشي  لذا هر  دارد،  نقش  ماتریس سختي  در  الاستیک 
و  مي شود  منجر  سخت تر  سیستم  یک  به  الاستیک  مدول  گرادیان 
بزرگ تر  مقادیر  به بیان دیگر  پایداري مي شود.  مناطق  باعث گسترش 
αE افزایش سختي در سیستم را القا مي کند. یک نکته مهم دیگر در 

مربوط  سرعت هاي  باند  پهناي  که  است  این  )الف-ب(   3 شکل هاي 
ناپایداري سیستم، با افزایش پارامتر گرادیان مدول الاستیک منبسط 
ازاي  به  سیستم  مي شود،  مشاهده  که  همان طور  همچنین  مي شود. 
حالت  به  نسبت  بیشتري  پایداري  الاستیک،  مدول  خطي  تغییرات 
میرایي سیستم  نسبت  اساس شکل 3- ب،  بر  دارد.  نمایي  تغییرات 
نمایي  تغییرات  با  مقایسه  در  همچنین  است.  بیشتر   αE<1 ازاي  به 
در سیستم  بیشتر  میرایي  به  منجر  تغییرات خطي  الاستیک،  مدول 
الاستیک،  مدول  گرادیان  پارامتر  دقیق  تنظیم  با  درنتیجه  مي شود. 
مي توان رفتار دینامیکي و آستانه ناپایداري در سیستم را تعیین نمود 

.]29-26[
مختصه  زماني  پاسخ  سیستم،  دینامیکي  رفتار  بهتر  فهم  براي 

 =1،β =0،=2αEعمومي اول سیستم در سرعت هاي مختلف و به ازاي
αρ وkf =0/5را در شکل 5 نمایش داده شده است. شرایط اولیه سیستم، 

جابجایي استاتیکي واحد براي مود اول با سرعت اولیه صفر در نظر 
گرفته مي شود. مطابق شکل 5- الف، به ازاي v =1، ازآنجاکه قسمت 
برابر صفر است، درنتیجه  از صفر و قسمت موهومی  بزرگتر  حقیقی 
سیستم به صورت دینامیکي پایدار است و نوسانات هارمونیک پایدار 
تولید مي کند. با افزایش سرعت، سختي عرضي سیستم به دلیل اثرات 
فرکانس  حقیقي  قسمت   ،v=2/5 در  مي یابد.  کاهش  مرکز  از  گریز 
در  مي شود.  کمانش  متحمل  سیستم  نتیجه  در  مي شود،  صفر  پایه 
به شدت  زمان  با  نوسان  بدون  سیستم  دینامیکي  پاسخ  حالت  این 
بزرگ مي شود و سیستم دچار ناپایداري استاتیکي مي شود. با افزایش 
و  مي شود  صفر  فرکانس  موهومي  vقسمت    =4 در  سرعت  بیشتر 
افزایش  سرعت  که  همچنان  مي آورد.  دست  به  را  خود  پایداري  تیر 
مي یابد در v=5، قسمت حقیقي فرکانس افزایش مي یابد، درحالي که 
درنتیجه  مي شود،  منفي  سیستم  طبیعي  فرکانس  موهومي  قسمت 
در  تقویت مي شود  زمان  با  نمایي  به صورت  ارتعاشات سیستم  دامنه 
چنین سطح سرعتي تیر مدرج محوري، ناپایداري فلاتر که همراه با 
نوسان است را تجربه مي کند، برخلاف ناپایداري دایورژنس که در آن 
قابل توجهي  به طور  دامنه سیستم  بنابراین  ندارد.  نوساني  هیچ وجود 
با زمان افزایش مي یابد. درنتیجه، ناپایداري فلاتر نسبت به ناپایداري 
دایورژنس براي تیرهاي متحرک محوري خطرناک تر است. در عمل، 
براي در سرعت هاي فلاتر، هرگونه حرکت عرضي منجر به خیزهاي 

 

 
=0, β=0.5, fkbeam for  axially functionally gradedDimensionless displacement response of moving  .5.Fig 

=2Eαρ=1, α 
 0.5fk=1, ρραα=2, Eαα=0, ββ= ازاي به متحرک جي اف تير بعدبي  جابجايي پاسخ :5 شکل

  

Fig .5. Dimensionless displacement response of moving axially 
functionally graded beam for kf=0.5, β=0, αρ=1, αE=2

 β=0, αE=2, شکل 5: پاسخ جابجایي بي بعد تیر اف جي متحرک به ازاي
αρ=1, kf=0.5
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 4 شکل  براساس  مي شود.  سیستم  در  بزرگ  تنش هاي  و  دینامیکي 
)الف- ب(، محدوده هاي هر دو ناپایداري دایورژنس و فلاتر در سیستم 
تعیین  الاستیک  گرادیان مدول  پارامتر  مناسب  تنظیم  با  را مي توان 

نمود.
پایداري  نقشه  سیستم،  دینامیکي  پیکربندي  بهتر  فهم  براي 
سیستم در صفحات vd-kf و vd-αE در شکل 6 )الف-ب( رسم شده اند. 
در نقشه هاي پایداري، منحني هاي نشان داده مناطق پایدار و ناپایدار را 
جدا مي کند که سیستم در بالاي آن ها در شرایط ناپایداري دایورژانس 
 kf قرار دارد. همان طور که در شکل 6- الف مشاهده مي شود، هرچه
بیشتر، سیستم پایدارتر است. درنتیجه مي توان گفت افزایش پارامتر 
همچنین  دارد.  محوري  متحرک  سیستم هاي  بر  پایدارکننده  اثر   kf

مدول  گرادیان  پارامتر  افزایش  با  است،  مشخص  که  همان طور 
الاستیک، مرزهاي پایداري سیستم گسترش مي یابند. بر اساس شکل 
مدول  تغییرات خطي  نمایي،  تغییرات  حالت  با  مقایسه  در  الف،   -6
الاستیک مرزهاي پایداري را بیشتر گسترش مي دهد. ضمناً در kf هاي 
کوچک و بزرگ، اثر پارامتر گرادیان مدول الاستیک مشهودتر است و 
مرزهاي پایداري از هم دور مي شوند. مرزهاي پایداري نشان داده شده 
که مشاهده  تطابق هستند. همان طور  در  باهم   6 و  در شکل هاي 4 
 ،)αE=1( مي شود، در مقایسه با تیر معمولي همگن متحرک محوري
پارامتر  افزایش  با  و  است  پایدارتر  سیستم  است،   αE<1هنگامي که
گرادیان مدول الاستیک، پایداري سیستم بیشتر مي شود. همچنین، 
براي kf هاي بزرگ تر، تغییرات گرادیان چگالي، اثر محسوس تري در 
آستانه هاي ناپایداري دارد. بر اساس شکل 6 )الف- ب(، کاملًا مشخص 
که  مي یابد  افزایش  سیستم  بحراني  سرعت   ،kf افزایش  با  که  است 
بي بعد  خمشي  سفتي  پایدارکننده  اثرات  به  را  ویژگي  این  مي توان 
تغییرات خطي  ازاي  به  به غیراز αE=1، سیستم  نسبت داد. همچنین 
مدول الاستیک نسبت به حالت نمایي پایدارتر است. به بیان دیگر، با 
مرزهاي  همگن(  )حالت  یک  مقدار  به  گرادیان  پارامتر  نزدیک شدن 
با  و  مي شوند  نزدیک  یکدیگر  به  نمایي  و  خطي  تغییرات  پایداري 
افزایش و یا کاهش پارامتر گرادیان، این مرزها از هم فاصله می گیرند.

3-5- اثر پارامتر گرادیان چگالي
تکامل  روند  چگالي،  گرادیان  پارامتر  اثر  بررسي  به منظور 
سیستم  دوم  و  اول  فرکانس هاي  موهومي  و  حقیقي  قسمت هاي 
برحسب سرعت سیستم و به ازاي پارامترهاي گرادیان چگالي مختلف 
به ترتیب در شکل 7 )الف- ب( رسم شده اند. قابل مشاهده است که 
اثر  بالاتر  مودهاي  طبیعي  فرکانس هاي  بر  چگالي  گرادیان  تغییرات 
بیشتري دارد. همان طور که مشاهده مي شود، تغییرات فرکانس هاي 
طبیعي سیستم در حالت هاي چگالي و مدول الاستیک متغیر، برعکس 
یکدیگر هستند. به این صورت که فرکانس هاي طبیعي و سرعت هاي 
بحراني دایورژانس و فلاتر سیستم با افزایش پارامتر گرادیان چگالي 
الاستیک  مدول  حالت  برعکس  ضمن،  در  دارند.  کاهشي  روند  یک 
متغیر، در حالت چگالي متغیر، محدوده پایداري تغییرات نمایي نسبت 
به تغییرات خطي بزرگ تر است. محدوده ناپایداري سیستم، با افزایش 
پارامتر گرادیان چگالي منقبض مي شود. پارامتر گرادیان چگالي، در 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .6. Dimensionless critical velocity of the system based on (a) dimensionless stiffness ratio (b) gradient 

parameter of elastic modulus β=0, αρ=1 
 1ρραα=0, ββ= الاستيک مدول انگرادي پارامتر( ب) بعدبي سختي نسبت( الف) برحسب سيستم بعدبي بحراني سرعت :6 شکل

  

Fig .6. Dimensionless critical velocity of the system based on (a) 
dimensionless stiffness ratio (b) gradient parameter of elastic 

modulus β=0, αρ=1

شکل 6: سرعت بحراني بي بعد سيستم برحسب )الف( نسبت سختي 
β=0, αρ=1 بي بعد )ب( پارامتر گراديان مدول الاستيک
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ماتریس هاي جرم، دمپینگ و سختي نقش دارد که به ترتیب اثرات 
افزودگي جرم، ژیروسکوپي و افزایش سختي دارند. بر اساس شکل 7، 
مي توان نتیجه گرفت که اثرات افزودگي جرم در سیستم غالب است.

یک نکته مهم در نقشه پایداري تیرهاي مدرج متحرک محوري 
این است که در مقایسه با حالت مدول الاستیک متغیر، هنگامي که 
چگالي در طول سیستم تغییر مي کند، سیستم محدوده گسترده تري 
طراحي،  دیدگاه  از  دلیل،  همین  به  مي کند.  تجربه  را  فرکانس ها  از 
حالت چگالي متغیر مي تواند در جلوگیري از پدیده رزونانس مؤثرتر 
باشد. با کاوش بیشتر در شکل هاي 5 و 7 مشهود است که درجه بندي 
و  ترتیب  اما  مي دهد  تغییر  را  سیستم  بحراني  سرعت  مواد  محوري 
نوع سري انشعابات سیستم را تغییر نمي دهد. درنتیجه مي توان گفت 

که مقادیر کمي فرکانس هاي طبیعي و سرعت هاي پایداري سیستم 
وابستگي شدیدي به تغییرات محوري مواد دارد، اما پایداري کیفي با 

درجه بندي محوري مواد تغییر نمي کند.
نقشه پایداري در صفحات vd-β و vd-αρ به ترتیب در شکل هاي 
8 )الف-ب( رسم شده اند. بر اساس شکل 8-الف، تیر مدرج محوري 
پایدارتر  با حالت همگن  مقایسه  است، در   αρ>1متحرک هنگامي که
گرادیان  پارامترهاي  در  که  است  اهمیت  حائز  نکته  این  ذکر  است. 
نزدیک به یک )حالت همگن( مرزهاي پایداري مربوط به تغییرات خطي 
و نمایي به یکدیگر نزدیک مي شوند. ضمناً سرعت بحراني سیستم، در 
حالت تغییرات نمایي چگالي نسبت به تغییرات خطي چگالي مقدار 
گرادیان  پارامتر  بزرگ  و  مقادیر کوچک  در  دارد، مخصوصاً  بیشتري 

 

 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .7. (a) Real part (b) imaginary part of first two frequencies of moving axially functionally graded beam 

=1Eα=0, β=0.5, fkbased on velocity  

 0.5fk=1, Eαα=0, ββ= سرعت برحسب متحرک محوري مدرج تير اول فرکانس دو موهومي قسمت( ب) حقيقي قسمت( الف) :7 شکل

  

Fig .7. (a) Real part (b) imaginary part of first two frequencies 
of moving axially functionally graded beam based on velocity 

kf=0.5, β=0, αE=1

شکل 7: )الف( قسمت حقیقي )ب( قسمت موهومي دو فرکانس اول تیر 
β=0, αE=1, kf=0.5 مدرج محوري متحرک برحسب سرعت

 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .8. Critical velocity of moving axially functionally graded beam on the basis of (a) whirling inertia 

=1Eα=0.5, fkcoefficient (b) density gradient parameter  
 1Eαα=0.5, fk= گاليچ گراديان پارامتر( ب) دوراني اينرسي ضريب( الف) برحسب متحرک محوري جمدر تير بحراني سرعت :8 شکل

  

Fig .8. Critical velocity of moving axially functionally graded 
beam on the basis of (a) whirling inertia coefficient (b) density 

gradient parameter kf=0.5, αE=1

شکل 8: سرعت بحراني تیر مدرج محوري متحرک برحسب )الف( ضریب 
kf=0.5, αE=1 اینرسي دوراني )ب( پارامتر گرادیان چگالي
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بزرگ تر،  و  انتخاب گرادیان چگالي کوچک تر  با  به بیان دیگر،  چگالي. 
تقویت  چگالي  نمایي  و  خطي  حالت  پایداري  مرزهاي  بین  اختلاف 
مي شود. بر اساس شکل 8 )الف- ب(، ازآنجایي که افزایش در ضریب 
کوچک تر  به سمت سرعت هاي  را  پایداري  مرزهاي  دوراني،  اینرسي 
جابجا مي کند، لذا تئوري تیر متحرک اویلر برنولي، پایداري کمتري 
نسبت به تئوري تیر متحرک رایلي پیش بیني مي کند. همچنین، براي 
افزایش پارامتر گرادیان چگالي، محدوده هاي پایداري  با  هر β ثابت، 
با  سیستم کوچک مي شوند. درمجموع مي توان گفت که در مقایسه 
vd-αE که در بخش  vd-kf و  پایداري سیستم در صفحات  نقشه هاي 
کلًا   vd-αρ و   vd-β صفحات  در  پایداري  نقشه هاي  شد،  تحلیل  قبل 
اشاره مي کند  این موضوع  به  αρ، کاهشي هستند که  و   β افزایش  با 
که افزایش ضریب اینرسي دوراني و پارامتر گرادیان چگالي مي تواند 
بحراني  کاهش سرعت  به  مي شود  منجر  که  کند  ناپایدار  را  سیستم 
در  نشان داده شده  پایداري  مرزهاي  که  است  ذکر  به  لازم  سیستم. 
و   7 شکل هاي  اساس  بر  هستند.  تطابق  در  باهم   8 و   7 شکل هاي 
گرادیان  پارامتر  به  قابل توجهي  وابستگي  بحراني سیستم  8، سرعت 
گرادیان چگالي  پارامترهاي  یا  بزرگ  هاي   β ازاي  به  و  دارد  چگالي 

کوچک و بزرگ، این وابستگي مشهودتر است.

مدول  و  چگالي  گرادیان  پارامتر  تغییرات  هم زمان  اثرات   -5-4  
الاستیک

بر اساس بخش قبل، تغییرات چگالي و مدول الاستیک در راستاي 
دارند.  محوري  متحرک  تیرهاي  دینامیک  بر  چشمگیري  اثر  طولي 
به طور   αρ و   αE پارامترهاي  تنظیم  با  که  شد  داده  نشان  همچنین 
اساس  بر  داد.  کاهش  را  اضافي سیستم  ارتعاشات  مي توان  جداگانه، 
راستاي  در  الاستیک  مدول  و  چگالي  تغییرات   ،8 الي   4 شکل هاي 
سیستم  پایداري  بر  معکوس  اثرات  جداگانه  به طور  سیستم،  طولي 
براي  اضافي  آزادي  درجات  مي توانند  پارامترها  این  درنتیجه،  دارند. 
تنظیم مشخصات دینامیکي سیستم هاي متحرک محوري فراهم کنند. 
αρ مي توان کارایي تیر متحرک  αE و  با تنظیم هم زمان  به بیان دیگر، 
محوري را به طور فراوانی بهبود بخشید. تعیین نقش تغییرات هم زمان 
نیز  پایداري سیستم  در  متحرک  مدرج محوري  تیر  مواد  مشخصات 

اهمیت بالایي دارد.
و  الاستیک  مدول  هم زمان  تغییرات  اثرات  بر  بخش،  این  در 

همچنین  است.  شده  تأکید  متحرک  تیر  طولي  راستاي  در  چگالي 
کوپل  تغییرات  ازاي  به  موردنظر  سیستم  پایداري  مشخصه هاي 
چگالي و مدول الاستیک در راستاي طولي )با در نظرگیري افزودگي 
براي  همچنین  مي شود.  مطالعه  هم زمان(  افزودگي سختي  و  جرمي 
سرعت بحراني به ازاي تغییرات مشخصات مواد، عبارت هاي تحلیلي 
مي شود.  انجام  مختلف  حل  روش هاي  بین  مقایسه  و  مي شود  ارائه 
سیستم  پایه اي  فرکانس  مي شود،  کمانش  دچار  سیستم  هنگامي که 
صفر مي شود و یا به عبارت دیگر سختي سیستم به ازاي مود اصلي صفر 
مي شود. درنتیجه سرعت بحراني سیستم مربوط به مود اول طبیعي 
است و براي استخراج آن، معادله )16( را با در نظر گرفتن یک مود 

)s=r =1(، به معادله زیر کاهش مي یابد]36-30[:

11 1 11 1 11 1( )+ ( )+ ( )=0τ τ τM q C q K q   )24(

که اندیس 1 براي مود اول است. با درنظرگرفتن تغییرات خطي 
مشخصات مادي سیستم مي توان نوشت:

 )25(

محوري  مدرج  تیر  بحراني  که سرعت  مي کند  تائید   )25( رابطه 
متحرک محوري، به تغییرات پارامتر گرادیان چگالي و مدول الاستیک 
بررسي  باهدف  است.  وابسته  سیستم  بي بعد  خمشي  سفتي  به علاوه 
دقیق تر پایداري سیستم، نمودارهاي کانتور دوبعدي سرعت بحراني در 
صفحات αE-αρ و kf-β به ترتیب در شکل هاي 9 )الف-ب( رسم شده اند. 
پارامتر  افزایش  با  سیستم  بحراني  سرعت  الف،   -9 شکل  اساس  بر 
افزایش  چگالي  گرادیان  پارامتر  کاهش  و  الاستیک  مدول  گرادیان 
مي یابد و برعکس. درنتیجه مي توان گفت که اثر پارامترهاي گرادیان 
مدول الاستیک و چگالي بر مرزهاي پایداري سیستم معکوس یکدیگر 
هستند. همان طور که در شکل هاي 9- ب مشاهده مي شود، سرعت 
پارامتر  افزایش  و  دوراني  اینرسي  ضریب  کاهش  با  سیستم  بحراني 
مي توان  بنابراین  برعکس.  و  مي یابد  افزایش  بي بعد  خمشي  سفتي 
نتیجه گرفت که ضریب اینرسي دوراني و پارامتر سفتي خمشي بي بعد 
به عبارت دیگر، برعکس  پایداري سیستم دارند.  بر  اثرات معکوس  نیز 
پارامتر گرادیان چگالي و ضریب اینرسي دوراني، افزایش پارامترهاي 
سیستم  مقاومت  بي بعد  خمشي  سفتي  و  الاستیک  مدول  گرادیان 
پارامترهاي  هم زمان  انتخاب  درنتیجه،  مي برند.  بالا  را  دایورژنس  به 
گرادیان الاستیک و سفتي خمشي بي بعد بزرگ تر و پارامتر گرادیان 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
11 1 1 1 2d E f dv k vρ ρπ β α α α= + − + + + −K
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پایدارتر و درنتیجه  اینرسي کوچک تر منجر به یک سیستم  و ممان 
بهبود عملکرد سیستم هاي متحرک محوري مي شود ]37, 38[.

 در شکل 10 )الف- د(، آستانه هاي ناپایداري سیستم هنگامی که 

هستند  برابر  هم  با  الاستیک  مدول  و  چگالي  گرادیان  پارامترهاي 
)αE=αρ=α(، نمایش داده  شده است و صحت روابط تحلیلي سنجیده 
از  که  بحراني  سرعت هاي  مي دهند  نشان  نمودارها  این  است.  شده 
روش تحلیلي به دست آمده اند با نتایج روش عددي تطابق خوبي دارند. 
همان طور که در شکل 10- الف دیده مي شود، افزایش پارامتر گرادیان 
ماده )α(، منجر به یک کاهش ملایم در سرعت بحراني سیستم مي شود. 
درنتیجه در مقایسه با نقشه هاي پایداري در بخش هاي قبل )شکل هاي 
6 و 8(، مي توان گفت که گرادیان چگالي )افزودگي جرم( نقش غالبي 

 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .9. Influence of (a) density gradient parameter and elastic modulus (b) bending stiffness and whirling 

inertia coefficient on the critical velocity of the system 
 سيستم بحراني سرعت بر دوراني اينرسي ضريب و خمشي يفتس( ب) الاستيک مدول و چگالي گراديان پارامتر( الف) اثر -9 شکل

  

شکل 9- اثر )الف( پارامتر گراديان چگالي و مدول الاستيک )ب( سفتي 
خمشي و ضريب اينرسي دوراني بر سرعت بحراني سيستم

Fig .9: Influence of (a) density gradient parameter and 
elastic modulus (b) bending stiffness and whirling inertia 

coefficient on the critical velocity of the system
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Fig .10. Critical velocity of the system according to (a) bending stiffness (b) gradient parameter (c) 

whirling inertia coefficient (d) gradient parameter 
  گراديان پارامتر( د) دوراني اينرسي ضريب( ج) گراديان پارامتر( ب) خمشي سفتي( الف) برحسب سيستم بحراني سرعت -10 شکل

 

شکل 10- سرعت بحراني سيستم برحسب )الف( سفتی خمشي )ب( 
پارامتر گراديان )ج( ضريب اينرسي دوراني )د( پارامتر گراديان 

Fig .10: Critical velocity of the system according to (a) 
bending stiffness (b) gradient parameter (c) whirling 

inertia coefficient (d) gradient parameter
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در پایداري سیستم ایفا مي کند و گرادیان مدول الاستیک تأثیر کمتري 
بر رفتار دینامیکي سیستم نسبت به گرادیان چگالي دارد. البته لازم به 
ذکر است که در مقایسه با بخش قبلي، همچنان که چگالي و مدول 
الاستیک به طور هم زمان در راستاي طولي تغییر مي کنند، هنگامي که 
هم  به  پایداري  مرزهاي  مي شود،  برجسته  بي بعد  اثر سفتي خمشي 
مادي  مشخصات  تغییرات  به  کمتري  حساسیت  و  هستند  نزدیک تر 
پارامتر  افزایش  با  اساس شکل 10- ب،  بر  دارند.  راستاي طولي  در 
گرادیان، نواحي پایدار سیستم کوچک شده اند و نمودار روند کاهشي 
دارد. ضمناً در سفتي هاي خمشي بي بعد بزرگ، تغییر پارامتر گرادیان، 
اثر جزئي بر آستانه ناپایداري تیر متحرک دارد که این نکته در طراحي 
با  پایداري  محدوده هاي  د(،  )ج-   10 در شکل  باشد.  مفید  مي تواند 
افزایش پارامتر گرادیان و ضریب اینرسي دوراني، کوچک مي شوند. در 
مقایسه با حالت همگن، هنگامي کهα >1 است، تیر متحرک محوري 
پایدار است. همچنین وقتي پارامتر گرادیان به اندازه کافي زیاد باشد، 

سرعت هاي بحراني سیستم تغییرات کمي خواهند داشت. 

6- نتيجه گيري
تیرهاي  ارتعاشاتي  ممکن  ناپایداري هاي  و  سازه اي  دینامیک 
مدرج محوري متحرک با جزییات، به  صورت عددي و تحلیلي مطالعه 
به  طولي،  راستاي  در  سیستم  مادي  مشخصات  توزیع  است.  شده 
به کارگیری روش  با  نظر گرفته شده است.  نمایي در  و   صورت خطي 
طبیعي،  فرکانس هاي  ویژه،  مقدار  مسئله  و  گالرکین  گسسته سازي 
ناپایداري فلاتر و دایورژنس سیستم  پاسخ دینامیکي و محدوده هاي 
برحسب اثرات ترکیبي سرعت تیر، سفتي خمشي بي بعد، پارامترهاي 
فرم  عبارت هاي  شدند.  محاسبه  الاستیک  مدول  و  چگالي  گرادیان 
بسته ریاضي براي سرعت بحراني سیستم به دست آمده اند. نقشه هاي 
برحسب  بحراني  سرعت  دوبعدي  کانتور  نمودارهاي  و  پایداري 
پارامترهاي درجه بندي محوري و سفتي خمشي بي بعد براي تیرهاي 
رایلي و اویلر- برنولي رسم شده اند. نتایج مهم به  صورت زیر خلاصه 

مي شوند:
هنگامي که  همگن،  محوري  متحرک  تیرهاي  با  مقایسه  در   -1
 )αρ >1( چگالي و مدول الاستیک در راستاي طولي، به ترتیب کاهش
و افزایش )αE <1( مي یابند، سیستم پایدارتر خواهد بود. به بیان دیگر، 
اثر  ترتیب  به  و چگالي  الاستیک  مدول  گرادیان  پارامترهاي  افزایش 

پایدارکننده و ناپایدارکننده بر تیر متحرک محوري دارند.
2- در حالت چگالي و مدول الاستیک متغیر، به ترتیب تغییرات 

نمایي و خطي منجر به پایداري بیشتر سیستم مي شوند.
مدول  و  چگالي  گرادیان  پارامترهاي  درنظرگرفتن  یکسان  با   -3
ارتعاشاتي سیستم غالب  بر پیکربندي  اثر گرادیان چگالي  الاستیک، 

است.
4- هرچه سفتي خمشي بي بعد بزرگ تر، سیستم پایدارتر است، 
سیستم  باشد،  کوچک تر  دوراني  اینرسي  ضریب  هرچه  درحالي که 
ناپایدارتر است. اثر تغییرات محوري مواد بر مرزهاي پایداري سیستم، 
در سفتي هاي خمشي بي بعد و ضرایب اینرسي دوراني بي بعد کوچک 

و بزرگ، ملموس تر است.
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