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مطالعه پارامتريک ارتعاشات وابسته به اندازه تيرهاي مدرج محوري رايلي تحت يک بار متحرک 
بر روي بستر پاسترناک
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خلاصه: ارتعاشات ميکروتيرهاي مدرج تابعي محوري رايلي و اويلر برنولي تحت يک بار متحرک بر روي بستر پاسترناک 
به صورت عددي و تحليلي مطالعه شده است. همچنين، براي اولين بار، يک مدل سازی دقيق رياضي براي تحليل اثر 
پارامترهاي مختلف مانند گراديان طولي مواد، فاکتور اينرسي دوراني، سختي بستر پاسترناک و پارامتر گراديان کرنش بر 
سرعت بحراني، ضريب ديناميکي و مکانيزم هاي لغو و ماکسيمم دامنه ارتعاشات سيستم به  دست  آمده است. فرکانس هاي 
طبيعي تير مدرج تابعي محوري رايلي به  دست  آمده و با نتايج موجود در ادبيات فني مقايسه مي شوند. عبارت هاي رياضي 
فرم بسته ساده براي ضريب بزرگنمايي ديناميکي، لغو و بيشينه دامنه ارتعاشات آزاد سيستم استخراج شدند. نشان داده 
مي شود که به ازاي مقادير کمتر و بيشتر از پارامتر گراديان بحراني، تغييرات مشخصات مادي سيستم اثرات معکوس بر 
دامنه ارتعاش اجباري و آزاد سيستم دارند. علاوه بر اين، نتيجه گيري مي شود که در مقايسه با تيرهاي اويلر- برنولي همگن، 
در ميکروتيرهاي مدرج محوري رايلي محاط شده در بستر برشي پاسترناک، با انتخاب مقادير مناسبي از پارامتر گراديان، 
ضريب اينرسي دوراني، سختي بستر و پارامتر گراديان کرنش، مي توان پديده هاي لغو و بيشينه ارتعاشات آزاد سيستم را 
به خوبي کنترل کرد. همچنين نتايج پژوهش حاضر می تواند به عنوان معياري براي طراحي بهينه سازه هاي ناهمگن تحت 

تحريک بارهاي متحرک به کاربرده شوند.
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1- مقدمه
ارتعاشات  مسئله  سرعت بالا،  نقل وانتقال  سامانه هاي  پیشرفت  با 
القاشده توسط بارهاي متحرک در دهه هاي اخیر توجه بسیار زیادي 
به  نیاز  بدون  محققان،  دلیل  همین  به  است.  کرده  جلب  خود  به 
دینامیکي  دقیق مشخصه هاي  اندازه گیري  سازه،  روي  نصب حس گر 
سامانه هاي تحت بار متحرک را با کمک مدل سازي هاي ریاضي مهیا 
کرده اند ]1, 2[. همان طور که در ادبیات فني نشان داده  شده است. 
بارهاي  به  نسبت  بزرگ تري  تنش هاي  و  خیزها  متحرک،  بارهاي 
ازاي  به  این سیستم ها  مي کنند. همچنین  ایجاد  سازه  در  استاتیکي 
سرعت های مختلف بار متحرک، مستعد رخداد پدیده هاي مختلف مانند 
لغو، تشدید و بیشینه دامنه ارتعاشات خواهند بود ]3, 4[. ازآنجایي که 

پدیده هاي تشدید و حداکثر دامنه ارتعاشات آزاد اثرات نامطلوبي بر 
برابرشدن  از  تاحدممکن  باید  لذا  دارند،  سیستم ها  ایمني  و  عملکرد 
سرعت بار متحرک، با سرعت های تشدید و حداکثر دامنه ارتعاشات 
با  متحرک  بارهاي  عبور  دیگر  از سوي  کرد.  جلوگیري  آزاد سیستم 
سرعت لغو به دلیل حداقل شدن دامنه ارتعاشات آزاد سیستم، منجر به 
عملکرد بهینه سیستم مي شوند. بنابراین سرعت بارهاي متحرک نقش 
مهمي در مکانیسم هاي فعل وانفعال خودرو ایفا مي کند. به طور مثال، 
یو و همکاران ]5[ یک حل تحلیلي براي اثر لایه های غیر ایزوتروپیک 
آن ها  کردند.  ارائه  را  بارمحوری  تحت  الاستیک  چندلایه  بستر  روي 
نشان دادند که خواص غیر ایزوتروپیک یک اثر قابل توجه بر رفتارهاي 
مکانیکي یک بستر الاستیک چندلایه دارد. کائو و همکاران ]6[ یک 
روش المان متحرک براي آنالیز دینامیکي ورق کامپوزیتي که بر روی 
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ارائه  است،  متحرک  بار  تحت  همچنین  و  دارد  قرار  پاسترناک  بستر 
کردند. آن ها اثرات بستر پاسترناک، مکانیزم اتلاف انرژي، سرعت بار و 
خواص مواد را بر روي پاسخ دینامیکي سیستم موردبررسی قراردادند. 
نتایج آن ها نشان داد که اگر اندازه بار متحرک ثابت باشد، فقط یک 
روي  بر  پیش تنش  ورق  یک  ارتعاشات  می آید.  پدید  بحراني  سرعت 
توسط  متحرک  بار  به واسطه  عرضي  ایزوتروپیک  چندلایه  نیم صفحه 
یانگ آي و همکاران ]7[ موردبررسی قرارگرفته است. اثرات سرعت بار 
و صلبیت بار بر روي ورق توسط مثال های عددي که آن ها ارائه دادند، 
تحقیق شد. پاسخ دینامیکي یک ورق الاستیک خطي و ایزوتروپیک 
لاغر بر روي بستر خاکي نیم فضا که تحت بار متحرک قرار دارد توسط 
جن و همکاران ]8[ مطالعه شده است. نتایج آن ها نشان داد که اثر 
بر  پاسخ ورق و خاک بسیار کوچک است. علاوه  بر روي  بار  سرعت 
این، در میان تحقیقات منتشرشده در این زمینه، چندین بررسي بر 
انجام شده  رایلي  تیر  تئوري  از  استفاده  با  تیر  ارتعاشات  تحلیل  روي 

است ]13-9[.
سازه هاي  زمینه،  این  در  صورت پذیرفته  تحلیل هاي  اکثر  در 
با  اخیر،  دهه  دو  در  گرفته شده اند.  نظر  در  ایزوتروپیک  و  یکنواخت 
پیشرفت تکنولوژي و گسترش علم مواد، محققین با تغییر مشخصات 
دادند  بهبود  را  متحرک  بار  تحت  سازه هاي  دینامیکي  رفتار  مواد، 
و  مناسب  ویژگي هاي  داشتن  دلیل  به  تابعي  مدرج  مواد   .]17-14[
مزایاي متعدد نسبت به مواد ایزوتروپیک و کامپوزیت لایه اي، پتانسیل 
بالایي براي کاربردهاي گسترده در صنایع خودرو، مهندسي پزشکي و 
الکترونیک دارند. مواد مدرج مواد غیرهمگن شامل دو یا چند نوع ماده 
با گسترش پیوسته و نرم در یک راستاي دلخواه هستند که با داشتن 
کمتر،  تنش  تمرکز  مانند  حرارتي  و  مکانیکي  مناسب  ویژگي هاي 
بالاتر و تنش حرارتي  مقاومت خوردگي بهتر و استحکام شکنندگي 
کمتر به طور گسترده به کار گرفته مي شوند ]18-24[. البته سازه هاي 
با تغییر  مدرج تابعي را نیز مي توان به سیستم هایي اطلاق نمود که 
مشخصات هندسي در یک راستاي مشخص تغییر مي کنند. به همین 
متحرک  بار  تحت  سازه هاي  در  تابعي  مدرج  مواد  به کارگیري  دلیل 
باشد.  داشته  آینده  تأسیسات  طراحي  در  بالایي  اهمیت  می تواند 
خطي  پاسخ  بین  مقایسه اي  مطالعات   ]25[ زاده  منجم  و  ملک زاده 
و غیرخطي صفحات مدرج با شرایط مرزي مختلف تحت تحریک بار 
متحرک را انجام دادند. آن ها اثرات پارامترهاي مختلف مانند شاخص 

گرادیان مادي و نسبت منظر را بر پاسخ زماني سازه بررسي کردند. 
ریتز-مربعات  ترکیبي  روش  به کارگیري  با   ،]26[ همکاران  و  خلیلي 
را  متحرک  بارهاي  حامل  مدرج  تیرهاي  اجباري  ارتعاشات  تفاضلي 
با  مي توان  را  تیر  بحراني  سرعت  که  فهمیدند  آن ها  کردند.  مطالعه 
انتخاب گرادیان مناسب مواد کنترل کرد. ابراهیمي و حسیني ]27[ 
به بررسي پاسخ ارتعاشات غیرخطي نانوکامپوزیت هاي متخلخل مدرج 
تابعي تحت بار متحرک پرداختند. نتایج آن ها نشان داد که یک رابطه 

دوره ای بین پاسخ دامنه و سرعت بار متحرک وجود دارد.
لازم به ذکر است که اکثر مطالعات صورت گرفته در این زمینه، 
راستاي  در  موادشان  که  کرده اند  تمرکز  سازه هایي  مطالعه  روي  بر 
به طور  فني  ادبیات  در  که  سازه ها  این  شده اند.  درجه بندي  ضخامت 
مهندسي  کاربردهاي  براي  است  ممکن  گزارش شده اند،  گسترده 
تحلیل  درعین حال،  نباشند.  جامع  و  کارآمد  پیچیده،  و  پیشرفته 
راستاي  بار متحرک که در  ارتعاشات سازه هاي مدرج تحت تحریک 
و  قرارگرفته اند  موردبررسی  به ندرت  مي کند  تغییر  موادشان  طول 
همکاران  و  علیمرادزاده  است.  موجود  زمینه  این  در  کمي  اطلاعات 
]28[ تحلیل ارتعاشات غیرخطي یک تیر مدرج محوري بر روي بستر 
الاستیک غیرخطي تحت تحریک بار هارمونیک خارجي را انجام دادند. 
تغییر  تیر  طول  راستاي  در  تواني  قانون  اساس  بر  سازه  مواد  جنس 
مي کند. آن ها از روش متغیرگیري براي استخراج عبارت هاي تحلیلي 
بردند.  بهره  غیرخطي  دینامیکي  پاسخ  و  غیرخطي  فرکانس  تقریبي 
افزایش  با  دینامیکي  پاسخ  بیشینه  که  کردند  آن ها کشف  همچنین 
حرارتي  محیط  اثر   ]29[ وو  و  وانگ  مي یابد.  افزایش  تواني  شاخص 
بار  از عبور  بعد  و  قبل  را  تیرهاي مدرج محوري  پاسخ دینامیکي  بر 
که  کردند  فرض  آن ها  قراردادند.  آزمایش  مورد  متحرک  هارمونیک 
مشخصات مادي سیستم موردنظر بر طبق قانون تواني تغییر مي کند. 
همچنین آن ها اثرات مقدار گرادیان مواد را بر دما و سرعت بحراني 
دامنه  و  مکان  دما،  افزایش  با  که  دریافتند  و  بررسي کردند  سیستم 
همکاران  و  شیمشک  مي یابد.  تغییر  به شدت  سازه  بیشینه  جابجایي 
دوسرمفصل  محوري  مدرج  تیرهاي  دینامیکي  اجباري  پاسخ   ]30[
تحت یک بار هارمونیک متحرک را موردمطالعه قراردادند. آن ها فرض 
و  آلومینیوم است  و  استیل  از  تیر مدرج محوري متشکل  کردند که 
چگالي و مدول الاستیک سیستم در راستاي طولي تیر بر اساس قانون 
تواني به تدریج تغییر مي کنند. آن ها نشان دادند که گرادیان ماده در 
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سیستم، نقش مهمي بر پاسخ ارتعاشاتي سیستم ایفا مي کنند.
بسیار  الکترونیکي  و  مکانیکي  قطعات  ظهور  با  گذشته،  قرن  در 
به طور  انتقال  سیستم های  و  ساخت  محاسبات  ارتباطات،  کوچک، 
مسئله  مطالعه  دلیل  همین  به  است.  قرارگرفته  تأثیر  تحت  اساسي 
سیستم های بار متحرک در ابعاد کوچک توجهات زیادي به خود جلب 
کرده اند. اسن ]31[ دینامیک میکروتیرهاي تیموشنکو وابسته به  اندازه 
تحت بارهاي متحرک را مطالعه کردند. اثرات سرعت های مختلف بار، 
توسط  سازه  دینامیکي  رفتار  روي  بر  مواد  اندازه  پارامتر  و  بار  جرم 
او تحقیق شده است. شیمشک ]32[ تحلیل دینامیکي یک میکروتیر 
حامل میکروذرات متحرک تعبیه شده را مبتني بر تئوري تنش کوپل 
خیز  پارامترهای  که  داد  نشان  او  نتایج  کردند.  تحقیق  اصلاح شده 
استاتیکي و فرکانس های ارتعاش آزاد نقش مهمي در پاسخ دینامیکي 
سیستم دارند. پاسخ دینامیکي یک نانو تیر ترموالاستیک که تحت یک 
بار متحرک است توسط ابوالرگال و زنکور ]33[ موردبررسی قرارگرفته 
است. آن ها نشان دادند که سرعت بار متحرک و پارامتر استحکام بر 

روي دما تأثیری ندارد.
بار، یک  اولین  براي  این مقاله  نویسندگان، در  بر طبق اطلاعات 
تابعي  مدرج  میکروتیرهاي  ارتعاشاتي  تحلیل  روي  بر  جامع  مطالعه 
بر روي بستر  بار متحرک  برنولي تحت  اویلر  و  رایلي  نمایي  محوري 
)براي  کرنش  گرادیان  بالاي  مرتبه  تئوري  براساس  پاسترناک  برشي 
وقوع  شرایط  همچنین  مي پذیرد.  اندازه( صورت  اثرات  نظرگیری  در 

دامنه  بیشینه  و  لغو  بحراني،  سرعت  مانند  گوناگوني  پدیده هاي 
و  تئوري  مدل  ادامه،  در  مي شود.  گزارش  سیستم  آزاد  ارتعاشات 
بار  یک  تحریک  تحت  نمایي  محوري  مدرج  تیر  دینامیکي  معادله 
خلاصه  به طور  حل  روش  سپس  است.  شده  ارائه   خارجي  متحرک 
تعیین  براي  ارائه و فرکانس هاي طبیعي سیستم استخراج مي شوند. 
صحت روش حل، نتایج براي سیستم ایزوتروپیک تائید شده اند. اثرات 
پارامترهاي کلیدي مختلف مانند مقدار گرادیان مواد سازه و سرعت 
پاسخ هاي  دینامیکي،  بزرگنمایي  ضریب  بر  را  خارجي  متحرک  بار 
اجباري-آزاد سیستم، مکانیسم هاي لغو و بیشینه دامنه ارتعاشات آزاد 
سنجیده مي شود. علاوه بر آن، نتایج به دست آمده براي تیرهاي اویلر 

برنولي و رایلي با یکدیگر مقایسه شده اند.

2- مدل سازی رياضي
و   u ثابت  P و سرعت  ثابت  دامنه  با  نیرو متمرکز متحرک  یک 
ممان  و   A مقطع  سطح  و   L طول  با  محوري  مدرج  افقي  تیر  یک 
اینرسي I در شکل 1 مشاهده مي شود. همچنین، فرض شده است که 
سیستم توسط یک بستر برشي پاسترناک با سختي برشي kb محاط 
شده است. ازآنجاکه سیستم ارائه شده، یک مدل ساده از پل هاي تحت 
تحریک ناشي از عبور وسایل نقلیه است، لذا فرض شده است سطح 
مقطع سیستم در راستاي طولي ثابت است و بار متحرک نیز با سرعت 
 )E)x ثابت حرکت می کند. مشخصات مادي تیر یعني مدول الاستیک

 
  

 
  

شکل 1. شماتيک تير مدرج تابعي محوري تحت اثر بار متحرک
Fig. 1. Schematic of axially functionally graded beam under moving load effect
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و چگالي ρ)x( به ترتیب طبق معادلات 1 و 2، در راستاي طولي تیر 
بر طبق قانون نمایي تغییر مي کنند:

2 /
0 0) ( ) ( x LE x E f x E e α= =  )1(

2 /
0 0) ( ) ( x Lx f x e αρ ρ ρ= =  )2(

در معادلات )1( و )α ،)2 پارامتر بي بعد گرادیان، E0 و ρ0 نیز به 
ترتیب مدول الاستیک و چگالي تیر در ابتداي تیر )x=0( هستند.

همان طور که در ادبیات فني نشان داده شده است، رفتار مکانیکي 
سازه ها در ابعاد میکرو و نانو با ابعاد ماکرو فرق می کند و دیگر تئوری 
کلاسیک براي پیش بینی و مدل سازی رفتار مکانیکي سازه هاي با ابعاد 
کوچک صادق نیست. به همین دلیل، تئوری های مرتبه بالایي مانند 
تئوری گرادیان کرنش معرفي براي تسخیر اثرات اندازه در ابعاد میکرو 
معرفي شدند. براساس تئوری گرادیان کرنش، معادله ساختاري وابسته 
به اندازه تنش براي میکروتیر به شکل مقابل نوشته می شود ]36-34[:

2) ( .) ) ( (x xx xxE x l E xσ ε ε= − ∇ ∇  )3(

با   .
x
∂

∇ =
∂

و  است  کرنش  گرادیان  پارامتر   l آن  در  که 
موردنظر،  سیستم  براي  کرنش-جابجایي  خطي  رابطه  درنظرگیري 

کرنش طولي سیستم این چنین نوشته مي شود:

2

2xx
wy

x
ε ∂

= −
∂

 )4(

که w جابجایي عرضي سیستم در راستاي y است. معادله ممان 
خمشي سیستم نیز به صورت مقابل در نظر گرفته می شود:

x PA
M y dAσ= ∫  )5(

درنتیجه، انرژي کرنشي سیستم به شکل مقابل مي توان بازنویسي 

کرد:

2

2
0

L wV M dx
x

∂
= −

∂∫  )6(

دوراني(،  اینرسي  اثرات  )درنظرگرفتن  رایلي  تیر  مدل  فرض  با 
انرژي جنبشي تیر مدرج محوري به صورت مقابل نوشته می شود:

ρ

ρ

∂
=

∂
∂

+
∂ ∂

∫

∫

2

0
22

0

1 ( ) ( )
2

1 ( ) ( )
2

L

L

wT x A dx
t

wx I dx
t x

 )7(

برشي  بستر  و  متحرک  بار  کار  شامل  خارجي  نیروهاي  کار 
پاسترناک نیز طبق معادله زیر بیان مي شود:

 معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 4،صفحه 8معادله  1
 فارسی

2

20
) ) ( ) , ( (

L

p b
wW P x ut w x t k dx

x
 

= − −
  

 5،صفحه 15معادله  2
+(τ( فارسی (τ)=0Mq Kq  

 5،صفحه  16معادله  3
 فارسی 1 2 nq ) (,q ) (,...,q ) (   Τq =  

4   
5   
6   
7   
8   
9   
10   

 )8(

از  کمک  با  مي کند.  اشاره  دیراک  دلتاي  تابع  δبه  آن،  در  که 
تعاریف ارائه شده براي انرژی های جنبشي و پتانسیل و کار خارجي و 
همچنین استفاده از اصل همیلتون تعمیم یافته، معادلات دیفرانسیل 

حرکت سیستم طبق رابطه زیر نوشته مي شود:

( ) ( )2) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) (

b PE x Iw l E x Iw k w x A w
x Iw x Iw P x ut

ρ
ρ ρ δ

′′ ′′′′′ ′′′ ′′− − + −

′′ ′ ′− = −



 

 )9(

باهدف استخراج معادله بي بعد، پارامترهاي بي بعد در ادامه معرفي 
مي شوند:

0.50
2

0

, , ) (
E Ix w t

L L AL
ξ η τ

ρ
= = =  )10(
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که η ،ξ و τ پارامترهاي بي بعد طول، جابه جایي عرضي و زمان 
مي باشند. با جاگذاري معادله 10 در 9 به صورت زیر به دست خواهد 

آمد:

( ) ( )2) ( ) ( ) (
) ( ) ( ) (

bf f k f
f f F v
ξ η µ ξ η η ξ η

γ ξ η γ ξ η δ ξ τ

′′ ′′′′′ ′′′ ′′− − + −

′′ ′ ′− = −



 

 )11(

زیر  به صورت   11 معادله  در  آمده  پدید  بي بعد  پارامترهاي  که 
تعریف مي شوند:

22

2
0 0

1 b
b

k LPL uT lF v K
E I L L E IAL

γ µ= = = = =  )12(

لازم به ذکر است که γ و μ در معادله 12، به ترتیب فاکتور اینرسي 
دوراني و پارامتر گرادیان کرنشي هستند. زماني که 𝛾 برابر صفر در 
حرکت  معادله  به   )11( دینامیکي  حرکت  معادله  شود،  گرفته  نظر 
میکروتیر اویلر برنولي مدرج تابعي محوري تقلیل مي یابد. همچنین، 
زماني که μ برابر صفر در نظر گرفته شود، معادله حرکت دینامیکي 
)11( به معادله حرکت تیر رایلي مدرج تابعي محوري تقلیل مي یابد.

3- روش گالرکين
به منظور استخراج معادله کاهش مرتبه یافته سیستم و جداسازي 
فضاي مکان و زمان، روش گالرکین به کاربرده مي شود. در این روش، 

خیز بي بعد تیر، با معادله )13( تخمین زده مي شود:

1
) , ( ) ( ) (

n

j j
j

qη ξ τ ϕ ξ τ
=

= ∑  )13(

مختصات   qj خمشي،  ارتعاشي  مودهاي  تعداد   n آن  در  که 
ارتعاشاتي  مود  براي  بي بعد  مودهاي  شکل   jφ و  بي بعد  تعمیم یافته 

j-ام تیر دوسرمفصل است که jφ به صورت زیر تخمین زده مي شود :

) ( 2 sin) (j jϕ ξ πξ=  )14(

نیروي  سیستم،  طبیعي  فرکانس هاي  استخراج  براي  ابتدا  در 
با جایگذاري معادلات )13( و  نادیده گرفته مي شود. سپس  خارجي 
)14( در معادله )11( و استفاده از خاصیت تعامد مودها، فرم معادلات 
دیفرانسیل معمولي معادله )8( به دست مي آید و به صورت زیر به فرم 

ماتریسي بیان خواهد شد:

 معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 4،صفحه 8معادله  1
 فارسی

2

20
) ) ( ) , ( (

L

p b
wW P x ut w x t k dx

x
 

= − −
  

 5،صفحه 15معادله  2
+(τ( فارسی (τ)=0Mq Kq  

 5،صفحه  16معادله  3
 فارسی 1 2 nq ) (,q ) (,...,q ) (   Τq =  

4   
5   
6   
7   
8   
9   
10   

 )15(

که در آن ماتریس M ماتریس جرم سیستم، K ماتریس سختي 
سیستم و q بردار جابجایي توابع زماني سیستم خواهند بود که در 

روابط )16( الي )18(، با جزییات نوشته شده اند:

 معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقالهارائه : ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

 4،صفحه 8معادله  1
 فارسی

2

20
) ) ( ) , ( (

L

p b
wW P x ut w x t k dx

x
 

= − −
  

 5،صفحه 15معادله  2
+(τ( فارسی (τ)=0Mq Kq  

 5،صفحه  16معادله  3
 فارسی 1 2 nq ) (,q ) (,...,q ) (   Τq =  

4   
5   
6   
7   
8   
9   
10   

 )16(

1

0

) ( ) ( ) (

) ( ) ( ) (M
) ( ) ( ) (

j k

j kjk

j k

f

f d
f

ξ φ ξ φ ξ

ξ φ ξ φ ξ ξ
γ

ξ φ ξ φ ξ

 
 

′′ +=   
−    ′ ′  

∫  )17(

1

0

2

) ( ) ( ) ( 2 ) (

K ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

) ( ) ( ) ( 3 ) ( ) ( ) ( 3

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

j k j

jk k j k

j k j k

j k j k

f f

f d

f f f

f

ξ φ ξ φ ξ ξ φ

ξ φ ξ ξ φ ξ φ ξ ξ

ξ φ ξ φ ξ ξ φ ξ φ ξ
µ

ξ φ ξ φ ξ ξ φ ξ φ ξ

 
 
 ′′′′ ′+
 
 ′′′ ′′′′= + 
  ′′′′′′ ′′′′′ ′′+ +  −  ′′′′ ′′′ ′′′+  

∫
(18)
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فرکانس هاي طبیعي بي بعد سیستم )ω( با بازنویسي معادله )15( 
در فرم مرتبه اول و حل عددي مسئله مقدار ویژه به دست مي آیند.

4- حل تحليلي
ارتعاشات سیستم تحت تحریک بار را مي توان به دو مرحله تقسیم 
کرد: الف( ارتعاشات اجباري: هنگامي که بار بر روي تیر حرکت مي کند. 

ب( ارتعاشات آزاد: هنگامي که بار تیر را ترک کرده است.
4-1 ارتعاشات اجباري

انتگرال گیري بر روي بازه  با ضرب معادله )11( در)sin)nπξ و 
مود  )براي  دینامیکي کاهش مرتبه یافته سیستم  معادله  فرم   ،]1  ,0[

n-ام( طبق معادله زیر به دست مي آید:

2
0 sin) (n nq q F n vω π τ+ =  )19(

. 2
0/ , /n nn nn nnF Fω = =K M M که در آن 

به صورت  بار  ترک  قبل  زمان هاي  براي  سازه  دینامیکي  پاسخ 
ترکیبي از پاسخ هاي همگن و خصوصي به دست خواهد آمد:

( )
0

2 2

) ( sin) ( cos) (

sin) (
) (

force
n n n

n

q A B
F

n v
n v

τ ω τ ω τ

π τ
ω π

= +

+
−

 )20(

صفر  اولیه  شرایط  از   )20( معادله  در   B و   A ثابت  ضرایب  که 
جایگذاري  با  مي آیند.  دست  به   ) ( ) ( )force force0 0 0n nq q= = (
معادله )20( در شرایط اولیه صفر، شکل نهایي پاسخ اجباري تیر طبق 

معادله )21( به دست مي آید:

2

2 2

2
0

2 2

sin) (
) () ( 1

sin) (
) (

n
force

nn

n n
n

n

n v
n vq

F n v
n v

ω
π τ

ω πτ
ω π ω

ω τ
ω π

 
 − =  
−  − 

 )21(

4-2 ارتعاشات آزاد
هنگامي که موقعیت بار برابر 1ξ= مي شود، بار تیر را ترک مي کند. 

نقطه وسط تیر طبق معادله )21( ارتعاشات آزاد را تجربه مي کند:

) ( )0(cos) (

)0(
sin) (

free free
n n n

free
n

n
n

q q

q

τ ω τ

ω τ
ω

=

+


 )22(

شرایط اولیه ارتعاشات آزاد با جابجایي و سرعت در لحظه ترک بار 
به دست مي آید. با جایگذاري در معادله )20( به دست خواهد آمد:

( )
0

2 2

1)0( ) ( sin) (
) (

free force n
n n

n n

F n v
q q

v vn v
π ω

ω ω π
= = −

−
 )23(

( )
0

2 2

1)0( ) (
) (

cos) ( cos) (

free force
n n

n

n

F n v
q q

v n v

n
v

π
ω π

ω
π

= =
−

 − 
 

 

 )24(

تابعي  مدرج  تیر  آزاد  ارتعاشاتي  پاسخ  مثلثاتي،  تبدیل  اعمال  با 
محوري ناشي از بار معادله )22( به صورت زیر کاهش مي یابد:

) ( sin) (free
n n n nq Xτ ω τ ϕ= −  )25(

براي  آزاد  ارتعاشات  پاسخ  فاز  زاویه   𝜙n و  دامنه   Xn آن  در  که 
n-امین مود سیستم هستند و در معادلات )26( و )27( بیان شده اند:

( )2 2
0

2
) (

1 cos) (cos) (

n

n n

n

X n v
F n v

n
v

π
ω ω π

ω
π

=
−

−

 )26(
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1
sin) (

tan
cos) ( cos) (

n

n
n

v

n
v

ω

φ
ω

π

−

 − 
=  

 − 
 

 )27(

در هنگام پدیده لغو در سیستم، دامنه ارتعاشات آزاد صفر خواهد 
شد . سرعت و فاز پدیده لغو متناظر به صورت زیر بیان مي شود:

1
0

1cos ) (
cos) (

n
n canX v

n

ω

π
−

= ⇒ =  )28(

1 2) 1() , ( 0 cos) ( 0
2 2can can

iW πτ ϕ ϕ −
= → = →  )29(

 
  

ωn) يروحم جردم يلونرب -رليوا ريت لوا سناکرف راهچ .2 لکش 
μ=0، Kb=0 ،(α) دعب يب نايدارگ رتماراپ بسحرب (0/5

Fig. 2. The first four frequency of Euler-Bernoulli axially graded beam (ωn0/5) according to dimensionless gradient pa-

rameter (α), μ=0, Kb=0

 
 

  
Kb=0 ،μ=0 ،شکل 3. فرکانس پايه اي تير رايلي مدرج محوري برحسب پارامتر گراديان بي بعد

Fig. 3. Fundamental frequency of axially graded Rayleigh beam versus dimensionless gradient parameter, μ=0 ،Kb=0
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مقدار  از  فاز  زاویه  درنتیجه  است.  مثبت  عدد صحیح  یک   i که 
π-2/ به 2π/ تغییر علامت مي دهد . همچنین، بر اساس شرایط اولیه 
نیز اگر هردوی جابجایي اولیه و سرعت اولیه ارتعاشات آزاد سیستم 
صفر باشد، دامنه ارتعاشات آزاد سیستم نیز صفر خواهد شد و درنتیجه 
قراردادن  برابر صفر  با  تیر صفر خواهد شد.  آزاد  ارتعاشات  باقیمانده 

روابط )23( و )24( مي توان نوشت:

sin) ( 0n n
canv

v i
ω ω

π
= ⇒ =  )30(

cos) ( cos) (
2) 1(

n n
cann v

v i
ω ω

π
π

= → =
−

 )31(

با توجه به معادلات )30( و )31( مي توان گفت که شرایطي که به 
ازاي آن معادله )30( حاکم است، معادله )31( را نیز ارضا مي کنند، 
اما برعکس این مطلب صحیح نمي باشد. بنابراین مي توان نتیجه گرفت 
که شرایط کلي رخداد لغو بر اساس شرایط اولیه در معادله )31( بیان 
 شده است. هنگامي که بیشینه دامنه ارتعاشات آزاد رخ مي دهد، مقادیر 

سرعت مربوطه از معادله )32( به دست مي آید:

( )
( )

max

2 2
max max

2 2
max

0 tan) (
2

2 ) (

) (

n n

n

n n

X
v v

v n v

n v

ω

ω π

ω ω π

∂
= ⇒ =

∂

+

−

 )32(

ضریب بزرگنمایي دینامیکي و دامنه نرمال شده ارتعاشات آزاد تیر 
براي مود n-ام به ترتیب طبق معادلات )33( و )34( تعریف مي شوند

2 2
0

) ( ) ( 1
/ 1

)sin) ( sin) ((

force force
n n

st n n

n n n n

q q
DMF

W F k
k k

τ τ
ω

ω τ ω τ

= = =
−

−

 )33(

1 2

2
1 cos) (cos) (

)1 (
n n

st nn

X k nR n
W kk

ππ= = −
−

 )34(

که در آن kn=nπv/ωn نسبت سرعت و Wst نیز خیز استاتیکي 
نقطه وسط تیر است. ضریب بزرگنمایي دینامیکي به عنوان نسبت بین 

جابجایي دینامیکي و استاتیکي تعریف مي شود.

5- نتايج و بحث
در این بخش، نتایج عددي براي ارتعاشات اجباري-آزاد تیرهاي 
طبیعي  فرکانس هاي  مقایسه  با  مي شوند.  محاسبه  محوري  مدرج 
تیرهاي  آزاد  اجباري-  ارتعاشات  دامنه  و  محوري  مدرج  تیرهاي 
ادبیات  نتایج موجود در  با  بار متحرک منفرد  ایزوتروپیک تحت یک 
فني صحت حل حاضر ارزیابي مي شود. اثر گرادیان مواد و سرعت بار 
که  است  شایان ذکر  مي شوند.  سنجیده  دینامیکي  پاسخ  بر  متحرک 
سیستم  حرکت  تعادل  معادلات  تحلیلي،  رویکرد  اعتبارسنجي  براي 
با اعمال روش رانگ-کوتا مرتبه چهار به صورت عددي انتگرال گیري 

مي شود.

5-1- صحه سازي مدل
در شکل )2( چهار فرکانس طبیعي اول سیستم که خواص مواد 
و  گسسته سازي  روش  توسط  مي کند  تبعیت  نمایي  تابع  یک  از  آن 
شده اند  رسم  خمشي  مود   10 درنظرگرفتن  با  ویژه  مقدار  تحلیل 
شده اند.  مقایسه   ]37[ همکاران  و  لي  توسط  ارائه شده  نتایج  با  و 
همان طور که مشاهده مي شود، نتایج به دست آمده در این پژوهش از 
از این شکل مشخص  دقت مناسبي برخوردار هستند. همان طور که 
است، همه شاخه هاي فرکانس  ناپیوسته هستند و در کمترین مقدار 

 2
cr− =1

cr )یعني2/7 بحراني  گرادیان  پارامترهاي  نام  به  مشخص 
مشاهده  طبیعي  فرکانس  منحني هاي  در  پرش  پدیده  یک   ،)±  ≈

مي شود. علاوه بر آن، فرکانس هاي طبیعي ارتعاشات سیستم به صورت 
فرکانس   ، 1á cr <α<0 براي  مثال  به طور  نمي کنند.  تغییر  یکنواخت 
پایه اي سیستم با افزایش پارامتر گرادیان ابتدا به آرامي کاهش مي یابد 
بالایي  شاخه  به  سیستم  فرکانس   ، 1á cr بحراني مینیمم  مقدار  در  تا 
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افزایش مي یابد. همان طور  به طور یکنواخت  بعدازآن  و  پرش مي کند 
که در شکل 2 مشاهده مي شود، فرکانس هاي بزرگ تر سیستم نیز این 
ویژگي را نمایش مي دهند. به این صورت که در عبور از پارامترهاي 
فرکانس  امین   )1-n( به  طبیعي  فرکانس  امین   n بحراني  گرادیان 
ناحیه هاشورخورده )یعني  به ذکر است که در  تبدیل مي شود. لازم 
( شکل مودهاي سیستم از توابع مثلثاتي، به توابع نمایي   á <5/ω0

این  بنابراین، در  توابع هایپربولیک تبدیل مي شوند.  به طور معادل  یا 

ناحیه فرکانس هاي طبیعي به فرکانس هاي کاذب تبدیل مي شوند و از 
ارتعاش هارمونیک تحریک شده توسط امواج منتشر شونده جلوگیري 
مي شود. درنتیجه در ادامه فقط به ناحیه عملیاتي که احتمال تحریک 
توجه مي شود.   ،)  á >5/ω0 )یعني  دارد  هارمونیک وجود  ارتعاشات 
<α  1 و یا

crα α> >α نکته مهم در این نمودار این است که هنگامي که

1
crα α> <α< 1

crα α> 1 است، فرکانس سیستم بزرگ تر از زماني است که 
crα α>

<α< 1
crα α> . به بیان دیگر مي توان گفت که تیر مدرج محوري به ازاي 

 
  

Kb=0 ،μ=0 ،شکل 4. ضريب بزرگنمايي ديناميکي و دامنه نرمالايزشده ارتعاشات آزاد تير اويلر- برنولي ايزوتروپيک برحسب نسبت سرعت

Fig. 4. Dynamic magnification coefficient and the normalized amplitude of free vibration of Euler-Bernoulli isotropic 

Beam based on velocity ratio μ=0, Kb=0

 
  

Kb=0 ،μ=0 ،(R1, R2, R3) شکل 5. دامنه نرمالايز ارتعاشات آزاد تير اويلر-برنولي ايزوتروپيک برحسب سرعت بار براي سه مود اول فرد

Fig. 5. Normalized amplitude of the free vibration of isotropic Euler-Bernoulli beam on the basis of velocity of the load 

for the first three odd modes (R1, R2, R3), μ=0, Kb=0
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Kb=0 ،μ=0 ،شکل 6. ضريب بزرگنمايي ديناميکي تير اويلر-برنولي برحسب سرعت بي بعد به ازاي پارامترهاي گراديان مختلف

Fig. 6. Dynamic magnification coefficient of Euler-Bernoulli Beam based on dimensionless velocity for various gradient 

parameters μ=0, Kb=0

 
  

Kb=0 ،μ=0 ،شکل 7. ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم برحسب سرعت بي بعد به ازاي فاکتورهاي اينرسي دوراني مختلف

Fig. 7. Dynamic magnification coefficient of system based on dimensionless velocity for various whirling inertia factors 

μ=0, Kb=0

، انعطاف پذیرتر است. درنتیجه مي توان انتظار داشت که جابجایي  1
crα α>

1 به ازاي 
crα α> <α< 1

crα α> استاتیکي تیرهاي مدرج محوري در محدوده 
اثرات  بررسي  براي  است.  بیشتر  گرادیان،  پارامتر  از  دیگري  مقادیر 
فاکتور اینرسي دوراني بر روي رفتار دینامیکي تیرهاي مدرج محوري، 
فرکانس پایه اي تیر مدرج محوري رایلي برحسب پارامتر گرادیان ماده 
نتایج  مي شود  مشاهده  که  همان طور  است.  شده  رسم   3 شکل  در 
توسط  ارائه شده  دقیق  با حل  گالرکین  روش  از  به دست آمده  عددي 

تانگ و همکاران ]38[ مطابقت خوبي دارد. ضمناً براي تیرهاي مدرج 
محوري رایلي، محدوده قابل قبول براي فرکانس هاي طبیعي سیستم 
ωn است. همان طور که مشاهده مي شود، روند  > 2α ⁄ ( )2 21 α γ  +  

مشابه  رایلي،  محوري  مدرج  تیرهاي  براي  پایه اي  فرکانس  تغییرات 
تیرهاي مدرج محوري اویلر- برنولي است. همان طور که مشخص است، 
فرکانس هاي پایه اي تیر مدرج محوري رایلي، با افزایش فاکتور اینرسي 
این  مي یابد.  کاهش  گرادیان  پارامتر  محدوده هاي  همه  براي  دوراني 
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درنتیجه  است.  1 محسوس تر 
crα α> <α و   1

crα α> >α براي  روند کاهشي 
یک  به  منجر  دوراني  اینرسي  فاکتور  افزایش  که  کرد  بیان  مي توان 
سیستم نرم تر مي شود. با افزایش فاکتور اینرسي دوراني، مقدار پارامتر 
گرادیان بحراني سیستم نیز به آرامي کاهش مي یابد. بر اساس شکل 2 
و 3، به دلیل تقارن شرایط تکیه گاهي سیستم، منحني هاي سیستم 
نسبت به خط α=0 تقارن دارد. در ادامه پژوهش حاضر نتایج به ازاي 
α<0 بیان مي شود و مي توان انتظار داشت که رفتار دینامیکي سازه 

رفتاري مشابه  اندازه یکسان دارند،  پارامترهاي گرادیاني که  ازاي  به 

 ،0=α خواهند داشت. ذکر این نکته نیز حائز اهمیت است که به ازاي
فرکانس هاي  و  تنزل مي یابد  تیر همگن  معادله  به  تیر مدرج  معادله 

2 مي شوند. 2ðn nω = بي بعد سیستم برابر 
ازآنجاکه سامانه هاي نقل وانتقال سرعت بالا، در بازه زماني کوتاهي 
گذرا  ذاتي  به طور  سامانه ها  این  بنابراین  دارند،  سازه حضور  روي  بر 
هستند. درنتیجه، مي توان این چنین گفت که تنها مود اصلي سیستم 
به طور قابل توجهي تحریک مي شود. همچنین، ازآنجاکه فرکانس هاي 
سیستم به اندازه کافي از یکدیگر جدا هستند، درنتیجه جابجایي هاي 

 
  

γ=0 ،α=0 ،شکل 8. ضريب بزرگنمايي ديناميکي سيستم برحسب سرعت بي بعد به ازاي پارامترهاي گرديان کرنش و سختي بستر مختلف

Fig. 8. Dynamic magnification coefficient of system based on dimensionless velocity for various strain gradient param-

eters and foundation stiffness α=0, γ=0

 
 

  

شکل 9. سرعت بحراني بار بي بعد برحسب پارامتر بي بعد گراديان
Fig. 9. Critical velocity of non-dimensional load according to dimensionless gradient parameter
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صرف نظر  قابل  اول  مود  جابجایي  برابر  در  بالاتر  مودهاي  به  مربوط 
هستند. به عبارتي دیگر، مشارکت مودهاي بالاتر بر روي پاسخ دینامیکي 
سیستم ضعیف است. همچنین کومار و همکاران ]39[ تائید کرده اند 
که جابجایي تیر تحت بار متحرک، تنها متأثر از مودهاي فرد است و 
مودهاي زوج سهمي در جابجایي تیر نخواهند داشت. به سبب دلایل 
ذکرشده در بالا و همچنین بر اساس فقط مود اول خمشي ارتعاشاتي 
به عنوان مود غالب در این مقاله در نظر گرفته خواهد شد. در شکل 4، 
دامنه هاي ارتعاش اجباري و آزاد یک تیر ایزوتروپیک )α=0( مربوط 
به مود اصلي خمشي )n=1( برحسب نسبت سرعت  نشان داده شده 
است. بر اساس شکل 4، مي توان مشاهده کرد که نتایج مطالعه حاضر 
همکاران  و  پسترو  توسط  گزارش شده  نتایج  با  قابل قبولي  مطابقت 
بزرگنمایي  ازاي k1=0، ضریب  به  این شکل،  اساس  بر  دارند.   ]40[
دینامیکي و دامنه نرمال شده ارتعاشات آزاد سیستم به ترتیب مقدار 
در محدوده  است که  اهمیت  نکته حائز  این  دارند. ذکر  و صفر  یک 
نسبت سرعت درنظرگرفته شده ضریب بزرگنمایي دینامیکي سیستم 
از  اطمینان  براي  است.  بزرگ تر  آزاد  ارتعاشات  نرمال شده  دامنه  از 
مودهاي  اثرات  سیستم،  معادلات  حل  براي  مود  یک  تقریب  صحت 
بالاتر بر دینامیک سیستم بررسي می شود. به همین جهت در شکل 
5، دامنه نرمالایز شده ي مود اول فرد یک تیر اویلر- برنولي برحسب 
ازآنجایی که  است.  داده شده  نمایش  متحرک  بار  بعد  بدون  سرعت 
مودهاي زوج نقشي در پاسخ دینامیکي سیستم ندارند، لذا با مقایسه 

شکل 5 )الف- ج(، می توان نتیجه گرفت که اثرات مودهاي بالاتر بر 
این شکل  به بیان دیگر،  قابل چشم پوشی است.  آزاد سیستم  ارتعاشات 
با  کاملًا  متحرک  بار  یک  تحت  تیر  یک  جابجایي  که  می کند  تائید 
درنظرگیری یک مود قابل شناسایی است. علاوه بر این همان طور که 
مشخص است، در سرعت هایی که دامنه سیستم به ازاي مود اول صفر 
را تجربه  نیز جابجایي صفر  بالاتر  ازاي مودهاي  به  می شود، سیستم 
می کند. به بیان دیگر، به ازاي مود اول، هنگامی که سرعت سیستم بر 
روي سرعت لغو منطبق شود، جابجایي سیستم به ازاي مودهاي بالاتر 

نیز لغو می شود و دامنه سیستم نیز درمجموع صفر خواهد شد.

5-2- ارتعاشات اجباري
علت اصلي براي مطالعه اثر گرادیان )α≠1( مواد بر رفتار ارتعاشاتي 
سیستم روشن است. با جستجوي مقادیر مناسب پارامتر گرادیان، با 
تیر  بهبود عملکرد  ناخواسته در سیستم،  ارتعاشات  ازبین بردن  هدف 
امکان پذیر خواهد شد.  نیروي متحرک )خودرو(  )پل( تحت تحریک 
در شکل 6، ضریب بزرگنمایي دینامیکي تیر مدرج محوري برحسب 
سرعت بي بعد بار به ازاي پارامترهاي گرادیان مختلف نمایش داده شده 
است. همچنین در این شکل، نسبت هاي سرعت واحد به ازاي مود اول 
)یعني k1=1( نیز براي پارامترهاي گرادیان مختلف نشان داده  شده 
است. با افزایش سرعت بار، ابتدا ضریب بزرگنمایي دینامیکي سیستم 
به صورت غیریکنواخت افزایش مي یابد تا در سرعت بحراني بار vcr به 

 
  

شکل 10. سرعت بحراني بار بي بعد برحسب پارامتر بي بعد گراديان

Fig. 10. Critical velocity of non-dimensional load according to dimensionless gradient parameter
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

  
شکل 11. دامنه نرمالايزشده ارتعاشات آزاد سيستم برحسب سرعت بي بعد به ازاي مقادير مختلف (الف) پارامترهاي گراديان مختلف (ب) فاکتورهاي اينرسي 

دوران (ج) سختی های بستر و پارامترهاي گراديان کرنش
Fig. 11. Normalized amplitude of the free vibration of system based on dimensionless velocity for different values of (a) 

various gradient parameters (b) whirling inertia factors (c) strain gradient parameters and the foundation stiffness
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مقدار ماکزیمم خود مي رسد. سپس بعدازآن به آرامي کاهش مي یابد 
و به مقدار صفر نزدیک مي شود. به ازاي تمامي پارامترهاي گرادیان، 
روند تغییرات ضریب بزرگنمایي دینامیکي یک طبیعت موج دار براي 
سرعت های پایین دارد و بیشینه ضریب بزرگنمایي دینامیکي سیستم، 

1
maxk مقداري یکسان دارد )یعني 1DMFmax/75≈( و به ازاي0/62 

مقدار  یک  از  سرعت  که  زماني  مي شود،  مشاهده  مي دهد.  رخ   ≈
 1

crα α> مشخص بیشتر مي شود، ضریب بزرگنمایي دینامیکي در 
1 بیشتر خواهد شد. بر 

crα α> از ضریب بزرگنمایي دینامیکي در 
اساس بحث پسترو و همکاران ]40[ براي تمامي پارامترهاي گرادیان 
در  بیشینه اي  هیچ  تیر  روي  بر  بار  زماني حضور  بازه  در   ،>1k1 در 
پاسخ  بیشینه  و  ندارد  وجود  سیستم  دینامیکي  بزرگنمایي  ضریب 
قرار  تیر  انتهاي  در  نیرو  که  مي دهد  رخ  هنگامي  اجباري  ارتعاشات 
گرادیان،  پارامتر  نزولي  روند   1

crα α< براي  که  آنجاکه  از  دارد. 
قابل انعطاف تر مي شود.  را کاهش مي دهد و سیستم  پایه اي  فرکانس 
دامنه  کم،  سرعت های  در  که  است  اهمیت  حائز  نیز  نکته  این  ذکر 
جابجایي دینامیکي سیستم به مقادیر استاتیکي آن نزدیک است که 
این نکته می تواند در طراحي مفید باشد. ضریب بزرگنمایي دینامیکي 
تیر رایلي مدرج محوري برحسب سرعت در شکل 7 رسم شده است. 
مدرج  تیرهاي  براي  دینامیکي  بزرگنمایي  ضریب  تغییرات  روند 
محوري رایلي، ازنظر کیفي مشابه تیرهاي مدرج محوري اویلر-برنولي 
اینرسي  ضریب  تغییر  با  دینامیکي  ضریب  منحني هاي  اندازه  است. 
بلکه، منحني ضریب بزرگنمایي دینامیکي  دوراني تغییري نمي کند، 
گرادیان،  پارامترهاي  همه  ازاي  به  رایلي،  محوري  مدرج  تیرهاي 
مدرج  تیرهاي  دینامیکي  بزرگنمایي  ضریب  منحني  چپ  سمت  در 
محوري اویلر-برنولي قرار مي گیرند. با افزایش فاکتور اینرسي دوراني، 
منحني هاي ضریب بزرگنمایي دینامیکي تیر مدرج محوري رایلي به 
سمت سرعت های کمتر جابجا مي شوند. در شکل 8، اثر ضریب سختي 
بستر برشي پاسترناک و پارامتر گرادیان کرنش بر ضریب بزرگنمایي 
سیستم نشان داده  شده است. ازآنجاکه افزایش این پارامترها، هردو 
این  افزایش  با  درنتیجه  می شوند،  سیستم  سخت ترشدن  به  منجر 
سرعت های  همچنین  و  دینامیکي  ضریب  منحنی های  پارامترها، 
بحراني سیستم به سمت سرعت های بیشتر جابجا می شوند و برعکس 
بیشتر  سرعت های  در  سیستم  دوراني،  اینرسي  فاکتور  افزایش  اثر 
متحمل دامنه های ارتعاشات اجباري بزرگ تر می شوند. همان طور که 

مشخص است اثر پارامتر گرادیان کرنش نسبت به ضریب سختي بستر 
برشي پاسترناک بر ارتعاشات اجباري سیستم محسوس تر است.

پارامتر  و  محوري  مدرج  تیر  بحراني  سرعت  بین  رابطه   9 شکل 
نشان  را  مختلف  دوراني  اینرسي  فاکتورهاي  براي  گرادیان  نمایي 
بزرگنمایي  ضریب  بیشینه   1

crα α> <α براي  است  مشهود  مي دهد. 
درحالي که  مي دهد،  رخ   v<π ازاي  به  محوري  مدرج  تیر  دینامیکي 
 v>π جابجایي بیشینه بي بعد سیستم به ازاي ، 1

crα α> >α هنگامي که
رخ مي دهد. ازآنجاکه سرعت بحراني سیستم یک پدیده نامطلوب در 
کاربردهاي مهندسي است و با فرکانس نوساني پایه اي سیستم رابطه 
انتهاي  در  مادي  مشخصات  بین  اختلاف  افزایش  با  دارد،  مستقیم 
کاهش مي یابد  1

crα α> <α براي  α(، سرعت بحراني  افزایش  )یعني  تیر 
1 این روند معکوس خواهد بود. همان طور که در 

crα α> >α درحالي که در
شکل 3 نشان داده شد، فرکانس پایه اي تیرهاي مدرج محوري رایلي 
برنولي  اویلر-  محوري  مدرج  تیرهاي  پایه اي  فرکانس هاي  از  کمتر 
است. درنتیجه سرعت بحراني تیرهاي مدرج محوري رایلي از سرعت 
همین  به  است.  کمتر  برنولي  اویلر  محوري  مدرج  تیرهاي  بحراني 
دلیل قابل توضیح است که با افزایش ضریب اینرسي دوراني ، سرعت 
. در شکل 10،  1

crα α> >α راني سیستم کاهش مي یابد، مخصوصاً براي
بر  پاسترناک  برشي  بستر  سختي  و  کرنش  گرادیان  پارامترهاي  اثر 
که  همان طور  است.  داده  شده  نمایش  سیستم  بحراني  سرعت  روي 
قابل انتظار بود، با افزایش پارامترهاي گرادیان کرنش و سختي بستر، 
فرکانس سیستم افزایش می یابد و درنتیجه، سرعت بحراني سیستم 
نیز افزایش می یابد. براساس این شکل، نسبت به اثر سختي بستر، اثر 
بحراني سیستم مشهودتر  بر سرعت  گرادیان  پارامتر  افزایش سختي 

است.

5-3- ارتعاشات آزاد
دامنه  آزاد،  ارتعاش  شرایط  بیشینه  و  لغو  دامنه  بررسي  براي 
نرمال شده ارتعاشات آزاد سیستم به ازاي پارامترهاي گرادیان مختلف، 
فاکتورهاي اینرسي دوران مختلف، پارامترهاي گرادیان کرنش و سختي 
در شکل 11-الف،  ترتیب  به  بي بعد  مقابل سرعت  در  مختلف  بستر 
11-ب و 11-ج نشان داده شده است. بر اساس این شکل ها، مي توان 
یک  روند  محوري  مدرج  تیرهاي  آزاد  پاسخ هاي  که  گرفت  نتیجه 
تقریباً یکسان را با تیرهاي متناظر ایزوتروپیک دنبال مي کنند. بعلاوه، 
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مي توان مشاهده کرد که مقادیر دامنه ارتعاش آزاد به ازاي سرعت های 
کم کوچک است و با افزایش سرعت بار، به صورت یکنواخت افزایش 
در  کلي  بیشینه  یک  و  نسبي  بیشینه  چندین  درحالي که  نمي یابند. 
سرعت بار مشخص وجود دارد. علاوه بر آن، بر اساس شکل 11)الف- 
ج(، دامنه ارتعاشات آزاد سیستم که بر اثر بار متحرک منفرد ایجاد 

شده است، در بعضي سرعت ها بیشینه نسبي )یعني سرعت بیشینه 
ارتعاش آزاد( هستند و در بعضي سرعت ها صفر )سرعت لغو( هستند 
. علاوه بر این، در مقایسه با منحني هاي ضریب بزرگنمایي دینامیکي 
)یعني شکل 6 الي 8 نقاط اوج دامنه در منحني هاي ارتعاشات آزاد 
قابل توجه تر مي باشند. تأثیر پارامتر گرادیان و ضریب اینرسي دوراني بر 

 
  
(α=1/5) شکل 12. دامنه نرمالايزشده ارتعاشات آزاد، زاويه فاز، جابجايي بي بعد و سرعت بي بعد سيستم در هنگام ترک بار برحسب سرعت

Fig. 12. Normalized amplitude of the free vibration, the angle of phase, dimensionless movement and velocity of the 

system for the time that the load is separated based on velocity ( α=1.5)

 
  

شکل 13. تغييرات چهار سرعت بي بعد اول لغو برحسب پارامتر بي بعد گراديان
Fig. 13. Changes of first four dimensionless velocity of cancellation versus dimensionless gradient parameters
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دامنه ارتعاش آزاد تقریباً با تأثیر ضریب بزرگنمایي دینامیکي یکسان 
است. به همین دلیل، براي تمامي پارامترهاي گرادیان و ضریب اینرسي 
دوراني، بیشینه کلي و بیشینه نسبي منحني هاي ارتعاش آزاد مقدار 
پارامتر گرادیان در  افزایش  الف  بر اساس شکل 11-  یکساني دارند. 
1 منجر به جابه جایي دامنه ارتعاش آزاد به سمت سرعت های 

crα <α

1 معکوس مي شود. 
crα >α کمتر بار مي شود، درحالي که این روند در

<α این به دلیل این واقعیت است که با افزایش پارامتر گرادیان در
پارامتر  افزایش  درحالي که  مي یابد،  کاهش  سیستم  سختی   ، 1

crα

همچنین  مي شود.   1
crα >α در  سخت تر  سیستم  به  منجر  گرادیان 

به  آزاد وابستگي شدیدي  ارتعاش  بیشینه  لغو و   ، مشخص است که 
ارتعاش  پاسخ  بیشینه  و  لغو   ، 1

crα <α براي  دارند.  گرادیان  پارامتر 
آزاد یک تیر مدرج محوري با افزایش پارامتر گرادیان کاهش مي یابد 
1 معکوس است. بر اساس شکل 3، 

crα α> درحالي که این روند براي 
ازآنجایي که افزایش ضریب اینرسي دوراني عموماً اثر افزودگي جرم بر 
روي سیستم دارد، فرکانس پایه اي تیر مدرج محوري با افزایش ضریب 
اینرسي دوراني کاهش مي یابد. براي هردو پارامتر گرادیان که کمتر 
و بیشتر از مقدار بحراني هستند، یک افزایش در γ، دامنه نرمال شده 
به سمت سرعت های کمتر  را  رایلي  تیر مدرج محوري  آزاد  ارتعاش 

در که  است  این  شکل ها  این  دیگري  ویژگي  مي کند.  جابه جا   بار 
گرادیان،  پارامتر  یا  دوراني  اینرسي  ضریب  افزایش  با   cr

1áα > 1
crα  

سرعت پدیده لغو و بیشینه ارتعاش آزاد در سرعت های کم بار بسیار 
مفید  بسیار  مرحله طراحي  در  نکته  این  نزدیک هستند.  یکدیگر  به 
به صورت شماتیک شرایط  این شکل  آن،  بر  است. علاوه  کاربردي  و 
لغو و بیشینه هم زمان را در شرایط عملیاتي مختلف که امکان حذف 
ارتعاشات ناخواسته را فراهم مي کند نشان مي دهد. ازآنجاکه افزایش 
فاکتور اینرسي دوراني در سیستم منجر به اثر افزودگي جرم مي شود، 
لذا تیرهاي رایلي نسبت به تیرهاي اویلر برنولي فرکانس کمتري دارند. 
درنتیجه سرعت بحراني سیستم در حالت تیر رایلي نیز کمتر است. 
به بیان دیگر هرچه سیستم سخت تر باشد سرعت بحراني بالاتري نیز 
دارد. بنابراین تیرهاي اویلر برنولي سرعت بحراني بیشتري نسبت به 
تیرهاي رایلي دارد. لذا مي توان نتیجه گرفت که تیرهاي اویلر برنولي 
مقاومت بیشتري نسبت به تیرهاي رایلي در برابر اثرات بار متحرک 
خارجي دارد. از شکل هاي 5 الي 11 مي توان نتیجه گرفت که پارامتر 
و  آزاد  ارتعاشي  پاسخ هاي  در  را  قابل توجهي  مشارکت  یک  گرادیان 
اجباري یک تیر مدرج محوري تحت بار متحرک، ایجاد مي کند. ضمناً، 
براساس شکل 11- ج، می توان گفت که به دلیل رفتار سخت شوندگی 

 
  

شکل 14. تغييرات اولين سرعت بي بعد لغو برحسب پارامتر گراديان کرنش به ازاي سختی های بستر پاسترناک مختلف

Fig. 14. Changes of the first dimensionless velocity of cancellation based on strain gradient parameters for various stiff-
ness of Pasternak foundation
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شکل 15. پاسخ هاي بي بعد اجباري-آزاد تيرهاي تابعي مدرج محوري به ازاي پارامترهاي گراديان بي بعد مختلف (v) (الف) 0/2576π (ب) 0/234π  (ج) 
0/168π

Fig. 15. Dimensionless responses of forced and free of axially functionally graded beams for different dimensionless gradi-
ent parameters (v) of (a) 0.2576π (b) 0.234π (c) 0.168π
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بستر  سختي  و  کرنش  گرادیان  پارامترهای  افزایش  اثر  در  سیستم 
آزاد  ارتعاشات  دامنه  ماکسیمم  و  لغو  سرعت های  پاسترناک،  برشي 
سیستم افزایش می یابند و منحني به سمت سرعت های بیشتر جابجا 
می شود. واضح است که اثر پارامتر گرادیان کرنش بر ارتعاشات آزاد 
سیستم محسوس تر است. براي فهم بهتر رفتار ارتعاش آزاد سیستم، 
وابستگي دامنه نرمال شده ارتعاش آزاد، زاویه فاز، جابجایي و سرعت 
تیر مدرج اویلر برنولي در لحظه ترک بار برحسب سرعت بي بعد بار 
به ازاي1α/5= در شکل 12 رسم شده است. همان طور که مشاهده 
مي شود با افزایش سرعت، سرعت لغو به صورت متناوب با سرعت های 
دو  بین  به عبارت دیگر،  مي کنند.  تغییر  آزاد  پاسخ  بیشینه  با  متناظر 
سرعت لغو که مجاور با یکدیگر هستند، یک پاسخ بیشینه آزاد می تواند 
مشاهده شود. همان طور که در این شکل نشان داده شده است، زماني 
که مقدار هم سرعت و هم جابه جایي سیستم در لحظه ترک بار صفر 
است، سرعت های متناظر به عنوان سرعت لغو نامیده مي شوند. بعلاوه، 
در شرایط لغو، علامت زاویه فاز سیستم تغییر مي کنند و پاسخ هاي 
خصوصي و همگن همدیگر را خنثي مي کنند. در این موقعیت، شرایط 
به  لغو تضمین مي شود. لازم  پدیده  و  آزاد صفر مي شود  پاسخ  اولیه 
ذکر است که سرعت هایی که در آن ها جابجایي و سرعت نقطه وسط 
تیر در لحظه ترک بار به ترتیب صفر و غیر صفر باشند، سرعت لغو 

محسوب نمي شوند.
اویلر- برنولي و رایلي  دو سرعت اول لغو تیرهاي مدرج محوري 
است.  شده  رسم   13 شکل  در  مختلف  گرادیان  پارامتر  برحسب 
به  مربوط  لغو  اول  سرعت  دو  تغییرات  الگوي  که  مي شود  مشاهده 
لغو  بر آن، سرعت های  یکسان هستند. علاوه  تقریباً  پارامتر گرادیان 
ارتباط  در  محوري  مدرج  تیر  پایه اي  نوساني  فرکانس  با  مستقیماً 
لغو  سرعت های  مقدار  گرادیان  پارامتر  که  مي شود  مشاهده  هستند. 
بخصوص سرعت لغو اول را تغییر مي دهد. به عبارتي دیگر، زماني که 
لغو حیاتي تر مي شود و  بر سرعت های  پارامتر گرادیان  اثر   ، 1

crα >α

این اثر براي سرعت های لغو کمتر، برجسته تر مي شود. درنتیجه، در 
مقایسه با تیرهاي مدرج محوري اویلر- برنولي، سرعت های لغو تیرهاي 
مدرج محوري رایلي مقدار کمتري دارند. علاوه بر این، از شکل هاي 
احتمال  پایین،  سرعت های  در  که  گرفت  نتیجه  مي توان   12 و   11
اتفاق افتادن لغو و بیشینه ارتعاش آزاد بیشتر است. بر اساس محاسبات 
صورت گرفته مي توان نتیجه گرفت که هر تغییري در پارامتر گرادیان 

اولین  نمي گذارد.  آزاد  پاسخ  بیشینه  و  لغو  نسبت سرعت  بر  تأثیری 
ازاي ضرایب  به  پارامتر گرادیان کرنش  برحسب  لغو سیستم  سرعت 
سختي بستر پاسترناک مختلف در شکل 14 رسم شده است. طبق 
انتظار، با افزایش پارامتر گرادیان کرنش و سختي بستر پاسترناک و 
درنتیجه افزایش رفتار سخت شوندگی در سیستم، سرعت لغو سیستم 

نیز افزایش می یابد.
به منظور نشان دادن امکان کاربردي و مهندسي نتایج ارائه شده در 
این مقاله و همچنین باهدف بررسي دقیق تر ضریب اینرسي دوراني و 
توزیع محوري مواد بر رفتار دینامیکي سازه، در شکل 15 )الف- ج(، 
به ترتیب تاریخچه زماني تیر به سه سرعت مختلف بار متحرک رسم 
شده  است. اگر بتوان با انتخاب پارامتر دقیق موردنیاز ارتعاشات آزاد 
پارامتري که موجب  برگزیدن  با  )به بیان دیگر،  سیستم را حذف کرد 
شود، در صفحه v-R1 منحني دامنه نرمالایز ارتعاشات آزاد سیستم 
به خوبی  را  سیستم  ارتعاشات  می توان  کند(،  برخورد  افقي  محور  با 
است  واضح  برد.  بین  از  را  سیستم  اضافي  ارتعاشات  و  نمود  کنترل 
زماني که τ=0، بار سمت چپ تیر )یعني ξ=0( قرار دارد. مشخص 
است که سیستم هنگامي که تیر تحت بارگذاري قرار ندارد، به صورت 
بر اساس شکل 12- ب، سیستم در شرایط  ارتعاش مي کند.  آزادانه 
بیشینه ارتعاشات آزاد قرار دارد. به عبارتي دیگر، بار متحرک منجر به 
بیشینه دامنه ارتعاش آزاد در تیرهاي ایزوتروپیک مي شود. با انتخاب 
 ،  =0𝛾/068براي مثال اینرسي دوراني  از ضریب  یک مقدار مناسب 
اثر لغو ظاهر مي شود و ارتعاش آزاد سیستم لغو مي شود. نکته جالب 
سیستم  اجباري  پاسخ  که  است  این  لغو  موقعیت  پاسخ  دیاگرام  در 
ایزوتروپیک  تیر  الف،   -12 شکل  اساس  بر  بنابراین  است.  متقارن 
اویلر برنولي با دامنه 0/0452 ارتعاش آزاد مي کند. با انتخاب پارامتر 
لغو  مطلوب  پدیده  متحمل  سیستم   ،)=5αیعني( مناسب  گرادیان 
درحالي که  مي شود،  مینیمم  سیستم  ارتعاشاتي  پاسخ  و  شد  خواهد 
پدیده  سیستم   ،)=1α/5یعني( نامناسب  گرادیان  پارامتر  انتخاب  با 
بیشینه دامنه ارتعاشات را تجربه مي کند و دامنه ارتعاشات سیستم به 
مقدار 0/054 افزایش مي یابد. نتیجه مي شود که از طریق تعیین دقیق 
مشخصات مواد و هندسه تیر، پاسخ دینامیکي تیر را مي توان کنترل 
بار متحرک بدون هیچ  ارتعاشات اضافي ساختارهاي تحت  از  کرد و 
تغییري در مشخصات بار خارجي جلوگیري کرد. ازآنجاکه فرکانس تیر 
ایزوتروپیک و تیر مدرج محوري در حالت 1α/5= ، مقدار نزدیک به 
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یکدیگري دارند، درنتیجه مي توان انتظار داشت رفتار ارتعاشاتي آزاد 
و اجباري این دو سیستم تقریباً مشابه یکدیگر باشند.؛ ما تیر مدرج 
محوري در حالت 5α= به دلیل آنکه فرکانس بیشتري دارد و در این 
حالت گرادیان سیستم از گرادیان بحراني بیشتر است و درنتیجه در 
شرایط  این  در  لذا  است،  رخ  داده  پرش  سیستم  فرکانسي  تغییرات 
دینامیک سیستم تغییر اساسي کرده است و پاسخ ارتعاشات اجباري 
و آزاد کاملًا متفاوت خواهد شد. همچنین در شکل 15- ج، با انتخاب 
پارامتر  پاسترناک و همچنین  پارامتر مختلف یعني سختي بستر  دو 
گرادیان کرنش، ارتعاشات آزاد سیستم حذف  شده است که این نتایج 

تابه حال در ادبیات فني گزارش نشده است. 

6- نتيجه گيري
بهبود عملکرد یک میکروتیر مدرج محوري تحت  این مقاله،  در 
است.  قرارگرفته  موردبررسی  تحلیلي  و  به صورت عددي  بار متحرک 
رایلي  محوري  مدرج  تیرهاي  بین  مقایسه اي  مطالعه  یک  همچنین 
دوراني  اینرسي  ضریب  تأثیر  مشخص کردن  به منظور  برنولي  اویلر  و 
ارتعاشي آزاد و  بر روي رفتارهاي  و گرادیان طولي مشخصات مادي 
راستاي  در  سازه  مادي  مشخصات  است.  انجام شده  سیستم  اجباري 
طولي طبق قانون نمایي به صورت پیوسته تغییر مي کنند. تیر تحت 
یکنواخت  سرعت  و  ثابت  مقدار  با  متحرک  عرضي  نقطه اي  بار  یک 
قرارگرفته است. براي مدل سازی اثرات اندازه، از تئوري گرادیان کرنش 
تحلیل  و  گالرکین  جداسازي  روش  از  استفاده  با  است.  استفاده شده 
مقدار ویژه، فرکانس هاي طبیعي سیستم استخراج مي شوند و با نتایج 
موجود در ادبیات فني مقایسه شدند. علاوه بر این، استراتژي حل و 
ایزوتروپیک  تیرهاي  براي  به دست آمده  نتایج  مقایسه  با  فرمول بندی 
تحت بار متحرک با مطالعات پیشین تائید شدند و مطابقت خوبي به 
دست آمد. اثر گرادیان طولي در مشخصات مادي و تغییرات ضریب 
اینرسي دوراني بر روي ضریب بزرگنمایي دینامیکي، سرعت بحراني، 
فهمیده  گرفت.  قرار  ارزیابي  مورد  آزاد  بیشینه  پاسخ  و  لغو  پدیده 
متحرک،  بار  تحت  ایزوتروپیک  تیرهاي  با  مقایسه  در  است که  شده 
تیرهاي مدرج تابعي محوري نمایي تحت بار متحرک رفتار پیچیده تر 
دامنه  که  دادند  نشان  نتایج  مي دهند.  نمایش  غیرقابل انتظارتري  و 
ارتعاش اجباري- آزاد سیستم وابستگي شدیدي به تغییرات مشخصات 

مادي و ضریب اینرسي دوراني دارد. با انتخاب پارامتر گرادیان مناسب، 
را  سیستم  آزاد  ارتعاش  بیشینه  و  لغو  پدیده  وقوع  شرایط  مي توان 
و  آزاد  ارتعاش  نرمال شده  دامنه  منحني هاي  نمود.  تعیین  به خوبي 
ضریب بزرگنمایي دینامیکي تیرهاي مدرج محوري تحت بار متحرک 
نقش  یک  مواد  خواص  تغییرات  که  شد  نتیجه  و  شدند  امتحان  نیز 
از  که  گرادیاني  پارامتر  بین  سیستم  آزاد  اجباري-  دامنه  در  متضاد 
مقدار بحراني کمتر و بیشتر است، ایفا مي کند. بعلاوه، مشخص شد 
که با تنظیم دقیق پارامتر گرادیان و ضریب اینرسي دوراني مي توان 
سیستم  کارایي  و  کرد  جلوگیري  سیستم  در  ناخواسته  ارتعاشات  از 
تحت بار متحرک را بهبود بخشید. ازاین رو، ضریب اینرسي دوراني و 
پارامتر گرادیان را مي توان به عنوان یک پارامتر کنترلي در سازه هاي 
تحت تحریک بارهاي متحرک انتخاب نمود. از سوي دیگر ازآنجاکه با 
افزایش پارامترهاي گرادیان کرنش و سختي بستر برشي پاسترناک، 
بزرگنمایي  می شود، ضریب  تقویت  در سیستم  رفتار سخت شوندگی 
ارتعاشات  دامنه  ماکسیمم  و  لغو  و  بحراني  سرعت های  دینامیکي، 
افزایش می یابند و با تنظیم آن ها ارتعاشات ناخواسته سیستم حذف 

شدند.
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