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1- مقدمه
در ربات های موازی کابلی به جای بازوهای صلب از کابل استفاده 
و  نصب  هزینه های  قبیل  از  توجهی  قابل  مزایای  دارای  که  می شود 
راه        اندازی کمتر، سادگی در طرح، کاهش اینرسی و جرم سیستم و ... 
را  فشاری  نیروی  نمی توانند  کابل ها  این که  به  توجه  با  اما  می  باشند. 
کنترل  و  کابل  ها  درکشش ماندن  از  اطمینان  جهت  کنند،  تحمل 
سیستم معمولا از یک یا چند عملگر اضافی در ربات بهره برده می  شود، 
که در نتیجه آن لازم است که نیروی عملگرها که همان نیروی کشش 
از  تعیین   شود.  بهینه  سازی  مساله  یک  توسط حل  می  باشد،  کابل  ها 
زمان  که  است  مفید  زمانی  افزونگی  در نظر گرفتن  عملی،  لحاظ 
محاسباتی الگوریتم بهینه  سازی بدون نیاز به پردازنده  های بسیار قوی 
قابل  برخط،  کاربردهای  برای  که  به گونه  ای  باشد.  کم  گرانقیمت،  و 
بهینه      سازی  مساله  این  حل  به  متعددی  مقالات  استفاده باشد. 
عملگر  دو  افزودن  با   ،]1[ همکاران  و  خواجه  پور  پرداخته  اند. 

مشکل  برای  راه  حلی  نهایی2  مجری  به  نا  متعادل1  اینرسی  ـچرخشی 
مودهای غیر قابل کنترل در ربات  های موازی کابلی صفحه  ای، از طریق 
ارتعاشات  که  گونه  ای  به  کرده  اند.  پیدا  چند  محوری  واکنش  سیستم 
نموده  اند. شاو و همکاران ]2[،  تنظیم  به طور موثر  را  نهایی  مجری 
با  فضایی  کابلی  موازی  ربات  های  دینامیک  مسیرهای  تحلیل  برای 
افزونگی تحریک، به  جای روش  های شبه استاتیک یا استاتیک، مدلی 
دینامیکی با درنظر  گرفتن نیروی اینرسی مجری نهایی به عنوان نیروی 
گرانشی اضافی )گرانش معادل(، پیشنهاد نموده  اند که دامنه فرکانسی 
شدنی مسیرهای دینامیکی معمولی برای ربات  های موازی با ۴ کابل، 
به صورت تحلیلی با سه کابل استنتاج و شکاف بین فضاهای کاری 
دینامیک و استاتیک پر می  شود. گگلاردینی و همکاران ]3[، برای حل 
مساله  ی ربات  های موازی کابلی با پیکربندی ثابت در محیط  های شلوغ 
و درهم، که احتمال برخورد کابل  ها زیاد است، نقاط اتصال کابل  ها بر 
روی قاب پایه را در یک مجموعه  ی احتمالی بزرگ از مکان  های شدنی، 

1  Unbalanced-rotational-inertia
2  End effector
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برای  بهینه  مسیرهای  طی  اجازه  متحرک  سکوی  به  که  دادند  قرار 
دنبال کردن مسیر ازپیش تعیین شده را می  دهد. به این منظور با تولید 
یک نقشه   ی امکان  سنجی، حداقل مجموعه  ی پیکربندی  ها تحلیل و در 
به  متناظر،  گسسته  ی  مجدد  پیکربندی  برنامه  ریزی  مساله  نهایت 
صورت یک گراف نشان داده  شده و با تابع هزینه تعریف شده توسط 
کاربر برای جستجوی پیکربندی بهینه، وزن  دهی شده  است. عباس  نژاد 
پیکربندی  قابل  افزونه  صفحه  ای  موازی  ربات  یک   ،]۴[ همکاران  و 
مجدد با مسیر حرکت بهینه، برای کاربردهای توانبخشی به گونه  ای 
طراحی نمودند که هر گونه نیروها و گشتاورهای خارجی بر روی اندام 
هدف، می  تواند با استفاده از کابل  ها برای تمام حالت  های عضو، نزدیک 
به مسیر در چرخه  ی راه رفتن متعادل شود. لیم و همکاران ]5[، یک 
روش بهینه  سازی در ربات  های موازی کابلی با هر درجه افزونگی، با 
تنظیم  و  بدست آوردن  جهت  تنش،  سطح  شاخص  از  استفاده 
ربات  سختی  تنظیم  و  کابل  تنش  های  سطح  عملی  و  سیستماتیک 
پیشنهاد نموده  اند که این راه  حل کشش قابل تنظیم، برای هر حالت با 
استفاده از روش تصویر گرادیان اصلاح شده1 بدست می  آید. لاموری و 
گوتفارد ]6[، بر اساس فصل مشترک بین مجموعه قیدهای نامساوی 
به  راه حل  های کششی  آفین،  فضای  و  کابل  مقادیر کشش  روی  بر 
پلتفرم متحرک، در تعادل استاتیکی یا دینامیکی، یک الگوریتم توزیع 
تنش با قابلیت زمان واقعی برای ربات  های موازی کابلی با دو درجه 
افزونگی پیشنهاد نمودند. تقی راد و خسروی ]7[، برای کنترل ربات 
با  پارامتری،  و  ساختاری  نامعینی  های  درنظرگرفتن  با  صفحه  ای 
در  ساختار  بدون  و  ساختار یافته  قطعیت  های  عدم  درنظرگرفتن 
انتگرال  گیر  و  مشتق گیر  تناسبی،  کنترلی  الگوریتم  ربات،  دینامیک 
مقاوم2  پیاده  سازی کرده اند. گوسلین و گرنیر ]8[، با ارائه یک مدل 
و  نیروها  ماتریس  مبنای  بر  کابلی،  موازی  ربات  برای  استاتیکی 
گشتاورها و درنظر گرفتن چهار شاخص عملکرد به منظور حل مساله  ی 
نامقید مرتبط با توزیع نیروها، به مطالعه  ی توزیع نیرو در این ربات  ها 
پرداخته  اند و به منظور به حداقل رساندن بزرگ  ترین انحراف از نیروهای 
میانگین )یا دیگر مقادیر هدف(، با ارائه  ی یک فرمول چند جمله  ای 
بهینه  سازی  را  کابل  ها  در  نیروها  توزیع   ،۴ نرم  برای  غیر تکراری 
موازی  ربات  ابعادی  بهینه  سازی  به   ،]9[ همکاران  و  یائو  نموده  اند. 
کابلی جهت تلسکوپ رادیویی با دیافراگم 500 متر، برای برآورده  کردن 

1  Modified gradient projection method
2  Proportional–Integral–Derivative (PID)

نیاز فضای کاری و شرایط محدودیت  ها از نظر کشش و سختی کابل 
پرداخته  اند که از ساده  سازی زنجیری3  برای تنظیم معادلات تعادل 
کشش کابل و از یک روش تجربی با استفاده از قضیه باکینگهام برای 
تحلیل سختی و بدست آوردن مقدار سفتی استفاده  کرده  اند. بورگستروم 
و همکاران ]10[، برای ربات  های موازی کابلی فرمول  بندی جدیدی 
ارائه نموده  اند که در آن با استفاده از یک متغیر کمکی، به محاسبه  ی 
صریح نقطه شروع عملی و توزیع  های کشش بهینه  ی قابل اعتماد، به 
منظور هدایت تنش  های کابل  ها به سمت مناطق مورد     نظر عملیات و 
غلبه بر محدودیت  های تنش، می  پردازد. صباغ   نوین و همکاران ]11[، 
یک مساله برنامه  ریزی حرکت برای ربات  های موازی در حضور موانع 
از  استفاده  با  و  داده  اند  قرار  بررسی  مورد  دینامیک،  و  استاتیک 
کوتاه  ترین مسیر به عنوان تابع هدف، الگوریتمی پیشنهاد داده  اند که 
دارای مزایایی مانند عدم افتادن در نقاط بهینه محلی و سرعت بالای 
محاسباتی می  باشد. جانگ و بائه ]12[، یک ربات موازی کابلی برای 
ساختار  یک  با  خارجی  اسکلت  سیستم  های  نیروهای  دقیق  کنترل 
فشرده، پیشنهاد داده  اند که در آن یک کنترلر تناسبی و دیفرانسیلی۴ 
، را با یک روش درجه دو خطی5 ، با یک مشاهده  گر اغتشاش6 ، و یک 
و  بوسچر  کرده  اند.  ترکیب   ، صفر7  فاز  خطای  ردیابی  پیشرو  فیلتر 
امکان  پذیر  فضای  مرزهای  مبنای  بر  تحلیلی  روشی   ،]13[ همکاران 
پیچش کابل ارائه کرده  اند. اوه و آگراوال ]1۴[، الگوریتمی عددی برای 
از  استفاده  با  ورودی  ها  آن  در  که  داده  اند  پیشنهاد  افزونگی  تحلیل 
توزیع فضای پوچی جواب شدنی مثبت می  شوند و به صورت نیروی 
کششی در نرم مینیمم قابل اعمال به ربات هستند. بارت و گوسلین 
]15[، نشان دادند که تحلیل افزونگی در ربات    های موازی کابلی به 
عنوان یک مساله بهینه  سازی با قید  های مساوی و نامساوی می  تواند 
توزیع  محاسبه  ی   ،]16[ همکاران  و  بروکمن  قرار  گیرد.  بررسی  مورد 
نیرو بعنوان یک مساله  ی بهینه  ی مقید درنظرگرفته  اند و الگوریتم  های 
)بلادرنگ(  واقعی  زمان  سیستم  در  نیرو  توزیع  برای  مختلف  عددی 
پیشنهاد نموده  اند. حسن و خواجه  پور ]17[، توزیع نیروی عملگرها در 
راه  حل،  دو  ارائه  با  مسیریابی  مساله  یک  بعنوان  را  کابلی  ربات  یک 
مینیمم کردن نرم دوم نیروها را در تنها کابل  ها، یا کابل  ها و عضوهای 

3 Catenary
4  Proportional–Derivative  (PD)
5 LQ
6 DOB
7 ZPET
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متغیر  سختی  برای   ،]18[ همکاران  و  کوی  کردند.  مطالعه  اضافی 
ربات  های موازی کابلی افزونه، یک مدل سفتی استاتیک برای تحلیل 
رابطه  ی بین کشش کابل و سختی ربات ایجاد و یک چندضلعی کشش 
کابل معرفی نموده  اند و روشی شامل رابطه بین نیروی خارجی و مقدار 
تغییر موقعیت سکوی متحرک برای اندازه      گیری تغییر سختی سیستم، 
پیشنهاد نموده  اند. گونزالس و همکاران ]19[، برای بهبود اتصال بین 
قاب ثابت و مجری نهایی ربات  های کابلی صفحه  ای و فضایی، طراحی 
جدیدی شامل اضافه نمودن قرقره  ها به اتصالات بین کابل  ها و مجری 
نهایی، انجام دادند که منجر به کاهش خطاهای سینماتیک و دینامیک 
سیستم و هم ارز  شدن با معادلات مدل نقطه به نقطه خواهد  شد. رشید 
قابل  کابلی  موازی  ربات  های  از  جدیدی  مفهوم   ،]20[ همکاران  و 
پیکربندی مجدد را معرفی کرده  اند که می  توانند فضای کاری شدنی 
هندسی،  معماری  اصلاح  با  را  کلاسیک  کابلی  موازی  ربات  های 
از  متشکل  بررسی  مورد  صفحه  ای  کابلی  موازی  ربات  افزایش  دهند. 
چهار کابل و یک جرم نقطه  ای که بر روی دو پایه  ی متحرک نصب 
شده که به سیستم اجازه می  دهد تا ربات را به طور خودکار پیکربندی 
نماید سپس الگوریتمی برای محاسبه  ی توزیع تنش بصورت شدنی و 
پیوسته در زمان واقعی، به گونه  ای که تعادل استاتیکی پایه  ها و پلتفرم 
ارائه گردیده  است. ژیوی کوی و  متحرک توسط کابل  ها فراهم شود، 
همکاران ]21[، بر روی روش هندسی جدیدی برای بهینه  سازی توزیع 
با  افزونگی، در مقایسه  با دو درجه  تنش در یک ربات موازی کابلی 
روش  های تکرار معمول، مطالعه و در الگوریتم پیشنهادی، برای تعیین 
نموده  اند.  استفاده  گراهام  اسکن  روش  از  کابل  ها  تنش  ضلعی  چند 
برای  جدید  اندازه  گیری  نشانگر  یک   ،]22[ همکاران  و  ژنگ  ژینیو 
الگوریتم  از  با استفاده  محاسبه  ی دامنه  ی تنش  ها به صورت تحلیلی 
نگاشت ابر کره1 پیشنهاد نموده  اند که برای صحه  گذاری آن از برنامه  ی 
درجه دو نرم دوم نیروها، استفاده کرده  اند. تقی  راد و بدوستانی ]2۴[، 
تئوری  پایه  بر  تحلیلی  ـتکرار  روشی  عددی،  روش های  جای  به 
برای  را  پایین  تنها حد  ارائه کرده  اند که در آن   ، کاروش  ـکان  ـ تاکر2 
به  عملگرها  نیروی  تعریف  طریق  از  و  نموده  لحاظ  عملگرها  نیروی 
صورت مجموع پاسخ پایه و پاسخ همگن، که در فضای پوچی ماتریس 
نیروی  بین  )رابطه  مساوی  قید  دارد،  قرار  ربات  ژاکوبین  ترانهاده 
قابل  بهبود  و  کرده  اند  حذف  را  متحرک(  پلتفرم  نیروی  و  عملگرها 

1 Hypersphere
2  Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

توجهی در سرعت دستیابی به جواب مساله بهینه  سازی که محاسبه 
تحقیق  ادبیات  بر  مروری  آوردند.  بوجود  می        باشد،  عملگرها  نیروی 
با  کابلی  ربات  افزونگی  تحلیلی  حل  تاکنون  که  می  دهد  نشان 
یک  مقاله  این  نگرفته  است.  صورت  اشباع  بالای  حد  درنظر گرفتن 
توسعه به کارهای انجام شده در مراجع ]1۴ و 2۴[ می  باشد. مشابه با 
این دو مرجع، با تعریف نیروی عملگرها به صورت مجموع پاسخ پایه 
قرار  ربات  ژاکوبین  ترانهاده  ماتریس  پوچی  فضای  در  )که  همگن  و 
  دارد(، قیود مساوی که رابطه بین نیروی عملگرها و نیروی وارد شده 
در  حالی  که  در  شده  اند.  حذف  می  کنند،  بیان  را  متحرک  پلتفرم  به 
مرجع ]2۴[، حدود بالای اشباع عملگرها در طرح تحلیلی افزونه در 
نظر گرفته نشده  است، در این مقاله این حدود در نظر گرفته   شده  است. 
از  این است که استفاده  باید مورد توجه قرار گیرد،  نکته مهمی که 
که  دارد  صنعتی  کابرد  زمانی  بسته  حلقه  الگوریتم  های  و  تکنیک  ها 
مساله بهینه مورد نظر در زمان کوتاهی به جواب همگرا شود؛ یعنی 
مساله در زمان کوتاهی حل شود. روش تحلیلی مورد استفاده در این 
مقاله دستیابی به پاسخ را در زمان بسیار کوتاه  تر از روش  های عددی 
معمول و با دقت به مراتب بالاتر تضمین می  کند. در این مقاله مساله 
برنامه  ریزی غیر  خطی با بکارگیری تئوری کاروش  ـکان  ـ تاکر برای حل 
در  استفاده شده  است.  تحلیلی  پاسخ  تولید  بهینه  سازی جهت  مساله 
زمان  گردید،  مشاهده  متلب3   نرم  افزار  در  شبیه  سازی  با  نهایت 
روش  های  از  کمتر  مراتب  به  ارائه شده  تحلیلی  روش  در  سپری شده 
بهینه  سازی عددی معمول می  باشد. ساختار این مقاله در بخش  های 
مکانیزم  و  سیستم  عناصر  دوم  بخش  در  شده  است؛  سازماندهی  زیر 
تشریح  مقاله  این  در  بررسی  مورد  مساله  بعنوان  افزونه  کابلی  ربات 
پرداخته  افزونگی  مساله  تشریح  به  سوم  بخش  در  گردیده  است. 
شده  است که در قسمت اول آن فرمول  بندی معادلات، تابع هزینه و 
تئوری  از  استفاده  با  دوم،  قسمت  در  شده  است.  بیان  مساله  قیود 
کاروش  ـکان  ـ تاکر و تشکیل معادله  ی لاگرانژ جهت تابع هزینه به حل 
پرداخته  ارائه   شده  تحلیلی  ـتکرار  روش  طریق  از  بهینه  سازی  مساله 
شده  است و در قسمت سوم از این بخش، محدب بودن تابع لاگرانژ و 
در نتیجه شرط کافی برای بهینگی فراگیر اثبات می  گردد. در بخش 
چهارم نتایج شبیه  سازی عددی ارائه شده  است که شامل نمودار نیروی 
عملگرها و نمودارهای زمان صرف  شده به کمک روش تحلیلی - تکرار 

3 MATLAB
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ارائه شده در این مقاله و سایر روش  های بهینه  سازی عددی می  باشد. 
سپس به کمک نمودارها مزایای روش ارائه شده در این مقاله نسبت به 
و  پنجم  بخش  در  نهایتا  و  شده  است  بیان  متداول  عددی  روش  های 

پایانی نتایج بدست آمده ارائه شده  اند.

2. عناصر سیستم و تشریح مکانیزم
انجام  صفحه  ای1   کابلی  موازی  ربات  مدل  روی  مطالعه  این 
شده است که در شکل 1 نشان داده شده است ]25[. در این ربات، 
کاملا  سینماتیکی  زنجیره  ی  با  عضو  چهار  توسط  متحرک  پلتفرم 
پلتفرم  به  را  ثابت  مبنای  رابط  عضو  هر  می  شود.  محافظت  یکسان 
متحرک توسط یک مفصل لولایی2 ، به دنبال آن یک مفصل کشویی3  
لولایی دیگر متصل می  کند. هر مفصل کشویی جهت  و یک مفصل 
بعنوان  و  سیلندر ـپیستون  صورت  به  عضوها  از  یک  هر  مدلسازی 
محرک کابل به کار می  رود. به منظور جلوگیری از تکینگی در موقعیت 
مرکز ربات، عضوها به صورت ضربدری قرار می  گیرند. همان  گونه که 
 iB iA نقاط مبنای ثابت عضوها،  در شکل 1 نشان داده شده  است. 
iα زوایای  نقاط اتصال عضوها به پلتفرم متحرک،  طول عضوها و 
  ϕ و  متحرک  پلتفرم  مرکز  موقعیت   G می  دهد.  نشان  را  عضوها 
زاویه پلتفرم متحرک نسبت به مبنای ثابت می  باشد. بنابراین درجات 

1 4RPR
2  Revolute joint (R)
3  Prismatic joint (P)

آزادی سیستم به صورت سه درجه آزادی۴  به همراه یک درجه اضافی 
در   Z جهت  در  گرانش  بردار  آنالیز  این  در  می  باشد.  عملگرها  در 
نظر گرفته شده  است. موقعیت  های نقاط اتصال مبنای ثابت و پلتفرم 
متحرک به طور کامل در ]2۴ و 25[، و آنالیز سینماتیکی و دینامیکی 
O به مبنای  ربات در ]25[ آمده است. چهارچوب ثابت5  در نقطه  ی   
ثابت متصل شده  است. مرکز دایره  ی نقطه مبنا از نقاط مبنای ثابت 
عضوها می  گذرد. بعلاوه یک چهارچوب مختصات متحرک6  در نقطه ی  
Gبه پلتفرم متحرک متصل شده  است. فرض می  شود در وضعیتی که   
AR  از نقطه    iA روی فاصله شعاعی  ربات در مرکز قرار دارد، نقطه  
G در صفحه    BR  از نقطه  iB روی فاصله شعاعی  Oو نقطه    
  

iBθ   و 
iAθ واقع است، به منظور مشخص نمودن هندسه  ی ربات  xy  

iB  در حالت مرکزی نسبت به  iA و  را بعنوان زوایای مطلق نقاط  
iB به  چهارچوب ثابت تعریف می  کنیم. زاویه  ی جهت لحظه  ای نقاط  

صورت زیر تعریف می  شود.

iA به صورت زیر می  باشد.  موقعیت نقاط مبنای  

4  [ , , ]G Gx y=X ϕ

5  :O xy

6  :G uv

RPR۴ )الف( طرح شماتیک مدل )ب( پیکربندی سینماتیکی )]25[(   شکل 1. ربات موازی صفحه  ای 
Fig. 1. 4RPR parallel planar manipulator (a) Schematic diagram of model (b) Kinematic configuration ([25])m
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جهت شبیه  سازی عددی، مقدار پارامترهای هندسی و جرمی مورد 
استفاده از مرجع ]25[ برداشته شده  است و در جدول 1 آمده است. 

3. تحلیل افزونگی 
توزیع بهینه نیرو در ربات  های کابلی بسیار مهم است که بر روی 
نیاز جهت  مورد  توان  تاثیر می  گذارد.  کارایی سیستم  و  مانورپذیری 
انجام مانورهای خواسته شده، در جهتی توزیع می  گردد که حتی  الامکان 
از کمترین انرژی، استفاده کند. بسیاری از ربات  های موازی جهت حل 
مشکل تکینگی و ازکنترل خارج شدن آن، از افزونگی در عملگر بهره 
می  برند. با توجه به این موضوع که کابل  ها تنها می  توانند تحت کشش 
توزیع  بهینه  ترین  محاسبه  امکان  افزونگی  الگوریتم حل  گیرند،  قرار 

نیروی کششی در کابل  ها را امکان  پذیر می  کند.

 3-1- فرمول  بندی مساله
برای ارتباط بین نیروی کابل ها در فضای مفصلی و فضای کاری، 

از رابطه  ی )3( استفاده می  کنیم ]25[،

m تعداد عملگرهای سیستم یا تعداد کابل  ها،    در رابطه  ی )3(، 
A ماتریس ساختار می  باشد که  تعداد درجات آزادی سیستم و  n  
را در فضای  کابل ها1   نیروی  و  است  انتقال غیرمربعی  ماتریس  یک 
مفصلی به نیرو و گشتاورهای2  اعمالی به مجری نهایی در فضای کاری 

1  1mτ ×

2  1n×F

اعمال می  کند. با استفاده از شبه معکوس، حداقل نرم اقلیدسی بردار  
بدست می  آید ]25[،

به  می  کند،  ارضا  را   )3( معادله  ی  که  جوابهایی  همه  ی  مجموعه   
صورت معادله  ی زیر بیان می  شوند ]25[،

معادله  ی )5( از دو بخش پاسخ پایه )اولیه(  و پاسخ همگن   

پایه شرط سینماتیکی را  تشکیل شده  است. پاسخ  ( )†−I A A y   
A قرار  ارضا می  کند و پاسخ همگن در فضای پوچی ماتریس ساختار  
دارد که قید محدودیت های نیرویی را تضمین می کند. پاسخ همگن 
y  ساخته  A به ازای هر بردار دلخواه  توسط فضای پوچی ماتریس 
y هر بردار دلخواه در  m ماتریس همانی و   m×I خواهد  شد. همچنین 
m می تواند باشد. در مرجع ]25[ به منظور عملیاتی  شدن بهتر  n−

را   ( )†−I A A ماتریس  خطی  مستقل  ستونی  بردارهای  مساله 
B نام گذاشته  اند.  جمع  آوری و متعامدسازی3  کرده و آن را ماتریس 
B ، که از بردارهای ستونی مستقل  در این مقاله، برای محاسبه  ی 
TJ تشکیل شده  است. در نرم  افزار  خطی متعامد فضای پوچی ماتریس 

3  Orthonormalizing

4RPR  )]25[(m جدول 1. پارامترهای هندسی و جرمی ربات موازی
Table 1. Geometric and inertial parameters of the 4RPR parallel manipulator ([25])m

2 

 RPR4([25] )پارامترهای هندسی و جرمی ربات موازی   : 1 جدول

Table 1: Geometric and inertial parameters of the 4RPR parallel manipulator ([25]) 

 
(3) T             ,     n m= → = A J F Aτ A     R 

 
(4)  ( ) 1† † T T

0 ,      ,          if m n
−

= = τ A F A A AA   
 

(5) ( )†
0 ,    m n−= + − τ τ I A A y y      R 

 
(6)  0 ,    m n−= + τ τ By y       R 

( ) ( )( ) ( )1† † T T
0

−
= + − = + − = + − =Aτ AA F A I A A y Aτ A AA AA A y F A A y F 

 قرار دارد.  A( در فضای پوچی ماتریس  6ی )و نشان داده شد که بخش دوم معادلهشده اثبات موضوع بیانبنابراین 
 

(7) 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 TT
0 02

0

0

min   
 0

      
 0

min

max

f
g

subject to
h

 = = = + +


= − +  
 = + − 

y τ τ τ τ By τ By
y τ τ By
y τ By τ

 

 
(8) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T T T T T T

0 0 0 0 0 0    min maxL f g= + + + + + − − + + −y y μ y τ τ τ By y B τ y B By μ τ τ By λ τ By τ 
 

(9) ( )T T T T T
02 2 0      op

L Gradient Conditions
= + − + =


τ B y B B μ B λ B

y
             

 
(10) ( ) ( ) ( )T T0      &    0                       op opg h Switching Conditions= =μ y λ y      

 

 واحد  مقدار  توصیف  پارامتر  

A
R  شعاع نقاط مبنای ثابت

i
A   900 m 

B
R   شعاع نقاط پلتفرم متحرک

i
B  10 m 

iA زوایای نقاط مبنای ثابت  
i

A  135-] ° - 45°  45° 135° [ deg 

iB   زوایای نقاط پلتفرم متحرک
i

B 45-] ° - 135° 135° 45° [ deg 

M  2500 جرم پلتفرم متحرکKg 

mI  105×3/5 ممان اینرسی پلتفرم متحرک Kg.m2 

m  215/0 چگالی کابل بر طول  Kg/m 

)3(
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 ، منفرد1  مقادیر  تجزیه  اساس  بر  که   ) )دستور  متلب 
بردارهای ستونی مستقل ماتریس  از  پایه متعامد  بردارهای  )تشکیل 
V آن(2  عمل می  کند، استفاده شده  است. بنابراین مجموعه  ی  متقارن 
به صورت  ارضا می  کند،  را  بهینه  ای که قید مساوی  همه جواب  های 

رابطه  ی )6( خواهد شد ]25[.

B که فضای  T برابر n است. بنابراین رتبه  ی 
n m×J رتبه  ی ماتریس 

برابر     ،  B ) و بعد3 ماتریس  )m n− برابر  پوچی متعامد آن است. 

این  در  مکانیزم مورد مطالعه  به  توجه  با  ) می  باشد.  )m m n× −  
opy تک بعدی و اسکالر می  باشد. در ادامه اثبات می  گردد  مقاله،  و 
با تعریف   به صورت معادله  ی )6(، معادله  ی )3( که قید مساوی 
به حضور  نیازی  و  ارضا می  گردد  بهینه  سازی می  باشد همواره  مساله 
قید مساوی در مساله نیست و از آن حذف می  گردد. با ضرب هر دو 
A و ساده کردن آن به صورت زیر، معادله  ی  طرف معادله  ی )5( در 

)3( شکل می  گیرد،

بنابراین موضوع بیان شده اثبات و نشان داده شد که بخش دوم 
A قرار دارد.  معادله  ی )6( در فضای پوچی ماتریس 

پس مساله  ی بهینه به صورت معادله )7( تبدیل خواهد شد.

) به ترتیب قیود نامساوی  )h y ) و  )g y در معادله  ی )7( توابع 

) تابع هزینه می  باشد. )f y حدهای بالا و پایین و 

1  Singular Value Decomposition (svd)
2 
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 تحلیل افزونگی   -3
گذارد. توان مورد نیاز جهت مانورپذیری و کارایی سیستم تاثیر میهای کابلی بسیار مهم است که بر روی  توزیع بهینه نیرو در ربات 

مانورهای خواسته توزیع می   ،شدهانجام  استفاده کندگردد که حتیدر جهتی  انرژی،  از کمترین  ربات   .الامکان  از  موازی  بسیاری  های 
توانند ها تنها میتوجه به این موضوع که کابل  رند. بابشدن آن، از افزونگی در عملگر بهره می خارججهت حل مشکل تکینگی و ازکنترل

 کند. پذیر میها را امکان ترین توزیع نیروی کششی در کابل تحت کشش قرار گیرند، الگوریتم حل افزونگی امکان محاسبه بهینه

 بندی مسالهفرمول  -1-3 
 ، [25کنیم ]استفاده می( 3)ی رابطه از و فضای کاری،  ها در فضای مفصلیکابل  نیرویبرای ارتباط بین 

(3) T             ,     n m= → = A J F Aτ A      
باشد که  می  ماتریس ساختار Aو  تعداد درجات آزادی سیستم   n  ،هاتعداد عملگرهای سیستم یا تعداد کابل m(، 3ی )در رابطه 

اعمالی به مجری نهایی در فضای کاری  2را در فضای مفصلی به نیرو و گشتاورهای 1ها نیروی کابل و استماتریس انتقال غیرمربعی  یک
 ، [25]آید بدست می τبا استفاده از شبه معکوس، حداقل نرم اقلیدسی بردار کند.اعمال می

(۴)  ( ) 1† † T T
0 ,      ,          if m n

−
= = τ A F A A AA   

 ،[25] شوندبیان می زیری کند، به صورت معادله را ارضا می (3)ی ی جوابهایی که معادلههمه  مجموعه 
(5) ( )†

0 ,    m n−= + − τ τ I A A y y       
)و پاسخ همگن    0τ  پاسخ پایه )اولیه(  ( از دو بخش5)  یمعادله )†−I A A y شرط سینماتیکی را  پایه    پاسخاست.  تشکیل شده   

پوچی ماتریس ساختار  ارضا می پاسخ همگن در فضای  دارد که قید محدودیت  Aکند و  را تضمین میقرار  نیرویی  پاسخ  های  کند. 
m  همچنینشد.  ساخته خواهد  yبه ازای هر بردار دلخواه    Aتوسط فضای پوچی ماتریس   همگن mI    و  ماتریس همانیy    هر بردار

در  mدلخواه  n−  باشد.می مرجع    تواند  عملیاتی  [25]در  منظور  ماتریس به  خطی  مستقل  ستونی  بردارهای  مساله  بهتر  شدن 
( )†−I A A  جمع ماتریس   3متعامدسازی  و  آوریرا  را  آن  و  گذاشته  Bکرده  محاسبهنام  برای  مقاله،  این  در  از که  ،  B  یاند. 

ماتریس  پوچی  فضای  متعامد  خطی  مستقل  ستونی  شده  TJبردارهای  نرم   .استتشکیل  ))دستور متلب    افزاردر  )Tnull J  بر که   )
کند، استفاده عمل می 5آن(  V، )تشکیل بردارهای پایه متعامد از بردارهای ستونی مستقل ماتریس متقارن۴اساس تجزیه مقادیر منفرد

 . [25] خواهد شد( 6)ی به صورت رابطه  ،کندمی ای که قید مساوی را ارضاهای بهینهی همه جواب است. بنابراین مجموعه شده
(6)  0 ,    m n−= + τ τ By y        

Tی ماتریس رتبه
n mJ  ابر رب  n یبنابراین رتبه   .استB  برابر    .که فضای پوچی متعامد آن است( )m n−   ماتریس6بعدو  B  برابر ،

( )m m n به باشد.  یم  − توجه  مطالعه    با  مورد  مقاله،مکانیزم  این  B4در  میتک   opyو    1 اسکالر  و  اثبات   باشد.بعدی  ادامه  در 
گردد و نیازی به همواره ارضا می باشدسازی می( که قید مساوی مساله بهینه3ی )معادله، (6)ی به صورت معادله  τ تعریف گردد بامی
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 ـ  تاکر  ـکان   3-1-1- اعمال شرایط کاروش  

با   ( )L y لاگرانژ  تابع   ، کاروش   ـکان   ـ  تاکر۴  شرایط  اعمال  با 

] و ضرایب  ]1 2   T
mµ µ µ µ= … تعیین ضرایب لاگرانژ مرز پایین 

] به صورت معادله )8( تشکیل  ]1 2   T
mλ λ λ λ= … لاگرانژ مرز بالا 

می  گردد که این ضرایب همواره بایستی نامنفی باشند.

به   opy بهینه  ی  نقطه  ی  برای  کاروش   ـکان   ـتاکر  لازم  شرایط 
صورت معادلات )9( و )10( می  باشد.

دوم  شرط  بایستی،  نامنفی   لاگرانژ  ضرایب  برای  بعلاوه، 
کاروش   ـکان   ـتاکر به صورت معادله  ی )10( ارضا گردد ]28[،

ستونی  بردارهای  گردید.  بیان  قبلی  سطور  در  که  همان گونه 
. T =B B I B متعامد هستند، بنابراین  ماتریس 

 با نوشتن ترانهاده  ی معادله  ی )9( و باز  نویسی معادله  ی )10( 
مجموعه معادلات )11( تشکیل می  گردد،
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3-2- تشریح حل مساله
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 6، سال 1400، صفحه 3479 تا 3496

3485

اسکالر )12( نوشت، 
 0iµ ≥  ، باید  اینکه  به  توجه  با   ،)12( معادله   ی  برقراری  برای 

) باشد. حالت  های معادله  ) 0i oph y ≤ 0iλ  و  ≥  ، ( ) 0i opg y ≤

)13( قابل وقوع می  باشند، 

 n = 3 m  و  = ۴ با توجه به مکانیزم مورد مطالعه در این مقاله ، 

opy طبق معادله  ی )5( یک  بعدی و اسکالر می  باشد و  است بنابراین 

] نوشت  ]   Tb b b b=B 1 2 3 ۴ B را به صورت مولفه  ای   می  توان  
بنابراین رابطه  ی اول معادله  ی )11( به صورت معادله )1۴( در می  آید.

 ( ) ,  , , ,i i iµ λ ∀ =1 2 3 ۴ مجهولات معادله  ی )1۴(، عبارتند از  

opy که جمعا 9 مجهول خواهند  شد. و  

برای قیدهای فعال روی مرز پایین می  توان نوشت. 
همچنین برای قیدهای فعال روی مرز بالا می  توان نوشت. 
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کافی  شرط  )بررسی  لاگرانژ  تابع  محدب بودن  بررسی   -3-3
برای بهینگی فراگیر(

با بازنویسی معادله  ی )8( به صورت معادله )17(:

 )17( معادله  ی  هسیان  ماتریس   ( )
2

TH
 ∂  = = =   ∂ ∂  

Ly B B I
i j

*

y y
 

I ماتریس همانی است که به وضوح همواره معین  می  باشد که در آن 
بنابراین  است.  )17( همیشه محدب1   دوم  معادله  ی درجه  و  مثبت 
به  مرحله  هر  در  و  می  باشد  محرز  فراگیر  مینیمم  برای  کافی  شرط 
بررسی  به  نیاز  و  است  فراگیر  مینیمم  جواب  این  رسیدیم  جواب 

حالت  های دیگر نیست و بلافاصله برنامه خاتمه می  یابد.

4. الگوریتم حل مساله 
بیان ساده  ی معادلات )12( و )13( به این صورت است که برای 
هریک از قیود اسکالر نامساوی، یا باید مقدار قید نامساوی صفر باشد 
)یعنی قید فعال و روی مرز ناحیه جواب عملی2  باشد(، یا ضریب قید 
نامساوی صفر باشد )یعنی قید داخل مرز ناحیه جواب عملی باشد(. 
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نقطه  ی کاری مذکور می  توانند قرار گیرند از رابطه  ی   زیر، که مجموع 
جملات تصاعد حسابی زیر می  باشد بدست می  آید:

m تعداد عملگرها است که در ربات مورد مطالعه، ۴ می  باشد پس 
 =۴3 تعداد وضعیت  های ممکن 15 وضعیت خواهد  شد که تمام  81
حالت ممکن را پوشش می  دهد )جدول 2(. با بررسی دقیق  تر جدول 
فعال روی مرزها  نیروهای  تعداد  اساس  بر  را  2 وضعیت  های مندرج 
چهار  به  می  توان  سازگاری  لحاظ  از  بوجودآمده  معادلات  دستگاه  و 

دسته  ی زیر تقسیم نمود.
عملگر  نیروی  چهار  هر  که  وضعیت  هایی  نخست  دسته  ی   *
همزمان روی حدهای اشباع بالا یا پایین )ترکیبی از این دو( هستند 
)وضعیت  های 1، 9، 10، 11 و 15(، در این حالت  ها چون مقدار هر 
مساوی   قیود  معادلات  برقراری  صورت  در  است  معلوم  نیرو  چهار 

نیروهای مفروض جواب بهینه می  باشد. 
* دسته  ی دوم )وضعیت  های 2، 3، 5، 6، 7، 13 و 1۴(، شامل 
حالت  هایی است که در آنها، در دستگاه معادلات قیود مساوی1، تعداد 
معادلات از تعداد مجهولات بیشتر می  باشند. بنابراین تنها در صورتی 

1  F Aτ=

جدول 2. وضعیت  ها و تعداد مراحل تکرار روش تحلیلی-تکرار ارائه شده
Table 2. Situations and number of iterations steps of the presented analytical-iterative method
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سازگار  مساوی  قیود  معادلات  دستگاه  که  می  باشند  جواب  دارای 
این وضعیت  ها  در  بررسی می  گردد.  ادامه شرط سازگاری  در  باشند. 
تعداد قیدهای فعال روی مرزهای پایین و بالا )یا ترکیبی از هر دو(، 
دو یا سه قید فعال می  باشد با توجه به این  که در ربات مورد مطالعه   

یک  بعدی و اسکالر می  باشد از معادلات )15( یا )16( به ازای  opy  
  opy opy بدست می  آید در حالی  که  هر قید فعال یک مقدار برای 
همه  ی  بنابراین  داشته  باشد  می  تواند  مقدار  یک  فقط  و  است  اسکالر 

در  مثال  عنوان  به  باشد  یکسان  باید   opy برای  بدست آمده  مقادیر 
وضعیت )3( که دو قید فعال روی مرز پایین است از معادله  ی )22( : 

و یک مجهول1   معادله  دو  با  معادلات خطی  * که یک دستگاه 
می  باشد بنابراین تنها در صورتی دارای جواب است که سازگار باشد 

1 و ماتریس 
1
 
 
 

و شرط سازگاری برابربودن رتبه  ی ماتریس ضرایب  
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افزوده هم یک باشد بنابراین با سازگاری معادلات و بدست آمدن مقدار 

opy ، این مقدار را در معادله  ی )13( جاگذاری و بردار    یکتا برای 
محاسبه می  گردد. صحت بردار   را می  توان از معادله  ی )3( بررسی 
F برقرار بود مقدار بدست آمده قابل قبول  Aτ= نمود اگر رابطه  ی  
می  باشد. این تحلیل برای سایر وضعیت  های این دسته نیز قابل تعمیم 

می  باشد.
* دسته  ی سوم )وضعیت  های ۴ و 12(، که در آنها تنها یک نیروی 
برابر  مجهولات  با  معادلات  تعداد  و  است  موجود  مرزها  روی  فعال 
است. در این وضعیت  ها یک قید فعال روی مرزها وجود دارد و مابقی 
ناسازگار نخواهند  بنابراین معادلات  عملگرها داخل مرزها قرار دارند 
صفر  فعال  قید  لاگرانژ  ضـریب  بجز  لاگرانژ  ضرایب  همه  ی  و  شد 
خواهند شد. در وضعیت )۴( یک قید فعال روی مرز پایین وجود دارد 

opy را محاسبه و با جا  گذاری  بنابراین ابتدا از معادله  ی )15( مقدار 

1  opy

)  ، برای  )T
02 /i op iB y bµ τ= + آن در معادله  ی )1۴(، رابطه  ی 

محاسبه ضریب لاگرانژ این قید فعال بدست خواهد آمد سپس از معادله 
)7( قیدهای نامساوی باید محاسبه گردد و در ادامه شرط نامنفی بودن 
اگر  می  کنیم.  کنترل  را  نامساوی  قیود  ارضا شدن  و  لاگرانژ  ضریب 

 0 opByτ τ= + شروط برقرار بود؛ نیروی عملگرها از طریق رابطه  ی 
محاسبه می  گردد و برنامه پایان می  یابد. در وضعیت )12( که تنها یک 
قید فعال روی مرز بالا است، برای محاسبه  ی ضریب لاگرانژ این قید 

با قراردادن  opy را محاسبه نموده و  فعال، از معادله  ی )16( مقدار 

) برای  )T
02 /i op iB y bλ τ= + آن در معادله  ی )1۴(، رابطه  ی 

این  نامنفی بودن  شروط  ادامه  در  می  شود.  حاصل  قید  این  محاسبه 
محاسبه   )7( رابطه  از  که  را  نامساوی  قیدهای  برقراری  و  ضریب 
از  عملگر  نیروهای  بود؛  برقرار  شروط  اگر  می  کنیم  کنترل  می  گردد 

0 محاسبه می  گردد و برنامه پایان می  یابد. opByτ τ= + رابطه  ی 
* دسته  ی چهارم )وضعیت   8(، که در آن همه  ی نیروهای عملگر 
ما بین حدهای پایین و بالا می  باشند و هیچ نیروی فعالی روی مرزها 
نیست. در این وضعیت همه  ی عملگرها داخل مرزها قرار دارند و چون 
هیچ قید فعالی وجود ندارد، همه  ی ضرایب لاگرانژ برابر صفر می  شوند. 

با  و  می  آید  بدست   T
0opy B τ= −  ،)1۴( معادله  ی  از  بنابراین 

قراردادن آن در معادله  ی )7( در صورت برقراری قیدهای نامساوی، 

0 جواب  opByτ τ= از معادله  ی )6(،  + و  این حالت پذیرفته   شده 
بهینه بدست می  آید.

که  است  آن  بیانگر  مقاله  این  در  شبیه  سازی  ها  از  ناشی  نتایج 
حالت  های دسته  های اول و دوم اتفاق نیفتاد و حالت  های دسته  ی سوم 
)وضعیت  های ۴، 8 و 12( به وقوع پیوست. اگر در پایان مراحل تکرار 
که محدود به حالات مندرج در جدول 2 است، به جواب نرسیدیم، 
به این نتیجه می  رسیم که با شرایط داده شده در معادله  ی )7(، مساله 

جواب ندارد. 

5. پیاده سازی نتایج
موازی  ربات  مدل  روی  بر  شبیه  سازی  نتایج  قسمت  این  در 
انجام  گردید،  بیان   2 بخش  در  آن  جزئیات  که   RPR۴ صفحه  ای 
شده  است و عملکرد آن در سیستم کنترل حلقه  ـبسته ارزیابی می  شود. 
در  که  شده  است.  داده  نشان   2 شکل  در  حلقه  ـبسته  دیاگرام  بلوک 

4 

 شده تکرار ارائه-ها و تعداد مراحل تکرار روش تحلیلی: وضعیت 2 جدول

Table 2: Situations and number of iterations steps of the presented analytical-iterative method . 
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تعداد قیدهای فعال  تیشماره وضع
 روی مرز پایین 

تعداد قیدهای 
 داخل مرز

تعداد قیدهای فعال 
 تعدد حالتهای تکرار در هر وضعیت  روی مرز بالا

(1 ) 4 0 0 =
 
 
 

4
1

4
 

(2 ) 3 1 0  
= 

 

4 43
 

(3 ) 2 2 0  
= 

 

4 62
 

(4 ) 1 3 0  
= 

 

4 41
 

(5 ) 2 1 1    
 =   

   

4 2 122 1
 

(6 ) 1 2 1    
 =   

   

4 3 121 2
 

(7 ) 1 1 2    
 =   

   

4 3 121 1
 

(8 ) 0 4 0  
= 

 

4 14
 

(9 ) 3 0 1  
= 

 

4 43
 

(10 ) 2 0 2  
= 

 

4 62
 

(11 ) 1 0 3  
= 

 

4 41
 

(12 ) 0 3 1  
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4 43
 

(13 ) 0 2 2  
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4 62
 

(14 ) 0 1 3  
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4 41
 

(15 ) 0 0 4  
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4 14
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آن، یک کنترلر مشتق  گیر ـتناسبی نامتمرکز برای سیستم حلقه  ـبسته 
لحاظ شده  است.

برای دستیابی به ردیابی مسیر مجری نهایی، بردار موقعیت مرکز 
جرم مجری نهایی که در مختصات مبنای ثابت زمین بیان شده است1  
هدف  این  به  دستیابی  جهت  کند.  پیروی  مطلوب2   مقدار  از  باید 
قانون کنترل  با یک  نهایی،  بر مجری  نیروی تعمیم یافته3  موثر  سه 

مشتق  گیر ـتناسبی نامتمرکز به صورت روابط زیر محاسبه می  شوند.

مشتقی  و  تناسبی  بهره  های  ماتریس  ترتیب  به   dk و   pk که 
نسبت به موقعیت مجری نهایی می  باشند.

عددی  روش  سه  با  مقاله  این  در  استفاده شده  تحلیلی  روش 
مجموعه فعال۴ ، نقطه داخلی5 و برنامه ی درجه دوم متوالی6  مقایسه 
نسخه  متلب  نرم  افزار  کمک  به  شبیه  سازی  ها  همه  ی  شده  است. 
 Duo CPU cor2 :1520  Del Vostro لپ تاپ  R2017a و در 

2.66GHz@ T9950 با 4GB :RAM انجام شده  است و از تابع 

منظور  به  عددی  روش  سه  هر  برای  متلب  محیط  در   fmincon

و  مسیر خطی  دو  شبیه سازی  شده  است. جهت  استفاده  بهینه  سازی 
به صورت  نتایج آن  نظر گرفته شده  است که  ربات در  برای  دایره ای 

مجزا در ادامه آمده  است.
ابتدا یک مسیر خطی در مختصات دکارتی، با 100 متر حرکت 
 ۴5 حدود  زاویه  ای  تغییرات  و   y  و  x جهات  در  متحرک  پلتفرم 

1  [ ]  ,  , G Gx y=X ϕ 

2  Desired Value
3  Generalized forces
4  Active-set
5  Interior-point
6  Sequential quadratic programing (sqp(

حرکت  گردیده  است.  لحاظ  شبیه  سازی  جهت  ثانیه،   200 در  درجه 
ربات در حلقه  ی بسته با مسیر مطلوب قابل ردیابی است. شکل  های 3 
و 5 ردیابی مسیر مطلوب ربات و شکل ۴ ردیابی خطای آن را نشان 

می  دهد.
شکل  نمودارهای  در  کابل  ها(  )نیروی  عملگر  نیروهای  ترکیب 
نیروهای  برای  لحاظ  شده    مینیمم  مقدار  است.  شده  داده  نشان   6

ماکزیمم    مقدار  و   [ ]       NT
minτ = 5 5 5 5 بهینه  سازی  در  عملگر 

در  که  همان  گونه  می  باشد.  [ ]       NT
maxτ = 330 330 330 330  

قرار  تعیین  شده  محدوده  ی  در  نیروها  همه  می  شود.  دیده  نمودارها 
دارند و کابل  ها در کشش باقی می  مانند. بنابراین روشن است که روش 
تحلیل افزونگی پیشنهادی توانایی تصویر نیروهای دکارتی به نیروهای 

کشش در کابل  ها را دارا می  باشد. 
نمودارهای شکل 7 زمان صرف   شده برای اجرای مسیر خطی شکل 
۴، جهت محاسبه  ی طرح حل افزونگی از طریق روش های مختلف را 
نشان می  دهد. همان  گونه که در شکل مشاهده می  شود، بیشترین زمان 
صرف شده در روش پیشنهادی این مقاله ms 0/62 است، که به مراتب 
از روش  های دیگر کمتر است. همچنین میانگین زمان صرف  شده که 
برای اجرای روش پیشنهادی در هر مرحله بسیار بهتر از سایر روش  ها 

می  باشد. 
میانگین زمان صرف شده جهت طی مسیر خطی شکل ۴،که در 
روش تحلیل افزونگی، استفاده شده است، در جدول 3 آورده شده    است. 
زمان  میانگین  ثانیه،  زمان 200  در  مطلوب  مسیر  دنبال کردن  برای 
صرف  شده در روش پیشنهادی ما ms 0/12 بوده است، که ۴9 برابر 
برنامه ی درجه دوم متوالی که سریع  ترین روش در  از روش  کوتاه  تر 
روش  همچنین  می  باشد.  است،  عددی  سازی  شبیه  روش  های  میان 
نقطه داخلی به اندازه 1۴1 برابر کندتر از روش پیشنهادی این مقاله 
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عمل می  کند.
مطرح شده  تحلیلی  روش  بین  مقایسه  ای   ،8 شکل  نمودار  در   
از طریق تعداد تکرارها در  از روش  های عددی  با یکی  این مقاله  در 
تعداد  نشان می  دهد که  این شکل  داده شده  است.  نشان  هر مرحله، 
تکرارها در روش تحلیلی این مقاله بین 1 تا 5 تکرار شده است که در 

حدود نیمی از مراحل در همان تکرار اول به نتیجه رسیده  است. در 
حالی  که در روش عددی نقطه داخلی نشان داده در نمودار، تکرارها 
به روش  بیان شده نسبت  برتری روش  به 22 تکرار هم می  رسد. که 
های عددی مرسوم از این منظر هم واضح و مناسب برای کاربردهای 

 شکل 3. ردیابی مسیر خطی مطلوب ربات موازی صفحه  ای  بر حسب زمان
Fig. 3. Tracking the desired linear path of the planar 4RPR manipulator over time
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 شکل 4. ردیابی خطاهای مسیر خطی مطلوب ربات موازی صفحه  ای 
RPR۴ بر حسب زمان

 Fig. 4. Tracking the desired linear path errors of the
planar 4RPR manipulator over time

6 

 

 بر حسب زمانRPR4 یا صفحه یربات مواز: ردیابی خطاهای مسیر خطی مطلوب  

R manipulator over timePFigure 4: Tracking the desired linear path errors of the planar 4R 

 RPR۴  شکل 5. ردیابی مسیر خطی مطلوب ربات موازی صفحه  ای 
 Fig. 5. Tracking the desired linear path of the planar

4RPR manipulator

7 

 
 RPR4  یاصفحه یمطلوب ربات مواز یخط ریمس یابیرد:  

R manipulatorPplanar 4RFigure 5: Tracking the desired linear path of the  
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RPR۴ جهت ردیابی مسیر خطی  شکل 6 . نیروی عملگرها )کشش در کابل  ها( در ربات موازی صفحه  ای 
Fig. 6. The force of actuators (tension in cables) in the planar 4RPR manipulator for linear path tracking

8 

 
 خطی  سیرم ردیابیجهت RPR4  یاصفحه  یربات موازدر   (هانیروی عملگرها )کشش در کابل:  

R manipulator for linear path trackingPFigure 6: The force of actuators (tension in cables) in the planar 4R 
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برخط1 می  باشد. 
مسیر  یک  متحرک،  پلتفرم  برای  دوم  شبیه  سازی شده  مسیر 
در  ربات  حرکت  می  باشد.  متر   100 مسیر  شعاع  که  است  دایره ای 
حلقه  ی بسته با مسیر مطلوب قابل ردیابی است. شکل  های 9 و 11 
ردیابی مسیر مطلوب ربات را نشان می  دهد. و شکل 10 ردیابی خطای 

آن را نشان می  دهد.
ترکیب نیروهای عملگر )نیروی کابل  ها( در نمودارهای شکل 12 
نشان داده شده است. مقدار مینیمم و ماکزیمم درنظرگرفته  شده برای 
نیروهای عملگر در بهینه  سازی  می  باشد. نمودارها در کشش ماندن 
کابل  ها همچنین در محدوده مجاز قرارداشتن نیروها را نشان می  دهد. 
نمودارهای شکل 13 زمان صرف   شده برای طی این مسیر دایره ای، 
جهت محاسبه  ی طرح حل افزونگی از طریق روشهای مختلف را نشان 
با روش پیشنهادی  می  دهد. بیشترین زمان صرف شده در این مسیر 

1 Online

کمتر  دیگر  روش  های  از  مراتب  به  که  است،   1/11  ms مقاله   این 
است. میانگین زمان صرف شده برای این طی این مسیر که در روش 
شده    است.  آورده   ۴ جدول  در  است،  شده  استفاده  افزونگی،  تحلیل 
برای طی این مسیر در زمان 200 ثانیه، میانگین زمان صرف  شده در 
روش پیشنهادی مقاله حاضر  ms 0/05 گردید، که 55 برابر کوتاه  تر 
از روش برنامه ی درجه دوم متوالی بعنوان سریع  ترین روش در میان 
روش  های شبیه سازی عددی و 16۴ برابر سریع  تر از روش نقطه داخلی 

بعنوان کندترین روش شبیه سازی عددی عمل می  کند.

نتیجه  گیری
در این مقاله یک روش تحلیلی برای حل   مساله  ی افزونگی بیان 
گردیده  است و روی ربات موازی کابلی با عملگر افزونه با جزئیات اجرا 
و نتایج شبیه  سازی استخراج گردیده  است. این امر بر روی یک مساله 
حدود  روی  نامساوی  قیدهای  نیز  و  مساوی  قیدهای  با  بهینه  سازی 

 شکل 8. تعداد تکرارها در هر مرحله در روش مطرح شده در این مقاله در مقایسه با الگوریتم نقطه داخلی جهت ردیابی مسیر خطی
 Fig. 8. Number of iterations at each step in the proposed method in this paper in comparison with the Interior-point

algorithm for linear path tracking
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 ی عدد سازینهیبه هایروش  ریبا سا سهیمقاله، در مقا نیا یل یحل تحل  یجهت اجراخطی  مسیر ردیابی  در شده زمان صرف نیانگی: م 3 جدول
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Figure 8: Number of iterations  at each step in the proposed method in this paper in comparison with the Interior-point 
algorithm for linear path tracking 

جدول 3. میانگین زمان صرف شده در ردیابی مسیر خطی جهت اجرای حل تحلیلی این مقاله، در مقایسه با سایر روش  های بهینه  سازی عددی
Table 3. The average elapsed time to perform the analytical resolution for tracking the linear path of this paper, com-

pared to other numerical optimization methods
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 شکل 9. ردیابی مسیر دایره ای مطلوب ربات موازی صفحه  ای  بر حسب زمان
Fig. 9. Tracking the desired circular path of the planar 4RPR manipulator over time
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 بر حسب زمانRPR4  ایصفحه یربات مواز مطلوب ایدایره ریمس یابیرد : 

R manipulator over timePpath of the planar 4R desired circular: Tracking the 9Figure  

 

 بر حسب زمانRPR4  یاصفحه  یربات موازمطلوب  ایدایره: ردیابی خطاهای مسیر  

R manipulator over timeP: Tracking the desired circular path errors of the planar 4R10Figure  

 شکل 10. ردیابی خطاهای مسیر دایره ای مطلوب ربات موازی صفحه  ای  بر حسب زمان
Fig. 10. Tracking the desired circular path errors of the planar 4RPR manipulator over time
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 بر حسب زمانRPR4  ایصفحه یربات مواز مطلوب ایدایره ریمس یابیرد : 

R manipulator over timePpath of the planar 4R desired circular: Tracking the 9Figure  

 

 بر حسب زمانRPR4  یاصفحه  یربات موازمطلوب  ایدایره: ردیابی خطاهای مسیر  

R manipulator over timeP: Tracking the desired circular path errors of the planar 4R10Figure  
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 RPR۴  شکل 11. ردیابی مسیر دایره ای مطلوب ربات موازی صفحه  ای 
Fig. 11. Tracking the desired circular path of the planar 4RPR manipulator
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 RPR4  ایصفحه یمطلوب ربات مواز ایدایره ریمس یابی: رد 

R manipulatorP: Tracking the desired circular path of the planar 4R11Figure  

RPR۴ جهت ردیابی مسیر دایره ای  شکل 12. نیروی عملگرها )کشش در کابل  ها( در ربات موازی صفحه  ای 
Fig. 12. The force of actuators (tension in cables) in the planar 4RPR manipulator for circular path tracking
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 ایدایرهمسیر  ردیابیجهت RPR4  یاصفحه  یربات موازدر   (هانیروی عملگرها )کشش در کابل:  

circular path trackingR manipulator for P: The force of actuators (tension in cables) in the planar 4R12Figure  

 ی عدد سازینهیبه هایروش ریبا سا سهیمقاله، در مقا نیا یلی حل تحل یجهت اجرا  ایدایرهمسیر ردیابی  در شده زمان صرف نیانگی: م 4 جدول

Table 4: The average elapsed time to perform the analytical resolution for tracking the circular path of this paper, compared 
to other numerical optimization methods 

 مقایسه سرعت  رار )میلی ثانیه( شده در هر تکمیانگین زمان صرف الگوریتم
 1 0536/0 روش پیشنهادی

 164 8152/8 نقطه داخلی روش عددی  
 63 3732/3 مجموعه فعال روش عددی 

 55 9272/2 ی درجه دوم متوالی برنامهروش عددی  
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برنامه  نویسی  تکنیک  های  شده  است.  فرمول  بندی  پایین  حدود  و  بالا 
غیر  خطی، بخصوص تئوری کاروش   ـکان   ـ  تاکر برای آنالیز و دستیابی به 
پاسخ تحلیلی استفاده شده  است. متعاقب آن یک الگوریتم جستجوی 

مناسب جهت بررسی شرایط تا دستیابی به جواب پیشنهاد شده است. با 
استخراج نتایج شبیه    سازی نشان داده    شد، که میانگین زمان صرف شده 
قابل  میزان  به  حلقه  ـبسته  ساختار  در  مطرح   شده،  تحلیلی  روش  در 

جدول 4. میانگین زمان صرف شده در ردیابی مسیر دایره ای جهت اجرای حل تحلیلی این مقاله، در مقایسه با سایر روش  های بهینه  سازی عددی
Table 4. The average elapsed time to perform the analytical resolution for tracking the circular path of this paper, com-

pared to other numerical optimization methods
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 ی عدد سازینهیبه هایروش ریبا سا سهیمقاله، در مقا نیا یلی حل تحل یجهت اجرا  ایدایرهمسیر ردیابی  در شده زمان صرف نیانگی: م 4 جدول

Table 4: The average elapsed time to perform the analytical resolution for tracking the circular path of this paper, compared 
to other numerical optimization methods 

 مقایسه سرعت  رار )میلی ثانیه( شده در هر تکمیانگین زمان صرف الگوریتم
 1 0536/0 روش پیشنهادی

 164 8152/8 نقطه داخلی روش عددی  
 63 3732/3 مجموعه فعال روش عددی 

 55 9272/2 ی درجه دوم متوالی برنامهروش عددی  

 شکل 13. زمان  های صرف شده در تمام مراحل تکرار در ردیابی مسیر دایره ای برای محاسبه نیروهای بهینه در روش حل افزونگی تحلیلی ارائه شده و سایر 
روش  های بهینه سازی عددی

 Fig.13. Total elapsed time to calculate optimal forces in circular path at analytic-iterative redundancy resolution and
other numerical optimizations methods at all iterations

13 

 
 یلیتحل یدر روش حل افزونگ نهیبه یروهایمحاسبه ن ی برا ایدایره مسیرردیابی  درشده در تمام مراحل تکرار صرف هایزمان : 

 ی عدد یسازنهیبه یهاروش ریشده و ساارائه

Figure 13: Total elapsed time to calculate optimal forces in circular path at analytic-iterative redundancy resolution and 
other numerical optimizations methods at all iterations 
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ملاحظه  ای کمتر از سایر روش  های بهینه  سازی عددی  ـتکرار متداول و 
شناخته شده  است و برای کاربردهای زمان   واقعی1  می  تواند جایگزین 

روش  های عددی متداول گردد.
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