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1- مقدمه
عضو غیرمنشوری المانی است که سطح مقطع و یا سایر خصوصیات 
هندسی آن در طول عضو تغییر می کند که در صورت طراحی مناسب 
و هوشمندانه نحوه تغییر ابعاد از استحکام، توان باربری و یا ظرفیت 
کمانشی و یا ارتعاشی بیشتری نسبت به یک عضو منشوری با همان 
مقدار مصالح برخوردار است. این اعضا به منظور برآوردن ملاحظات 
نظر صرفه جویی  از  که  المان های سازه ای  یا سبک نمودن  و  معماری 
اقتصادی دارای اهمیت زیادی می باشند، هموراه مورد توجه مهندسان 
از  وسیعی  بخش  نازک  جدار  اعضای  همچنین  بوده اند.  طراحان  و 
المان های سازه ای را دربر می گیرند. نیم رخ این اعضا از صفحات نازک 
متصل به یکدیگر تشکیل شده است که شامل سه نوع سطح مقطع 
باز، بسته و یا ترکیبی از هر دو می باشد. استفاده از این اعضا به علت 
توانایی آن ها در مصرف اقتصادی مصالح و بهینه سازی وزن سازه، در 
به  رو  هوافضا  و  عمران  مانند  گوناگون  مهندسی  سازه های  و  صنایع 
افزایش است و مطالعات متعددی در این زمینه صورت گرفته است. 

امروزه با پیشرفت روش های تولید و مونتاژ، ساخت تیرهای ماهیچه ای 
از مصالح مختلف مانند فولاد، چوب و مواد کامپوزیت امکان پذیر شده 
است. مواد مدرج تابعی، مواد مرکب نوینی هستند که با ترکیب کردن 
آن ها  فیزیکی  و خصویات  می شوند  ساخته  مختلف  ماده  چند  یا  دو 
بطور پیوسته در امتداد یک یا دو بعد خاص تغییر می کنند. در نتیجه 
بر مبنای  تابعی خاص  خواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی طبق 
امتداد  نرم در  و  پیوسته  به صورت  کسر حجمی مواد تشکیل دهنده 
همان بعد تغییر می نمایند. بعلت تغییر تدریجی نسبت مواد ترکیبی، 
تنش های  از  ناشی  لایه ای  کامپوزیت های  در  ترک  پیدایش  مشکل 
پسماند و یا در اثر بارگذاری حرارتی و مکانیکی رفع شده است. ایده 
این مواد برای نخستین بار توسط پژوهشگران ژاپنی مطرح شد ]1، 
2[. باتوجه به ویژگی های بسیار سودمند مواد مدرج جهت استفاده در 
راکتورهای  توربین های،  موشک ها،  هوافضا،  ویژه  به  پیشرفته  صنایع 
بالا،  استحکام  کم،  چگالی  که  مواردی  سایر  در  و  هسته ای  گداخت 
مقاومت در برابر خوردگی و حرارت دارای اهمیت باشد، مورد توجه 
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قرار گرفته است. از این رو مطالعه رفتار دینامیکی و استاتیکی تیر از 
جنس مواد تابعی از اهمیت خاصی برخوردار است. در این زمینه، کیم 
تیرهای  آزاد  ارتعاش  رفتار  و  پایداری خطی  ]3[ تحقیقاتی در مورد 
اجزاء  روش  از  استفاده  با  متقارن  مقاطع  با  ماهیچه ای  نازک  جدار 
انجام داده است. در سال 2000، چن ]4[ معادلات حرکت  محدود 
حاکم بر تیرهای جدار نازک غیرمنشوری با مقطع دلخواه را با اعمال 
تحقیقی  در  است.  آورده  به دست  پتانسیل  انرژی  به  همیلتون  اصل 
دیگر، آمبروسینی و همکاران ]5[ روابط ارائه شده توسط ولاسو را با 
تحلیل  برای  دورانی  اینرسی  و  برشی  شکل های  تغییر  درنظرگرفتن 
و  لی  نمودند.  اصلاح  باز  نازک  جدار  متغیر  مقطع  با  تیر  دینامیکی 
همکاران ]6[ در پژوهشی از روش ماتریس انتقال برای تعیین نمودن 
تیموشنکو جدار  تیر  ارتعاشی  مودهای  و شکل  فرکانس های طبیعی 
نازک استفاده نمودند. جان و همکاران ]7[ ماتریس دینامیکی برای 
یک المان تیر اویلر-برنولی بدون انحنا و تحت بار محوری را به منظور 
تعیین مقادیر دقیق فرکانس های طبیعی ارتعاش اعضای خمشی جدار 
نازک ارائه نمودند. همچنین، یک ماتریس سختی جدید برای اعضای 
مستقیم و بدون نقص اولیه به وسیله روش سری توانی توسط لانگ 
]8[ معرفی گشته است. بربن و همکاران ]9[ یک روش المان محدود 
خمشی-پیچشی را با درنظرگرفتن اثرات اینرسی دورانی، تغییر شکل 
برشی و بار محوری برون از مرکز برای تحلیل ارتعاشی تیر جدار نازک 
رفتار   ]10[ وانگ  و  شن  کردند.  پیشنهاد  نامتقارن  مقطع  سطح  با 
ارتعاشی ورق تابعی مستقر بر بستر الاستیک دو پارامتری را در محیط 
حرارتی مورد مطالعه قرار دادند. آندراده ]11[ مدلی یک بعدی را بر 
پایه تئوری ولاسو برای تحلیل استاتیکی، دینامیکی و پایداری تیرهای 
ماهیچه ای با مقطع جدار نازک باز توسعه داد. پرادهان و چاکراورتی 
]12، 13[ با بکارگیري نظریه برشی مرتبه بالا، ارتعاشات آزاد تیر از 
جنس مواد هدفمند را بررسی نمودند. آن ها برای حل معادلات حاکم 
و همکاران ]14، 15[  استفاده کردند. جبارزاده  رایلی-ریتز  از روش 
رفتار کمانش حرارتی صفحات دایره ای با ضخامت متغیر و ورق های 
قطاعی از جنس مواد تابعی دوطرفه، تحت بارگذاری حرارتی را مورد 
آزاد  ارتعاشات   ]17  ،16[ همکارانش  و  هوانگ  دادند.  قرار  مطالعه 
روش  ارائه یک  با  را  تابعی  مدرج  غیرمنشوری  تیموشنکو  تیر  طولی 
از یک معادله  با استفاده  عددی جدید مورد بررسی قراردادند. آن ها 
کمکی، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم را به یک معادله مستقل 

تبدیل کردند. بر اساس مدل غیرخطی و با درنظرگرفتن اثرات تغییر 
با هفت  تیر سه بعدی  المان  اولیه، یک  و تنش های  بزرگ  شکل های 
ماهیچه ای  نازک  جدار  تیر  پایداری  تحلیل  منظور  به  آزادی  درجه 
بار  روتا ]19[  است.  معرفی گشته  و همکارانش ]18[  توسط مهری 
کمانش جانبی-پیچشی را برای تیرهای جدار نازک با مقطع متغیر و 
با استفاده از روش سری چبیشف محاسبه نمود. کوش ]20[ توانست 
بار کمانش جانبی-پیچشی برای تیر ماهیچه ای دو سر مفصل با مقطع 
متقارن را به کمک روش عددی رایلی-ریتز محاسبه کند. خورشیدی 
محیط  تاثیرات  رایلی-ریتز،  روش  از  استفاده  با   ]21[ همکارانش  و 
حرارتی بر ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی مدرج تابعی دو جهته مستقر 
تاثیر  همچنین  آنها  دادند.  قرار  مطالعه  مورد  را  پاسترناک  بستر  بر 
پارامترهای ضریب توانی، نسبت حجمی، دما و شرایط مرزی را بررسی 
از کمانش  رفتار پس  و داس ]22[  پائول  دیگر،  تحقیقی  در  کردند. 
حرارتی  بارگذاری  تحت  تابعی  مدرج  مواد  از جنس  تیموشینکو  تیر 
را مطالعه کردند. با استفاده از روش عددی گالرکین و درنظرگرفتن 
دینامیکی  رفتار   ]23[ جونز  و  دنیس  کوپل خمشی-پیچشی،  اثرات 
تیر ماهیچه ای با مقطع ناودانی را بررسی کردند. نگویان و همکارانش 
تیر  پایداری  و  دینامیکی  خمشی،  رفتار  پژوهش هایی  در   ]27-24[
به کمک  را  مدرج  مواد  از جنس  باز  نازک  نیم رخ جدار  با  منشوری 
روش اجزای محدود بررسی کردند. در این مقالات فرض شده است 
که خصوصیات مکانیکی مصالح در راستای ضخامت باتوجه به قانون 
به  را  تغییر می کند. چن و چانگ ]28[ یک حل بسته  توانی  توزیع 
منظور تعیین نمودن فرکانس طبیعی ارتعاش تیر مدرج تابعی با نرخ 
توانی در راستای ضخامت با فرض مدل اویلر-برنولی ارائه دادند. لزگی 
نظرگاه و همکارانش ]29-32[ با استفاده از تئوری محلی-عمومی به 
تحلیل استاتیکی و دینامیکی تیرهای ساندویچی با مقاطع توپر و یا 
جدار نازک پرداختند. سلطانی و عسگریان ]33[ به تحلیل کمانشی 
پرداختند.  تابعی  مدرج  مواد  از  ساخته شده  غیرمنشوری  ستون های 
ریتز  رایلی  و  توانی  از ترکیب دو روش سری  این منظور  برای  آن ها 
استفاده نمودند. رضایی پژند و همکارانش ]34[ رفتار کمانش جانبی-

مواد  از جنس  متقارن  مقطع  با  دوسرمفصل  ماهیچه ای  تیر  پیچشی 
با  را  تابعی دوطرفه که دارای مهار جانبی کافی در طول خود است 
استفاده از روش ریتز مورد مطالعه قرار دادند. سلطانی و همکارانش 
]35[ با استفاده از روش اجزاء محدود اصلاح شده با فرض آزادی دوران 
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در اتصالات به تحلیل پایداری جانبی تیر جدار نازک مدرج تابعی با 
دوسرمفصل  تیرهای  برای  فقط  آن ها  روش  پرداختند.  متغیر  مقطع 
)آزادی در برابر دوران و تابیدگی( کاربرد دارد. همچنین، راجسکاران 
و بخشی خانیکی ]36[ در یک پژوهش جامع رفتار کمانشی و ارتعاش 
آزاد تیرهای جدار نازک غیرمنشوری ساخته شده از مواد تابعی دوجهته 
توابع  از روش اجزاء محدود و  با استفاده  را  با شرایط مرزی مختلف 
شکل هرمیتی بررسی نمودند. لازم به ذکر است که در طی دو دهه 
اخیر استفاده از مواد مدرج محوری در ساخت ابزار پیچیده مهندسی 
مانند میکرو/نانو تشدیدگرها ]37[، سطح خارجی بدنه هواپیما ]38، 

39[ و نانو لوله ها ]40[ افزایش یافته است. 
تحقیقات  الاستیک  بستر  مورد  در  که  می دهد  نشان  بررسی ها 
از  توپر  مقطع  با  تیرها  پایداری  و  ارتعاشی  تحلیل  روي  بر  مختلفی 
جنس مواد مدرج با شرایط مرزي مختلف انجام شده است. اما در مورد 
رفتار دینامیکی و کمانشی تیر ماهیچه ای با مقطع I-شکل ساخته شده 
از مواد مدرج تابعی واقع بر بستر الاستیک وینکلر کار خاصی انجام 
نشده است. با توجه به اینکه در برخی از کاربردها، بویژه در سازه هاي 
فونداسیون  دریایی که حضور همزمان  و  مکانیکی  فضائی، هسته ای، 
ظرفیت  و  ارتعاشی  فرکانس  بر  عمده  تأثیر  مدرج  مواد  و  ارتجاعی 
کمانشی المان با مقطع جدار نازک دارند، از این رو تحلیل ارتعاشات 
با  تابعی،  از جنس مصالح  نازک ماهیچه ای  پایداری تیر جدار  آزاد و 
مقاله  این  در  بنابراین  است.  اهمیت  حائز  بسیار  وینکلر خطی  بستر 
جدار  تیر  بر  حاکم  دیفرانسیل  معادلات  نویسندگان،  بار  اولین  براي 
نازک ماهیچه ای ناهمگن را با افزودن فونداسیون الاستیک ارائه داده 
و تاثیر سختی بستر ارتجاعی و کسر حجمی مواد سازنده تیر را روی 
نموده اند. همچنین  به دقت مطالعه  ارتعاشی  بار کمانشی و فرکانس 

اتصال  تاثیر محل  این پژوهش دارای اهمیت است، بررسی  آنچه در 
فونداسیون به مقطع بر رفتار تیر است.

دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  نخست،  مرحله  در  و  منظور  بدین 
حاکم بر پایداری خطی خمشی-پیچشی و ارتعاش آزاد نامیرای عضو 
الاستیک  بستر  بر  متکی  متقارن  نیم رخ  با  ماهیچه ای  نازک  جدار 
براساس فرضیه تغییر شکل های کوچک مطابق اصول حاکم بر تئوری 
به دست می آید که دستگاه معادله  به کمک اصل همیلتون  ولاسو و 
حاکم براین نوع مقطع شامل سه معادله دیفرانسیل مرتبه چهار کوپل 
با ضرایب متغیر است. از آن جا که روش مربعات دیفرانسیلی روشی 
مناسب برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل می باشد، در این پژوهش 
با استفاده از این روش ارتعاشات عرضی و پایداری تیر ماهیچه ای از 
تابعی محاسبه شده است. به منظور بررسی همگرایی و  جنس مواد 
صحت روش ارائه شده، در ابتدا تیر ماهیچه ای همگن با مقطع جدار 
نازک متقارن تحلیل و نتایج آن با مقادیر به دست آمده از نرم افزار اجزاء 
محدود انسیس و دیگر روش های موجود مقایسه شده که سازگاری و 
تطابق مطلوبی بین نتایج مشاهده می شود. در نهایت تاثیر پارامترهای 
مختلف مانند توان طرح اختلاط، خروج از مرکزیت بار فشاری، شرایط 
ابعاد  مرزی، سفتی بستر وینکلر، محل اتصال فنر به نیم رخ و تغییر 
بال و جان نیم رخ روی مقادیر فرکانس طبیعی ارتعاش و بار بحرانی 

کمانش تیر جدار نازک به صورت دقیق مطالعه شده است.

2- فرمول بندی مسئله
در شکل 1 یک تیر ماهیچه ای1  با نیم رخ متقارن I-شکل از جنس 
مواد مدرج تابعی به طول L و مستقر بر بستر الاستیک وینکلر خطی 
نشان داده شده است. مدل وینکلر ساده ترین روش برای شبیه سازی 

1 Tapered
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اندرکنش بستر ارتجاعی و سازه است که در سال 1867 توسط وینکلر 
معرفی شد. در این مدل، رابطه بین جابه جایی و فشار قائم تیر، توسط 
فنرهای ارتجاعی خطی مجزا و مستقل با فاصله های کم مدل شده و 
به دلیل این که فنرها فاقد برهمکنش نسبت به یکدیگر هستند، فقط 
در محل اعمال بار تغییر شکل )خیز( ایجاد می شود. لازم به ذکر است 
نمی شوند  گرفته  نظر  در  تئوری  این  در  برشی  شکل های  تغییر  که 
الاستیک  بستر  که  می شود  فرض  پژوهش،  این  در  همچنین   .]41[
ساختار پیوسته داشته و درحین تغییر شکل، بستر تماس خود را با 

تیر حفظ می کند. 
مطابق شکل 1، دستگاه مختصات دکارتی Oxyz منطبق بر مرکز 
سطح نیم رخ تیر )تار خنثی( در نظر گرفته شده است که محورهای 
x ، y و z  به ترتیب در راستای طولی، جانبی و عمودی هستند. 

تار  به  نسبت  نازک  جدار  تیر  بر  حاکم  جابه جایی  میدان  همچنین، 
خنثی گذرنده از مرکز سطح نیم رخ تیر در شکل 1 نشان داده شده  
است. در این پژوهش، تغییر مکان ها کوچک و در محدوده الاستیک 
خطی مورد نظر هستند. براساس تئوری کلاسیک ولاسو1  و صرف نظر 
تیر در  نقاط روی مقطع  میدان جابجایی  برشی،  تغییر شکل های  از 
راستای محوری، جانبی و عمودی را می توان به شکل روابط )1(-)3( 

بیان نمود ]42[:

که در آن v ،u0 و w به ترتیب جابجایی های مرکز سطح تیر در 
راستای محوری، جانبی و عرضی،  نشان دهنده چرخش عمود بر 
می شود.  نامیده  پیچش  زاویه  که  است   x محور  حول  تیر  مقطع 
( یک متغیر مربوط به خصوصیات سطح مقطع است  , (φ y z همچنین  
که به تابع پیچش معروف می باشد و با استفاده از تئوری سن ونان2   

بر روی سطح مقطع تعریف می شود.

1 Vlasov
2  Saint-Venant

3- خواص مواد
یکی از رایج ترین شکل های مواد هدفمند، ترکیب سرامیک و فلز 
است. بنابراین در پژوهش حاضر فرض شده است که تیر جدار نازک با 
مقطع متغیر از ترکیب دو جزء سرامیکی )اکسید زیرکونیوم( و فلزی 
امتداد  در  ماده  خصوصیات  طوریکه  است.  شده  ساخته  )آلومینیوم( 
سرامیکی  کاملًا  خواص  از  تدریجی  و  پیوسته  صورت  به  تیر  طول 
در انتهای سمت چپ، به خواص کاملًا فلزی در سمت راست تغییر 
می کند. در حالی که، جنس مصالح تیر در راستای ضخامت ثابت در 
توزیع  که  است  شده  فرض  پژوهش،  این  در  است.  شده  گرفته  نظر 
خواص ماده در امتداد طول از قانون اختلاط خطی کسر حجمی مواد 

پیروی می کند ]43، 44[: 

زیرنویس های m و  c به ترتیب به خواص فلز و سرامیک  اشاره 
می کنند. در رابطه فوق، Vm و Vc به ترتیب نشان دهنده کسر حجمی 
فلز و سرامیک در ابتدا و انتهای تیر هستند. Pm و Pc بیانگر خواص 
فلزی و سرامیکی )ضریب یانگ، جرم حجمی و ضریب انبساط حرارتی( 
هستند. با استفاده از قانون توزیع توانی، کسر حجمی جزء فلزی در هر 

نقطه در امتداد  محور طولی تیر به صورت زیر تعریف می گردد:

است  تابعی  ماده  n شاخص کسر حجمی  پارامتر   ،)5( رابطه  در 
که چگونگی ترکیب کسر حجمی سرامیک و فلز را در راستای طولی 
مشخص می کند و یک عدد بزگ تر و یا مساوی صفر است. لازم به ذکر 
است که مقادیر صفر و بی نهایت برای این پارامتر، به ترتیب معرف فلز 
خالص و سرامیک خالص است. درنتیجه، تغییرات جرم واحد حجم و 
ضریب ارتجاعی مصالح مصرفی در امتداد محور طولی در صورت آنکه 
فلزی(  )جزء  آلومینیوم  و  سرامیکی(  )جزء  زیرکونیوم  اکسید  از  تیر 

ساخته شده باشد، به ترتیب مطابق با روابط زیر تعریف می شوند:
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و  )آلومینیوم(  فلز  خواص  به  ترتیب  Zبه  و    A زیرنویس های 
با  مرتبط  مقادیر  که  می کنند  اشاره  زیرکونیوم(  )اکسید  سرامیک 

ضریب یانگ و جرم حجمی هریک در جدول 1 داده شده است.
به علت تفاوت بسیار کم نسبت پوآسون مصالح سازنده تیر، مقدار 
آن در طول ثابت و برابر 0/3 در نظر گرفته شده است ]46[. در تغییرات 
و  )زیرکونیا(  همگن  مصالح  برای  عضو  امتداد  در  الاستیسیته  مدول 
مدرج تابعی با توان های مختلف در طول عضو در نمودارهای شکل 2 

نشان داده شده اند.
باتوجه به نمودار 2 کاملا مشخص است که با افزایش شاخص کسر 
حجمی )n( درصد حضور اکسید زیرکونیم در طرح اختلاط ماده تابعی 
افزایش می یابد و این منجر به افزایش وزن و سختی ماده سازنده تیر 

می شود.

4- استخراج دستگاه معادلات پایداری و حرکت
معادلات حاکم بر تیر جدار نازک با مقطع متغیر بر بستر الاستیک 
را می توان با استفاده از حساب تغییرات و اصل همیلتون به صورت 

ذیل تعیین نمود: 

سیستم  کل  پتانسیل  انرژی  نشان دهنده   Π فوق   رابطه  در 
انرژی  برابر مجموع  انرژی  این  ارتعاش آزاد می باشد.  الاستیک تحت 
کرنشی خطی الاستیک  ، انرژی کرنشی ناشی از تنش های اولیه  
MU و انرژی کرنشی  ، انرژی جنبشی تحت بارگذاری هارمونیک 
fU  می باشد. در این مورد به خصوص  ناشی از اثرات بستر الاستیک 
تحلیل می شود،  نامیرا  آزاد  ارتعاش  و  پایداری خمشی  تیر تحت  که 
( برابر صفر  مقدار کار خارجی ناشی از بارهای موثر وارد بر عضو )
است. روابط حاکم بر تغییرات مرتبه اول هریک از پارامترهای دخیل 
در انرژی پتانسیل کلی با استفاده از اصل حساب تغییرات در زیر آورده 

شده اند ]47[:

شکل 2. تغییرات ضریب الاستیسیته و جرم حجمی حاکم بر مصالح همگن و مدرج تابعی با شاخص کسر حجمی متفاوت در مختصات محلی عضو
Fig. 2. Variation of Young’s modulus and the mass density along the beam axis with respect to different gradient index
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جدول 1. مشخصات ماده تیر مدرج تابعی ]45[
Table 1. Material properties of the FG beam [45]m

  

 
 

 : الف: تیر جدارنازک با سطح مقطع متقارن، ب: سیستم مختصات و پارامترهای معرف تغییر شکل تیر و مشخصات مقطع1شکل 
Fig. 1: (a) Thin-walled beam with doubly-symmetric cross-section, (b) Coordinate system and notation of displacement 

parameters 
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 [54]مشخصات ماده تیر مدرج تابعی  :1 جدول
Table 1: Material properties of the FG beam [45] 

 kg/m  E (GPa))3( پارامتر نوع ماده

 255 5755 اکسید زیرکونیوم
 75 2752 آلومینیوم

)13(
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در روابط فوق، A و L  به ترتیب مساحت مقطع و طول عضو بوده 
ارتعاش  طبیعی  فرکانس  و  مصالح  جرمی  چگالی  معرف  و 
نظر  در   ) ( غیرخطی  و   ) ( کرنش های خطی  چنانچه  هستند. 
کارتزین  مؤلفه های کرنش گرین در دستگاه مختصات  گرفته شوند، 

به صورت زیر تعریف می شوند:

زیر  به صورت  تانسورکرنش  مولفه های  نازک  جدار  تیر  برای 
می باشند:

با استفاده از معادلات )1( تا )3( و )15( تا )17(، روابط کرنش-
جابجایی به صورت روابط )18( تا )24( خواهند بود:

همچنین:

در رابطه )21(، پارامتر r بیانگر فاصله هر نقطه دلخواه روی نیم رخ 
تا مرکز سطح است:

0τ  بیانگر تنش های اولیه در لحظه  ij در رابطه )11(، مؤلفه های 

کمانش بوده که در شرایط تحلیل پایداری خمشی-پیچشی و با اعمال 

خروج از مرکزیت بار فشاری به موارد زیر خلاصه می گردند:

yM  لنگرهای ناشی از خروج از  zM  و  که در این رابطه 

مرکزیت بار محوری فشاری P در دو امتداد جانبی و عمودی هستند.

سفتی  پارامتر  نشان دهنده    yk و   zk   ،)13( رابطه  در 

 Mw Mv و   بستر وینکلر در دو امتداد z و y هستند )شکل 1(.  

zh  و   نشان دهنده محل اتصال فنر به مقطع هستند. در صورتیکه 

به ترتیب فاصله این نقطه تا مرکز سطح در دو جهت جانبی و  yh  

عمودی باشند، خواهیم داشت: 

تا   )10( روابط  در   )26(-)18( و   )3(-)1( عبارات  جایگذاری  با 

محورهای  به  نسبت  عضو  مقطع  سطح  روی  انتگرال گیری  و   )13(

اصلی خمش و پیچش، روابط حاکم بر تغییرات انرژی کرنشی، بستر 

از  انتگرالی  عبارات  به صورت  می توان  را  انرژی جنبشی  و  الاستیک 

میدان جابه جایی بیان کرد:

)14(
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Fig. 2: Variation of Young’s modulus and the mass density along the beam axis with respect to different gradient index. 
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Fig. 2: Variation of Young’s modulus and the mass density along the beam axis with respect to different gradient index. 
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با توجه  اینرسی و شعاع ژیراسیون قطبی حول مرکز سطح هستند. 
به شکل )1(، خصوصیات هندسی مذکور برای یک مقطع I دو بال 

مساوی به صورت زیر تعریف می شوند:

جدار نازک غیرمنشوری بر بستر الاستیک  بدست می آیند:با استفاده از روش انتگرال گیری جزء به جزء معادلات حرکت تیر 

زیر  صورت  به  حرکت  معادلات  از  استخراج شده  مرزی  شرایط  می باشند: 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 6، سال 1400، صفحه 3587 تا 3614

3594

همان گونه که از روابط مشاهده می شود، دستگاه معادله دیفرانسیل 
حاکم بر ارتعاش آزاد عرضی و کمانش تیر جدار نازک غیرمنشوری، 
مولفه های  به  وابسته  چهار  مرتبه  دیفرانسیل  معادله  سه  شامل 
این  حل  درنتیجه،  است.  متغیر  ضرایب  با  و   ) ( جابه جایی 
دستگاه با استفاده از روش های معمول تقریباً غیرممکن است و بایستی 
از یکی از روش های عددی موجود استفاده کرد. بنابراین در ادامه به 
محوری  بار  و  ارتعاشی  فرکانس  تعیین  و  معادلات  این  حل  منظور 

بحرانی، روش عددی مربعات دیفرانسیلی1  استفاده شده است.

5- روش مربعات دیفرانسیل 
معادلات  حل  برای  دیفرانسیلی  مربعات  عددی  روش  این جا  در 
حرکت و شرایط مرزی استفاده می شود تا از این طریق بتوان مقادیر 
این  اساس  آورد.  به دست  را  بحرانی  بارهای  و  ارتعاشی  فرکانس های 
تابع در نقطه مشخص به صورت  روش بر مبنای تقریب مشتق یک 
نقاط  یکسری  در  تابع  مقادیر  و  وزنی  فاکتورهای  حاصلضرب  جمع 
تعیین شده در محدوده حل مسئله است. بنابراین، مشتقات یک تابع از 
ix را می توان بر حسب  x= هر مرتبه اي را در نقطه ای دلخواه مانند  

مقادیر تابع در تمامی بازه به صورت زیر بازنویسی نمود ]48[:

( ماتریس  (m
ijA که N تعداد نقاط انتخابی در امتداد طول عضو و 

1  Differential Quadrature (DQ)

ضرایب وزنی است که مطابق رابطه زیر تقریب زده می شود:

یکی از مهمترین نکات در همگرایی نتایج، علاوه بر تعداد نقاط، 
نقاط  نقاط در دامنۀ حل است. بهترین نوع سیستم  چگونگی توزیع 
ارائه شده است، توزیع نقطه ای غیریکنواخت  داده برداری که تاکنون 
)چبیشف-گوس-لوباتو2 ( است. این توزیع قادر به تعیین جواب های 
عددی با دقت بسیار خوب اما با تعداد گر ه های کم و هزینه محاسباتی 
پایین است ]48-50[. بنابراین در این پژوهش از این توزیع استفاده 

شده است:

 /x Lξ = جدید   محلی  بي بعد  مختصات  یک  معرفی  با   
اعمال قوانین روش تفاضلات مربعی، دستگاه معادلات دیفرانسیل  و 
)34-36( را می توان به شکل جبري ارائه شده در روابط زیر بازنویسی 

نمود:
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و i=3 ،2 ،1( ii( در پیوست الف ارائه شده اند. لازم به ذکر است که 
N  هستند  N× ابعاد  به  و  مربعی  رابطه )51(  ماتریس های داخلی 
و ]0[ ماتریس صفر است. در ادامه با تعریف ماتریس های ستونی به 

شکل نشان داده شده در معادله )53(:

رابطه )51( را می توان به صورت فشرده ارائه شده در عبارت )54( 
بیان نمود:

با گسسته سازی شرایط مرزی و جایگذاری آنها در رابطه ماتریسی 
و سپس حل مسئله مقدار ویژه به دست آمده در رابطه )54(، فرکانس 
ارتعاشی و بار بحرانی برای تیر با نیم رخ جدار نازک متغیر ساخته شده 
از مواد مدرج تابعی و مستقر بر فونداسیون الاستیک محاسبه خواهد 
شد. لازم به ذکر است که در تحلیل پایداری مقدار فرکانس ارتعاشی 
نتیجه  در  و   )P( محوری  بار  مقدار  آزاد  ارتعاش  تحلیل  در  و   ) (
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درایه های ماتریس ]KG[ در رابطه )54( را بایستی مساوی صفر قرار 
داد. همچنین ذکر این نکته ضروری است که از روابط به دست آمده در 
نیروی  اندرکنش  نمودارهای  استخراج  جهت  می توان  مقاله  این 
محوری-فرکانس ارتعاشی استفاده نمود. به عبارت دیگر می توان تاثیر 
نازک  جدار  تیر  ارتعاشی  رفتار  بر  کششی  یا  و  فشاری  محوری  بار 
ماهیچه ای مستقر بر بستر ارتجاعی را بررسی نمود. در چنین شرایطی، 
بایستی ابتدا تحلیل پایداری انجام داد و در ادامه با اعمال درصدی از 
بار کمانشی در معادله )54( می توان مقدار فرکانس ارتعاشی را برای 

عضو تحت بار محوری محاسبه نمود.

6 ـ مثال های عددی
خمشی- پایداری  دیفرانسیل  معادلات  پیشین،  بخش های  در 

تابعی متکی  مواد  از جنس  ماهیچه ای  تیر  آزاد  ارتعاشات  و  پیچشی 
بر فونداسیون الاستیک بر پایه تئوری کلاسیک ولاسو به دست آمدند. 
پس از آن یک روش عددی برای تعیین نمودن بار کمانشی و فرکانس 
ارتعاشی ارائه شد. در این بخش، اثر پارامترهای مختلف مانند شاخص 
سفتی  فشاری،  محوری  بار  مرکزیت  از  خروج  مصالح،  حجمی  کسر 
بستر وینکلر، محل اتصال فونداسیون و تغییر ابعاد جان و بال مقطع 
روی بار کمانشی و فرکانس ارتعاشی به دقت بررسی می شود. در این 
راستا، دو مثال عددی متفاوت ارائه شده است که در مورد اول تحلیل 
پایداری و ارتعاش آزاد تیر دو سر مفصل متکی بر بستر ارتجاعی انجام 
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شده است. در مثال دوم، رفتار کمانشی عضو یک سر گیردار-یک سر 
آزاد متکی بر بستر وینکلر بررسی شده است. جهت سهولت در ارائه 

نتایج، پارامترهای بی بعد زیر معرفی شده اند:

اکسید  حجمی  جرم  و  ارتجاعی  ضریب   Pz و   Ez آن،  در  که 
زیرکونیوم هستند. همچنین Iz0 و A0  به ترتیب بیانگر ممان اینرسی 
 nor و  Pnor هستند. منظور از )x =0( و مساحت مقطع عضو در
می باشد.  بدون بعد  ارتعاشی  فرکانس  و  بحرانی  کمانش  بار  همان 

همچنین  پارامتر بی بعد سختی بستر وینکلر است.

6-1 مثال 1
به  دوسرمفصل  غیرمنشوری  نازک  جدار  عضو  یک  مثال  این  در 
نیم رخ  ارتفاع جان  آن،  در  است که  گرفته شده  نظر  در  زیر  صورت 
 در 

0d از   بال ها( به صورت خطی  I-شکل )فاصله بین خط میانی 

 در انتهای دیگر افزایش یافته 
1 0)1 (d dα= + انتهای سمت چپ به  

است. همچنین تیر مذکور دارای بال ماهیچه ای است. مطابق شکل 

1  در حال  1 0)1 (f fb bα= +  به 
0fb 3، پهنای بال در طول عضو از  

تغییر است. بنابراین تغییرات ارتفاع جان و پهنای بال مقطع در طول 
عضو به صورت زیر تعریف می شوند:

در این مثال،   به ترتیب معرف پارامتر تغییر ارتفاع جان 
و پهنای بال مقطع متقارن I شکل هستند، که  از 0 )عضو منشوری( 

تا ] 1- 0/1[ )تیر غیرمنشوری( تغییر می کنند. 

6-1-1 اعتبارسنجی نتایج
در  است،  نشده  بررسی  حال  به  تا  حاضر  مسئله  که  آن جا  از 
بنابراین  ندارد.  مقایسه وجود  به منظور  نتایجی  پیشین  پژوهش های 
در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه گذاری بر 
روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر ماهیچه ای همگن با چشم پوشی 
از اثرات بستر الاستیک و شاخص کسر حجمی اختلاط مواد حل و با 
نتایج به دست آمده توسط سلطانی و همکاران ]51[ و مقادیر حاصل از 

مدل سازی در نرم افزار انسیس مقایسه می شوند. 
فرکانس  و  خمشی-پیچشی  کمانش  بحرانی  بار  راستا،  این  در 
جنس  از  همگن  ماهیچه ای  تیر  سوم  تا  اول  مود  بی بعد  طبیعی 
α( به ازای مقادیر  =α اکسیدزیرکونیوم با فرض )1، 0/8، 0/4، 0=1
نتایج تحقیق مرجع ]51[ و مقادیر  به همراه  N محاسبه و  مختلف 

)57(
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شکل 3. الف: نمای سه بعدی تیر غیرمنشوری، ب: تیر دو سر مفصل ماهیچه ای از جنس مواد تابعی، ج: مشخصات هندسی مقاطع ابتدا و انتهای عضو، د: 
محل های مختلف بارگذاری در مقطع

Fig. 3. (a) 3-D Configuration for non-prismatic beam, (b) Simply-supported tapered beam made of FGMs, (c) Geom-
etry properties, (d) Loading positions
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 محوری فشاریتحت بار  یردو سر مفصل با مقطع متغ یرکمانش ت باربر  یبندیماثر تعداد تقس :2 جدول
Table 2: Convergence study of the DQM-based results in terms of buckling load for a simply supported tapered homogenous 

I-beam with different tapering parameters and loading positions 

 انسیس
[52] 

سلطانی و 
 [51همکاران ]

براساس روش مربعات دیفرانسیل  تعداد نقاط در طول تیر
(N)  مود کمانشی 

محل 
اعمال بار 

 5 15 15 25 35 فشاری
866/9 875/9 875/9 875/9 875/9 875/9 824/9 5/5 

 مرکز سطح (vخمش خالص )
466/16 551/16 494/16 494/16 494/16 494/16 555/16 4/5 
414/24 555/24 497/24 497/24 497/24 497/24 426/25 8/5 
655/27 566/29 553/29 553/29 553/29 554/29 184/31 5/1 

274/9 252/9 248/9 248/9 248/9 248/9 213/9 5/5 
 پیچشی-یخمش
(v-) 

بال بالای 
مقطع 
سمت 
 راست

695/14 638/14 615/14 615/14 615/14 615/14 557/14 4/5 
737/25 487/25 429/25 429/25 429/25 429/25 912/25 8/5 
992/23 515/23 489/23 489/23 489/23 488/23 283/25 5/1 
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حاصل از مدل سازی در نرم افزار انسیس ]52[ در جدول های 2 و 3 
نشان داده شده اند. لازم به توضیح است که نتایج تحلیل پایداری با 
مقطع  بالای  بال  و  سطح  مرکز  به  فشاری  متمرکز  بار  اعمال  فرض 
سمت راست ارائه می شوند. در مرجع ]51[ از روش نیمه تحلیلی بسط 
سری های توانی برای حل معادلات دیفرانسیل حاکم  بر رفتار تیر جدار 
نازک همگن با مقطع متغیر استفاده شده است. تیر جدارنازک مورد 
نظر توسط المان پوستهShell63  1 در نرم افزار انسیس مدل شده 
است. این المان دارای 6 درجه آزادی در هرگره می باشد، که شامل 

1 Shell

دورانی  درجه  سه  همچنین  و   x,y,z راستای  در  انتقالی  درجه  سه 
با سایز  المان هایی  از  حول این سه محور است. جهت مشبندی تیر 
یکنواخت و نسبت منظری2  )نسبت طول بزرگتر به پهنا( نزدیک به 

یک استفاده شده است. 
همانطور که از جداول 2 و 3 استنباط می شود، تعداد 20 نقطه 
و  است  کافی  ارتعاشی  فرکانس  و  بحرانی  بار  به دست آوردن  برای 
بسیار  تطابق  و  شده اند  همگرا  تقسیم بندی  تعداد  دراین  جواب ها 
سلطانی  توسط  انجام شده  پژوهش  با  به دست آمده  نتایج  بین  خوبی 

2  Aspect Ratio

جدول 2. اثر تعداد تقسیم بندی بر بار کمانش تیر دو سر مفصل با مقطع متغیر تحت بار محوری فشاری
Table 2. Convergence study of the DQM-based results in terms of buckling load for a simply supported tapered homog-

enous I-beam with different tapering parameters and loading positions
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محل 
اعمال بار 

 5 15 15 25 35 فشاری
866/9 875/9 875/9 875/9 875/9 875/9 824/9 5/5 

 مرکز سطح (vخمش خالص )
466/16 551/16 494/16 494/16 494/16 494/16 555/16 4/5 
414/24 555/24 497/24 497/24 497/24 497/24 426/25 8/5 
655/27 566/29 553/29 553/29 553/29 554/29 184/31 5/1 

274/9 252/9 248/9 248/9 248/9 248/9 213/9 5/5 
 پیچشی-یخمش
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جدول 3. اثر تعداد تقسیم بندی  بر فرکانس ارتعاشی بدون بعد تیر دوسرمفصل با مقطع متغیر 

 Table 3. Convergence study of the DQM-based results in terms of first three natural frequencies for a simply supported
tapered homogenous I-beam with different tapering parameters

  یردوسرمفصل با مقطع متغ یرتبعد فرکانس ارتعاشی بدونبر   یبندیماثر تعداد تقس :3جدول 
Table 3: Convergence study of the DQM-based results in terms of first three natural frequencies for a simply supported 

tapered homogenous I-beam with different tapering parameters 

 انسیس
[52] 

سلطانی و 
 [51همکاران ]

براساس روش مربعات دیفرانسیل  طول تیرتعداد نقاط در 
(N) مود ارتعاشی  

35 25 15 15 5 
 (vخمش خالص ) 967/9 869/9 869/9 869/9 869/9 871/9 878/9

 (پیچش خالص ) 361/25 432/25 432/25 432/25 432/25 439/25 456/25 5/5
 (vخالص )خمش  987/47 469/39 469/39 469/39 469/39 478/39 553/39
 (vخمش خالص ) 674/11 717/11 717/11 717/11 717/11 725/11 731/11

 (پیچش خالص ) 518/23 112/23 112/23 112/23 112/23 119/23 133/23 4/5
 (vخمش خالص ) 771/54 542/47 542/47 542/47 542/47 565/47 591/47
 (vخمش خالص ) 459/13 454/13 454/13 454/13 454/13 414/13 553/13

 (پیچش خالص ) 126/22 944/21 944/21 944/21 944/21 958/21 112/22 8/5
 (vخمش خالص ) 566/58 245/54 238/54 238/54 238/54 361/54 572/54
 (vخمش خالص ) 387/14 255/14 255/14 255/14 255/14 218/14 353/14

 (پیچش خالص ) 445/22 617/21 618/21 618/21 618/21 634/21 763/21 5/1
 (vخمش خالص ) 935/58 737/57 737/57 737/57 737/57 835/57 586/58

 

 
 طول متفاوت 4با سر مفصل همگن  دو( برای تیر و پهنای بال ) تغییر فرکانس طبیعی نسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان :5شکل 

Fig. 4: Variation of natural frequency versus web and flange tapering ratios for simply supported homogenous beam having 
5 different lengths 

 

 
 

 ای دوسرمفصلشکل روی فرکانس ارتعاشی بدون بعد تیر همگن ماهیچه-Iرخ : بررسی تغییر پهنای بال و ارتفاع جان نیم4شکل 
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و همکارانش ]51[ وجود دارد. همچنین از نتایج جدول های 2 و 3 
مرکزیت،  از  خروج  وجود  عدم  صورت  در  که  گرفت  نتیجه  می توان 
البته  به صورت خمشی هستند.  ارتعاشی  و  کمانشی  مودهای  اولین 
این نتیجه با مقایسه مقادیر سختی خمشی و پیچشی مقطع متقارن 
مدنظر قابل پیش بینی است. قابل ذکر است که در صورت اعمال بار 
مرکز سطح،  از  خارج  به  ارتجاعی  بستر  اتصال  یا  و  فشاری  محوری 
فرم خمشی- تحت  بررسی  مورد  ارتعاشی عضو  و  کمانشی  مودهای 

پیچشی رخ می دهند. در خصوص نحوه تغییر شکل تیرهای ماهیچه ای 
با نیم رخ جدار نازک باز در مرجع ]51[ توضیحات مبسوطی ارائه شده 

است.
پس از صحت سنجی نتایج و تایید روند همگرایی تحلیل، در ادامه 
اثر پارامترهای مختلف مانند طول عضو، خروج از مرکزیت بار فشاری، 
سختی بستر وینکلر، محل اتصال فنر وینکلر، توان ماده مدرج و ضریب 
α( بر فرکانس طبیعی ارتعاش  α( و پهنای بال )1 تغییر ارتفاع جان )

و پایداری خمشی-پیچشی عضو مدنظر مطالعه می شود.

6-1-2 تحلیل ارتعاش آزاد
تحت  همگن  عضو  طبیعی  فرکانس  تغییرات  قسمت،  این  در 
طول های مختلف با فرض آنکه پارامتر تغییر ابعاد بال و جان با یکدیگر 
α(، در شکل 4 مورد بررسی قرارگرفته است و با   =α برابر باشند )1

توجه به شکل موارد زیر نتیجه می شوند:
می کند.  پیدا  کاهش  ارتعاشی  فرکانس  تیر،  طول  افزایش  با   -1
این موضوع مورد انتظار نیز است، زیرا فرکانس طبیعی با طول رابطه 

عکس دارد و به این معنی است که در طول های کوتاه تر بعلت افزایش 
سختی ارتعاش تیر سخت تر خواهد بود. 

2- تمامی نمودارها به صورت صعودی هستند که نشان می دهد 
α( در تمامی طول ها،  α و  با افزایش ضرایب تغییر ابعاد مقطع )1
با  دیگر،  عبارتی  به  می کند.  پیدا  افزایش  نیز  ارتعاشی  فرکانس 
بزرگ ترشدن همزمان بال و جان مقطع، به تدریج امکان ارتعاش تیر 
کاهش پیدا می کند. به عبارت دیگر در چنین شرایطی سختی عضو با 

شدت بیشتری نسبت به جرم آن افزایش می یابد.
α α( و پهنای بال ) تأثیر هم زمان تغییر دو پارامتر ارتفاع جان )

1( روی فرکانس طبیعی بدون بعد مود اول ارتعاشی در شکل 5 نشان 

داده شده است. اولین نتیجه قابل مشاهده این است که ضریب تغییر 
α( مستقلًا سبب افزایش قابل توجه فرکانس ارتعاشی  پهنای بال )1

شکل 4. تغییر فرکانس طبیعی نسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان و 

(1 برای تیر دو سر مفصل همگن با 5 طول متفاوت (α α= پهنای بال 
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به صورت   )α ( ارتفاع جان  افزایش ضریب  با  که  حالی  در  می گردد 
α( فرکانس کم می شود. همچنین افزایش  مستقل و با ثابت ماندن )1
ضریب ارتفاع جان و بال به صورت همزمان، افزایش فرکانس طبیعی را 
در پی خواهد داشت. از آنجا که مقدار فرکانس با ممان اینرسی رابطه 
مستقیم و با مساحت مقطع رابطه عکس دارد، می توان نتیجه گیری 
نمود که با افزایش پهنای بال مقدار ممان اینرسی با شدت بیشتری 
نتیجه   ،)32( رابطه  به  توجه  با  می یابد.  افزایش  مساحت  به  نسبت 
و   4 شکل  نمودارهای  در  ارائه شده  نتایج  است.  انتظار  مورد  مذکور 
به  توجه  با  است  ذکر  قابل  است.  صادق  نیز  ناهمگن  حالت  برای   5
بی بعدشدن نتایج، طول تیر در مقادیر به دست آمده تأثیری نداشته و 

بدیهی است نتایج برای طول های مختلف قابل تعمیم است.
در این بخش، به بررسی تأثیر شاخص کسر حجمی روی فرکانس 
ارتعاشی عضو پرداخته شده است. با توجه به شکل 6 عضوی به طول 
α( مورد بررسی قرار گرفته است. فرکانس  مشخص و با فرض )0/5=
 )n( و شاخص کسر حجمی   α 1 مقادیر مختلف  برای  تیر  ارتعاشی 
محاسبه شده است. با دقت در نمودار می توان دریافت با بزرگترشدن 
سهم  زیادشدن  بعلت  عضو  ارتعاشی  فرکانس  کسر حجمی،  شاخص 
با  می کند.  پیدا  افزایش  مصالح،  نهایی  ترکیب  در  اکسیدزیرکونیوم 
عنایت به نتایج عددی این نمودار می توان نتیجه گرفت که شاخص 
داشته  را  افزایشی  اثر  بیشترین   0/6  1/2 محدوده  در  حجمی  کسر 
 2/1   3 بازه  در  اینکه  تا  یافته  کاهش  تدریج  به  تأثیر  این  و سپس 
با  ارتعاشی  فرکانس  آنجا که  از  نشان می دهد.  را  پیشرفت  کندترین 
مقدار ضریب ارتجاعی رابطه مستقیم و با جرم حجمی رابطه عکس 
دارد، با توجه به شکل 6 می توان نتیجه گیری نمود که افزایش توان 

بیشتری نسبت  با شدت  را  الاستیسیته  ماده هدفمند، مقدار ضریب 
نیز  این  از  نتیجه دیگری که پیش  افزایش می دهد.  به جرم حجمی 
عنوان شده بود و در این نمودار بر آن صحه گذاشته می شود آن است 
که افزایش پهنای بال مقطع، افزایش فرکانس ارتعاشی را نیز در پی 

خواهد داشت. 
اثر تغییرات همزمان توان ماده هدفمند )n( و پارامتر تغییر ابعاد 
α( بر فرکانس طبیعی ارتعاش عضو دو   =α نیم رخ تیر با فرض )1
با توجه به  سر مفصل ماهیچه ای در شکل 7 نشان داده شده است. 
مذکور  پارامتر  دو  تغییر  که  نمود  نتیجه گیری  شکل می توان مجددا 
تاثیر قابل توجهی بر رفتار ارتعاشی عضو دارند. هرچند با افزایش این 
نرخ  میزان  ولی  می یابد،  افزایش  بدون بعد  فرکانس  مقدار  پارامتر  دو 
افزایش نسبت به تغییرات ابعاد و ترکیب مصالح متفاوت است. می توان 

شکل 6. تأثیر شاخص کسر حجمی و پارامتر تغییر پهنای بال بر فرکانس 
ارتعاشی بدون بعد عضو جدار نازک دو سر مفصل
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 parameter on normalized natural frequency of simply

 supported thin-walled beam
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نتیجه گیری نمود که افزایش ابعاد مقطع در مقایسه با افزایش ضریب 
ارتجاعی، فرکانس ارتعاشی را با شدت بیشتری افزایش می دهد. نکته 
کسر  شاخص  مختلف  مقادیر  در  نمودار  تغییرات  شدت  آن که  دیگر 
حجمی متفاوت است. بدین معنی که هرچقدر شاخص کسر حجمی 
بالاتر می رود، روند رشد فرکانس ارتعاشی با سرعت کمتری به وقوع 
می پیوندد. با افزایش توان طرح اختلاط در بازه 0/3 تا 1/2 فرکانس 
طبیعی بدون بعد با شدت بیشتری نسبت به بازه 1/2 تا 3/0 افزایش 

می یابد.
شکل 8 بیانگر تغییرات فرکانس طبیعی بدون بعد تیر جدار نازک 
ماهیچه ای همگن با شرایط تکیه گاهی دو سر مفصل برحسب سختی 
بستر الاستیک وینکلر برای مقادیر متفاوت از ضریب تغییر ارتفاع جان 
α  است. همانطور که مشاهده می شود،   =α و پهنای بال با فرض 1
رابطه فرکانس نرمال شده و بستر الاستیک وینکلر برای تمامی ضرایب 
تغییر ابعاد مقطع بصورت صعودی است. از طرفی از تمام نمودارها این 
α، شیب خط  α و 1 نکته برداشت می شود که با افزایش پارامترهای 
تغییرات فرکانس کمتر می شود. به طوری که به ازای پارامتر تغییرات 
α، با افزایش ثابت فنری بستر از  =α α و 0/5=1 =α ابعاد 0=1
0 به 100، میزان فرکانس 42/4 % و 24/3 % افزایش می یابد. دلیل 
α(، سختی  1 α و  ( افزایش دو ضریب مذکور  با  این است که  آن 
)سفتی( عضو افزایش می یابد که به معنی کاهش خیز سیستم است. 
کمتری  تاثیرگذاری  وینکلر  الاستیک  بستر  سفتی  افزایش  درنتیجه، 
روی فرکانس ارتعاشی تیر با مقطع بزرگتر )صلبیت خمشی و پیچشی 

بیشتر( دارد.
و  افزایش شاخص کسر حجمی  تاثیرات   9 نمودارهای شکل  در 

از  تیر  ارتعاش  طبیعی  فرکانس  روی  وینکلر  الاستیک  بستر  سختی 
فرض  با  متغیر  و   )α =α 1=0( ثابت  مقطع  با  مدرج  مواد  جنس 
در  که  همان طور  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد   )α =α 1=0/5(

با  نرمال شده  طبیعی  فرکانس  تغییرات  روند  می شود،  دیده  شکل 
نرخ  میزان  اما  است  صعودی  وینکلر  الاستیک  بستر  افزایش سختی 
افزایش آن به میزان سختی عضو وابسته است. همچنین با توجه به 
اعضایی  است،   Kw>40 شرایط  در  که  می شود  مشاهده  نمودار  دو 
فرکانس طبیعی بیشتری خواهند داشت که از شاخص کسری حجمی 
بیشتری برخوردار باشند. اما وقتی Kw<40 است، اعضایی که شاخص 
کسر حجمی کمتر دارند، فرکانس طبیعی بیشتری خواهند داشت. از 
تمام نمودارها این نکته برداشت می شود که با افزایش n، شیب خط 
تغییرات فرکانس کمتر می شود و باعث تلاقی منحنی ها در یک نقطه 
می گردد. به عبارت دیگر با توجه به شیب نمودارها در شکل می توان 

شکل 8. اثر افزایش سفتی بستر وینکلر بر فرکانس طبیعی بدون بعد تیر 

) (,α α1 همگن ماهیچه ای به ازای ضرایب تغییر ابعاد مختلف
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شکل 9. اثر افزایش سفتی بستر وینکلر روی فرکانس طبیعی بدون بعد تیر دو سر مفصل به ازای مقادیر متفاوت توان طرح اختلاط،

 Fig. 9. Effect of Winkler foundation modulus on non-dimensional natural frequency of simply supported beam for
different gradient indexes, m

      
، ==0بعد تیر دو سر مفصل به ازای مقادیر متفاوت توان طرح اختلاط، الف: روی فرکانس طبیعی بدون سفتی بستر وینکلر افزایش: اثر 9شکل 

 ==4/0ب: 
Fig. 9: Effect of Winkler foundation modulus on non-dimensional natural frequency of simply supported beam for different 

gradient indexes, (a)(b) 

      

 
بعد تیر دوسرمفصل به ازای مقادیر متفاوت ثابت فنری نوع وینکلر و توان شکل روی فرکانس طبیعی بدون-Iرخ : اثر تغییرات ابعاد نیم10شکل 

 ، ج: همگن=4/1n، ب: =74/0nطرح اختلاط، الف: 
Fig. 10: Effect of tapering ratios on non-dimensional natural frequency of simply supported beam for different values of 

Winkler foundation modulus and gradient indexes 
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دریافت که برای حالاتی که شاخص کسر حجمی مقدار کوچک تری 
پارامتر سفتی  افزایش  با  ارتعاشی  نرم تر است، فرکانس  است و عضو 
تیر  شرایط  در  مثال  طور  به  دارد.  بیشتری  رشد  نرخ  وینکلر  بستر 
و   1/8 به   0/6 از   )n( اختلاط  طرح  توان  افزایش  با  ثابت،  مقطع  با 
به 100  از 0  وینکلر  نوع  فنری  ثابت  افزیش  با  فرکانس  3/0، مقدار 
دلیل  می یابد.  افزایش   %  47/55 و   %  52/50،  %  67/37 ترتیب  به 
با  متقابلًا  که   n افزایش  که  نمود  توجیه  اینگونه  را می توان  امر  این 
در  سرامیک  سهم  افزایش  از  ناشی  عضو  الاستیسته  مدول  افزایش 
ترکیب نهایی مصالح همراه است، باعث افزایش سفتی عضو می شود. 
حجمی  کسری  شاخص  با  تیر  سفتی  بدون  کمتر  دلیل  به  بنابراین 
کوچک تر نسبت به تیر همگن، نرخ افزایش فرکانس طبیعی بدون بعد 

تیر ناهمگن نسبت به ثابت فنری وینکلر بیشتر است. 
برای بررسی دقیق تر اثر همزمان مقطع متغیر، سختی فونداسیون 
فرکانس  نمودارهای  مواد،  اختلاط  کسرحجمی  شاخص  و  وینکلر 
ارتعاشی بدون بعد تیر جدار نازک ماهچه ای با شرایط مرزی دوسرساده 
α( به ازای مقادیر   =α بر حسب پارامتر تغییر ابعاد مقطع با فرض )1
 )Kw=90 ،60 ،30 ،0( مختلف سختی بدون بعد فونداسیون وینکلر

و برای دو حالت همگن و تابعی با دو شاخص کسر حجمی متفاوت 
)n=1/5 ،0/75( در شکل 10 رسم شده اند. 

نخستین نکته ای که در نمودارهای شکل 10 مشاهده می شود آن 
بدون بعد  فرکانس  α مقدار  1 α و  پارامترهای  افزایش  با  است که 
سازه افزایش می یابد و دلیل آن اینست که با افزایش دو پارامتر مذکور 
ابعاد نیم رخ تیر بزرگ تر شده و سفتی خمشی افزایش پیدا می کند. 
افزایش ضریب  با  نمودارهای شکل 10 نشان می دهند که  همچنین 
مقادیر  ازای  به  تیر  ارتعاشی  فرکانس  مقدار  بستر،  سختی  بدون بعد 
افزایش  به شدت  و شاخص کسر حجمی   α  =α 1 پارامتر  مختلف 
می یابد. این موضوع مورد انتظار نیز هست، زیرا بستر وینکلر به طور 
مستقیم سفتی سیستم را افزایش می دهد و درنتیجه امکان ارتعاش 
تیر  ارتعاشی  فرکانس  تغییرات  روند  درحالیکه  می شود.  دشوار تر  آن 
α و  ماهیچه ای متکی بر بستر الاستیک وینکلر با افزایش پارامترهای 
α صعودی است. هرچه ابعاد مقطع افزایش می یابد، تاثیر فونداسیون  1

وینکلر بر سختی کلی سیستم به صورت چشمگیری کاهش می یابد. 
α )عضو غیرمنشوری( و با  =α به طور مثال، در شرایطی که  1=1
بدون بعد  ضریب  افزایش  با   ،0/75 برابر  کسر حجمی  شاخص  فرض 

شکل 10. اثر تغییرات ابعاد نیم رخ I-شکل روی فرکانس طبیعی بدون بعد تیر دوسرمفصل به ازای مقادیر متفاوت ثابت فنری نوع وینکلر و توان طرح 
اختلاط الف: n=0.75، ب: n=1.5، ج: همگن

 Fig. 10. Effect of tapering ratios on non-dimensional natural frequency of simply supported beam for different values of
Winkler foundation modulus and gradient indexes

      
، ==0بعد تیر دو سر مفصل به ازای مقادیر متفاوت توان طرح اختلاط، الف: روی فرکانس طبیعی بدون سفتی بستر وینکلر افزایش: اثر 9شکل 

 ==4/0ب: 
Fig. 9: Effect of Winkler foundation modulus on non-dimensional natural frequency of simply supported beam for different 

gradient indexes, (a)(b) 

      

 
بعد تیر دوسرمفصل به ازای مقادیر متفاوت ثابت فنری نوع وینکلر و توان شکل روی فرکانس طبیعی بدون-Iرخ : اثر تغییرات ابعاد نیم10شکل 

 ، ج: همگن=4/1n، ب: =74/0nطرح اختلاط، الف: 
Fig. 10: Effect of tapering ratios on non-dimensional natural frequency of simply supported beam for different values of 

Winkler foundation modulus and gradient indexes 
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بستر وینکلر از 0 به 30 و 90، نرخ افزایش فرکانس به ترتیب 7/52 
=α % و 21/18 % است. در حالتی که مقطع ثابت است )0/5=1

α(، به ازای تغییرات ضریب بدون بعد بستر وینکلر از 0 به 30 و 90، 
بدان  این  است.   % و 59/2   % 23 ترتیب  به  فرکانس  افزایش  نرخ 
معناست که به ازای افزایش ابعاد مقطع عضو، افزایش فرکانس نسبت 

به سخت ترشدن بستر ارتجاعی با شدت کمتری صورت می گیرد. 
شکل 11 بیانگر تغییرات فرکانس طبیعی بدون بعد تیر ماهیچه ای 
بر حسب سختی بستر الاستیک وینکلر به ازای مقادیر یکسان ضرایب 

α( است. لازم به ذکر است که رفتار  =α تغییر ابعاد بال و جان )1
ارتعاشی عضو مدنظر برای هر دو حالت همگن و ناهمگن با n=1 و 
n=3 بررسی گردیده است. مطابق انتظار، افزایش سختی بستر سبب 

پیش تر  که  همان طور  طرفی  از  می شود.  ارتعاشی  فرکانس  افزایش 
ارتعاشی  فرکانس  روی  بر  کاهشی  اثر  جان  ابعاد  افزایش  شد،  گفته 
داشته اما در اینجا افزایش سختی بستر و افزایش ابعاد بال بر اثرات 
کاهشی تغییر جان غلبه می کند و فرکانس نرمال را افزایش می دهد. 
در نهایت با افزایش ابعاد مقطع، امکان ارتعاش در تیر سخت تر خواهد 

شکل 11. بررسی تغییرات سطح مقطع، سفتی بستر الاستیک و توان طرح اختلاط روی فرکانس ارتعاشی بی بعد تیر ماهیچه ای دوسرمفصل
 Fig. 11. Variation of non-dimensional natural frequency of simply supported tapered I-beam versus tapering ratios and

Winkler foundation modulus for different values of gradient indexes

 

 

 
 ای دوسرمفصلماهیچه بعد تیر: بررسی تغییرات سطح مقطع، سفتی بستر الاستیک و توان طرح اختلاط روی فرکانس ارتعاشی بی11شکل 

Fig. 11: Variation of non-dimensional natural frequency of simply supported tapered I-beam versus tapering ratios and 
Winkler foundation modulus for different values of gradient indexes 
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به طور کلی، دراعضایی که سطح مقطع آن ها کمتر و شاخص  شد. 
کسر حجمی آن ها پایین تر است )مقطع نرم تر(، افزودن بستر الاستیک 
ارتعاشی  فرکانس  روی  تأثیر چشمگیرتری  مربوطه  افزایش سفتی  و 

خواهد داشت.
بحرانی  کمانشی  بار  مقدار  در  مقطع  به  فنر  اتصال  محل  تأثیر 
تیری  قسمت،  این  در  است.  مشاهده  قابل   12 شکل  در  نرمال شده 

ماهیچه ای همگن با فرض a=a1=0/5 مورد ارزیابی قرار گرفته است. 
با مشاهده شکل 12، نتیجه می شود:

منتقل  مقطع  بال های  سمت  به  سطح  مرکز  از  فنر  وقتی   -1
حالت،  سخت ترین  که  طوری  به  می یابد،  افزایش  سختی  می شود، 
زمانی است که فنر بر روی بال مقطع قرار گیرد که همانند یک مهار 

جانبی در طول عمل می کند.
نمودار نشان می دهد، تأثیر محل اتصال فنر در سختی های   -2
گردد،  اختیار  سفت تر  بستری  هرچقدر  و  است  کم تر  بسیار  پایین تر 

تأثیر محل اتصال آن بیشتر خواهد بود. 
 

6-1-3 تحلیل پایداری
طول های  تحت  همگن  عضو  کمانشی  ظرفیت  بخش،  این  در 
مختلف در شرایطی که بار فشاری به مرکز سطح و بال بالای مقطع 
α با  α و 1 سمت چپ و راست وارد شود و با فرض آنکه دو ضریب 
یکدیگر برابر باشند، مورد بررسی قرارگرفته است. با توجه به شکل 13 

نتایج زیر حاصل می گردد:
کاهش  عضو  خمشی-پیچشی  پایداری  عضو،  طول  افزایش  1-با 

شکل 12. تأثیر ضریب بستر وینکلر و محل اتصال فنر بر فرکانس ارتعاشی
 Fig. 12. Effect of elastic foundation constant and the

 spring position on non-dimensional natural frequency

 

 

 
 ای دوسرمفصلماهیچه بعد تیر: بررسی تغییرات سطح مقطع، سفتی بستر الاستیک و توان طرح اختلاط روی فرکانس ارتعاشی بی11شکل 

Fig. 11: Variation of non-dimensional natural frequency of simply supported tapered I-beam versus tapering ratios and 
Winkler foundation modulus for different values of gradient indexes 

 

 برای تیر-ستون با 5 طول متفاوت، محل اعمال بار فشاری: )الف( 
1 ) (α α= شکل 13. تغییر بار بحرانی نسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان و پهنای بال

مرکز سطح، )ب( بال بالای مقطع سمت چپ، )ج( بال بالای مقطع سمت راست.
Fig. 13. Variation of buckling load of simply supported tapered beam-column versus tapering ratios for different mem-

bers’ length and axial load positions

 بر فرکانس ارتعاشیضریب بستر وینکلر و محل اتصال فنر  ریتأث: 12شکل 
Fig. 12: Effect of elastic foundation constant and the spring position on non-dimensional natural frequency  

 

      

 
فشاری:  طول متفاوت، محل اعمال بار 4ستون با -برای تیر ()و پهنای بال  : تغییر بار بحرانی نسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان13شکل 

 )الف( مرکز سطح، )ب( بال بالای مقطع سمت چپ، )ج( بال بالای مقطع سمت راست.
Fig. 13: Variation of buckling load of simply supported tapered beam-column versus tapering ratios for different members’ 

length and axial load positions 
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می یابد و نیروی کمانشی مقداری کمتر خواهد بود.
2-در حالاتی که بار اعمالی دارای خروج از مرکزیت است، به دلیل 
ایجاد لنگر خمشی اولیه، مقدار بار کمانشی نسبت به حالت بارگذاری 

بر روی مرکز سطح کاهش پیداکرده است.
و  مقطع  α، سطح  1 و   α مقدار  افزایش  با  ثابت،  طول  3-در 
آن  راست  سمت  انتهای  به خصوص  عضو  طول  در  خمشی  صلبیت 
افزایش  یافته و درنتیجه بار کمانش بحرانی افزایش و ناپایداری کاهش 
پیدا می کند. علت این امر افزایش خصوصیات هندسی مقطع متقارن 

مانند ممان اینرسی حول محور قوی است.
α α( و پهنای بال ) تاثیر تغییرات پارامتر تغییر ارتفاع جان )

به  همگن  مفصل  سر  دو  ماهیچه ای  عضو  بحرانی  کمانشی  بار  بر   )1

طول 10 متر در شکل 14 نشان داده شده است. در این قسمت، بال 
قرار دارد.  بار محوری فشاری  )x=0( تحت  بالای مقطع سمت چپ 
افزایش  ازای  به  که  است  آن  می شود  مشاهده  که  نکته ای  نخستین 
α( بار کمانشی به صورت قابل توجهی   =α دو پارامتر تغییر ابعاد )1
زیاد می شود. این موضوع بدلیل آن است که با افزایش این دو پارامتر 
سختی خمشی و پیچشی عضو افزایش می یابد. از طرف دیگر، با توجه 

به این شکل می توان نتیجه گیری نمود که تأثیر تغییرات پهنای بال 
نسبت به ارتفاع جان بر پایداری تیرهای دو سر مفصل با مقطع متقارن 
بسیار بیشتر است. این موضوع مورد انتظار است، زیرا که مطابق رابطه 
)32(، با افزایش ابعاد بال نیم رخ تیر مقدار ممان اینرسی حول محور 
شدت  با  تابیدگی  ضریب  و  پیچشی  معادل  اینرسی  ممان  ضعیف، 
نتایج  می کنند.  تغییر  جان  ارتفاع  تغییر  پارامتر  به  نسبت  بیشتری 

شکل های 13 و 14 برای حالت ناهمگن نیز صادق است. 
در ادامه به بررسی اثر شاخص کسر حجمی مصالح و سفتی بستر 
میزان  منظور،  بدین  است.  شده  پرداخته   عضو  پایداری  بر  الاستیک 
تاثیر تغییر شاخص کسر حجمی اختلاط مواد )n( روی بار کمانشی 
و تحت   )α α و0/2=1 =0/8( با فرض  ماهیچه ای  تیر  بعد  بدون 
سه حالت بارگذاری متفاوت در شکل 15 نشان داده شده است. اولین 
نکته قابل توجه که مطابق انتظار است، بین سه حالت بارگذاری مدنظر 
پایدارترین وضعیت مربوط به شرایطی است که بار به مرکز سطح وارد 
تا 3/0 در هر سه حالت  از 0/3   n افزایش مقدار  می شود. همچنین 
بارگذاری، باعث افزایش مقدار بار بحرانی می شود. علت این موضوع 
افزایش مدول الاستیسیته ناشی از افزایش سهم سرامیک در ترکیب 

شکل 14. تغییر بار بحرانی تسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان )a( و پهنای بال )a1( برای تیر-ستون به طول 10 متر، محل اعمال بار فشاری: )الف( مرکز 
سطح، )ب( بال بالای مقطع سمت چپ. 

 Fig. 14. Variation of critical load of simply supported I-beam versus web and flanges tapering ratios for different axial
load positions

 

 
متر، محل اعمال بار فشاری: )الف(  10ستون به طول -تیر ( برای( و پهنای بال )تغییر بار بحرانی تسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان ): 15شکل 

 مرکز سطح، )ب( بال بالای مقطع سمت چپ. 
Fig. 14: Variation of critical load of simply supported I-beam versus web and flanges tapering ratios for different axial load 

positions 
 

 
 متر و تحت سه حالت بارگذاری مختلف 6تغییرات شاخص کسر حجمی در تغییرات بار کمانشی بحرانی، تیر به طول  ریتأث: 14شکل 

Fig. 15: The effect of gradient index on normalized buckling load of I-beam for different axial load positions 
 

  

 )الف(

(ب)  
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نهایی مصالح است. همچنین نمودار نشان می دهد که شیب تغییرات 
در بازه n>1<0/3 شدید و در بازه n>2<1/3 متوسط و درنهایت 

n>3<2/3 کمتر خواهد بود. 

افزایش  برحسب  بدون بعد  کمانش  بار  منحنی های   16 در شکل 
بال  به  فشاری  بار  که  حالتی  در   )n( مصالح  حجمی  کسر  شاخص 
بالای مقطع سمت راست تیر )x=L( اعمال می شود و ضریب تغییر 
α( ثابت و برابر 0/5 می باشد، به ازای مقادیر مختلف از  ارتفاع جان )1
α( نشان داده شده اند. با توجه به شکل  ضریب تغییرات پهنای بال )1
همان گونه که انتظار می رود تغییرات پهنای بال به شدت بر روی مقدار 
 n بار کمانش بحرانی اثرگذار است. همچنین واضح است که افزایش
که متقابلًا با افزایش مدول الاستیسته عضو همراه است، باعث افزایش 
α و  بار بحرانی می شود. بنابراین پایدارترین حالت مربوط به و0/2=
n=3 است. نتایج فوق در سایر حالات بارگذاری نیز قابل  تعمیم است.

 )n( ناهمگن  مصالح  حجمی  کسر  شاخص  مختلف  مقادیر  تأثیر 
بر روی مود اول کمانشی عضوهای منشوری و غیرمنشوری با فرض 

α در شکل 17 نشان داده شده است. نتایج این قسمت  =α 1=0/5

مربوط به شرایطی است که بار فشاری به مرکز سطح اعمال می شود. 
  این نمودار نشان می دهد با افزایش مقدار n خیز تیر جدار نازک 
تیر  بی بعد  حداکثر  خیز  میزان  دیگر  عبارت  به  یا  و  می یابد  کاهش 
ناهمگن از تیر همگن بیشتر است. همچنین می توان مشاهده کرد که 

شرایط مرزی به خوبی ارضا می شوند.
کسر حجمی  شاخص  و  وینکلر  بستر  سفتی  تأثیر   18 در شکل 
روی بار کمانشی بدون بعد، نشان داده  شده است. در این قسمت تیر 
α( در حالتی که بار فشاری به  =α غیرمنشوری با فرض )0/5=1
بال بالای مقطع سمت چپ تیر )x=0( اعمال می شود، مورد بررسی 
قرار گرفته و برای پارامتر بدون بعد سختی بستر وینکلر مقادیر 0، 20، 

40، 60، 80 و 100 اختیار شده است.
)سفتی  وینکلر  الاستیک  بستر  سختی  افزایش  با  انتظار  مطابق 
بیشتر(، پایداری عضو افزایش می یابد. همچنین همانطور که پیش از 
این نتیجه شد و در این شکل نیز مشاهده می شود، افزایش شاخص 

شکل 15. تأثیر تغییرات شاخص کسر حجمی در تغییرات بار کمانشی 
بحرانی، تیر به طول 6 متر و تحت سه حالت بارگذاری مختلف

Fig. 15. The effect of gradient index on normalized buck-
ling load of I-beam for different axial load positions

 

 
متر، محل اعمال بار فشاری: )الف(  10ستون به طول -تیر ( برای( و پهنای بال )تغییر بار بحرانی تسبت به ضریب تغییر ارتفاع جان ): 15شکل 

 مرکز سطح، )ب( بال بالای مقطع سمت چپ. 
Fig. 14: Variation of critical load of simply supported I-beam versus web and flanges tapering ratios for different axial load 

positions 
 

 
 متر و تحت سه حالت بارگذاری مختلف 6تغییرات شاخص کسر حجمی در تغییرات بار کمانشی بحرانی، تیر به طول  ریتأث: 14شکل 

Fig. 15: The effect of gradient index on normalized buckling load of I-beam for different axial load positions 
 

  

 )الف(

(ب)  

شکل 16. تأثیر ضریب تغییرات پهنای بال و شاخص کسر حجمی مصالح 
ناهمگن )n( بر روی بار کمانش بحرانی )بار بر روی بال بالای مقطع سمت 

راست(
Fig. 16. The effect of web tapering parameter and gradi-
ent index on normalized buckling load of I-beam (com-

 pressive axial load on the top flange of right end section)
m

 
( بر روی بار کمانش بحرانی )بار بر روی بال بالای مقطع سمت nضریب تغییرات پهنای بال و شاخص کسر حجمی مصالح ناهمگن ) ریتأث: 16شکل 

 راست(
Fig. 16: The effect of web tapering parameter and gradient index on normalized buckling load of I-beam (compressive axial 

load on the top flange of right end section)  
 

 

   
 خمشی کمانش شکل مود اولتغییرات شاخص کسر حجمی مصالح بر روی  ریتأث: 17شکل 

Fig. 17: The effect of power-law exponent on the first flexural buckling mode shape of simply supported I-beam  
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Fig. 18: The effect of Winkler foundation modulus and power-law index on critical buckling load 

شکل 17. تأثیر تغییرات شاخص کسر حجمی مصالح بر روی شکل مود اول کمانش خمشی
Fig. 17. The effect of power-law exponent on the first flexural buckling mode shape of simply supported I-beam
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کسر حجمی نیز در افزایش پایداری عضو تاثیر مستقیم دارد. از طرفی 
نقاطی  در  می شود،  نتیجه  نمودارها  عددی  نتایج  در  بیشتر  دقت  با 
عبارتی مصالح سرامیکی  )به  است  که شاخص کسر حجمی حداقل 
کمتر بوده و عضو نرم تر است( افزایش سختی بستر حدود 80 درصد 
بیشترین  که  نقاطی  اما  می گذارد.  تأثیر  کمانشی  بار  مقدار  روی  بر 
مقدار شاخص کسر حجمی را دارند، با افزایش حدود 48 درصدی بار 
کمانشی همراه است. درنتیجه عضو هرچقدر نرم تر باشد، اثر افزایش 
سختی بستر الاستیک بر پایداری بیشتر خواهد بود. نتایج به دست آمده 

در سایر حالات بارگذاری نیز صادق است.
ازای  به  بعد  بدون  بحرانی  کمانش  بار  تغییرات   19 شکل  در 
تغییرات بال و جان نیم رخ I-شکل و ثابت بستر وینکلر مورد بررسی 
قرار گرفته شده است. در این نمودار تیری ماهیچه ای با سطح مقطع 
I-شکل که در امتداد طول پهنای بال و ارتفاع جان متغیر است، به  

α بوده و عضو تحت بارگذاری فشاری بر روی بال  =α طوری که 1

سمت چپ ) x= 0( قرار دارد، در نظر گرفته شده است. در نمودار بار 
کمانشی عضو ناهمگن با فرض شاخص کسر حجمی n=1، نشان داده 

شده است. از این شکل نتیجه می شود:
1- افزایش ضرایب تغییر مقطع و ضریب بستر الاستیک به صورت 

مستقل باعث افزایش نیروی بحرانی کمانشی می شوند.
2- هم افزایی اثرات ضرایب تغییر مقطع و ضریب بستر الاستیک 

باعث افزایش شدیدتر نیروی بحرانی کمانشی می شود.
αبسیار  =α 3- اثر افزودن بستر الاستیک در شرایطی که 0=1
بستر  افزایش سفتی  عبارتی  به  است.   α =α 1=1 حالت  از  بیشتر 
الاستیک در عضو با مقطع کوچکتر )صلبیت خمشی و پیچشی کمتر(، 

بیشتر تاثیر می گذارد.
نتایج فوق برای حالت همگن نیز قابل تعمیم است.

بحرانی  کمانشی  بار  مقدار  در  مقطع  به  فنر  اتصال  محل  تأثیر 
نرمال شده در شکل 20 قابل مشاهده است. در این قسمت، با فرض 
یک حالت خاص، تیری ماهیچه ای از جنس مواد مدرج تابعی با فرض 
α همچنین شاخص کسر حجمی برابر 3 تحت  α و 0/4=1 =0/3

مشاهده  با  است.  گرفته  قرار  ارزیابی  مورد  مرکز سطح  در  بارگذاری 
شکل 20، نتیجه می شود:

منتقل  مقطع  بال های  سمت  به  سطح  مرکز  از  فنر  وقتی   -1
حالت،  پایدارترین  که  طوری  به  می یابد،  افزایش  پایداری  می شود، 

زمانی است که فنر بر روی بال مقطع قرار گیرد.
نمودار نشان می دهد، تأثیر محل اتصال فنر در سختی های   -3
گردد،  اختیار  سفت تر  بستری  هرچقدر  و  است  کم تر  بسیار  پایین تر 

تأثیر محل اتصال آن بیشتر خواهد بود. 

شکل 18. تأثیر مدول تأثیر ضریب بستر وینکلر و توان ماده مدرج تابعی 
بر بار کمانش بحرانی

 Fig. 18. The effect of Winkler foundation modulus and
power-law index on critical buckling load

 
( بر روی بار کمانش بحرانی )بار بر روی بال بالای مقطع سمت nضریب تغییرات پهنای بال و شاخص کسر حجمی مصالح ناهمگن ) ریتأث: 16شکل 

 راست(
Fig. 16: The effect of web tapering parameter and gradient index on normalized buckling load of I-beam (compressive axial 

load on the top flange of right end section)  
 

 

   
 خمشی کمانش شکل مود اولتغییرات شاخص کسر حجمی مصالح بر روی  ریتأث: 17شکل 
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Fig. 18: The effect of Winkler foundation modulus and power-law index on critical buckling load 

شکل 19. تأثیر ضریب بستر وینکلر و تغییرات بال و جان در بار کمانش بحرانی
Fig. 19. Variation of normalized buckling load with respect to Winkler foundation modulus and web and flanges taper-

ing parameters

 
 ضریب بستر وینکلر و تغییرات بال و جان در بار کمانش بحرانی ریتأث: 19شکل 

Fig. 19: Variation of normalized buckling load with respect to Winkler foundation modulus and web and flanges tapering 
parameters 

 
.  

 
 ضریب بستر وینکلر و محل اتصال فنر در بار کمانش بحرانی ریتأث: 20شکل 

Fig. 20: Effect of elastic foundation constant and the spring position on non-dimensional buckling load 
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 هندسی مقطع انتهای آزادای از جنس مواد تابعی، ب: مشخصات : الف: تیر طره ماهیچه21شکل 

Fig. 21: (a) Cantilever tapered I-beam made of FGMs, (b) Geometry properties of free end section 
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6-2 مثال 2
در این مثال، رفتار کمانشی تیر-ستون ماهیچه ای با شرایط مرزی 
یکسر گیردار- یکسر آزاد مورد بررسی قرار گرفته است )شکل 21(. 
تیر ماهیچه ای از مواد مدرج تابعی با قانون توزیع توانی ساخته شده 
است. عضو مدنظر بر بستر الاستیک وینکلر مستقر است و فرض شده 
که فنرهای ارتجاعی به مرکز سطح متصل هستند. خصوصیات هندسی 
ارتفاع  ثابت در حالی که،  نازک  انتهای آزاد عضو جدار  سطح مقطع 
1d در انتهای آزاد  جان با شیب های متفاوتی و به صورت خطی از  

1  در تکیه گاه گیردار افزایش می یابد. بنابراین تغییرات 
0

dd α= به 
ارتفاع جان در طول عضو به صورت زیر تعریف می شود:

در این مثال ظرفیت کمانشی با فرض واردشدن بار محوری فشاری 
به مرکز سطح و یا بال بالای مقطع انتهای آزاد بررسی شده و تاثیر 
ارتفاع  تغییرات  و ضریب   )n( مصالح  تغییرات شاخص کسر حجمی 

α( و سختی بستر الاستیک مورد مطالعه قرار گرفته است.  جان )
 )n( ناهمگن  مصالح  حجمی  کسر  شاخص  مختلف  مقادیر  تأثیر 

α( با فرض اعمال بار  بر روی مود اول کمانشی عضو منشوری )1=
فشاری بر مرکز سطح در شکل 22 نشان داده  شده است. از این شکل 
می توان دریافت که افزایش توان ماده مدرج سبب کاهش خیز حداکثر 
پایداری عضو  افزایش  با  منجر  که  آزادشده  انتهای  در  بی بعد ستون 
مورد بحث می شود. بررسی نمودارهای ترسیم شده نشان می دهد که 

شرایط مرزی به خوبی ارضا می شوند. 
در جدول 4 به بررسی تاثیر تغییرات همزمان ضریب تغییر ابعاد 
 ،)Kw( وینکلر  فنری  ثابت   ،)α =0/4  ،0/6  ،0/8  ،1( نیم رخ  جان 
کمانش  بار  بر  فشاری  بار  اعمال  محل  و   )n( حجمی  کسر  شاخص 
بحرانی بدون بعد تیر جدار نازک با مقطع متغیر از جنس مواد مدرج 
تابعی پرداخته شده  است. بارهای بحرانی بدون بعد در جدول 4 برای 
ارائه  آزاد  انتهای  مقطع  سطح  مرکز  و  بالا  بال  بر  فشاری  بارگذاری 
افزایش  می رود  انتظار  که  همچنان  جدول،  این  به  توجه  با  شده اند. 
می شود.  عضو  پایداری  افزایش  سبب  وینکلر  بستر  سفتی  پارامتر 
همچنین با افزایش توان ماده مدرج میزان بار کمانش بدون بعد افزایش 
یافته است. از جدول 4 می توان دریافت در شرایطی بار محوری به بال 
بالا اعمال شده بعلت ایجاد خروج از مرکزیت بار بحرانی کاهش یافته 

شکل 21. الف: تیر طره ماهیچه ای از جنس مواد تابعی، ب: مشخصات هندسی مقطع انتهای آزاد
Fig. 2. (a) Cantilever tapered I-beam made of FGMs, (b) Geometry properties of free end section
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Fig. 19: Variation of normalized buckling load with respect to Winkler foundation modulus and web and flanges tapering 
parameters 
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Fig. 20: Effect of elastic foundation constant and the spring position on non-dimensional buckling load 
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 Fig. 20. Effect of elastic foundation constant and the

spring position on non-dimensional buckling load
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Fig. 20: Effect of elastic foundation constant and the spring position on non-dimensional buckling load 
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Fig. 20: Effect of elastic foundation constant and the spring position on non-dimensional buckling load 
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Fig. 21: (a) Cantilever tapered I-beam made of FGMs, (b) Geometry properties of free end section 
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شکل 22. تأثیر تغییرات شاخص کسر حجمی مصالح بر روی شکل مود 
اول کمانش خمشی

Fig. 22. The effect of power-law index on the first flex-
 ural buckling mode shape of fixed-free uniform I-beam

 
 تغییرات شاخص کسر حجمی مصالح بر روی شکل مود اول کمانش خمشی ریتأث: 22شکل 

Fig. 22: The effect of power-law index on the first flexural buckling mode shape of fixed-free uniform I-beam  

 ارتفاع جانهای تغییر پارامتربهنسبتیک سرگیردار –یک سر آزادای با شرایط مرزی تیر ماهیچهبعدبدون بحرانیکمانشبارتغییرات:5 جدول
 ثابت فنری نوع وینکلرو ، توان ماده مدرجرخنیم

Table 4: Effect of the power-law exponent, web tapering parameter and Winkler foundation stiffness on non-dimensional 
buckling load of cantilever tapered thin-walled beams with two different loading positions 

 

 محل اعمال بار فشاری

 
 خصوصیات مصالح

(n) 
 مرکز سطح بال بالای مقطع انتهای آزاد

wK wK 
90 60 30 0 90 60 30 0 
3598/6 5999/5 4371/4 7943/1 2183/8 5823/7 3355/5 9165/1 4/5 

1 
1945/6 5531/5 3691/4 7852/1 2227/8 5858/7 3329/5 9169/1 6/5 
1371/6 4561/5 3365/4 7731/1 2248/8 5876/7 3345/5 9173/1 8/5 
1532/6 4284/5 3176/4 7688/1 2262/8 5887/7 3347/5 9175/1 5/1 
7676/7 8428/6 3259/5 1954/2 9755/9 5246/8 2838/6 3269/2 4/5 

2 
6279/7 7284/6 2442/5 1745/2 9856/9 5286/8 2863/6 3278/2 6/5 
5588/7 6727/6 2572/5 1664/2 9832/9 5356/8 2875/6 3283/2 8/5 
5175/7 6399/6 1858/5 1616/2 9847/9 5318/8 2883/6 3286/2 5/1 
4627/9 1447/8 5791/6 3571/2 4863/11 6397/9 8883/6 4657/2 4/5 

 6/5 4667/2 8956/6 6436/9 4915/11 3449/2 5194/6 5564/8 3549/9 همگن
3524/9 5146/8 9915/5 3385/2 4945/11 6455/9 8918/6 4671/2 8/5 
2715/9 9954/7 9747/5 3347/2 4956/11 6467/9 8925/6 4674/2 5/1 
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است. 
7- نتیجه گیری

در این مقاله، پایداری و ارتعاش آزاد خمشی-پیچشی عضو جدار 
نازک غیرمنشوری ساخته  شده از مواد مدرج تابعی که بر روی بستر 
الاستیک واقع  شده است، با استفاده از روش مربعات دیفرانسیل مورد 
بررسی قرار گرفت. در ابتدا با استفاده از معادلات تغییر شکل حاکم 
همیلتون،  اصل  و  ولاسو  فرضیات  با  مطابق  نازک  جدار  اعضای  بر 
دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم بر تیر جدار نازک غیرمنشوری که 
شامل سه معادله دیفرانسیل مرتبه چهار کوپل با ضرایب متغیر است، 
استخراج گردید. در ادامه جهت حل دستگاه معادلات و تعیین نمودن 
ارتعاش از روش عددی  بار بحرانی کمانش و فرکانس طبیعی  مقدار 
پارامترهای  تاثیر  نهایت  در  است.  استفاده  شده  دیفرانسیل  مربعات 
از  مانند شاخص کسر حجمی مصالح، شرایط مرزی، خروج  مختلف 
نیم رخ، سختی  و جان  بال  ابعاد  تغییر  فشاری،  بار محوری  مرکزیت 
بار کمانشی و  اتصال فنر وینکلر روی مقادیر  ارتجاعی و محل  بستر 
فرکانس طبیعی بدون بعد تیر جدار نازک بصورت دقیق بررسی شد. 
پس از بررسی نتایج حاصل از مثال های عددی، بیان نکات زیر حائز 

اهمیت است:

- روش مربعات دیفرانسیلی یک روش کارآمد و دقیق برای حل 
معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر است. اما دقت این روش عددی 
است  ذکر  به  لازم  دارد.  بستگی  نمونه برداری  نقاط  نوع  و  تعداد  به 
لوباتو(  از توزیع غیریکنواخت )چبیشف- گوس-  این پژوهش  که در 
جهت افزایش سرعت همگرایی و دقت حل استفاده شده است. برای 
به دست آوردن نتایج حاصل از این روش با دقت مورد نظر تعداد بیست 

نقطه )N=20( کافی است.
- نتایج نشان می دهد که با افزایش طول عضو فرکانس ارتعاشی و 

پایداری عضو کاهش می یابند.
- افزایش مقدار شاخص کسر حجمی سرامیک در تمامی حالات 
و  کمانش  بار  مقدار  افزایش  باعث  شده  تحلیل  شرایط  و  بارگذاری 
فرکانس ارتعاشی تیر دو سر مفصل می شود. لیکن شیب تغییرات بر 
حسب کسر حجمی در بازه n>1/2<0/6 بسیار زیاد بوده و در بازه 
n>2/1<1/2 تغییرات متوسطی خواهیم داشت و درنهایت در بازه 

n>3<2/1 کمتر خواهد بود.

افزایش  نمودیم،  مشاهده  پژوهش  این  نتایج  در  که  همانطور   -
پهنای بال و ارتفاع جان مقطع باعث پایداری تیر جدار نازک می شود. 
ارتفاع جان چشم گیرتر  این میان سهم پهنای بال نسبت به  اما در 

جدول 4. تغییرات بار کمانش بحرانی بدون بعد تیر ماهیچه ای با شرایط مرزی یک سر آزاد-یک سرگیردار نسبت به پارامترهای تغییر ارتفاع جان نیم رخ، 
توان ماده مدرج و ثابت فنری نوع وینکلر

Table 4. Effect of the power-law exponent, web tapering parameter and Winkler foundation stiffness on non-dimension-
al buckling load of cantilever tapered thin-walled beams with two different loading positions

 
 تغییرات شاخص کسر حجمی مصالح بر روی شکل مود اول کمانش خمشی ریتأث: 22شکل 

Fig. 22: The effect of power-law index on the first flexural buckling mode shape of fixed-free uniform I-beam  

 ارتفاع جانهای تغییر پارامتربهنسبتیک سرگیردار –یک سر آزادای با شرایط مرزی تیر ماهیچهبعدبدون بحرانیکمانشبارتغییرات:5 جدول
 ثابت فنری نوع وینکلرو ، توان ماده مدرجرخنیم

Table 4: Effect of the power-law exponent, web tapering parameter and Winkler foundation stiffness on non-dimensional 
buckling load of cantilever tapered thin-walled beams with two different loading positions 

 

 محل اعمال بار فشاری

 
 خصوصیات مصالح

(n) 
 مرکز سطح بال بالای مقطع انتهای آزاد

wK wK 
90 60 30 0 90 60 30 0 
3598/6 5999/5 4371/4 7943/1 2183/8 5823/7 3355/5 9165/1 4/5 

1 
1945/6 5531/5 3691/4 7852/1 2227/8 5858/7 3329/5 9169/1 6/5 
1371/6 4561/5 3365/4 7731/1 2248/8 5876/7 3345/5 9173/1 8/5 
1532/6 4284/5 3176/4 7688/1 2262/8 5887/7 3347/5 9175/1 5/1 
7676/7 8428/6 3259/5 1954/2 9755/9 5246/8 2838/6 3269/2 4/5 

2 
6279/7 7284/6 2442/5 1745/2 9856/9 5286/8 2863/6 3278/2 6/5 
5588/7 6727/6 2572/5 1664/2 9832/9 5356/8 2875/6 3283/2 8/5 
5175/7 6399/6 1858/5 1616/2 9847/9 5318/8 2883/6 3286/2 5/1 
4627/9 1447/8 5791/6 3571/2 4863/11 6397/9 8883/6 4657/2 4/5 

 6/5 4667/2 8956/6 6436/9 4915/11 3449/2 5194/6 5564/8 3549/9 همگن
3524/9 5146/8 9915/5 3385/2 4945/11 6455/9 8918/6 4671/2 8/5 
2715/9 9954/7 9747/5 3347/2 4956/11 6467/9 8925/6 4674/2 5/1 
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برای  نمودارها  تمامی  برای   Pnor مقدار  بیشترین  نحوی که  به  است. 
رخ می دهد. 1α α= n=3 و 1= 

- نتایج نشان دادند که با افزایش پهنای بال فرکانس طبیعی به 
ارتفاع جان، فرکانس  با زیادشدن  افزایش می یابد در حالی که  شدت 
ارتعاشی بدون بعد به صورت پیوسته کاهش می یابد. هرچند با افزایش 
توان ماده مدرج و پهنای بال مقدار فرکانس بدون بعد افزایش می یابد، 
مصالح  ترکیب  و  ابعاد  تغییرات  به  نسبت  افزایش  نرخ  میزان  ولی 
متفاوت است. می توان نتیجه گیری نمود که افزایش ابعاد مقطع در 
با  را  ارتعاشی  فرکانس  و چگالی،  ارتجاعی  افزایش ضریب  با  مقایسه 

شدت بیشتری افزایش می دهد.
- محل اعمال بار محوری فشاری تاثیر بسزایی بر پایداری عضو 
دارد. به نحوی که بیشترین ظرفیت کمانشی، مربوط به حالتی است 
که نیرو بدون خروج از مرکزیت به مرکز سطح نیم رخ وارد می گردد. 
شرایط  ناپایدارترین  و  پایدارترین  یکسان،  بارگذاری  حالت  در  ضمنا 
1α و عضو  α=  =1 با فرض  به عضو ماهیچه ای  ترتیب مربوط  به 

( است. 1α α= منشوری )0=
افزایش سفتی  دریافت  می توان  به دست آمده  نتایج  مشاهده  با   -
بستر و خروج از مرکزیت محل اتصال فنر به مقطع، منجر به سختی 
ارتعاشی  فرکانس  و  کمانشی  ظرفیت  نتیجه  در  و  شده  عضو  بیشتر 
افزایش می یابند. در صورت افزایش ثابت فنری وینکلر و اتصال آن به 
بال عضو مورد بررسی، پایداری به شکل قابل توجهی افزایش می یابد. 
در چنین شرایطی بستر ارتجاعی همانند یک مهار جانبی عمل می کند.

- نتایج به دست آمده نشان دادند که نرخ افزایش فرکانس طبیعی 
ضریب  مقدار  به  بسته  الاستیک  فونداسیون  بر  مستقر  تیر  بدون بعد 
که  شرایطی  در  است.  متفاوت  حجمی  کسر  شاخص  و  ابعاد  تغییر 
است  کوچک تری  مقدار  حجمی  کسر  شاخص  و  ثابت  عضو  مقطع 
افزایش  با  ارتعاشی  نرم تر است، فرکانس  یا عضو  و   )0/6>n>1/2(

پارامتر سفتی بستر وینکلر نرخ رشد بیشتری دارد. 

پیوست الف
 ،1( ii ,  و   , , , , , ,i i i i i i i ih g f e d c b a درایه های ماتریس های 

i=3 ،2( به صورت زیر تعریف می شوند:
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