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تحلیل کمانش جانبی تیر جدار نازک ساندویچی کامپوزیت-فلز  با سطح مقطع متغیر و در نظر 
گرفتن کرنش های غیرخطی
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خلاصه: کامپوزیت های لایه ای الیاف-فلز که از ترکیب لایه های فلزی و کامپوزیت های تقویت شده با الیاف ساخته می شوند، 
به دلیل وزن کمتر و خواص مکانیکی مناسب تر، در صنایع هوایی، دریایی و خودروسازی کاربرد فراونی پیدا کرده اند. در این 
پژوهش برای اولین بار پایداری جانبی-پیچشی تیر باریک شونده با مقطع I شکل متقارن از جنس کامپوزیت هیبریدی 
چند لایه الیاف-فلز مورد بررسی قرار گرفته است. برای این منظور، معادلات پایداری جانبی-پیچشی و شرایط مرزی با 
به کارگیری مدل ولاسو برای مقاطع جدار نازک باز، تئوری کلاسیک لایه ای و با فرض تغییر شکل های کوچک تعیین 
می گردند. سپس با استفاده از یک رابطه کمکی دستگاه معادلات حاکم به یک معادله دیفرانسیل مستقل مرتبه چهار 
برحسب زاویه پیچش تبدیل می شود. در ادامه، معادله نهایی با بهره گیری از روش عددی مربعات دیفرانسیل و فرضیات 
این روش حل و مقدار بار کمانش جانبی-پیچشی محاسبه می شود. پس از بررسی صحت و دقت روش معرفی شده، اثرات 
پارامترهای مهم مانند، چیدمان لایه ها، زاویه قرارگیری الیاف، جنس الیاف، تغییر ارتفاع جان تیر، محل اعمال بار عرضی و 
کسر حجمی فلز بر ظرفیت کمانش جانبی تیر جدار نازک با مقطع متغیر و شرایط انتهایی گیردار-آزاد مورد بررسی قرار 
گرفته است. نتایج نشان داد که چیدمان بهینه با قرار گیری لایه های الیافی سازنده بال تیر با زاویه صفر درجه و لایه های 
الیافی تشکیل دهنده جان با زاویه 45 درجه بین دو ورق آلومینیومی حاصل می شود. همچنین ثابت شد که تغییرات درصد 

حجمی فلز در مقایسه با تغییر ارتفاع جان تیر نیم رخ، بار کمانش جانبی را با شدت بیشتری تغییر می دهد.
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1- مقدمه
از  بسیاری  در  گسترده  به طور  که  سازه ای  المان های  جمله  از 
زمینه ها از جمله مهندسی سازه، هوافضا و خودروسازی مورداستفاده 
قرارگرفته اند، می توان به مقاطع جدار نازک اشاره کرد. استفاده از این 
اعضا به علت توانایی آن ها در مصرف اقتصادی مصالح و بهینه سازی 
با  امروزه  است.  افزایش  به  رو  شده  ذکر  زمینه های  در  سازه،  وزن 
پیشرفت روش های تولید و مونتاژ، ساخت اعضا با نیم رخ جدار نازک 
تابعی و کامپوزیت  از مصالح مختلف مانند فولاد، چوب، مواد مدرج 
چندلایه امکان پذیر شده است. کامپوزیت های لایه ای الیاف-فلز نوعی 

به  از  و  به صورت لایه گذاری  از چندلایه های هیبریدی هستند که 
هم چسباندن لایه های فلزی و کامپوزیتی تقویت شده با الیاف ساخته 
می شوند. در این مواد خصوصیات مطلوب فلزات همانند چکش خواری، 
با ویژگی های کامپوزیت نظیر تحمل  نرمی و مقاومت در برابر ضربه 
ترکیب  بالا  و سفتی  استقامت  برابر خوردگی،  در  مقاومت  خستگی، 
شده است. در نتیجه مقاومت در برابر آتش، سختی بالا، شکل پذیری 
و خستگی بهبودیافته از مهم ترین مزایای این مواد هستند ]1 و 2[. 
در حال حاضر برای ساخت این کامپوزیت ها از فلزاتی مانند تیتانیوم، 
آلومینیوم، منیزیم  و در بعضی موارد فولادهای با مقاومت بالا و عموماً 
از الیافی مانند آرال، کربن، شیشه و کولار در لایه های کامپوزیتی این 
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مصالح استفاده می گردد. باتوجه به کاربرد و اهمیت بسیار نیم رخ های 
جدار نازک و المان های چندلایه الیاف-فلز، تاکنون مطالعات تجربی 
و عددی مختلفی در زمینه بررسی رفتار این اعضا صورت گرفته  که 

چند نمونه از مهمترین کارهای انجام شده در ادامه معرفی شده اند.
شکست  معیار  و  اول  مرتبه  برشی  شکل  تغییر  تئوری  براساس 
تسای هیل، نام و هوانگ ]3[ به منظور بهینه سازی چینش لایه های 
از  مختلف  بارگذاری  تحت  الیاف  فلز-  چندلایه  کامپوزیتی  پوسته  
در  که  داد  نشان  آن ها  تحقیقات  نمودند.  استفاده  ژنتیک  الگوریتم 
مقابل  در  فلز-الیاف  چندلایه   پوسته های  بارگذاری،  شرایط  اکثر 
پلیمری  پوسته های  از  مقاوم تر  پیش بینی نشده  و  تصادفی  بارهای 
تقویت شده با الیاف کربن هستند. بر اساس تئوری کلاسیک لایه ای، 
لی و همکارانش ]7-4[ در پژوهش هایی رفتار خمشی، دینامیکی و 
پایداری تیر با نیم رخ جدار نازک باز و بسته ساخته شده از کامپوزیت 
الیافی چندلایه را به کمک روش اجزای محدود و توابع شکل هرمیتی 
بررسی کردند. گویال و کاپانیا ]8[ پاسخ دینامیکی تیرهای کامپوزیتی 
لایه ای تحت اثر بار ناپایستار نقطه ایی را به روش المان محدود مورد 
بررسی قرار دادند. در پژوهش هایی جداگانه، نوریک و همکاران ]9[ و 
کاراگیزوا و همکاران ]10[ پاسخ صفحات ساندویچی متشکل از هسته 
لانه زنبوری و رویه های فلزی را تحت اثر بار انفجاری به صورت تجربی 
و تحلیلی استخراج نمودند. برمبنای تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 
اول، مظفری و جعفری ]11[ اثر پارامترهای مهم بر روی بار کمانش 
نمودند.  بررسی  را  کامپوزیت  و  فلز  چندلایه  استوانه ای  پوسته های 
لزگی نظرگاه و همکاران ]15-12[ با استفاده از تئوری محلی-عمومی 
به تحلیل استاتیکی و دینامیکی تیرهای ساندویچی با مقاطع توپر و یا 
جدار نازک پرداختند. عسگریان و همکاران ]16[ در پژوهشی کمانش 
پیچشی-جانبی تیر ماهیچه ای فولادی با مقطع جدار نازک باز نامتقارن 
شکل های  تغییر  تئوری  مبنای  بر  آن ها  دادند.  قرار  موردبررسی  را 
تحلیل  نیمه  روش  کمک  به  و  استخراج  را  تعادل  معادلات  کوچک 
بسط سری های توانی مقدار بار بحرانی را تعیین نمودند. در تحقیقی 
دیگر و به کمک روش المان محدود، کیم و لی ]17[ به بررسی رفتار 
فلاتر و دیورژانس تیر نوع بک با مقطع قوطی شکل و از جنس مواد 
کامپوزیتی لایه  ای با چینش نامتقارن پرداختند. محمدآبادی و دانش 
بررسی رفتار کمانش میکروتیرهای کامپوزیتی لایه ای  به  مهر ]18[ 
اصلاح شده  کوپل  تنش  تئوری  مبنای  بر  تیموشنکو  و  برنولی  اویلر- 

پرداختند، که در این کار اثر برخی عوامل مهم ازجمله مقیاس طولی 
جامع  به صورت  کامپوزیتی  میکروتیر  رفتار  روی  بر  ضخامت  و  ماده 
بررسی  شده است. ملک زاده وهمکاران ]19[ با مطالعه رفتار ارتعاشی 
و پایداری پانل های ساندویچی با هسته انعطاف پذیر نشان دادند که 
ارائه  را  نتایج دقیقی  اول  مرتبه  برشی  تغییر شکل  ازتئوری  استفاده 
می دهد. نگویان و همکاران ]23-20[ در پژوهش هایی رفتار خمشی، 
دینامیکی و پایداری تیر منشوری با نیم رخ جدار نازک باز از جنس 
این  در  کردند.  بررسی  محدود  اجزای  روش  به کمک  را  مدرج  مواد 
مقالات فرض شده است که خصوصیات مکانیکی مصالح در راستای 
و  راویشانکار  می کند.  تغییر  توانی  توزیع  قانون  به  توجه  با  ضخامت 
همکاران ]24[ به کمک مدلسازی در نرم افزار اجزای محدود انسیس 
و  ابعاد  نسبت  اختلاط،  حجمی  کسر  شاخص  الیاف،  جنس  تأثیر 
سرعت زاویه ای را بر روی ارتعاشات آزاد تیرهای دوار ساخته شده از 
کامپوزیت لایه ای الیاف-فلز و یا ماده مدرج تابعی به دقت مورد مطالعه 
قرار دادند. بیدگلی و حیدری رارانی ]25[ بر اساس تئوری تغییر شکل 
برشی مرتبه اول، معادلات دیفرانسیل حاکم بر کمانش محوری پوسته 
استوانه ای چند لایه الیاف-فلز را تعیین و به کمک روش تحلیلی ناویر 
این معادلات را حل نمودند. نتایج آن ها نشان داد که نحوه چیدمان 
ظرفیت  بر  توجهی  قابل  تأثیر  الیاف-فلز  جنس  از  استوانه  لایه های 
کمانشی آن دارد. به کمک روش المان محدود، آراجو و همکاران ]26[ 
مواد  از جنس  هسته ای  با  ساندویچی  ورق های  دینامیکی  تحلیل  به 
آن ها  همچنین  پرداختند.  الکتریک  پیزو  کامپوزیتی  لایه های  و  نرم 
پیزوالکتریک  نرم و لایه های  از کاربرد هسته های  حالت های مختلف 
که بعنوان حسگر و سنسور عمل می کنند را بر رفتار دینامیکی مورد 
بررسی قرار دادند. بانات و همکاران ]31-27[ با استفاده از نرم افزار 
نازک  تیرهای جدار  کمانشی  رفتار  بررسی  به  انسیس  محدود  المان 
کامپوزتی چند لایه الیاف- فلز با مقاطع C و Z شکل تحت نیروی 
بر ظرفیت  را  لایه ها  تأثیر چیدمان  آن ها  پرداختند.  فشاری  محوری 
فشاری مورد بررسی قرار دادند و مقادیر حاصل از مدلسازی در نرم 
تغییر  تئوری  مبنای  بر  مقایسه کردند.  آزمایشگاهی  نتایج  با  را  افزار 
شکل برشی سینوسی دو متغیره، عارفی و زنکور ]32[ رفتار نانوپلیت 
ساندویچی با رویه های پیزوالکتریک مستقر بر بستر ویسکو-پاسترناک 
را تحت بارهای مکانیکی و حرارتی بررسی نمودند. آن ها در تحقیقی 
و  کرنشی  گرادیان  الاستیسیته  تئوری  دو  بکارگیری  با   ]33[ دیگر 
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تغییر شکل برشی مرتبه اول، پاسخ خمشی و ارتعاش آزاد میکرو تیر 
را مطالعه  فونداسیون ویسکو-وینکلر-پاسترناک  بر  ساندویچی متکی 
تغییر  از  صرفنظر  و  لایه ای  کلاسیک  تئوری  از  استفاده  با  نمودند. 
ناپایداری  بررسی  به   ]34[ رضایی پژند  و  دوست  علی  برشی،  شکل 
تحت  شکافدار  لایه  چند  کامپوزیتی  تیرهای  استاتیکی  و  دینامیکی 
و  و همکاران ]35  بهروز  پرداختند. طاهری  کننده  دنبال  نیروی  اثر 
36[ کمانش پوسته ساده کامپوزیتی با و بدون گشودگی را با اعمال 
عددی  و  تجربی  روش  دو  هر  از  استفاده  با  و  هندسی  نقص  اثرات 
نیمه  تئوری کلاسیک لایه ای و یک روش  بر اساس  نمودند.  مطالعه 
جدار  تیر  جانبی-پیچشی  پایداری   ]37[ راشید  و  احمدی  تحلیلی، 
کامپوزیت لایه ای  از جنس  با مقطع مستطیلی  نازک دو سر مفصل 
را بررسی کردند. بر مبنای تئوری تقریبی مرتبه اول لاو، مهندس و 
همکاران ]38[ معادلات حاکم بر ارتعاشات آزاد پوسته استوانه ای از 
جنس کامپوزیت لایه ای فلز-الیاف را استخراج کردند. در این مقاله، 
تأثیر پارامترهای مختلفی همچون خصوصیات مصالح لایه ها، چیدمان 
کسر  و  ارتعاشی  مودهای  تعداد  مرزی،  شرایط  الیاف،  زاویه  لایه ها، 
حجمی فلز را به دقت مورد بررسی قرار گرفت. آن ها مشاهده کردند 
پاسخ  بر  توجهی  قابل  اثر  لایه ها  چیدمان  و  فلز  حجمی  درصد  که 
دینامیکی پوسته دارد. قاسمی و مهندس ]39[ رفتار ارتعاشی استوانه 
چندلایه الیاف-فلز و چندلایه الیافی تحت شرایط مرزی مختلف را با 
نتایج پژوهش آن ها نشان داد که در تمامی  یکدیگر مقایسه کردند. 
مودهای ارتعاشی، فرکانس پوسته استوانه کربن -اپوکسی از شیشه – 
ثابت  الیاف-فلز  استوانه های  برای  این روند  اما  بیشتر است،  اپوکسی 
المان  روش  کمک  به   ]40[ همکاران  و  اسدی  پژوهشی،  در  نیست. 
محدود به مطالعه رفتار کمانشی تیرهای جدار نازک چند لایه تحت 
بارگذاری محوری و عرضی و شرایط انتهایی پرداختند. آقا محمدی و 
اسلامی فارسانی ]41[ به صورت تجربی اثر مقادیر مختلف نانولوله های 
کربنی چندجداره را بر خصوصیات خمشی کامپوزیت های هیبریدی 
با  تقویت شده  اپوکسی  و  آلومینیوم 2024  از لایه های  ساخته شده 
از  استفاده  با  و  دیگر  مطالعه ای  در  نمودند.  بررسی  را  بازالت  الیاف 
کربنی  نانولوله  تأثیر  بررسی  به   ]42[ آن ها  ضربه،  و  خمش  تست 
لایه ای  کامپوزیت های  دینامیکی  و  استاتیکی  رفتار  بر  جداره  چند 
الیاف-فلز پرداختند. اخیراً، سلطانی ]43[ به بررسی کمانش خمشی-

پیچشی یک تیر جدار نازک ساندویچی که بال و جان مقطع آن از 

دولایه آلومینیومی و یک هسته از جنس مواد مدرج تابعی متخلخل 
ساخته شده، پرداخت. او در این پژوهش، معادلات پایداری را بر اساس 
مدل ولاسو و تئوری کلاسیک لایه ای به کمک روش انرژی استخراج 

کرد.  
رفتار  تحلیل  زمینه  در  قبلی  شده  انجام  تحقیقات  دقیق  مرور 
اعضای ساخته شده از کامپوزیت های لایه ای الیاف-فلز نشان می دهد 
که اکثر پژوهش ها متمرکز بر پوسته های استوانه ای بوده و تنها چند 
خمشی  ناپایداری  بررسی  خصوص  در  آزمایشگاهی  تحقیق  مورد 
ارائه شده است ]31- بار محوری فشاری  نازک تحت  تیرهای جدار 

با مقطع متقارن  نازک  27[. لازم به ذکر است که در تیرهای جدار 
تحت  نیم رخ  پیچشی  و  توجه سختی خمشی  قابل  تفاوت  بعلت  باز 
بارگذاری محوری فشاری و یا بار عرضی امکان وقوع مودهای متفاوت 
ناپایداری وجود دارد. در این اعضا با اعمال بار محوری فشاری به مرکز 
سطح، کمانش خمشی و یا پیچشی رخ می دهد. اما در صورت اعمال 
بار فشاری خارج از مرکز سطح امکان ناپایداری تحت مود خمشی-

از دیگر فرم های  پیچشی وجود دارد. پدیده کمانش جانبی-پیچشی 
اعمال  بارگذاری عرضی و بدون  اعضاء است که تحت  این  ناپایداری 
بار فشاری رخ می دهد. در صورتی که بال فشاری تیر با مقطع جدار 
مهار  کافی  جانبی  تکیه گاه های  توسط  مناسب  فواصل  در  باز  نازک 
نشده  باشد، تحت تنش های فشاری ناشی از لنگر خمشی حول محور 
بال کششی تمایلی به  از طرفی  قوی، دچار کمانش جانبی می  شود. 
کمانش نداشته و از این رو کمانش بال فشاری همراه با پیچش مقطع 

خواهد بود. 
در حالی که علیرغم کاربرد گسترده و رو به افزایش تیرهای جدار 
فضاپیماها  و  هواپیماها  سازه  در  کامپوزیت-فلز  ساندویچی  نازک 
همچنین در پره  توربین های بادی، بررسی رفتار کمانش جانبی این 
المان ها تا به امروز در ادبیات فنی گزارش نشده است. با توجه به این 
نکته در پژوهش حاضر، پایدار جانبی-پیچشی تیر ماهیچه ای با مقطع 
متقارن از جنس کامپوزیت چند لایه الیاف-فلز مورد مطالعه قرار گرفته 
است. مراحل کار بدین صورت است که در ابتدا با استفاده از مدل ولاسو 
انرژی  و روش  تئوری کلاسیک لایه ای  باز،  نازک  مقاطع جدار  برای 
معادلات دیفرانسیل پایداری حاکم بر عضو استخراج می گردند. سپس 
با معرفی یک عبارت کمکی، دستگاه معادلات پایداری به یک معادله 
دیفرانسیل مرتبه چهار مستقل برحسب زاویه پیچش تبدیل می شود. 
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در ادامه با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی، معادله نهایی حاکم 
بر پایداری جانبی-پیچشی گسسته و با اعمال شرایط مرزی حاکم بر 
آن بار کمانشی محاسبه می گردد. با توجه به اطلاعات نویسندگان، در 
پژوهش های پیشین تاکنون از معادله نهایی ارائه شده در این تحقیق 
برای تحلیل رفتار تیرهای کامپوزیتی چند لایه با مقطع جدار نازک باز 
استفاده نشده است. شایان ذکر است که فرمولبندی استخراج شده در 
مقایسه با روش های موجود دیگر از محاسبات ریاضی بسیار ساده تری 
برخوردار است. در نتیجه زمان حل بسیار کاهش یافته که این مزیت 

اصلی روابط ارائه شده است ]44 و 45[. 
 در پایان، برای اطمینان از صحت و دقت روابط ارائه شده، نتایج 
حاصل از روش مربعات دیفرانسیلی با مقادیر به دست آمده از مدلسازی 
در نرم افزار المان محدود انسیس مقایسه و تطابق مطلوبی بین نتایج 
مشاهده می شود. همچنین تأثیر پارامترهای اساسی همچون ضریب 
کامپوزیتی، کسر  لایه های  بار، چیدمان   اثر  ارتفاع جان، محل  تغییر 
حجمی فلز، زاویه قرارگیری الیاف در بال و جان نیم رخ و جنس الیاف 
چند  کامپوزیتی  I-شکل  ماهیچه ای  تیر  جانبی-پیچشی  پایداری  بر 
انتهایی گیردار-آزاد  و شرایط  بارگذاری عرضی  الیاف-فلز تحت  لایه 

بررسی می شود.

2- فرمول بندی مسئله
چندلایه  از  شده  ساخته  متقارن  نیم رخ  با  نازک  جدار  تیر   یک 
کامپوزیت-فلز که تحت بار عرضی قرار دارد، در شکل 1 نشان داده 
نیم رخ  جان  ارتفاع  که  می شود  فرض  حاضر  پژوهش  در  است.  شده 
 R Ld d=α Ld در انتهای سمت چپ به  I-شکل به صورت خطی از 

در انتهای سمت راست تغییر می کند. همچنین فرض شده که پهنای 
بال در طول عضو دارای تغییرات پیوسته و خطی است، بطوریکه از 
R تغییر می کند. بنابراین توابع حاکم بر تغییرات  Lb b= β Lb به 

ارتفاع جان و پهنای بال مقطع به صورت زیر تعریف می شوند:

( 1)( )L L

xd d d
L

= α − + )1-الف( 

( 1)( )L L

xb b b
L

= β − + )1-ب( 

 به ترتیب معرف پارامتر تغییر ارتفاع جان و پهنای بال 

های ناپایداری این پیچشی از دیگر فرم- ی وجود دارد. پدیده کمانش جانبیپیچش-خمشیخارج از مرکز سطح امکان ناپایداری تحت مود  
در با مقطع جدار نازک باز    ریت  یبال فشار  که یدر صورتدهد.  اعضاء است که تحت بارگذاری عرضی و بدون اعمال بار فشاری رخ می

دچار   ،قویحول محور    ی ناشی از لنگر خمشیفشار  یهاباشد، تحت تنش مهار نشده  یکافی  جانب  یها گاهه یفواصل مناسب توسط تک
 .  مقطع خواهد بود  چش یهمراه با پ  یرو کمانش بال فشار  ن یاز ا  به کمانش نداشته و  ی لیتما  کششی  بال ی. از طرف شودیم جانبی  کمانش  
همچنین   در سازه هواپیماها و فضاپیماها  فلز-کامپوزیت  ساندویچیکاربرد گسترده و رو به افزایش تیرهای جدار نازک  که علیرغم  در حالی

با توجه به این نکته در ها تا به امروز در ادبیات فنی گزارش نشده است.  این المان، بررسی رفتار کمانش جانبی  های بادیتوربین   در پره
فلز مورد مطالعه قرار گرفته  -ای با مقطع متقارن از جنس کامپوزیت چند لایه الیافتیر ماهیچه  پیچشی-پایدار جانبی پژوهش حاضر،  

ای و روش لاسو برای مقاطع جدار نازک باز، تئوری کلاسیک لایهبا استفاده از مدل و  است. مراحل کار بدین صورت است که در ابتدا
گردند. سپس با معرفی یک عبارت کمکی، دستگاه معادلات پایداری به انرژی معادلات دیفرانسیل پایداری حاکم بر عضو استخراج می

تفاده از روش مربعات دیفرانسیلی، معادله  شود. در ادامه با اسبرحسب زاویه پیچش تبدیل میمستقل یک معادله دیفرانسیل مرتبه چهار 
به اطلاعات گردد. با توجه  پیچشی گسسته و با اعمال شرایط مرزی حاکم بر آن بار کمانشی محاسبه می- نهایی حاکم بر پایداری جانبی

ی کامپوزیتی چند لایه با  های پیشین تاکنون از معادله نهایی ارائه شده در این تحقیق برای تحلیل رفتار تیرهانویسندگان، در پژوهش
های موجود دیگر از محاسبات مقطع جدار نازک باز استفاده نشده است. شایان ذکر است که فرمولبندی استخراج شده در مقایسه با روش

 [.  54 و 44] این مزیت اصلی روابط ارائه شده استزمان حل بسیار کاهش یافته که تری برخوردار است. در نتیجه ریاضی بسیار ساده
دست آمده از مدلسازی برای اطمینان از صحت و دقت روابط ارائه شده، نتایج حاصل از روش مربعات دیفرانسیلی با مقادیر به  ،در پایان 

می مشاهده  نتایج  بین  مطلوبی  تطابق  و  مقایسه  انسیس  محدود  المان  افزار  نرم  همچنین  در  همچون   ریتأثشود.  اساسی  پارامترهای 
  جنسرخ و  الیاف در بال و جان نیم  قرارگیریهای کامپوزیتی، کسر حجمی فلز، زاویه  لایه  چیدمان،  ییر ارتفاع جان، محل اثر بارضریب تغ

- فلز تحت بارگذاری عرضی و شرایط انتهایی گیردار- شکل کامپوزیتی چند لایه الیاف-Iای  پیچشی تیر ماهیچه-الیاف بر پایداری جانبی 
 شود.زاد بررسی میآ
 

 بندی مسئله فرمول  - 2
نشان داده شده    1فلز که تحت بار عرضی قرار دارد، در شکل  -کامپوزیت  هیچندلارخ متقارن ساخته شده از  نیمجدار نازک با  یک تیر   

Rدر انتهای سمت چپ به    Ldخطی از    صورتبهشکل  -Iرخ  شود که ارتفاع جان نیمدر پژوهش حاضر فرض میاست.   Ld d=    در
 کند. همچنین فرض شده که پهنای بال در طول عضو دارای تغییرات پیوسته و خطی است، بطوریکه ازانتهای سمت راست تغییر می

Lb   بهR Lb b=  شوند: زیر تعریف می صورتبهکند. بنابراین توابع حاکم بر تغییرات ارتفاع جان و پهنای بال مقطع تغییر می 

) الف(-1) 1)( )L L

xd d d
L

=  − + 

) ب(-1) 1)( )L L

xb b b
L

=  − + 

شکل هستند. در صورتیکه ابعاد مقطع در طول عضو   Iبه ترتیب معرف پارامتر تغییر ارتفاع جان و پهنای بال مقطع متقارن    و     که
کنند. اما در  [ تغییر می1/0-1ثابت باشد هر دو پارامتر برابر یک هستند. در شرایطی که مقطع باریک شونده باشد پارامترها در بازه ]

 صورت افزایش پهنای بال و یا ارتفاع جان، پارامترها را بایستی بزرگتر مساوی یک در نظر گرفت.  
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که
مقطع متقارن I شکل هستند. در صورتیکه ابعاد مقطع در طول عضو 
مقطع  که  شرایطی  در  هستند.  یک  برابر  پارامتر  دو  هر  باشد  ثابت 
باریک شونده باشد پارامترها در بازه ]1-0/1[ تغییر می کنند. اما در 
صورت افزایش پهنای بال و یا ارتفاع جان، پارامترها را بایستی بزرگتر 

 
ای با سطح مقطع متقارن تحت بار عرضی: سیستم مختصات، پارامترهای معرف تغییر شکل تیر، مشخصات : تیر جدارنازک ماهیچه1شکل 

 رخ چیدمان بال و جان نیممقطع و 
Fig. 1. FML beam with variable doubly symmetric I-section under external distributed loads: Coordinate system, 
notation for displacement parameters, definition of load eccentricities, and web and flanges lay-up arrangement. 

 

  

شکل 1. تیر جدارنازک ماهیچه ای با سطح مقطع متقارن تحت بار عرضی: سیستم مختصات، پارامترهای معرف تغییر شکل تیر، مشخصات مقطع و چیدمان 
بال و جان نیم رخ

Fig. 1. FML beam with variable doubly symmetric I-section under external distributed loads: Coordinate system, nota-
tion for displacement parameters, definition of load eccentricities, and web and flanges lay-up arrangement
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مساوی یک در نظر گرفت. 
مطابق شکل، دستگاه مختصات دکارتی Oxyz منطبق بر مرکز 
سطح نیم رخ تیر )تار خنثی( در نظر گرفته شده و محورهای y ، x و 
z  به ترتیب در راستای طولی، جانبی و عمودی هستند. همچنین، 
میدان جابه جایی حاکم بر تیر جدار نازک نسبت به تار خنثی گذرنده 
این  از مرکز سطح نیم رخ تیر در شکل 1 نشان داده شده  است. در 
مورد  الاستیک خطی  و در محدوده  تغییر مکان ها کوچک  پژوهش، 
تغییر  از  نظر  تئوری کلاسیک ولاسو1 و صرف  نظر هستند. براساس 
شکل های برشی، میدان جابه جایی نقاط روی مقطع تیر در راستای 
محوری، جانبی و عمودی را می توان به شکل روابط )2( بیان نمود 

:]46[

( ) ( ) ( )
( , , ) ( ) ( , )0

dv x dw x d x
U x y z u x y z y z

dx dx dx
= − − −

θ
ω )2-الف( 

( , , ) ( ) ( )V x y z v x z xθ= − )2-ب( 

( , , ) ( ) ( )W x y z w x y xθ= + )2-ج( 

 ،u0 نماد  با    x جهت  در  سطح  مرکز  جابه جایی  اینجا  در  که 
جابه جایی در راستای جانبی )y( با v و جابه جایی در جهت z با نماد 
بر  نشان دهنده چرخش عمود   

 
ای با سطح مقطع متقارن تحت بار عرضی: سیستم مختصات، پارامترهای معرف تغییر شکل تیر، مشخصات : تیر جدارنازک ماهیچه1شکل 

 رخ چیدمان بال و جان نیممقطع و 
Fig. 1.: FML beam with variable doubly symmetric I-section under external distributed loads: Coordinate system, 
notation for displacement parameters, definition of load eccentricities, and web and flanges lay-up arrangement. 

به      zو    x    ،yمحورهای    رخ تیر )تار خنثی( در نظر گرفته شده و منطبق بر مرکز سطح نیم  Oxyzمطابق شکل، دستگاه مختصات دکارتی  
نسبت به تار خنثی گذرنده از   جایی حاکم بر تیر جدار نازک. همچنین، میدان جابهترتیب در راستای طولی، جانبی و عمودی هستند

 نظر  موردها کوچک و در محدوده الاستیک خطی  در این پژوهش، تغییر مکان  است.  نشان داده شده  1در شکل    رخ تیرسطح نیممرکز  
جایی نقاط روی مقطع تیر در راستای محوری، ههای برشی، میدان جابتغییر شکل و صرف نظر از    1براساس تئوری کلاسیک ولاسو .هستند

 [: 46( بیان نمود ]2توان به شکل روابط )میجانبی و عمودی را 

) الف(-2) ) ( ) ( )
( , , ) ( ) ( , )0

dv x dw x d x
U x y z u x y z y z

dx dx dx
= − − −


 

) ب(-2) , , ) ( ) ( )V x y z v x z x= − 
) ج(-2) , , ) ( ) ( )W x y z w x y x= + 

مشخص    wبا نماد    zجایی در جهت  و جابه  v( با  yجایی در راستای جانبی )، جابه0u  د با نما   xجایی مرکز سطح در جهت  که در اینجا جابه
 شود. همچنیناست و زاویه پیچش نامیده می  xنشان دهنده چرخش عمود بر مقطع تیر حول محور طولی    شده است. همچنین  

( , )y zبر روی    2تئوری سن ونانباشد و با استفاده از  یک متغیر مربوط به خصوصیات سطح مقطع است که به تابع پیچش معروف می
برای مقطع    شود. سطح مقطع تعریف می با  Iتابع پیچش  برابر  =zyشکل متقارن  −  پارامترهای معرف    zو    y بوده که  به ترتیب 

 یهامؤلفهجایی گرین مجموع  جابه- روابط کرنشبرای مقطع متقارن،    شده ارائه جایی  مطابق میدان جابهمختصات جانبی و عمودی هستند.  

*ی ) رخطیو غ ( ij) یخط
ij) [16] آیند دست میب( به-3الف( و )-3که به ترتیب با استفاده از رابطه ) هستند : 

1 الف(-3) ( )    , , ,
2

ji
ij

j i

UU i j x y z
x x

= + =



  

 
1 Vlasov 
2 Saint-Venant 

است. همچنین  w مشخص شده 
مقطع تیر حول محور طولی x است و زاویه پیچش نامیده می شود. 
) یک متغیر مربوط به خصوصیات سطح مقطع است  , )y zω همچنین
که به تابع پیچش معروف می باشد و با استفاده از تئوری سن ونان2 
بر روی سطح مقطع تعریف می شود. تابع پیچش برای مقطع I شکل 
=zy بوده که پارامترهای y و z به ترتیب معرف  −ω متقارن برابر با
مختصات جانبی و عمودی هستند. مطابق میدان جابه جایی ارائه شده 
برای مقطع متقارن، روابط کرنش-جابه جایی گرین مجموع مؤلفه های 
( هستند که به ترتیب با استفاده از رابطه  *

ijε ( و غیرخطی ) ijε خطی )
)3-الف( و )3-ب( به دست می آیند ]16[:

1 ( )    , , ,
2

ji
ij

j i

UU i j x y z
x x

= + =
∂∂

ε
∂ ∂ )3-الف( 

* 1     , , , ,
2

k k
ij

i j

U U i j k x y z
x x

 
= =  

 

∂ ∂
ε

∂ ∂
)3-ب( 

1  Vlasov
2  Saint-Venant

با قرار دادن میدان جابه جایی )2( در رابطه )3-الف(، مؤلفه های 
خطی کرنش گرین به شکل روابط )4( به دست می آیند:

0

U
u yv zwxx x

∂
′ ′′ ′′ ′′= = − − −

∂
ε ωθ

 
)4-الف(

1 1
2 2

U V
zxy y x y

∂
′= + = − +

∂

   
   
   

∂ ∂ ω
ε θ

∂ ∂  
)4-ب(

1 1
2 2

U W
yxz z x z

∂
′= + = −

∂
   
   
   

∂ ∂ ω
ε θ

∂ ∂  
)4-ج(

با استفاده از روابط )2( و )3-ب(، روابط بین مؤلفه های غیرخطی 
کرنش و تغییر مکان را می توان به صورت زیر بیان کرد:

* 2 2

2 2 2 2

1 ( ) ( )
2

1
2

xx
V W
x x

v w r yw zv

ε

θ θ θ

 
 
 

 
 

∂ ∂= + =
∂ ∂

+ + + −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
 

)5-الف(

( )

* 1
2

1
2

xy

V V W W
x y x y

w y

∂ ∂ ∂ ∂ε
∂ ∂ ∂ ∂

θ θ

 
= + = 

 

′ ′+
 

)5-ب(

( )

* 1
2

1
2

xz
V V W W
x z x z

v z

∂ ∂ ∂ ∂ε
∂ ∂ ∂ ∂

θ θ

 
 
 

= + =

′ ′− −
 

)5-ج(

روی  دلخواه  نقطه  هر  فاصله  بیانگر   rپارامتر )5-الف(،  رابطه  در 
نیم رخ تا مرکز سطح است:

2 2 2r y z= +  )6(

مطابق تئوری ولاسو، منتجه های تنش برای کل مقطع کامپوزیتی 
به صورت رابطه )7( تعریف می شوند ]5[:

xxA
N dAσ= ∫ )7-الف( 

y xxA
M zdAσ= ∫ )7-ب( 

z xxA
M ydAσ= −∫ )7-ج( 

xxA
B dAω σ ω= −∫ )7-د( 
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( ) ( )sv xz xy
A

M y z dA
z y

 
 
 

∂ ∂= − − +
∂ ∂∫
ω ωτ τ

 
)7-ه(

در روابط فوق، N نیروی محوری است. My و Mz به ترتیب بیانگر 
به   Msv و  Bω لنگر خمشی حول محورهای قوی و ضعیف هستند. 
این  هستند.  سن-ونان  پیچش  لنگر  و  تابیدگی  لنگر  بیانگر  ترتیب 
منتجه ها حاصل جمع مؤلفه های ایجاد شده در بال بالا، جان و بال 

پایین هستند و می توان آن ها را به شکل زیر تعریف کرد: 

t w bN N N N= + + )8-الف( 

t w b
z z z zM M M M= + + )8-ب( 

t w b
y y y yM M M M= + + )8-ج( 

t w bB B B B= + +ω ω ω ω )8-د( 
t w b

sv sv sv svM M M M= + + )8-ه( 

که در روابط فوق t بیانگر بال بالا، w جان و b بال پایین نیم رخ تیر 
هستند. با فرض آنکه لایه های فلزی و کامپوزیت الیافی به طور کامل 
و پیوسته به هم چسبیده اند، روابط متشکله تنش-کرنش مربوط به 
هریک از بال ها و جان نیم رخ I شکل کامپوزیتی با N لایه ارتوتروپیک 

به شکل رابطه )9( بیان می شوند ]5[:

11 16

16 66

11 16

16 66

11 16

( ) ( ) ( ) 2( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2( ) ( )

( ) (

t k t k Tf k t k t k
xx xx xy

t k t k t k t k t k
xy xx xy

w k w k w k w k w k
xx xx xz

w k w k w k w k w k
xz xx xz

b k b k b k b k b k
xx xx xy

b k
xy

Q Q

Q Q

Q Q
Q Q
Q Q

= +

= +

= +

= +

= +

=

σ ε ε

τ ε ε

σ ε ε

τ ε ε

σ ε ε

τ 16 66) ( ) 2( ) ( )b k b k b k b k
xx xyQ Q+ε ε

 )9(

ijQ نشان دهنده داریه های ماتریس سفتی کاهش یافته و k شماره  که 
هر لایه است. با توجه به تقارن مقطع نسبت به محور افقی )y( داریم:

11 11 16 16 66 66;  ;  t b t b t bQ Q Q Q Q Q= = =  )10(

مقطع  کل  روی  تنش  منتجه های   ،)9( و   )8( روابط  به  توجه  با 
کامپوزیتی چندلایه را می توان به شکل روابط )11( بیان کرد:

f w f

t w b
xx xx xx

A A A

N dA dA dA= + +∫ ∫ ∫σ σ σ )11-الف( 

( )
2

( )
2

f

w f

t
y xx

A

w b
xx xx

A A

dM z dA

dzdA z dA

σ

σ σ

= − +

+ +

∫

∫ ∫
 

)11-ب(

( )
f w f

t w b
z xx xx xx

A A A

M ydA ydA ydA= − + +∫ ∫ ∫σ σ σ )11-ج( 

( )
2

( )
2

f

w f

t
xx

A

w b
xx xx

A A

dB y z dA

dyzdA y z dA

ω σ

σ σ

= − +

+ +

∫

∫ ∫
)11-د( 

2( )
f w f

t w b
sv xy xz xy

A A A

M zdA ydA zdA= + +∫ ∫ ∫τ τ τ )11-ه( 

در ادامه با جایگذاری مؤلفه های میدان کرنش-جابه جایی خطی )4( 
در روابط تنش )9( و با استفاده از روابط )11(، معادلات نهایی حاکم بر 
منتجه های نیروی محوری و گشتاورها برحسب میدان جابه جایی و با 

فرض چیدمان متقارن به صورت روابط )12( حاصل می شوند:

11 0

16

11 0

16

11 0

16 11 11 0

( ( ) ( ) )
2 2

2 ( )

( )

2 ( )

( ( ) ( ) )
2 2

2 ( ) (2 )

f

b

f

b

w

d

w

d

f

b

f f w

b

d dN Q u yv z w y z dzdy

Q z dzdy

Q u yv yzw yz dydz

Q y dydz

d dQ u yv z w y z dzdy

Q z dzdy A b A d u

θ

θ

θ

θ

θ

θ

′ ′′ ′′ ′′= − − − + − +

′ +

′ ′′ ′′ ′′− − + +

′ +

′ ′′ ′′ ′′− − + + + +

′ ′= +

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

)12-الف( 

2
11 0

16

2

2
11 0 2

162

2
11 0

16

2

(

( ) 2 ( )2

( ) )
2

(
2 ( )

)

(

( ) 2 ( )2

( ) )
2

f

f
z

b b

w
w

d d

f

f

b b

Q yu y v
dy z wM Q yz dzdy
dy z dzdy

Q yu y v
Q y dydz

zyw y z dydz

Q yu y v
dy z w Q yz dzdy
dy z dzdy

θ

θ

θ
θ

θ

θ

′ ′′ − −

 ′′− + ′= − + +

 ′′−

′ ′′− −

′+
′′ ′′+

′ ′′ − −

′′+ + ′+ +

′′+

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

3

11 11 16( ) 2( )
6

f w wbA D d v D d θ








′′ ′= + −

)12-ب( 
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'
11 0

16

'
11 0

2
16

2

'
11 0

16

( )(
2

2 ( )( )( )
22

( ) )
2

(
2 ( )

)

( )(
2

2 ( )( )( )
22

( ) )
2

f

f
y

b b

w

w

d d

f

f

b

dQ z u yv

ddM Q z z dzdyz w

dy z dzdy

Q zu yzv
Q zy dydzz w

yz dydz
dQ z u yv

dd Q z z dzdz w

dy z dzdy

θ

θ

θ

θ

θ

θ

′′− − −

′′′= + −− +

′′−

′′− −
′+ +′′ +

′′

′′+ − −

′′′+ + ++ +

′′+

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫

2

11 11 16(2 ) 4( )
2

b

f f f

y

dD b A w D b θ′′ ′= − + +

∫∫

 

)12-ج(

'
11 0

16

'
11 0

16

'
11 0

16

( )(
2

2 ( )( )( )
22

( ) )
2

( )(
2 ( )( )

)

( )(
2

2 ( )( )
22

( ) )
2

f

f

b b

w

w

d d

f

f

b

dQ y z u yv

ddB Q y z z dzdyz w

dy z dzdy

Q yz zu
Q yz y dydzyv zw

yz dydz
dQ y z u

dd Q y zyv z w

dy z dzdy

ω θ

θ

θ
θ

θ

′′− − −

′′′= + −− +

′′−

−
′+ +′′ ′′− +

′′

+ −

′′ ′′+ + +− + +

′′+

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫

3 2 3

11 11 11

( )

( ( ) )
6 4 12

b

f f w

z dzdy

b d dA D D

θ

θ

′

′′= + +

∫∫

)12-د( 

 

16 0

2
66

2
16 0

2
66

2

16 0

2
66

(

( )2 2 ( )2

( ) )
2

(
2 ( )

)

(

( ) 2 ( )2

( ) )
2

f

f
sv

b b

w

w

d d

f

f

b b

Q zu zyv
dz z wM Q z dzdy
dzy z dzdy

Q yu y v
Q y dydzzyw

y z dydz

Q zu zyv
dz z w Q z dzdy
dzy z dzdy

θ

θ

θ

θ

θ

θ

′ ′′ − −

 ′′− + ′= +

 ′′−


′ ′′− −
′′′+ ++

′′

′ ′′− −

′′+ + ′+ +

′′+

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

16 16 16 662( ) 4( ) 2(4 2 )w f f wD d v D b w D b D d θ









′′ ′′ ′= − − + +

)12-ه( 

ijD نشان دهنده درایه های ماتریس سفتی  ijA و  در رابطه فوق 

با  و   1 براساس شکل  که  ماتریس سفتی خمشی هستند  و  کششی 
استفاده از رابطه )13( به دست می آیند:

  
11 11 1

1

( )
N

f f
k k

k

A Q z z −
=

= −∑ )13-الف(                                     

11 11 1
1

( )
N

w w
k k

k

A Q y y −
=

= −∑ )13-ب( 

3 3
11 11 1 66

1

3 3 3 3
66 1 16 16 1

1 1

1 ( );  
3

1 1( );  ( )
3 3

N
f f f

k k
k

N N
f f f

k k k k
k k

D Q z z D

Q z z D Q z z

−
=

− −
= =

= − =

− = −

∑

∑ ∑
)13-ج(            

3 3
11 11 1 66

1

3 3 3 3
66 1 16 16 1

1 1

1 ( );  
3

1 1( );  ( )
3 3

N
w w w

k k
k

N N
w w w

k k k k
k k

D Q y y D

Q y y D Q y y

−
=

− −
= =

= − =

− = −

∑

∑ ∑
)13-د(          

kz به ترتیب، فاصله میان تار بال تا سطوح خارجی  −1 kz و  که 
ky فاصله  −1 ky و  و داخلی لایه kth در بال هستند. به همین شکل، 
kth در جان هستند.  تا سطوح خارجی و داخلی لایه  تار جان  میان 
در این پژوهش لایه چینی در بال ها و جان به صورت بالانس در نظر 

گرفته می شود که در این حالت:

16 16 0w fD D= =  )14(

بنابراین، نیروی محوری و لنگرها برحسب منتجه های تنش برای 
و  متقارن  چیدمان  فرض  با  کامپوزیتی  متقارن  نازک  جدار  مقطع 

بالانس را می توان به صورت رابطه )15( تعریف نمود: 

0( )comN EA u ′= )15-الف( 

( )z z comM EI v ′′= )15-ب( 

( )y y comM EI w ′′= − )15-ج( 

( )comB EIω ω θ ′′= )15-د( 

( )sv comM GJ θ ′= )15-ه( 

 ( )y comEI ) بیانگر سختی محوری است.  )comEA در رابطه )15(، 
) نشان دهنده سختی های خمشی حول محورهای جانبی  )z comEI و 
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 ( )comGJ ) بیانگر سختی تابیدگی و  )comEI ω
)y( و عمودی )z( هستند. 

سختی پیچشی است. این پارامترها با توجه به روابط )12( و هندسه 
مسئله که در رابطه )1( ارائه شد، برابرند با: 

11

11

( ) 2 ( 1)( )

( 1)( )

f
com L L

w
L L

xEA b b A
L

xd d A
L

 = β − + + 
 

 α − + 
 

 )16-الف(                    
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L L

xEI b b A
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xd d D
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 = β − + + 
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)16-ب(
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1 ( 1)( ) ( 1)( )
4

1 ( 1)( )
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L L L L
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xEI b b D
L

x xd d b b A
L L

xd d A
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 = β − + + 
 

   α − + β − + +   
   

 α − + 
 

           )16-ج(            
 

3

11

2 3

11

3

11

1( ) ( 1)( )
6

1 ( 1)( ) ( 1)( )
24

1 ( 1)( )
12

f
com L L

f
L L L L

w
L L

xEI b b D
L

x xd d b b A
L L

xd d D
L

ω

 = β − + + 
 

   α − + β − + +   
   

 α − + 
 

 )16-د(     

66

66

( ) 8 ( 1)( )

4 ( 1)( )

f
com L L

w
L L

xGJ b b D
L

xd d D
L

 = β − + + 
 

 α − + 
 

  )16-ه(                   

جهت استخراج معادلات حاکم بر پایداری جانبی تیر جدار نازک 
هیبرید کامپوزیت-فلز از اصل انرژی پتانسیل کل استفاده شده است 

که شرط حداقل شدن انرژی را می توان به صورت زیر نوشت ]16[: 

0 0l eU U WδΠ = δ + δ − δ =  )17(

پتانسیل کل،  انرژی  تغییرات  نشان دهنده   Πδ فوق،  رابطه  در 
Uδ تغییرات انرژی  0 lUδ تغییرات انرژی کرنشی خطی الاستیک،

eWδ  کار خارجی ناشی از بارهای  کرنشی ناشی از تنش های اولیه، و
وارد برعضو می باشد.

تغییرات انرژی کرنشی الاستیک به شکل رابطه )18( بیان می شود 
:]16[

( )
0

2 2
L

l xx xx xy xy xz xzA
U dAdxδ σ δε τ δε τ δε= + +∫ ∫  )18(

در رابطه )L ،)18 طول عضو است. با توجه به روابط متشکله تنش-
شد،  ارائه   )9( رابطه  در  که  کامپوزیتی  چندلایه  I-شکل  تیر  کرنش 
تغییرات مرتبه اول انرژی کرنش را می توان به صورت زیر تعریف نمود:

( )

( )
( )

0

0

0

2 2

2 2

2 2

f

w

f

L
t t t t t t

l xx xx xy xy xz xz fA

L
w w w w w w
xx xx xy xy xz xz wA

L
b b b b b b
xx xx xy xy xz xz fA

U dA dx

dA dx

dA dx

δ σ δε τ δε τ δε

σ δε τ δε τ δε

σ δε τ δε τ δε

= + + +

+ + +

+ +

∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

 )19(

با توجه به مؤلفه های منتجه های تنش و با استفاده از روابط )8(، 
زیر  به صورت  کرنشی  انرژی  اول  مرتبه  تغییرات  بر  کلی حاکم  فرم 

حاصل می شود:

( )
( )
( )
( )
( )

0( )

( )

( )

( )

( )

t w b
l L

t w b
z z zL

t w b
y y yL

t w b

L

t w b
sv sv svL

U N N N u dx

M M M v dx

M M M w dx

B B B dx

M M M dx

ω ω ω

δ δ

δ

δ

δθ

δθ

′= + + +

′′+ + −

′′+ + +

′′+ + +

′+ +

∫
∫
∫
∫
∫

 )20(

و یا

( )0

0

Lz

l svL
y

N u M v
U dx M dx

M w Bω

δ δ
δ δθ

δ δθ
′ ′′+ − 

′= + ′′ ′′+ 
∫ ∫  )21(

انرژی  تغییرات  عبارت  در   )15( رابطه  جایگذاری  با  ادامه  در 
کرنشی )21( خواهیم داشت:

0 0( ) ( )
( ) ( )
( )

com z com

l y com comL

com

EA u u EI v v
U EI w w EI dx

GJ
ω

δ δ
δ δ θ δθ

θ δθ

′ ′ ′′ ′′ + +
 ′′ ′′ ′′ ′′= + + 
 ′ ′ 
∫  )22(

تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش های اولیه و کار خارجی به 
ترتیب از روابط )23-الف( و )23-ب( به دست می آیند ]16[:

0 * 0 *
0 0

0 * 0 *

0 0
2 2

L

ij ij xx xxV A

L L

xy xy xz xzA A

U dV dAdx

dAdx dAdx

δ σ δε σ δε

σ δε σ δε

= = +

+

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

)23-الف( 
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0

L

e z pW q w dx= ∫δ δ )23-ب( 

تانسور کرنش است.  تغییرات جملات غیرخطی  بیانگر   *
ijδε که 

و  عمودی  تنش   مؤلفه های  دهنده  نشان   ijσ 0 پارامترهای  همچنین 
برشی ناشی از بار وارده بر سطح مقطع در لحظه کمانش هستند. با 
توجه به شکل 1، بار عرضی اعمال شده در جهت z باعث ایجاد لنگر 
* و نیروی برشی  Vz می شود. 

yM خمشی اولیه حول محور قوی یعنی 
تحت چنین شرایطی، تنش های محوری و برشی عبارتند از:

*
0

*
0

0

 ,       

,        

 0  

y
xx

y

yz
xz

xy

M
z

I

MV
A A

σ

σ

σ

= −

′
= = −

=

 )24(

با توجه به شکل 1، تیر تحت نیروی عرضی دلخواه qz قرار دارد که 
( اعمال می شود. براساس فرضیات سینماتیک  PP ′ در امتداد خط )
منطبق   ) Pw ( مقطع  سطح  عمودی  مکان  تغییر  مؤلفه  غیرخطی، 
بار عرضی و تغییرات مرتبه اول آن به  اثر  برنقطه P یا همان محل 

صورت زیر تعریف می شوند ]16[: 

2

 
2P P P Pw w z w w zθ δ δ θδθ= − → = −  )25(

با جایگذاری عبارات )5(، )24( و )25( در روابط )23(، معادلات 
حاکم بر تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش اولیه و کارخارجی را 
کرد.  بیان  جابه جایی  میدان  از  انتگرالی  عبارات  صورت  به  می توان 

فرضیات محاسبات در مراجع ]16 و 45[ ارائه شده است.

( )* *
0 0

L

y yU M v M v dx′′ ′′= − −∫δ δθ θδ  )26-الف(                  
 

( )
0

L

e z tW q w M dx= −∫δ δ θδθ
 

)26-ب(

t بیانگر لنگر پیچشی مرتبه دوم،  z pM q Z= که در این رابطه 
روابط  با جایگذاری  بارهای عرضی است.  از مرکزیت  از خروج  ناشی 
انتگرال گیری  به کارگیری روش  با  نیز  و   )7( رابطه  در  و )26(   )22(
کامپوزیتی  نازک  جدار  تیر  جانبی  پایداری  معادلات  جزءبه جزء 

چندلایه با مقطع متغیر  به دست می آیند:

( )0( ) 0comEA u ′′ = )27-الف( 

( )( )y com zEI w q′′′′ = )27-ب( 

( ) ( )*( ) 0z com yEI v M
″″′′ − =θ )27-ج( 

( ) ( ) *( ) ( ) 0com com y tEI GJ M v M″ ′′′ ′ ′′− − + =ω θ θ θ )27-د( 

تحت وضعیت ایستا، شرایط مرزی نیز به صورت زیر بیان می شوند: 

 و یا

(21) ( ) ( )0 0

L

l z y svL
U N u M v M w B dx M dx    = + − + +       

 ( خواهیم داشت:21( در عبارت تغییرات انرژی کرنشی )15در ادامه با جایگذاری رابطه )

(22) ( )0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )l com z com y com com comL
U EA u u EI v v EI w w EI GJ dx                = + + + + 

 : [16] آینددست میب( به-23الف( و )-23های اولیه و کار خارجی به ترتیب از روابط )تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش
0 الف(-23) * 0 * 0 * 0 *

0 0 0 0
2 2

L L L

ij ij xx xx xy xy xz xzV A A A
U dV dAdx dAdx dAdx= = + +               

 ب(-23)
0

L

e z pW q w dx=   
*که 

ij پارامترهای  نی. همچناست کرنش تانسور یرخطیغ  تغییرات جملات انگریبij عمودی و برشی   تنش یها مؤلفهنشان دهنده   0
 ی خمش  لنگر  جادیباعث ا  zشده در جهت    اعمال  یعرض  بار  ،1  شکل  به  توجه  با  ناشی از بار وارده بر سطح مقطع در لحظه کمانش هستند.

* یعنی یحول محور قو هیاول
yM یبرش یروین  و  zV از عبارتند یو برش یمحور یهاتنش، تحت چنین شرایطی. شودمی : 

(24) 
* *

0 0 0 ,              ,              0  y yz
xx xz xy

y

M MVz
I A A


= − = = − =   

PPقرار دارد که در امتداد خط )  zq، تیر تحت نیروی عرضی دلخواه 1با توجه به شکل  شود. براساس فرضیات سینماتیک ( اعمال می
یا همان محل اثر بار عرضی و تغییرات مرتبه اول آن به صورت    P( منطبق برنقطه  Pwغیرخطی، مؤلفه تغییر مکان عمودی سطح مقطع )

   [:16شوند ]زیر تعریف می

(25) 
2

 
2P P P Pw w z w w z   = − → = − 

(، معادلات حاکم بر تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش اولیه و کارخارجی را 23( در روابط )25)و    ( 24)  ،(5با جایگذاری عبارات )
 است. [ ارائه شده 45 ، و  61جایی بیان کرد. فرضیات محاسبات در مراجع ]ت عبارات انتگرالی از میدان جابهرتوان به صومی

( )* *
0 0

L

y yU M v M v dx = − −    الف(-26) 

( )
0

L

e z tW q w M dx= −    ب( -26) 

tکه در این رابطه   z pM q Z=  ( 22بیانگر لنگر پیچشی مرتبه دوم، ناشی از خروج از مرکزیت بارهای عرضی است. با جایگذاری روابط  )
با    هیچندلامعادلات پایداری جانبی تیر جدار نازک کامپوزیتی    جزءجزءبه   یریگانتگرال روش    یریکارگبهنیز با  ( و  7( در رابطه )26و )

 آیند: می به دستمقطع متغیر 

) الف(-27) )0( ) 0comEA u  = 
) ب(-27) )( )y com zEI w q = 
) ج(-27) ) ( )*( ) 0z com yEI v M

 − = 
) د( -27) ) ( ) *( ) ( ) 0com com y tEI GJ M v M   − − + =    

  شوند:تحت وضعیت ایستا، شرایط مرزی نیز به صورت زیر بیان می

0( ) 0comEA u   یا  =
0 0u  الف( -28)   =

( ) 0z comEI v  0v یا  =   ب( -28)   =
*(( ) ) ( ) 0z com yEI v M  −  0v یا  =  ج( -28)   =

)28-الف( 

 و یا

(21) ( ) ( )0 0

L

l z y svL
U N u M v M w B dx M dx    = + − + +       

 ( خواهیم داشت:21( در عبارت تغییرات انرژی کرنشی )15در ادامه با جایگذاری رابطه )

(22) ( )0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )l com z com y com com comL
U EA u u EI v v EI w w EI GJ dx                = + + + + 

 : [16] آینددست میب( به-23الف( و )-23های اولیه و کار خارجی به ترتیب از روابط )تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش
0 الف(-23) * 0 * 0 * 0 *

0 0 0 0
2 2

L L L

ij ij xx xx xy xy xz xzV A A A
U dV dAdx dAdx dAdx= = + +               

 ب(-23)
0

L

e z pW q w dx=   
*که 

ij پارامترهای  نی. همچناست کرنش تانسور یرخطیغ  تغییرات جملات انگریبij عمودی و برشی   تنش یها مؤلفهنشان دهنده   0
 ی خمش  لنگر  جادیباعث ا  zشده در جهت    اعمال  یعرض  بار  ،1  شکل  به  توجه  با  ناشی از بار وارده بر سطح مقطع در لحظه کمانش هستند.

* یعنی یحول محور قو هیاول
yM یبرش یروین  و  zV از عبارتند یو برش یمحور یهاتنش، تحت چنین شرایطی. شودمی : 

(24) 
* *

0 0 0 ,              ,              0  y yz
xx xz xy

y

M MVz
I A A


= − = = − =   

PPقرار دارد که در امتداد خط )  zq، تیر تحت نیروی عرضی دلخواه 1با توجه به شکل  شود. براساس فرضیات سینماتیک ( اعمال می
یا همان محل اثر بار عرضی و تغییرات مرتبه اول آن به صورت    P( منطبق برنقطه  Pwغیرخطی، مؤلفه تغییر مکان عمودی سطح مقطع )

   [:16شوند ]زیر تعریف می

(25) 
2

 
2P P P Pw w z w w z   = − → = − 

(، معادلات حاکم بر تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش اولیه و کارخارجی را 23( در روابط )25)و    ( 24)  ،(5با جایگذاری عبارات )
 است. [ ارائه شده 45 ، و  61جایی بیان کرد. فرضیات محاسبات در مراجع ]ت عبارات انتگرالی از میدان جابهرتوان به صومی

( )* *
0 0

L

y yU M v M v dx = − −    الف(-26) 

( )
0

L

e z tW q w M dx= −    ب( -26) 

tکه در این رابطه   z pM q Z=  ( 22بیانگر لنگر پیچشی مرتبه دوم، ناشی از خروج از مرکزیت بارهای عرضی است. با جایگذاری روابط  )
با    هیچندلامعادلات پایداری جانبی تیر جدار نازک کامپوزیتی    جزءجزءبه   یریگانتگرال روش    یریکارگبهنیز با  ( و  7( در رابطه )26و )

 آیند: می به دستمقطع متغیر 

) الف(-27) )0( ) 0comEA u  = 
) ب(-27) )( )y com zEI w q = 
) ج(-27) ) ( )*( ) 0z com yEI v M

 − = 
) د( -27) ) ( ) *( ) ( ) 0com com y tEI GJ M v M   − − + =    

  شوند:تحت وضعیت ایستا، شرایط مرزی نیز به صورت زیر بیان می

0( ) 0comEA u   یا  =
0 0u  الف( -28)   =

( ) 0z comEI v  0v یا  =   ب( -28)   =
*(( ) ) ( ) 0z com yEI v M  −  0v یا  =  ج( -28)   =

  )28-ب( 

 و یا

(21) ( ) ( )0 0

L

l z y svL
U N u M v M w B dx M dx    = + − + +       

 ( خواهیم داشت:21( در عبارت تغییرات انرژی کرنشی )15در ادامه با جایگذاری رابطه )

(22) ( )0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )l com z com y com com comL
U EA u u EI v v EI w w EI GJ dx                = + + + + 

 : [16] آینددست میب( به-23الف( و )-23های اولیه و کار خارجی به ترتیب از روابط )تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش
0 الف(-23) * 0 * 0 * 0 *

0 0 0 0
2 2

L L L

ij ij xx xx xy xy xz xzV A A A
U dV dAdx dAdx dAdx= = + +               

 ب(-23)
0

L

e z pW q w dx=   
*که 

ij پارامترهای  نی. همچناست کرنش تانسور یرخطیغ  تغییرات جملات انگریبij عمودی و برشی   تنش یها مؤلفهنشان دهنده   0
 ی خمش  لنگر  جادیباعث ا  zشده در جهت    اعمال  یعرض  بار  ،1  شکل  به  توجه  با  ناشی از بار وارده بر سطح مقطع در لحظه کمانش هستند.

* یعنی یحول محور قو هیاول
yM یبرش یروین  و  zV از عبارتند یو برش یمحور یهاتنش، تحت چنین شرایطی. شودمی : 

(24) 
* *

0 0 0 ,              ,              0  y yz
xx xz xy

y

M MVz
I A A


= − = = − =   

PPقرار دارد که در امتداد خط )  zq، تیر تحت نیروی عرضی دلخواه 1با توجه به شکل  شود. براساس فرضیات سینماتیک ( اعمال می
یا همان محل اثر بار عرضی و تغییرات مرتبه اول آن به صورت    P( منطبق برنقطه  Pwغیرخطی، مؤلفه تغییر مکان عمودی سطح مقطع )

   [:16شوند ]زیر تعریف می

(25) 
2

 
2P P P Pw w z w w z   = − → = − 

(، معادلات حاکم بر تغییرات انرژی کرنشی ناشی از تنش اولیه و کارخارجی را 23( در روابط )25)و    ( 24)  ،(5با جایگذاری عبارات )
 است. [ ارائه شده 45 ، و  61جایی بیان کرد. فرضیات محاسبات در مراجع ]ت عبارات انتگرالی از میدان جابهرتوان به صومی

( )* *
0 0

L

y yU M v M v dx = − −    الف(-26) 

( )
0

L

e z tW q w M dx= −    ب( -26) 

tکه در این رابطه   z pM q Z=  ( 22بیانگر لنگر پیچشی مرتبه دوم، ناشی از خروج از مرکزیت بارهای عرضی است. با جایگذاری روابط  )
با    هیچندلامعادلات پایداری جانبی تیر جدار نازک کامپوزیتی    جزءجزءبه   یریگانتگرال روش    یریکارگبهنیز با  ( و  7( در رابطه )26و )

 آیند: می به دستمقطع متغیر 

) الف(-27) )0( ) 0comEA u  = 
) ب(-27) )( )y com zEI w q = 
) ج(-27) ) ( )*( ) 0z com yEI v M

 − = 
) د( -27) ) ( ) *( ) ( ) 0com com y tEI GJ M v M   − − + =    

  شوند:تحت وضعیت ایستا، شرایط مرزی نیز به صورت زیر بیان می

0( ) 0comEA u   یا  =
0 0u  الف( -28)   =

( ) 0z comEI v  0v یا  =   ب( -28)   =
*(( ) ) ( ) 0z com yEI v M  −  0v یا  =   )28-ج(  ج( -28)   =

( ) 0y comEI w  0w یا  =   د( -28)   =

(( ) ) 0y comEI w   0w یا  =  ه( -28)   =

( ) 0comEI 
 0 یا  =  و( -28)   =

(( ) ) ( ) 0com comEI GJ
   −  0 یا  =  ی( -28)   =

پیچشی تیر جدار نازک کامپوزیتی -شود، دستگاه معادله دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی( مشاهده می27گونه که از روابط )همان
( است v،  جایی جانبی و پیچشی ) جابه یهامؤلفه تحت بارگذاری عرضی، شامل دو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار وابسته به  هیچندلا

 [: 16توان به صوت زیر نیز بیان نمود ]ج( را می-27تغییر شکل جانبی )که معادله حاکم بر 

(29) 
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د(، معادله نهایی زیر که تنها برحسب تغییر شکل پیچشی  -27( در معادله پایداری حاکم بر پیچش )29در ادامه با جایگذاری رابطه )

 آید: دست میاست، به

(30) ( ) ( ) * 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0z com com z com com y z com tEI EI EI GJ M EI M  − − + =     
با توجه به وجود ضرایب متغیر در   اند.ی( ارائه شده-28و( و )-28لازم به ذکر است که شرایط مرزی حاکم بر معادله فوق در روابط )

با استفاده    دیفرانسیلمعادله د، حل این  نباشکه ناشی از تغییرات خصوصیات هندسی و همچنین لنگر خمشی و پیچشی مینهایی   رابطه
از   .نمودهای عددی و یا نیمه تحلیلی موجود استفاده است و بایستی از روش رممکنیغ   باًیتقرمعمول  ک یکلاسو یا  تحلیلی  ی هاروش از 

به منظور حل   آندر پژوهش حاضر از  روشی قدرتمند با دقت و سرعت همگرایی بالا است،  1مربعات دیفرانسیلی   عددی  آنجایی که روش
 شود.و محاسبه بار کمانش جانبی استفاده شده که جزئیات این روش در بخش بعدی ارائه می  (30ه )معادل

 ل یفرانسیدمربعات  روش   - 3

شود تا از جا روش عددی مربعات دیفرانسیلی برای حل معادله دیفرانسیل مرتبه چهار پایداری جانبی و شرایط مرزی استفاده میدر این
دست آورد. اساس این روش بر مبنای تقریب مشتق یک تابع در نقطه مشخص پیچشی را به-این طریق بتوان مقادیر بارهای کمانش جانبی 

 مشتقاتب فاکتورهای وزنی و مقادیر تابع در یکسری نقاط تعیین شده در محدوده حل مسئله است. بنابراین،  به صورت جمع حاصلضر
  بازه به صورت زیر بازنویسی نمود تمامی  در تابع مقادیر حسب  بر  توانرا می  ix=x  ای دلخواه مانند نقطه  در را  ایمرتبه  هر از  تابع یک
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)تعداد نقاط انتخابی در امتداد طول عضو و   Nکه  )m
ijC [47]  شودماتریس ضرایب وزنی است که مطابق رابطه زیر تقریب زده می : 
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1 Differential Quadrature (DQ) Formatted: English (United States)

)28-د( 
( ) 0y comEI w  0w یا  =   د( -28)   =

(( ) ) 0y comEI w   0w یا  =  ه( -28)   =

( ) 0comEI 
 0 یا  =  و( -28)   =

(( ) ) ( ) 0com comEI GJ
   −  0 یا  =  ی( -28)   =

پیچشی تیر جدار نازک کامپوزیتی -شود، دستگاه معادله دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی( مشاهده می27گونه که از روابط )همان
( است v،  جایی جانبی و پیچشی ) جابه یهامؤلفه تحت بارگذاری عرضی، شامل دو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار وابسته به  هیچندلا

 [: 16توان به صوت زیر نیز بیان نمود ]ج( را می-27تغییر شکل جانبی )که معادله حاکم بر 

(29) 
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د(، معادله نهایی زیر که تنها برحسب تغییر شکل پیچشی  -27( در معادله پایداری حاکم بر پیچش )29در ادامه با جایگذاری رابطه )

 آید: دست میاست، به

(30) ( ) ( ) * 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0z com com z com com y z com tEI EI EI GJ M EI M  − − + =     
با توجه به وجود ضرایب متغیر در   اند.ی( ارائه شده-28و( و )-28لازم به ذکر است که شرایط مرزی حاکم بر معادله فوق در روابط )

با استفاده    دیفرانسیلمعادله د، حل این  نباشکه ناشی از تغییرات خصوصیات هندسی و همچنین لنگر خمشی و پیچشی مینهایی   رابطه
از   .نمودهای عددی و یا نیمه تحلیلی موجود استفاده است و بایستی از روش رممکنیغ   باًیتقرمعمول  ک یکلاسو یا  تحلیلی  ی هاروش از 

به منظور حل   آندر پژوهش حاضر از  روشی قدرتمند با دقت و سرعت همگرایی بالا است،  1مربعات دیفرانسیلی   عددی  آنجایی که روش
 شود.و محاسبه بار کمانش جانبی استفاده شده که جزئیات این روش در بخش بعدی ارائه می  (30ه )معادل

 ل یفرانسیدمربعات  روش   - 3

شود تا از جا روش عددی مربعات دیفرانسیلی برای حل معادله دیفرانسیل مرتبه چهار پایداری جانبی و شرایط مرزی استفاده میدر این
دست آورد. اساس این روش بر مبنای تقریب مشتق یک تابع در نقطه مشخص پیچشی را به-این طریق بتوان مقادیر بارهای کمانش جانبی 

 مشتقاتب فاکتورهای وزنی و مقادیر تابع در یکسری نقاط تعیین شده در محدوده حل مسئله است. بنابراین،  به صورت جمع حاصلضر
  بازه به صورت زیر بازنویسی نمود تمامی  در تابع مقادیر حسب  بر  توانرا می  ix=x  ای دلخواه مانند نقطه  در را  ایمرتبه  هر از  تابع یک
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)تعداد نقاط انتخابی در امتداد طول عضو و   Nکه  )m
ijC [47]  شودماتریس ضرایب وزنی است که مطابق رابطه زیر تقریب زده می : 
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1 Differential Quadrature (DQ) Formatted: English (United States)

))28-ه(  ) 0y comEI w  0w یا  =   د( -28)   =

(( ) ) 0y comEI w   0w یا  =  ه( -28)   =

( ) 0comEI 
 0 یا  =  و( -28)   =

(( ) ) ( ) 0com comEI GJ
   −  0 یا  =  ی( -28)   =

پیچشی تیر جدار نازک کامپوزیتی -شود، دستگاه معادله دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی( مشاهده می27گونه که از روابط )همان
( است v،  جایی جانبی و پیچشی ) جابه یهامؤلفه تحت بارگذاری عرضی، شامل دو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار وابسته به  هیچندلا

 [: 16توان به صوت زیر نیز بیان نمود ]ج( را می-27تغییر شکل جانبی )که معادله حاکم بر 

(29) 
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د(، معادله نهایی زیر که تنها برحسب تغییر شکل پیچشی  -27( در معادله پایداری حاکم بر پیچش )29در ادامه با جایگذاری رابطه )

 آید: دست میاست، به

(30) ( ) ( ) * 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0z com com z com com y z com tEI EI EI GJ M EI M  − − + =     
با توجه به وجود ضرایب متغیر در   اند.ی( ارائه شده-28و( و )-28لازم به ذکر است که شرایط مرزی حاکم بر معادله فوق در روابط )

با استفاده    دیفرانسیلمعادله د، حل این  نباشکه ناشی از تغییرات خصوصیات هندسی و همچنین لنگر خمشی و پیچشی مینهایی   رابطه
از   .نمودهای عددی و یا نیمه تحلیلی موجود استفاده است و بایستی از روش رممکنیغ   باًیتقرمعمول  ک یکلاسو یا  تحلیلی  ی هاروش از 

به منظور حل   آندر پژوهش حاضر از  روشی قدرتمند با دقت و سرعت همگرایی بالا است،  1مربعات دیفرانسیلی   عددی  آنجایی که روش
 شود.و محاسبه بار کمانش جانبی استفاده شده که جزئیات این روش در بخش بعدی ارائه می  (30ه )معادل

 ل یفرانسیدمربعات  روش   - 3

شود تا از جا روش عددی مربعات دیفرانسیلی برای حل معادله دیفرانسیل مرتبه چهار پایداری جانبی و شرایط مرزی استفاده میدر این
دست آورد. اساس این روش بر مبنای تقریب مشتق یک تابع در نقطه مشخص پیچشی را به-این طریق بتوان مقادیر بارهای کمانش جانبی 

 مشتقاتب فاکتورهای وزنی و مقادیر تابع در یکسری نقاط تعیین شده در محدوده حل مسئله است. بنابراین،  به صورت جمع حاصلضر
  بازه به صورت زیر بازنویسی نمود تمامی  در تابع مقادیر حسب  بر  توانرا می  ix=x  ای دلخواه مانند نقطه  در را  ایمرتبه  هر از  تابع یک
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)تعداد نقاط انتخابی در امتداد طول عضو و   Nکه  )m
ijC [47]  شودماتریس ضرایب وزنی است که مطابق رابطه زیر تقریب زده می : 
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1 Differential Quadrature (DQ) Formatted: English (United States)

)28-و( 
( ) 0y comEI w  0w یا  =   د( -28)   =

(( ) ) 0y comEI w   0w یا  =  ه( -28)   =

( ) 0comEI 
 0 یا  =  و( -28)   =

(( ) ) ( ) 0com comEI GJ
   −  0 یا  =  ی( -28)   =

پیچشی تیر جدار نازک کامپوزیتی -شود، دستگاه معادله دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی( مشاهده می27گونه که از روابط )همان
( است v،  جایی جانبی و پیچشی ) جابه یهامؤلفه تحت بارگذاری عرضی، شامل دو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار وابسته به  هیچندلا

 [: 16توان به صوت زیر نیز بیان نمود ]ج( را می-27تغییر شکل جانبی )که معادله حاکم بر 

(29) 
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( )
y
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د(، معادله نهایی زیر که تنها برحسب تغییر شکل پیچشی  -27( در معادله پایداری حاکم بر پیچش )29در ادامه با جایگذاری رابطه )

 آید: دست میاست، به

(30) ( ) ( ) * 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0z com com z com com y z com tEI EI EI GJ M EI M  − − + =     
با توجه به وجود ضرایب متغیر در   اند.ی( ارائه شده-28و( و )-28لازم به ذکر است که شرایط مرزی حاکم بر معادله فوق در روابط )

با استفاده    دیفرانسیلمعادله د، حل این  نباشکه ناشی از تغییرات خصوصیات هندسی و همچنین لنگر خمشی و پیچشی مینهایی   رابطه
از   .نمودهای عددی و یا نیمه تحلیلی موجود استفاده است و بایستی از روش رممکنیغ   باًیتقرمعمول  ک یکلاسو یا  تحلیلی  ی هاروش از 

به منظور حل   آندر پژوهش حاضر از  روشی قدرتمند با دقت و سرعت همگرایی بالا است،  1مربعات دیفرانسیلی   عددی  آنجایی که روش
 شود.و محاسبه بار کمانش جانبی استفاده شده که جزئیات این روش در بخش بعدی ارائه می  (30ه )معادل

 ل یفرانسیدمربعات  روش   - 3

شود تا از جا روش عددی مربعات دیفرانسیلی برای حل معادله دیفرانسیل مرتبه چهار پایداری جانبی و شرایط مرزی استفاده میدر این
دست آورد. اساس این روش بر مبنای تقریب مشتق یک تابع در نقطه مشخص پیچشی را به-این طریق بتوان مقادیر بارهای کمانش جانبی 

 مشتقاتب فاکتورهای وزنی و مقادیر تابع در یکسری نقاط تعیین شده در محدوده حل مسئله است. بنابراین،  به صورت جمع حاصلضر
  بازه به صورت زیر بازنویسی نمود تمامی  در تابع مقادیر حسب  بر  توانرا می  ix=x  ای دلخواه مانند نقطه  در را  ایمرتبه  هر از  تابع یک
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)تعداد نقاط انتخابی در امتداد طول عضو و   Nکه  )m
ijC [47]  شودماتریس ضرایب وزنی است که مطابق رابطه زیر تقریب زده می : 

(32) 
(1)(1)

1,

1,

( ) (1) ( 1)

( )    i j  
( ) ( )

  , 1,2,...,
          i=j  

( ) ( )     1,2,...,

           2 1

i

i j j

N

ikij
k k i

N

i i j
j j i

m m
ij ij ij

M x for
x x M x

i j N
C forC

M x x x for i N

C C C m N

= 

= 

−


 − =

−= 


 = − =

=   −





 

 
1 Differential Quadrature (DQ) Formatted: English (United States)

)28-ی( 

معادله  دستگاه  می شود،  مشاهده   )27( روابط  از  که  همان گونه 
دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی-پیچشی تیر جدار نازک کامپوزیتی 
مرتبه  دیفرانسیل  معادله  بارگذاری عرضی، شامل دو  چندلایه تحت 
( است    ¡ vθ چهار وابسته به مؤلفه های جابه جایی جانبی و پیچشی )
که معادله حاکم بر تغییر شکل جانبی )27-ج( را می توان به صوت 

زیر نیز بیان نمود ]16[:
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بر  حاکم  پایداری  معادله  در   )29( رابطه  جایگذاری  با  ادامه  در 
شکل  تغییر  برحسب  تنها  که  زیر  نهایی  معادله  )27-د(،  پیچش 

پیچشی است، به دست می آید:
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 10، سال 1400، صفحه 5239 تا 5268

5248

لازم به ذکر است که شرایط مرزی حاکم بر معادله فوق در روابط 
)28-و( و )28-ی( ارائه شده اند. با توجه به وجود ضرایب متغیر در 
رابطه نهایی که ناشی از تغییرات خصوصیات هندسی و همچنین لنگر 
استفاده  با  دیفرانسیل  معادله  این  پیچشی می باشند، حل  و  خمشی 
غیرممکن است و  تقریباً  یا کلاسیک معمول  و  از روش های تحلیلی 
بایستی از روش های عددی و یا نیمه تحلیلی موجود استفاده نمود. از 
آنجایی که روش عددی مربعات دیفرانسیلی1روشی قدرتمند با دقت 
و سرعت همگرایی بالا است، در پژوهش حاضر از آن به منظور حل 
معادله )30( و محاسبه بار کمانش جانبی استفاده شده که جزئیات 

این روش در بخش بعدی ارائه می شود.

3- روش مربعات دیفرانسیل
معادله  حل  برای  دیفرانسیلی  مربعات  عددی  روش  این جا  در 
استفاده  مرزی  شرایط  و  جانبی  پایداری  چهار  مرتبه  دیفرانسیل 
می شود تا از این طریق بتوان مقادیر بارهای کمانش جانبی-پیچشی 
تابع  تقریب مشتق یک  مبنای  بر  این روش  اساس  آورد.  به دست  را 
و  وزنی  فاکتورهای  حاصلضرب  جمع  صورت  به  مشخص  نقطه  در 
مقادیر تابع در یکسری نقاط تعیین شده در محدوده حل مسئله است. 
بنابراین، مشتقات یک تابع از هر مرتبه اي را در نقطه ای دلخواه مانند 
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1  Differential Quadrature (DQ)

یکی از مهمترین نکات در همگرایی نتایج، علاوه بر تعداد نقاط، 
نقاط  بهترین نوع سیستم  چگونگی توزیع نقاط در دامنۀ حل است. 
داده برداری که تاکنون ارائه شده است، توزیع نقطه ای غیریکنواخت 
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را می توان به شکل   )29( دیفرانسیلی، معادله  قوانین روش مربعات 
ماتریسی ارائه شده در رابطه )34( نوشت. توضیحات کامل در مورد 
شده  ارائه   ]45[ مرجع  در  زیر  ماتریسی  فشرده  فرم  استخراج  روند 

است.

[ ] [ ]( ) { } { }1 10G N NN N
K K

× ××
+ =θ  )34(

که در آن 

[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
[ ] [ ]
{ } { }

(4) (3) (2) (1)

1 2 3

 

. . .
G

T
N

K a C b C c C d C

K e

= + + +

=

=θ θ θ θ θ

 )35(
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δ تابع دلتای کرونکر است. در ادامه با گسسته سازی  در روابط فوق 

2  Chebyshev-Gauss-Lobatto
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شرایط مرزی و جایگذاری آن ها در رابطه ماتریسی و سپس حل مسئله 
مقدار ویژه به دست آمده در معادله )34(، بار بحرانی کمانش جانبی-
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سیستم نقاط داده  نوع  بهترین  است. حل  دامنۀ  در نقاط توزیع  چگونگی  نقاط، تعداد بر علاوه نتایج، همگرایی در  نکات  مهمترین  از  یکی
های عددی ( است. این توزیع قادر به تعیین جواب 1لوباتو-گوس-فشی چبای غیریکنواخت )نقطه  توزیع  است،  شده ارائه تاکنون  که برداری 

[. بنابراین در این پژوهش از این توزیع استفاده  7449-9447پایین است ]های کم و هزینه محاسباتی  هبا دقت بسیار خوب اما با تعداد گر
 شده است: 
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Nمربعی و به ابعاد   G[K[و    [K]که   N  { ماتریس ستونی صفر است.0هستند و }   های های ماتریسدرایه, , ,d c b a   وe    به صورت زیر
 شوند: تعریف می
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در رابطه ماتریسی و سپس حل مسئله   ها آنسازی شرایط مرزی و جایگذاری  در ادامه با گسسته   تابع دلتای کرونکر است.  در روابط فوق  
محاسبه   هیچندلارخ جدار نازک کامپوزتی  پیچشی برای تیر با نیم-بار بحرانی کمانش جانبی (،  34دست آمده در معادله )مقدار ویژه به
 خواهد شد.  

 بحث و بررسی نتایج عددی   - 4
ی بر تئوری فلز مبتن- الیاف  ه یچندلاای با مقطع کامپوزیتی  نتایج تحلیل پایداری جانبی تیر جدار نازک ماهیچهدر این بخش،  

بار گسترده  تحت    2که مطابق شکل  آزاد  -رایردگ  با شرایط مرزی  مثالی جامع از یک عضو جدار نازکبدین منظور  شوند.  ولاسو ارائه می 
مربعات دیفرانسیلی، با توجه به بارهای اعمالی چیدمان  عددی  پس از صحت سنجی روش   گرفته شده است.قرار دارد، در نظر    یکنواخت

با توجه به   معرفی خواهد شد. رخ جهت افزایش ظرفیت کمانش جانبی نیم  اپوکسی در بال و جان -های ارتوتروپیک شیشهلایهمناسبی از  
ها ثابت  اما پهنای بال در انتهای آزاد کاهش یافته است. ldدر انتهای گیردار به  ldشکل به صورت خطی از -Iرخ ارتفاع جان نیم شکل،

( قرار داد. در حالیکه ضریب 16برابر یک در رابطه )بایستی  را    پارامتر    ، و بدون تغییر در نظر گرفته شده است. تحت چنین شرایطی
( ارتفاع جان  ]تغییر  بازه  در  تغییر می1-1/0(  متقارن  کند.  [  آلومینیوم  هیبرید    تیرمقطع  ورق  از دو    3T-2024کامپوزیتی متشکل 

T−2024  آلومینیوم لایهاند.  های مختلف بین دو ورق فلزی قرار گرفته های الیافی با چیدمانلایه کامپوزیت الیافی است که لایه  هشتبا  3
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T−2024  آلومینیوم لایهاند.  های مختلف بین دو ورق فلزی قرار گرفته های الیافی با چیدمانلایه کامپوزیت الیافی است که لایه  هشتبا  3

 
1 Chebyshev-Gauss-Lobatto 

Field Code Changed

تغییر ارتفاع جان 
با  T−2024 3 آلومینیوم  ورق  دو  از  متشکل  کامپوزیتی  هیبرید  تیر 
هشت لایه کامپوزیت الیافی است که لایه های الیافی با چیدمان های 

به   2024 آلومینیوم  لایه  گرفته اند.  قرار  فلزی  ورق  دو  بین  مختلف 
استحکام  کم،  هزینه  قبیل  از  مطلوب  مکانیکی  خصوصیات  دلیل 
آلیاژی  عنوان  به  برابر شکست  در  مقاومت  و  پایین  چگالی  مناسب، 
مناسب درساخت  کامپوزیت های هیبریدی کاربرد دارد ]50 و 51[. 
در پژوهش حاضر، لایه های ارتوتروپیک می توانند از جنس های کربن-

اپوکسی و یا شیشه نوع E-اپوکسی باشند که ثابت های مادی هریک 
از مواد مورد استفاده در جدول 1 ارائه شده است. لازم به ذکر است 
که چندلایه های آلومینیوم تقویت  شده با الیاف شیشه به علت مقاومت 
مناسب در برابر رطوبت و خوردگی، سبکی و صرفه جویی در مصرف 
سوخت، بعلاوه اتصال محکم الیاف شیشه با زمینه پلیمری در صنایع 
هواپیمایی مورد استفاده قرار می گیرند ]50 و 51[. اما چندلایه های 
به دلیل پل زدن بسیار کارآمد  الیاف کربن  با  آلومینیوم تقویت شده 
الیاف روی ریز ترک ها، نرخ رشد ترک بسیار کم، همچنین سختی و 

استحکام بالا معمولاً در بدنه هلیکوپتر بکار می روند ]50 و 51[.
با توجه به این نکته که محل اعمال بار عرضی بر رفتار پایداری 
گسترده  بار  که  شده  فرض  حاضر  مثال  در  است،  گذار  اثر  جانبی 
یکنواخت می تواند به سه محل متفاوت: بال بالا، مرکز سطح و یا بال 
و صحت  نخست دقت  این قسمت،  در  وارد گردد.  تیر  نیم رخ  پایین 
تأثیرگذار  پارامترهای  اثر  و سپس  بررسی می شود  ارائه شده  فرمول 
روی ظرفیت کمانش جانبی مانند چیدمان لایه ها، زاویه الیاف، جنس 
شاخص  و  عرضی  بار  اعمال  محل  جان،  ارتفاع  تغییر  پارامتر  الیاف، 

 
های  نحوه چیدمان لایه، هندسی خصوصیات: بار گسترده یکنواخت تحتبا مقطع متغیر  آزاد-گیردار شکل کامپوزیت چند لایه I تیر :2 شکل

 و محل اعمال بار بال و جان
Fig. 2. Fixed-free laminated composite I-beam with varying cross-sections subjected to uniformly distributed load: 

geometric properties, lay-up arrangement, and loading position. 
 

  

شکل 2. تیر I شکل کامپوزیت چند لایه گیردار-آزاد با مقطع متغیر تحت بار گسترده یکنواخت: خصوصیات هندسی، نحوه چیدمان لایه های بال و جان و 
محل اعمال بار

Fig. 2. Fixed-free laminated composite I-beam with varying cross-sections subjected to uniformly distributed load: geo-
metric properties, lay-up arrangement, and loading position
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کسر حجمی فلز1 بررسی می شود. پارامتر بدون بعد کسر حجمی فلز 
به صورت نسبت جمع ضخامت تمامی لایه های فلزی به ضخامت کلی 

لمینیت تعریف می گردد ]25[:

Al

Lam
MVF

n t
t

=
×  )37(

در رابطه )n ،)37 تعداد لایه های آلومینیوم، tAl ضخامت هر ورق 
آلومینیوم و tLam ضخامت کلی می باشد. MVF=0 یعنی حالتی که 
تنها لایه های کامپوزیتی وجود داشته باشد و MVF=1 به معنی فلز 
مسئله  کمانشی  بر ظرفیت  مؤثر  عوامل  از  است. هریک  الیاف  بدون 

مورد بحث و بازه تغییرات آن ها در جدول 2 نشان داده شده است.

1  Metal Volume Fraction (MVF)

4-1- اعتبارسنجی نتایج
به منظور اعتبار سنجی و بررسی دقت فرمول بندی ارائه شده در 
مطالعه حاضر، مقادیر بار کمانش جانبی-پیچشی حاصله با نتایج سایر 
محققین و همچنین نرم افزار اجزاء محدود انسیس مقایسه گردیده اند. 
– فلز  چندلایه های  بعدی  سه  مدلسازی  جهت  متعددی  روش های 

تیرهای  برای  اما  دارد،  وجود  انسیس  افزار  نرم  از  استفاده  با  الیاف 
جدار نازک به علت آنکه نسبت ضخامت به سایر ابعاد بسیار کوچک 
 .]44  ،27-31  ،25  ،16[ دارد  ارجحیت  همواره  پوسته  المان  است، 
 shell281 در این پژوهش، با توجه به هندسه مسئله از المان پوسته 
نشان داده شده در شکل 3-الف برگرفته از راهنمای نرم افزار انسیس 
استفاده شده است. این المان هشت گره دارد که هر گره دارای شش 
درجه آزادی )سه درجه جابجایی و سه درجه چرخش( است که برای 

 [ 39: خصوصیات مکانیکی مواد ]1جدول 
Table 1. Mechanical properties of the materials [39] 

 
 Ex (GPa) Ey (GPa) Gxy (GPa) x جنس الیاف

6/38 اپوکسی -Eشیشه نوع   27/8  14/4  26/0  
اپوکسی -کربن  181 3/10  17/7  28/0  

T−2024آلومینیوم   3 72 72 07/27  33/0  
 

  
 بر بار کمانش جانبی و محدوده تغییرات هریک  مؤثرپارامترهای : 2جدول 

Table 2. Parameters affecting lateral buckling load  
 

 بازه تغییرات مؤثرپارامترهای 

 0 زاویه الیاف  90   
شوندگی ارتفاع جان ضریب باریک    0.1 1   

MVF 0 کسر حجمی فلز  1MVF   

, Zp محل اعمال بار عرضی   0,  
2 2p
h hZ = −  

 

  

 
 شرایط مرزی گیردار  [ و )ب(53( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]shell281: )الف( المان پوسته ) 3شکل 

Fig. 3. (a) Shell element (SHELL281) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 
consition. 

 

  

جدول 1. خصوصیات مکانیکی مواد ]39[
Table 1. Mechanical properties of the materials [39]

جدول 2. پارامترهای مؤثر بر بار کمانش جانبی و محدوده تغییرات هریک
Table 2. Parameters affecting lateral buckling load

شکل 3. )الف( المان پوسته )shell281( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]53[ و )ب( شرایط مرزی گیردار
Fig. 3. (a) Shell element (SHELL281) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end consition
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تحلیل ورق های نازک و نسبتاً ضخیم مناسب می باشد ]53[. در صورت 
استفاده از این المان امکان لایه چینی کامپوزیت ها، اختصاص ضخامت 
و خصوصیات هر لایه به صورت جداگانه وجود دارد. پس از مدل سازی 
و اعمال بار گسترده عرضی، شرایط مرزی به مدل نرم افزاری معرفی 
می گردد. به منظور ایجاد شرایط تکیه گاهی گیردار، مقادیر تغییر مکان 
و چرخش حول هر سه محور مختصات برای تمامی نقاط لبه انتهایی 
تیر مطابق شکل 3-ب مقید گردید. با توجه به آنکه در این مطالعه 
با  عددی  مدل سازی  است،  حاکم  جانبی-پیچشی  کلی  کمانش  مود 
فرض عدم جدایش بین ورق فولادی و لایه های الیافی انجام شده است 
که نتایج تجربی موجود در خصوص مود کمانشی خمشی عضو جدار 
نازک تحت بار محوری فشاری درستی فرض یاد شده را تأیید می کنند 
]27-31[. همچنین اثر چسب در اتصال میان لایه های کامپوزیت و 
آلومینیوم در معادلات رفتاری لحاظ نشده و فرض بر اتصال پیوسته 
است. بنابراین در مدلسازی سه بعدی نیز فرض مذکور بکار برده و در 
ورق های  و  الیافی  لایه های  فصل مشترک  در  کامل  اتصال  از  نتیجه 
نکته ضروری است که  این  استفاده شده است. همچنین ذکر  فلزی 
است که جریان  این  بر  ارائه شده در تحقیق حاضر فرض  روابط  در 

برش به صورت کامل از بال به جان نیم رخ منتقل می گردد، بنابراین 
در مدلسازی سه بعدی از گره مشترک در مرز بین بال و جان استفاده 
و  جانبی-پیچشی  کمانش  مودهای  نمودن  تعیین  است. جهت  شده 
بار نظیر هر مود از تحلیل ساده خطی استفاده شده است. این تحلیل 
مبتنی بر حل مقادیر ویژه است و برای سازه های ایده آل و بدون نقص 

هندسی اولیه مورد استفاده قرار می گیرد. 
در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه گذاری 
بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل 
از مدل سازی در  مقادیر حاصل  و  نتایج موجود در سایر مراجع  با  و 
بار بحرانی کمانش  این راستا،  انسیس مقایسه می شود. در  افزار  نرم 
مقادیر  ازای  به   MVF=1 حالت  در  ماهیچه ای  تیر  جانبی-پیچشی 
مختلف N، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Zp( و ضریب باریک 
 محاسبه و به همراه نتایج تحقیق 

 
 شرایط مرزی گیردار  [ و )ب(53( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]shell281: )الف( المان پوسته ) 3شکل 

) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 

گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل

( و ضریب باریک شوندگی  pZ، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Nبه ازای مقادیر مختلف    MVF=1ای در حالت  پیچشی تیر ماهیچه
  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم

نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
لازم به توضیح است همچنین متر در نظر گرفته شود. میلی 8و  10[، لازم است ضخامت بال و جان به ترتیب 16بدست آمده از مرجع ]

 .  [47]  اند( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شدهNتر نقاط انتخابی در دامنه حل )ابی به نتایج دقیقجهت دستیکه 
باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 

 

تیر با مقطع ثابت، )ب( تیر با مقطع باریک  : نمودار روند همگرایی بار کمانشی )اولین مقدار ویژه( برحسب افزایش تعداد المان )الف(4شکل 
 .شونده

Convergence rate of buckling load (the first eigenvalue) versus the number of elements, (a) uniform beam, (b)  :.4Fig. 
tapered beam. 

 

Formatted: Font: Italic, Complex Script Font: Italic

Formatted: Font: Italic, Complex Script Font: Italic

Formatted: Font: Italic, Complex Script Font: Italic

شوندگی ارتفاع جان نیم رخ تیر 
مراجع ]16[ و ]52[ و همچنین مقادیر عددی حاصل از تحلیل المان 
افزار انسیس در جدول 3 نشان داده شده  نرم  از  با استفاده  محدود 
است. برای مقایسه نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر 
با نتایج بدست آمده از مرجع ]16[، لازم است ضخامت بال و جان به 

 گسترده یکنواخت تحت بار  یردو سر مفصل با مقطع متغهمگن  یرت جانبی کمانش باربر ی بند یماثر تعداد تقس :3 جدول
Table 3. Convergence study of the DQM-based results in terms of lateral buckling load for a simply supported tapered 

homogenous I-beam under uniformly distributred load 

  محل اعمال بار

 ( kN/mجانبی ) کمانش بار
 عسگریان و  روش حاضر 

همکاران  
[16] 

 سلطانی و 
همکاران  

[52]  
 ( Nبراساس روش مربعات دیفرانسیل )   تعداد نقاط در طول تیر انسیس 

5 9 15 21 29 

 بال بال 

2/0  278/1 248/1 246/1 246/1 246/1 247/1 245/1 260/1 
4/0  161/1 131/1 130/1 130/1 130/1 131/1 130/1 107/1 
6/0  052/1 033/1 033/1 033/1 033/1 034/1 033/1 983/0 
8/0  958/0 952/0 953/0 953/0 953/0 953/0 953/0 896/0 
0/1  877/0 886/0 887/0 887/0 887/0 887/0 887/0 844/0 

 مرکز سطح 

2/0  867/0 789/1 789/1 789/1 789/1 792/1 789/1 775/1 
4/0  885/1 836/1 837/1 837/1 837/1 839/1 837/1 779/1 
6/0  892/1 882/1 883/1 883/1 883/1 886/1 883/1 815/1 
8/0  886/1 926/1 927/1 927/1 927/1 931/1 928/1 844/1 
0/1  862/1 968/1 971/1 971/1 971/1 975/1 971/1 887/1 

 بال پایین 

2/0  458/2 348/2 350/2 350/2 350/2 354/2 350/2 301/2 
4/0  461/2 536/2 538/2 538/2 538/2 544/2 538/2 457/2 
6/0  455/2 709/2 712/2 712/2 712/2 719/2 712/2 606/2 
8/0  443/2 872/2 876/2 876/2 876/2 885/2 876/2 750/2 
0/1  427/2 027/3 031/3 031/3 031/3 044/3 031/3 904/2 

 

  

جدول 3. اثر تعداد تقسیم بندی بر بار کمانش جانبی تیر همگن دو سر مفصل با مقطع متغیر تحت بار گسترده یکنواخت
Table 3. Convergence study of the DQM-based results in terms of lateral buckling load for a simply supported tapered 

homogenous I-beam under uniformly distributred load
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ترتیب 10 و 8 میلی متر در نظر گرفته شود. همچنین لازم به توضیح 
است که جهت دستیابی به نتایج دقیق تر نقاط انتخابی در دامنه حل 

)N( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شده اند ]47[. 
افزار  نرم  از  نتایج صحیح  استخراج  که جهت  داشت  توجه   باید 
ویژه  مقدار  تحلیل  تحت  مش  آنالیز  بایستی  انسیس  محدود  المان 
شدن  همگرا  و  مطلوب  مدل  یک  به  رسیدن  منظور  به  شود.  انجام 
نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان ها در چندین مرحله، 
افزایش می یابد. در شکل 4 روند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار 
( تحت 

 
 شرایط مرزی گیردار  [ و )ب(53( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]shell281: )الف( المان پوسته ) 3شکل 

) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 

گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل

( و ضریب باریک شوندگی  pZ، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Nبه ازای مقادیر مختلف    MVF=1ای در حالت  پیچشی تیر ماهیچه
  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم

نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
لازم به توضیح است همچنین متر در نظر گرفته شود. میلی 8و  10[، لازم است ضخامت بال و جان به ترتیب 16بدست آمده از مرجع ]

 .  [47]  اند( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شدهNتر نقاط انتخابی در دامنه حل )ابی به نتایج دقیقجهت دستیکه 
باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 
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نازک ایزوتروپ با مقطع ثابت )1
بار گسترده یکنواخت بر بال بالا با افزایش تعداد مش ها مورد مطالعه 
قرار گرفته است. همان طور که از شکل نمایان است با افزایش تعداد 
المان ها به بیش از 4000، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده اند. 

شکل 5 هر دو مدل المان بندی شده را نمایش می دهد.

همانطور که از جدول 3 استنباط می شود، تعداد  21نقطه برای 
به دست آوردن بار بحرانی جانبی کافی است و جواب ها دراین تعداد 
تقسیم بندی همگرا شده اند. همچنین تطابق بسیار خوبی بین نتایج 
به دست آمده با نتایج عددی حاصل از نرم افزار انسیس و همچنین 
پژوهش های انجام شده توسط عسگریان و همکاران ]16[ و سلطانی و 

همکاران ]52[ وجود دارد. 
همانگونه که بخش مقدمه مقاله حاضر توضیح داده شد، تاکنون 
پژوهش عددی یا تجربی در زمینه پایداری جانبی تیر ماهیچه  با مقطع 
I-شکل کامپوزیت لایه ای الیاف-فلز منتشر نشده است. در مطالعات 

بانات و همکاران ]27-31[  عددی و آزمایشگاهی موجود که توسط 
ارائه شده اند، رفتار کمانش و پس کمانش تیرهای جدار نازک تحت بار 
محوری فشاری بررسی شده است. بنابراین، تنها مود ناپایداری خمشی 
در این پژوهش ها مورد مطالعه قرار گرفته است. حال آنکه فرمول بندی 

 

تیر با مقطع ثابت، )ب( تیر با مقطع  : نمودار روند همگرایی بار کمانشی )اولین مقدار ویژه( برحسب افزایش تعداد المان )الف(4شکل 
 . باریک شونده
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معرفی شده در تحقیق حاضر مناسب بررسی رفتار کمانش جانبی-
درخصوص  است.  الیاف-فلز  لایه ای  کامپوزیت  I-شکل  تیر  پیچشی 
انواع مودهای ناپایداری تیرهای جدار نازک در بخش مقدمه توضیحات 
مفصلی ارائه شده است. بنابراین در این مرحله، نتایج پیش بینی  شده 
توسط روش حاضر در خصوص تیر ماهیچه ای جدار نازک چند لایه 
الیاف-فلز با مقادیر به دست آمده از تحلیل المان محدود با استفاده از 
نرم افزار انسیس مقایسه می شوند. به همین منظور، بار کمانش جانبی-

الیاف  از جنس  نظر  الیاف-فلز مد  تیر کامپوزیتی چند لایه  پیچشی 
و  ( )Al,  ,   

S
  40 90 متعامد  چیدمان  با  شیشه-اپوکسی  ارتوتروپیک 

) برای چند مقدار متفاوت از  ) )Al,  
s

  490 ) و  )( Al,  
s

  40 تک جهته 
 و با فرض MVF=0/2 تحت شرایطی که بار گسترده عرضی 
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) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 
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  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم
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پارامتر 
به مرکز سطح مقطع اعمال می شود، به ازای 21 نقطه انتخابی در امتداد 
طول عضو محاسبه و به همراه نتایج حاصل از مدل سازی سه بعدی در 

نرم افزار انسیس در جدول 4 نشان داده شده اند. 
براساس جدول 4 مشاهده می شود که مقادیر بار بحرانی محاسبه 
شده از پژوهش حاضر تطابق خوبی با نتایج به دست آمده از مدلسازی 
خطا   درصد  بیشترین  به طوریکه  دارند،  محدود  المان  افزار  نرم  در 
تیر  یافته  %9( است. شکل 6 وضعیت کمانش  )با میانگین   13/41%
را  ( )Al,  ,   

S
  40 90 متعامد   چینی  لایه  با  فلز  الیاف  نازک  جدار 

( نشان می دهد. ملاحظه 
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برای دو حالت مقطع ثابت و متغیر )0/4=
می شود که روش تحلیل خطی مقدار ویژه به درستی می تواند شکل 
مود اول کمانش جانبی-پیچشی را پیش بینی کند. همچنین این شکل 
نشان می دهد که کمانش هر دو عضو به صورت کمانش کلی است و 
هیچگونه کمانش موضعی مشاهده نمی گردد. علاوه بر این با دقت در 
تصاویر مشخص است که پدیده تورق و یا جداشدگی میان ورق های 
آلومینیومی و لایه های کامپوزیتی با بکار بردن فرض اتصال پیوسته 

  ه شده با نتایج نرم افزار انسیس بدست آمده توسط روش ارائبار کمانش جانبی  مقایسه :4جدول 
Table 4. The lateral buckling loads comparison between the present methodology and ANSYS code for distributed load 

applied at the centroid when MVF=0.2 
 

 
 (N/mجانبی ) کمانش بار

( )Al,  ,   
S

  40 90     ( )( Al,  
s

  40 ( ) )Al,  
s

  490 
  () انسیس   نتایج حاضر   () انسیس   نتایج حاضر   () انسیس   نتایج حاضر 

1 348/212  677/194  322/8  201/278  792/245  649/11  434/145  817/135  613/6  
8/0  691/207  453/186  226/10  202/272  703/235  409/13  137/142  541/130  159/8  
6/0  781/202  560/182  972/9  881/265  649/230  251/13  660/138  207/128  539/7  
4/0  552/197  163/181  296/8  159/259  108/229  595/11  954/134  248/127  710/5  
2/0  901/191  528/178  971/6  910/251  115/228  446/9  966/130  770/125  967/3  

 

  

جدول 4. مقایسه بار کمانش جانبی بدست آمده توسط روش ارائه شده با نتایج نرم افزار انسیس  
Table 4. The lateral buckling loads comparison between the present methodology and ANSYS code for distributed load 

applied at the centroid when MVF=0.2
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Fig. 6. The first lateral buckling mode of FML I-beam subjected to uniformly distributed load, (a) uniform beam, (b) 
tapered beam. 
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لایه ها در مدل سازی سه بعدی رخ نداده است.   

4-2- بررسی اثر پارامترهای مهم بر پایداری جانبی
پس از صحت سنجی روش مربعات دیفرانسیلی، با توجه به بارهای 
اعمالی چیدمان مناسبی از لایه های ارتوتروپیک شیشه-اپوکسی که 
نیم رخ جهت  بال و جان  ارائه شده، در  خصوصیات آن در جدول 1 
افزایش ظرفیت کمانشی معرفی خواهد شد. در این راستا، سه حالت 
مختلف از چیدمان لایه های ارتوتروپیک را مورد مطالعه قرار می دهیم. 
نیم رخ  جان  ارتفاع  کاهش  تأثیر  بررسی  حاضر  مقاله  اهداف  از  یکی 
بر رفتار پایداری جانبی است. به همین منظور، در این بخش فرض 
در  پایین(  و  بالا  بال  تار  میان  )فاصله  مقطع  جان  ارتفاع  که  شده 
انتهای آزاد به ترتیب 30، 60 و 90 درصد نسبت به ارتفاع نیم رخ در 
 از 0/1 تا 1 )تیر 

 
 شرایط مرزی گیردار  [ و )ب(53( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]shell281: )الف( المان پوسته ) 3شکل 

) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 

گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل

( و ضریب باریک شوندگی  pZ، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Nبه ازای مقادیر مختلف    MVF=1ای در حالت  پیچشی تیر ماهیچه
  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم

نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
لازم به توضیح است همچنین متر در نظر گرفته شود. میلی 8و  10[، لازم است ضخامت بال و جان به ترتیب 16بدست آمده از مرجع ]

 .  [47]  اند( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شدهNتر نقاط انتخابی در دامنه حل )ابی به نتایج دقیقجهت دستیکه 
باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 

 

تیر با مقطع ثابت، )ب( تیر با مقطع باریک  : نمودار روند همگرایی بار کمانشی )اولین مقدار ویژه( برحسب افزایش تعداد المان )الف(4شکل 
 .شونده

Convergence rate of buckling load (the first eigenvalue) versus the number of elements, (a) uniform beam, (b)  :.4Fig. 
tapered beam. 
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انتهای گیردار کاهش یافته است. بنابراین پارامتر 

منشوری( با گام های 0/3 تغییر می کند. همچنین در ادامه تأثیر درصد 
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در مورد اول فرض شده که چیدمان لایه های در جان به صورت 
است. بنابراین 8 لایه کامپوزیتی در جان با زاویه صفر  ( )( Al,  

s
  40  

درجه نسبت به محور اصلی تیر قرار گرفته اند. حال آنکه در بال بالا 
Al] در نظر  ( ) ]S, ± θ 4 و پایین چیدمان متقارن و بالانس به صورت 
تیر  جانبی  کمانش  بار  تغییرات  حالت،  این  است. برای  شده  گرفته 
بار گسترده  الیاف-فلز تحت  I شکل کامپوزیتی  با مقطع  ماهیچه ای 
یکنواخت برحسب زاویه الیاف در بال برای مقادیر متفاوت از درصد 
حجمی فلز و سه مقدار مختلف ضریب تغییر ارتفاع جان )0/1، 0/4، 
( در شکل های 6 تا 8 برای سه موقعیت بارگذاری مختلف 
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=1 ،0/7
)بال بالا، مرکز سطح و بال پایین( نشان داده شده است. همچنین در 
(، کسر حجمی 
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( تیر  باریک شوندگی جان  پارامتر  تأثیر  جدول 5 

 

 
رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه  برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم ( crq: تغییرات بار کمانش جانبی ) 7شکل 

 ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال بالا
Fig. 7. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of both flanges: effect of metal volume fraction, 

for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the top flange. 
 

  

شکل 7. تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه ضریب متفاوت 
تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال بالا

Fig. 7. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of both flanges: effect of metal volume fraction, for 
different tapering ratios, and for a transverse load applied at the top flange
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الیاف سازنده بال بر ظرفیت پایداری جانبی تیر  فلز و زاویه چینش 
نتیجه  است.  شده  بررسی  یکنواخت  گسترده  بار  تحت  گیردار-آزاد 
اولیه ای که با توجه به شکل ها و جدول 5 می توان فهمید این است که 
ظرفیت کمانش جانبی با افزایش زاویه الیاف به شدت کاهش می یابد. 
به طوریکه، با افزایش زاویه در بازه 0 تا 60 درجه ظرفیت کمانشی با 
شدت بیشتری نسبت به بازه 60 تا 90 درجه کاهش می یابد. به بیان 
دیگر، تیر جدار نازک چندلایه با افزایش زاویه چینش الیاف در بال 
ضعیف تر و ناپایدارتر می شود. بنابراین، پایداری جانبی حداکثر زمانی 
تک  صورت  به  بال  دو  هر  برای  لایه ها  چیدمان  که  می آید  به دست 

جهته باشد. 
در حالت دوم همانند مورد قبلی فرض شده که هر دو بال و جان 
مقطع از هشت لایه الیافی و دو لایه آلومینیوم ساخته شده اند. با این 
تفاوت که در این مورد، لایه های شیشه/اپوکسی در بال بالا و پایین به 

صورت تک جهته و با زاویه صفر درجه بین دو ورق آلومینیومی قرار 
 )[Al ( ) ]S, ± θ 4 گرفته اند. در حالیکه از چیدمان متقارن و بالانس )
در جان استفاده شده است. در ادامه با فرض آنکه بار گسترده می تواند 
چینش  زاویه  تأثیر  شود،  اعمال  نیم رخ  سطح  مرکز  یا  و  بالا  بال  به 
الیاف در جان بر ظرفیت پایداری جانبی عضو ماهیچه ای I شکل با 
شرایط انتهایی گیردار–آزاد بررسی شده است. بدین منظور، تغییرات 
با  و  فلز  مقادیر مختلف کسر حجمی  برای   
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باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 

 

تیر با مقطع ثابت، )ب( تیر با مقطع باریک  : نمودار روند همگرایی بار کمانشی )اولین مقدار ویژه( برحسب افزایش تعداد المان )الف(4شکل 
 .شونده

Convergence rate of buckling load (the first eigenvalue) versus the number of elements, (a) uniform beam, (b)  :.4Fig. 
tapered beam. 
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برحسب  بار کمانشی 
( و برای سه محل بارگذاری مدنظر: بال 
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) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
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گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل

( و ضریب باریک شوندگی  pZ، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Nبه ازای مقادیر مختلف    MVF=1ای در حالت  پیچشی تیر ماهیچه
  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم

نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
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ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
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فرض )0/1، 0/4، 0/7، 1=
بالا، مرکز سطح و بال پایین به ترتیب در شکل های 10، 11 و 12 
نشان داده شده است. با توجه به نمودارها می توان نتیجه گیری نمود 
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ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
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سپس کاهش می شود. این افزایش پایداری جانبی از زاویه 0 تا 45 

 

 
 رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه  ( برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم crqتغییرات بار کمانش جانبی ) : 8شکل 

 ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان ، محل اعمال بار گسترده: مرکز سطح
Fig. 8. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of both flanges: effect of metal volume fraction, 

for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the centroid. 
 

  

شکل 8. تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه 
ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان ، محل اعمال بار گسترده: مرکز سطح

Fig. 8. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of both flanges: effect of metal volume fraction, for 
different tapering ratios, and for a transverse load applied at the centroid
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رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه  ( برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم crqتغییرات بار کمانش جانبی ) : 9شکل 

 ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان ، محل اعمال بار گسترده: بال پایین
Fig. 9. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of both flanges: effect of metal volume fraction, 

for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange. 
 

  

شکل 9. تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه ضریب متفاوت 
تغییر ارتفاع جان ، محل اعمال بار گسترده: بال پایین

Fig. 9. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of both flanges: effect of metal volume fraction, for 
different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange

 رخ م ین نییدر بال بالا و پا افیال  نشیچ هیبرحسب زاوگسترده یکنواخت حت بار ت یرمقطع متغبار کمانش جانبی بدست آمده برای  :5 جدول
Table 5. The estimated lateral buckling load for non-uniform cross-section under uniformly distributed load versus 

lamina orientation of both flanges. 
 

محل اعمال 
  بار

 (N/mجانبی ) کمانش بار

2/0 MVF= 4/0 MVF= 
 زاویه 

0 15 75 90 0 15 75 90 

 بال بال 

4/0 878/94 039/91 981/57 923/56 694/117 549/114 709/89 092/89 
6/0 095/82 771/78 615/50 724/49 011/102 311/99 161/78 642/77 
8/0 484/73 484/70 473/40 703/44 370/91 953/88 168/70 717/69 
0/1 285/67 510/64 699/41 018/41 679/83 460/81 330/64 928/63 

 مرکز سطح 

4/0 159/259 885/244 051/137 975/134 437/310 447/299 476/218 061/217 
6/0 881/265 224/251 788/140 683/138 595/318 326/307 395/224 956/222 
8/0 202/272 182/257 293/144 164/142 261/326 727/314 949/229 488/228 
0/1 201/278 836/262 616/147 463/145 351/333 746/321 214/235 732/233 

 

  

جدول 5. بار کمانش جانبی بدست آمده برای مقطع متغیر تحت بار گسترده یکنواخت برحسب زاویه چینش الیاف در بال بالا و پایین نیم رخ
Table 5. The estimated lateral buckling load for non-uniform cross-section under uniformly distributed load versus lam-

ina orientation of both flanges
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درجه بوده و از 45 تا 90 درجه بار کمانشی کاهش می یابد. به عبارتی 
امتداد 45 درجه  در  الیاف سازنده جان  زاویه چیدمان  دادن  قرار  با 

حداکثر ظرفیت کمانشی حاصل می شود.  
در حالت سوم فرض شده که هر دو بال و جان تیر با مقطع I شکل 
کامپوزیتی متشکل از ده لایه شامل دو ورق آلومینیومی و هشت لایه 
شیشه-اپوکسی است که لایه های الیافی با چیدمان متقارن و بالانس 
Al]( بین دو ورق فلزی قرار گرفته اند. میزان تأثیر تغییر  ( ) ]s, ± θ 4 (
و  بال  سازنده  لایه های  زاویه چیدمان  و  آلومینیوم  فلز  کسر حجمی 
جان روی بار کمانش جانبی تیر جدار نازک ماهیچه ای با فرض )0/1، 
( و تحت سه موقعیت بارگذاری متفاوت در شکل های 
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ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
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که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
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=1 ،0/7 ،0/4
13 تا 15 نشان داده شده است. همان طور که در این شکل ها دیده 
می شود، پایداری جانبی با افزایش زاویه الیاف به طور پیوسته کاهش 

می یابد. همچنین نمودارها نشان می دهند که شیب تغییرات در بازه 
60 کمتر خواهد بود. 

 
حجمی مختلف آلومینیوم و سه ضریب رخ برای کسر  ( برحسب زاویه چینش الیاف در جان نیمcrq: تغییرات بار کمانش جانبی )12شکل 

 متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال پایین
Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for  :.12Fig. 

different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange. 
لایه   هشتلایه شامل دو ورق آلومینیومی و    شکل کامپوزیتی متشکل از ده   Iدر حالت سوم فرض شده که هر دو بال و جان تیر با مقطع 

الیافی با چیدمان متقارن و بالانساپوکسی است که لایه -شیشه Al])  های  ( ) ]s,   ر ی تأثمیزان    .اندبین دو ورق فلزی قرار گرفته(  4
ای با فرض  های سازنده بال و جان روی بار کمانش جانبی تیر جدار نازک ماهیچهتغییر کسر حجمی فلز آلومینیوم و زاویه چیدمان لایه

(1/0  ،4/0  ،7/0  ،1=  و تحت ) هاشکل این  که در    طورهمان  نشان داده شده است.  15  تا  13های  شکلبارگذاری متفاوت در    موقعیت  سه 
که شیب تغییرات   دن دهیمهمچنین نمودارها نشان  یابد.  داری جانبی با افزایش زاویه الیاف به طور پیوسته کاهش میشود، پایدیده می

   کمتر خواهد بود.  >60<90شدید و در بازه   >0<60 بازهدر 

 

0 شدید و در بازه 90
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 متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال پایین
Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for  :.12Fig. 

different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange. 
لایه   هشتلایه شامل دو ورق آلومینیومی و    شکل کامپوزیتی متشکل از ده   Iدر حالت سوم فرض شده که هر دو بال و جان تیر با مقطع 

الیافی با چیدمان متقارن و بالانساپوکسی است که لایه -شیشه Al])  های  ( ) ]s,   ر ی تأثمیزان    .اندبین دو ورق فلزی قرار گرفته(  4
ای با فرض  های سازنده بال و جان روی بار کمانش جانبی تیر جدار نازک ماهیچهتغییر کسر حجمی فلز آلومینیوم و زاویه چیدمان لایه

(1/0  ،4/0  ،7/0  ،1=  و تحت ) هاشکل این  که در    طورهمان  نشان داده شده است.  15  تا  13های  شکلبارگذاری متفاوت در    موقعیت  سه 
که شیب تغییرات   دن دهیمهمچنین نمودارها نشان  یابد.  داری جانبی با افزایش زاویه الیاف به طور پیوسته کاهش میشود، پایدیده می

   کمتر خواهد بود.  >60<90شدید و در بازه   >0<60 بازهدر 

 

60
با مشاهده نتایج ارائه شده در اشکال 7 تا 15 نتیجه می شود در 
پایداری  فلز  افزایش کسر حجمی  با  الیاف شیشه  از  استفاده  صورت 
جانبی به صورت قابل توجهی افزایش می یابد، که این نتیجه با توجه به 
ویژگی های مادی شیشه-اپوکسی و آلومینیوم قابل پیش بینی است. 
همچنین با توجه به این اشکال می توان نتیجه گیری نمود که هرچه 
زاویه چیدمان  تغییر  تأثیر  افزایش می یابد،  آلومینیوم  درصد حجمی 
صورت  به  عرضی  بار  تحت  تیر  جانبی  پایداری  بر  مقطع  در  الیاف 
در   ،14 شکل  براساس  و  مثال  طور  به  می یابد.  کاهش  چشمگیری 
شرایط تیر با مقطع ثابت تحت بار بر مرکز سطح و با درصد حجمی 
فلز برابر 0/25 و 0/4، مقدار بار کمانش جانبی با افزایش زاویه چینش 
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Fig. 10. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for 

different tapering ratios, and for a transverse load applied at the top flange. 
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Fig. 10. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for 
different tapering ratios, and for a transverse load applied at the top flange
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الیاف در بال و جان از 0 به 90 درجه به ترتیب 42/6% و 30 % کاهش 
می یابد. این روند می تواند با این اصل توجیه شود که با افزایش کسر 
آلومینیومی میزان  به علت زیاد شدن ضخامت لایه های  فلز  حجمی 

مشارکت لایه های الیافی در تعیین مقاومت مقطع کاهش می یابد. 
نکته دیگری که با توجه به نمودارهای ارائه شده نتیجه می شود 
آن است که تغییر زاویه چیدمان الیاف در بال بالا و پایین در مقایسه 
بر ظرفیت کمانش جانبی  نیم رخ  نحوه چینش لایه ها در جان  به  با 
تأثیر بسیار بیشتری دارند. در نهایت با توجه به نمودارهای ارائه شده 
بدین  لایه ها  بهینه  آرایش  که  گفت  می توان   15 تا   7 در شکل های 
صورت است که لایه های الیافی سازنده بال تیر بایستی با زاویه صفر 
درجه نسبت به امتداد طولی عضو قرار گیرند و لایه های الیافی تشکیل 
دهنده جان تیر I شکل باید با زاویه 45 درجه بین دو ورق آلومینیومی 

قرار داده شوند. این موضوع مطابق رابطه )16( مورد انتظار نیز هست، 
 ( )comEI ω زیرا مقادیر سختی خمشی com(EIz) و سختی تابیدگی 
این  بیان شده اند.   )D11 و   A11( برحسب جملات سختی تک جهته 
دو مؤلفه زمانی به حداکثر مقدار خود می رسند که الیاف سازنده هر 
دو بال و جان نیم رخ با زاویه صفر در راستای طول تیر قرار گیرند. از 
آنجا که بال ها وظیفه تحمل لنگرهای خمشی و پیچشی تابیدگی را 
الیاف سازنده  پایداری جانبی-پیچشی،  افزایش ظرفیت  دارند، جهت 
بال ها بایستی به صورت یک جهته و با زاویه صفر درجه چیده شوند. 
سن-ونان  پیچشی  سختی  عبارت   ،)16( رابطه  براساس  همچنین 

66
wD و  66

fD com(GJ) وابسته به سفتی پیچشی در هر دو بال و جان )

( مقطع است که این دو پارامتر با قرارگیری الیاف لایه های کامپوزیتی 
در امتداد 45 درجه معمولاً به مقدار حداکثر خود می رسند. با توجه به 
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 متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: مرکز سطح 
Fig. 11. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for 

different tapering ratios, and for a transverse load applied at the centroid. 
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Fig. 11. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for 
different tapering ratios, and for a transverse load applied at the centroid
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این نکته که جان تیر تنش های برشی را تحمل می کند و وظیفه انتقال 
نیروی برشی را دارد، لایه های الیاف سازنده جان بایستی با زاویه 45 
درجه قرار گیرند تا حداکثر ظرفیت برشی برای مقطع به دست آید. 
بنابراین در ادامه این پژوهش جهت تعیین حداکثر ظرفیت کمانش 
) در بال ها و چیدمان  )Al  

s
,  40 جانبی، لایه چینی بهینه با چینش 

Al] در جان مورد استفاده قرار می گیرد.  ( ) ]s, ± θ 4

با دقت در نتایج ارائه شده می توان این نکته را نتیجه گیری کرد 
که در شرایطی که بار گسترده به مرکز سطح و یا بال بالای مقطع 
تیر  ارتفاع جان  غیریکنواختی  نسبت   پارامتر  کاهش  با  وارد می شود 
پایداری  مقطع،  ویژگی های هندسی سطح  تمام  کاهش  نتیجه  در  و 
جانبی- پایداری  به  مربوط  نتایج  که  درحالی  می یابد.  کاهش  عضو 

از  شده  اعمال  نیم رخ  بالای  بال  به  عرضی  بار  که  تیرهایی  پیچشی 

برخلاف  مدنظر  بارگذاری  در شرایط  نمی کند.  پیروی  الگویی  چنین 
آنچه مورد انتظار است با افزایش باریک شوندگی پایداری جانبی عضو 
افزایش می یابد. بنابراین برخلاف انتظار، عضو طره تحت بار جانبی بر 
( است. 

 
 شرایط مرزی گیردار  [ و )ب(53( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]shell281: )الف( المان پوسته ) 3شکل 

) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 

گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل

( و ضریب باریک شوندگی  pZ، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Nبه ازای مقادیر مختلف    MVF=1ای در حالت  پیچشی تیر ماهیچه
  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم

نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
لازم به توضیح است همچنین متر در نظر گرفته شود. میلی 8و  10[، لازم است ضخامت بال و جان به ترتیب 16بدست آمده از مرجع ]

 .  [47]  اند( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شدهNتر نقاط انتخابی در دامنه حل )ابی به نتایج دقیقجهت دستیکه 
باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 

 

تیر با مقطع ثابت، )ب( تیر با مقطع باریک  : نمودار روند همگرایی بار کمانشی )اولین مقدار ویژه( برحسب افزایش تعداد المان )الف(4شکل 
 .شونده

Convergence rate of buckling load (the first eigenvalue) versus the number of elements, (a) uniform beam, (b)  :.4Fig. 
tapered beam. 
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 پایدارتر از همان عضو با مقطع ثابت )1=
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) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 

گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل
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نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
لازم به توضیح است همچنین متر در نظر گرفته شود. میلی 8و  10[، لازم است ضخامت بال و جان به ترتیب 16بدست آمده از مرجع ]

 .  [47]  اند( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شدهNتر نقاط انتخابی در دامنه حل )ابی به نتایج دقیقجهت دستیکه 
باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 
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بال بالا با 0/1=
شایان ذکر است که نتیجه مذکور فقط در خصوص اعضای جدار نازک 
با شرایط تکیه گاهی گیردار-آزاد صادق است ]44 و 45[. دلیل این 
ارتفاع جان، میزان  با کاهش  اینگونه توجیه نمود که  امر را می توان 
ایجاد  جانبی  کمانش  دادن  رخ  با  هم زمان  که  پیچشی محرک  لنگر 
می شود به صورت قابل توجهی نسبت به شرایطی که ارتفاع جان در 
طول عضو ثابت است، کاهش می یابد. نکته قابل توجه دیگر آن است 
که ظرفیت کمانش جانبی تیر جدار نازک ساندویچی کامپوزیت-فلز 
زمانی حداکثر است که بار گسترده جانبی در امتداد بال پایین اعمال 

 

 
حجمی مختلف آلومینیوم و سه ضریب رخ برای کسر  ( برحسب زاویه چینش الیاف در جان نیمcrq: تغییرات بار کمانش جانبی )12شکل 

 متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال پایین
Fig. 12. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for 

different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange. 
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Fig. 12. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web: effect of metal volume fraction, for 
different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange
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شده است. زیرا در این شرایط لنگر پیچشی مقاوم به وجود می آید که 
در جهت افزایش پایداری جانبی مقطع عمل می کند و کمترین مقدار 

بار جانبی زمانی به دست می آید که بار بر بال بالا وارد شود. 
در همین راستا با مقایسه نتایج ارائه شده در شکل های 10 تا 12 
می توان دریافت در شرایطی که بار به بال بالای مقطع وارد می شود 
با تغییر زاویه چینش الیاف در جان نیم رخ از 0 به 45 درجه، ظرفیت 
می یابد.  افزایش  دیگر  بارگذاری  حالت  دو  از  بیشتر  جانبی  پایداری 
با  هم زمان  بالا،  بال  به  بار گسترده  اعمال  با  که  است  این  آن  دلیل 
کمانش جانبی لنگر پیچشی محرک ایجاد می شود و در نتیجه تنش 
برشی افزایش می یابد. با توجه به این حقیقت که جان تیر تنش  برشی 
تعیین  در  بیشتری  مشارکت  جان  سازنده  الیاف  می کند،  تحمل  را 
ظرفیت مقطع خواهند داشت. اما در حالتی که بار جانبی به بال پایین 

اعمال می گردد، با وقوع کمانش جانبی لنگر پیچشی مقاوم ایجاد شده 
و در نتیجه تنش برشی کاهش می یابد. لذا با تغییر زاویه الیاف از 0 به 
45 ظرفیت پایداری جانبی تیر جدار نازک با مقطع ثابت و یا متغیر به 

صورت قابل توجهی افزایش پیدا نمی کند.
در این قسمت، تیرهای ماهیچه ای با ساختار هیبرید کامپوزیت-

بهینه  چیدمان  با  کربن-اپوکسی  یا  و  شیشه-اپوکسی  جنس  از  فلز 
مورد   2 در شکل  شده  داده  نشان  انتهایی  شرایط  و  هندسه  مطابق 
تحلیل پایداری جانبی قرار گرفته اند. هدف اصلی بررسی دقیق تر اثر 
افزایش درصد حجمی فلز، تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده 
بدین  می باشد.  جانبی-پیچشی  کمانش  ظرفیت  بر  الیاف  جنس  و 
( وکسر 

 
 شرایط مرزی گیردار  [ و )ب(53( دارای هشت گره و شش درجه آزادی در هر گره ]shell281: )الف( المان پوسته ) 3شکل 

) having eight nodes with six degrees of freedom at each node, (b) Fixed end 281(a) Shell element (SHELL  :.3Fig. 
consition. 

گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر باریک شونده ایزوتروپ حل و با در ابتدا به منظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحه
-در این راستا، بار بحرانی کمانش جانبی   شود. سازی در نرم افزار انسیس مقایسه مینتایج موجود در سایر مراجع و مقادیر حاصل از مدل

( و ضریب باریک شوندگی  pZ، محل اعمال بار گسترده یکنواخت )Nبه ازای مقادیر مختلف    MVF=1ای در حالت  پیچشی تیر ماهیچه
  یل المان محدوداز تحل  [ و همچنین مقادیر عددی حاصل52[ و ]16محاسبه و به همراه نتایج تحقیق مراجع ](  رخ تیر )ارتفاع جان نیم

نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با نتایج برای مقایسه    نشان داده شده است.   3انسیس در جدول   نرم افزاربا استفاده از  
لازم به توضیح است همچنین متر در نظر گرفته شود. میلی 8و  10[، لازم است ضخامت بال و جان به ترتیب 16بدست آمده از مرجع ]

 .  [47]  اند( به صورت عدد فرد در نظر گرفته شدهNتر نقاط انتخابی در دامنه حل )ابی به نتایج دقیقجهت دستیکه 
باید توجه داشت که جهت استخراج نتایج صحیح از نرم افزار المان محدود انسیس بایستی آنالیز مش تحت تحلیل مقدار ویژه انجام  

ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 

 

تیر با مقطع ثابت، )ب( تیر با مقطع باریک  : نمودار روند همگرایی بار کمانشی )اولین مقدار ویژه( برحسب افزایش تعداد المان )الف(4شکل 
 .شونده

Convergence rate of buckling load (the first eigenvalue) versus the number of elements, (a) uniform beam, (b)  :.4Fig. 
tapered beam. 
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منظور، تأثیر تغییرات هم زمان پارامتر تغییر ارتفاع جان )
به  تا 18   16 در شکل های  جانبی  کمانش  بار  بر  آلومینیوم  حجمی 

 

 
رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و چینش الیاف در هر دو بال و جان نیم( برحسب زاویه crq: تغییرات بار کمانش جانبی )13شکل 

   سه ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال بالا
Fig. 13. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web and both flanges: effect of metal 

volume fraction, for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the top flange. 
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تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال بالا 

Fig. 13. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web and both flanges: effect of metal vol-
ume fraction, for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the top flange
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ترتیب برای بارگذاری روی بال بالا، مرکز سطح و بال پایین ارائه شده 
است. لازم به ذکر است که MVF=0 به معنی عدم حضور لایه های 
فلزی در ساخت دیواره های نیم رخ تیر است و MVF=1 بیانگر حالتی 

است که مقطع I شکل کاملًا از جنس آلومینیوم می باشد.
بررسی نمودارهای ترسیم شده نشان می دهد که تغییرات درصد 
حجمی فلز، پارامتر تغییر ابعاد نیم رخ تیر و محل اعمال بار گسترده یکنواخت 
بر رفتار کمانشی عضو جدار نازک کامپوزیت لایه ای فلز-الیاف بسیار اثرگذار 
پایدارترین  مدنظر  بارگذاری  حالت  سه  بین  از  طوریکه  به  هستند. 
وضعیت مربوط به شرایطی است که بار گسترده به بال پایین مقطع 
وارد می شود. زیرا در این شرایط لنگر پیچشی ثانویه مقاوم در حین 
کمانش به وجود می آید که در جهت افزایش ظرفیت مقطع است. به 
عبارت دیگر، در شرایطی که بار گسترده به بال بالای نیم رخ اعمال 

می شود، به دلیل ایجاد لنگر پیچشی محرک، مقدار بار کمانشی نسبت 
به حالت بارگذاری بر روی مرکز سطح و بال پایین کاهش پیدا کرده 
 است. شکل های 17 و 18 به ترتیب مربوط به بارگذاری روی مرکز 
کاهش ضریب  که  می دهند  نشان  انتظار  مطابق  پایین،  بال  و  سطح 
هندسی  خصوصیات  شدن  کم  علت  به   )
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ها در چندین مرحله، افزایش شود. به منظور رسیدن به یک مدل مطلوب و همگرا شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد المان 
( تحت بار  =4/0( و باریک شونده )=1با مقطع ثابت )  ایزوتروپوند همگرایی اولین مقدار ویژه تیر جدار نازک  ر  4یابد. در شکل  می

که از شکل نمایان است با افزایش تعداد   طورهمانقرار گرفته است.    مطالعه  موردها  با افزایش تعداد مش  بال بالا گسترده یکنواخت بر  
 . دهدبندی شده را نمایش میهر دو مدل المان 5اند. شکل ، مقادیر بار کمانش جانبی همگرا شده4000ها به بیش از المان 
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( جان  شوندگی  باریک 
مقطع و یا همان ارتفاع جان مستقلًا باعث افزایش ناپایداری می شود. 
اما در شرایطی که بار به بال بالا وارد شده، عکس این روند مشاهده 
می شود که این امر ناشی از کاهش لنگر پیچشی ثانویه است. همچنین 
مشخص است که ظرفیت پایداری جانبی برای تمامی مقادیر ضریب 
تغییر ارتفاع جان و نقطه اثر بارگذاری در تیر هیبرید کامپوزیت-فلز 
ده لایه از جنس گلار با افزایش درصد حجمی فلز آلومینیوم به صورت 
قابل توجهی افزایش می یابد. به طور مثال، در شرایطی که بار گسترده 

 

 
رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و ( برحسب زاویه چینش الیاف در هر دو بال و جان نیمcrq: تغییرات بار کمانش جانبی )14شکل 

 سه ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: مرکز سطح
Fig. 14. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web and both flanges: effect of metal 

volume fraction, for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the centroid. 
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Fig. 14. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web and both flanges: effect of metal vol-
ume fraction, for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the centroid
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با مرکز سطح وارد شده و با افزایش درصد حجمی فلز از 0 به 20، 
مقدار بار کمانش جانبی برای تمامی مقادیر ضریب باریک شوندگی )

( به طور متوسط 27% افزایش می یابد. اما درخصوص کرال عکس 
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بار  مقدار  فلز  حجمی  کسر  افزایش  با  و  می شود  مشاهده  روند  این 
بحرانی کاهش می یابد. به طوری که با افزایش کسر حجمی آلومینیوم 
از 0 به 0/2 و تحت بار بر مرکز سطح، میزان بار کمانشی حدود 10 

درصد )به صورت میانگین( کاهش می یابد.
همچنین با توجه به نمودارهای اشکال 16 تا 18 مشاهده می شود 
بیشتری  جانبی  پایداری  کربن-اپوکسی  از جنس  مقاطع  که همواره 
دارند. البته براساس خصوصیات مکانیکی شیشه و کربن /اپوکسی این 
نتیجه مورد انتظار نیز است. با توجه به این شکل ها می توان مجدداً 
نتیجه گیری نمود که تغییر دو پارامتر کسر حجمی فلز و ضریب باریک 

شوندگی جان تأثیر قابل توجهی بر مقاومت پایداری جانبی عضو طره 
دارند. همان گونه که قابل مشاهده است درصد حجمی فلز در مقایسه 
بیشتری  با شدت  را  جانبی  کمانش  بار  نیم رخ،  ارتفاع جان  تغییر  با 

تغییر می دهد.

5- نتیجه گیری
در این تحقیق به کمک روش مربعات دیفرانسیلی یک حل عددی 
برای تحلیل پایداری جانبی-پیچشی تیر ماهیچه ای با مقطع جدار-

نازک باز متقارن ساخته  شده از کامپوزیت چندلایه الیاف-فلز تحت 
بار عرضی ارائه گردید. در ابتدا، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم بر 
پایداری ارتجاعی که شامل دو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار وابسته 
به مؤلفه تغییر مکان جانبی و پیچشی است، بر اساس تئوری کلاسیک 

 
 

 

 

 
رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و ( برحسب زاویه چینش الیاف در هر دو بال و جان نیمcrq: تغییرات بار کمانش جانبی )15شکل 

 سه ضریب متفاوت تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال پایین
Fig. 15. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web and both flanges: effect of metal 

volume fraction, for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange. 
 

  

شکل 15. تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب زاویه چینش الیاف در هر دو بال و جان نیم رخ برای کسر حجمی مختلف آلومینیوم و سه ضریب متفاوت 
تغییر ارتفاع جان، محل اعمال بار گسترده: بال پایین

Fig. 15. Variation of the lateral buckling load versus lamina orientation of the web and both flanges: effect of metal vol-
ume fraction, for different tapering ratios, and for a transverse load applied at the bottom flange
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، محل اعمال بار  برای دو مقطع کرال و گلر ( برحسب کسر حجمی فلز و ضریب باریک شوندگی جانcrq: تغییرات بار کمانش جانبی )16شکل 

 گسترده: بال بالا 
Fig. 16. Variation of the lateral buckling load with respect to the metal volume fraction and web tapering for GLARE 

and CARALL sections: transverse load applied at the top flange. 
 

  

 

 
، محل اعمال بار  برای دو مقطع کرال و گلر ( برحسب کسر حجمی فلز و ضریب باریک شوندگی جانcrq: تغییرات بار کمانش جانبی )17شکل 

 گسترده: مرکز سطح 
Fig. 17. Variation of the lateral buckling load with respect to the metal volume fraction and web tapering for GLARE 

and CARALL sections: transverse load applied at the centroid. 
 

  

شکل 16. تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب کسر حجمی فلز و ضریب باریک شوندگی جان برای دو مقطع کرال و گلر، محل اعمال بار گسترده: بال بالا 
Fig. 16. Variation of the lateral buckling load with respect to the metal volume fraction and web tapering for GLARE and 

CARALL sections: transverse load applied at the top flange

شکل 17- تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب کسر حجمی فلز و ضریب باریک شوندگی جان برای دو مقطع کرال و گلر، محل اعمال بار گسترده: مرکز 
سطح

Fig. 17. Variation of the lateral buckling load with respect to the metal volume fraction and web tapering for GLARE and 
CARALL sections: transverse load applied at the centroid
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لایه ای و مدل ولاسو برای مقاطع جدار نازک استخراج گردید. سپس 
با استفاده از یک رابطه کمکی دستگاه معادلات پایداری به یک معادله 
دیفرانسیل مستقل مرتبه چهار برحسب زاویه پیچش تبدیل و مقدار 
به دست  دیفرانسیلی  مربعات  از روش  استفاده  با  بار کمانش جانبی 
آمد. نتایج حاصل از این پژوهش را می توان به صورت زیر جمع بندی 

نمود:
- همانطور که مشاهده شد، روش عددی مربعات دیفرانسیل علاوه 
بر همگرا بودن از دقت خوبی در تعیین بار کمانش جانبی تیر جدار 

نازک با مقطع متغیر برخوردار است.
- پارامترهایی مانند تغییر ارتفاع جان، محل اثر بار عرضی، کسر 
حجمی فلز، جنس الیاف و زاویه چیدمان الیاف در لایه های کامپوزیتی 

از عوامل تأثیرگذار بر پایداری جانبی هستند.
جان  در  الیاف  چیدمان  زاویه  افزایش  با  کمانشی  بار  مقادیر   -
لایه های  سازنده  الیاف  زاویه  افزایش  با  اما  دارد،  اندکی  تغییرات 

کامپوزیتی هر دو بال تغییرات قابل توجهی را نشان می دهد.
زاویه  افزایش  با  دادند که ظرفیت کمانش جانبی  نشان  نتایج   -

چیدمان الیاف سازنده بال به صورت قابل توجهی کاهش می یابد. به 
با  تا 60 درجه ظرفیت کمانشی  بازه 0  افزایش زاویه در  با  طوریکه، 

شدت بیشتری نسبت به بازه 60 تا 90 درجه کاهش می یابد.
می گردد  وارد  نیم رخ  بالای  بال  به  عرضی  بار  که  شرایطی  در   -
زمان کمانش جانی-پیچشی،  پبچشی محرک در  لنگر  ایجاد  به علت 
ظرفیت  در  بیشتری  تأثیر  تیر  جان  کامپوزیتی  لایه های  الیاف  زاویه 

پایداری جانبی دارند.
- پایداری جانبی حداکثر زمانی به دست می آید که چیدمان لایه ها 
الیاف  و  باشد  درجه  صفر  و  جهته   تک  صورت  به  بال  دو  هر  برای 
تشکیل دهنده جان با زاویه 45 درجه میان دو ورق فلزی قرار گیرند.

- با مشاهده نتایج به دست آمده می توان دریافت نمود که پایدارترین 
وضعیت در مقابل کمانش جانبی برای تمامی حالت های تحلیل شده با 
اعمال بار گسترده به بال پایین ایجاد می شود و ناپایدارترین شرایط در 

حالتی که بار عرضی به بال بالا وارد می شود، رخ می دهد.
لایه ای  مقطع  صورتیکه  در  دادند  نشان  آمده  دست  به  نتایج   -
الیاف-فلز از شیشه-اپوکسی ساخته شده باشد با افزایش کسر حجمی 

 

 
، محل اعمال بار  برای دو مقطع کرال و گلر ( برحسب کسر حجمی فلز و ضریب باریک شوندگی جانcrqجانبی ): تغییرات بار کمانش 18شکل 

 گسترده: بال پایین
Fig. 18. Variation of the lateral buckling load with respect to the metal volume fraction and web tapering for GLARE 

and CARALL sections: transverse load applied at the bottom flange. 
 

شکل 18. تغییرات بار کمانش جانبی )qcr( برحسب کسر حجمی فلز و ضریب باریک شوندگی جان برای دو مقطع کرال و گلر، محل اعمال بار گسترده: بال 
پایین

Fig. 18. Variation of the lateral buckling load with respect to the metal volume fraction and web tapering for GLARE and 
CARALL sections: transverse load applied at the bottom flange
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فلز پایداری جانبی به صورت قابل توجهی افزایش می یابد. در حالیکه 
عکس این روند در خصوص مقطع از جنس کربن-اپوکسی مشاهده 

می شود.
- همچنین ثابت شد که تغییرات درصد حجمی فلز در مقایسه 
با کاهش ارتفاع جان نیم رخ، بار کمانش جانبی را با شدت بیشتری 

تغییر می دهد.
مقاطع  همواره  که  شد  مشاهده  شده  ارائه  نتایج  به  توجه  با   -
آلومینیوم متفاوت  با کسر حجمی  کامپوزیت هیبرید کربن-اپوکسی 

پایداری جانبی بیشتری نسبت به مقطع شیشه-اپوکسی دارند. 

مراجع
[1] M. Sadighi, R. C. Alderliesten, & R Benedictus, Impact 

resistance of fiber-metal laminates: A review. International 

Journal of Impact Engineering, 49(2012) 77-90. 

[2] G. Wu, & J. M. Yang, The mechanical behavior of GLARE 

laminates for aircraft structures. Jom, 57(1) (2005) 72-79.

[3] H.W. Nam, W.Hwang, Stacking Sequence Design of Fiber 

– Metal Laminate for Maximum Strength, Journal of 

Composite Materials, 35(18) (2001) 1654-1683.

[4] J. Lee, S. E. Kim, & K. Hong, Lateral buckling of I-section 

composite beams. Engineering Structures, 24(7) (2002) 

955-964.

[5] J. Lee, S. E. Kim, Free vibration of thin-walled composite 

beams with I-shaped cross-sections. Composite structures, 

55(2) (2002) 205-215.

[6] J. Lee, Flexural analysis of thin-walled composite beams 

using shear-deformable beam theory. Composite 

Structures, 70(2) (2005) 212-222.

[7] T. P.Vo, J. Lee, Flexural–torsional buckling of thin-walled 

composite box beams. Thin-walled structures, 45(9) 

(2007) 790-798.

[8] V. K. Goyala, R. K. Kapania. Dynamic stability of laminated 

beams subjected to non-conservative loading. ThinWalled 

Structures, 46 (2008) 1359-1369. 

[9] G. N. Nurick, G. S. Langdon, Y.Chi, N. Jacob, Behaviour 

of sandwich panels subjected to intense air blast–Part 1: 

Experiments. Composite Structures, 91(4) (2009) 433-

441.

[10] D. Karagiozova, G. N. Nurick, G. S. Langdon, Behaviour 

of sandwich panels subject to intense air blasts–Part 2: 

Numerical simulation. Composite structures, 91(4) (2009) 

442-450.

[11] A. Mozaffari, H. Jafari, Investigation of the Effective 

Parameters on Buckling Load of FML Cylindrical Panel 

Using FSDT Shells Theory, (2010).

[12] S.B. Beheshti-Aval, M. Lezgy-Nazargah, A coupled 

refined high-order global– local theory and finite element 

model for static electromechanical response of smart 

multilayered/ sandwich beams, Archive of Applied 

Mechanic, 82 (2012) 1709-1752. 

[13] M. Lezgy-Nazargah, S.B. Beheshti-Aval, Coupled refined 

layerwise theory for dynamic free and forced responses of 

piezoelectric laminated composite and sandwich beams, 

Meccanica, 48(6) (2013) 1479–1500.

[14] M. Lezgy-Nazargah, Efficient coupled refined finite 

element for dynamic analysis of sandwich beams 

containing embedded shear-mode piezoelectric layers, 

Mechanics of Advanced Materials and Structures, 23(3) 

(2016) 337-352.

[15] M. Lezgy-Nazargah, A generalized layered global-local 

beam theory for elasto-plastic analysis of thin-walled 

members, Thin-Walled Structures, 115 (2017) 48-57.

[16] B. Asgarian, M.  Soltani, F. Mohri, Lateral-torsional 

buckling of tapered thin-walled beams with arbitrary 

cross-sections. Thin-walled structures, 62 (2013) 96-108.

[17] N. I. Kim, J. Lee. Divergence and flutter behavior of 

Beck’s type of laminated box beam. International Journal 

of Mechanical Sciences. 84 (2014) 91-101.

[18] M. M. Abadi, A. R. Daneshmehr, An investigation of 

modified couple stress theory in buckling analysis of micro 

composite laminated Euler–Bernoulli and Timoshenko 

beams. International Journal of Engineering Science, 75 

(2014) 40-53.

[19] K. MalekzadehFard, M.Gholami, F. Reshadi, M. Livani, 

Free vibration and buckling analyses of cylindrical 

sandwich panel with magneto rheological fluid layer, 

Journal of Sandwich Structures and Materials, 20 (6) 

(2015) 1-27.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 10، سال 1400، صفحه 5239 تا 5268

5266

[20] T-T. Nguyen, N-I. Kim, J. Lee, Free vibration of 

thin-walled functionally graded open-section beams, 

Composite structures, 95 (2016) 105-116.

[21] T-T. Nguyen, N-I. Kim, J. Lee, Analysis of thin-walled 

open section beams with functionally graded materials, 

Composite structures, 138 (2016) 75-83.

[22] T-T. Nguyen, P.T. Thang, J. Lee, Lateral buckling analysis 

thin-walled functionally graded beams,” Composite 

structures, 160 (2017) 952-963.

[23] T-T. Nguyen, P.T. Thang, J. Lee, Flexural-torsional 

stability of thin-walled functionally graded open-section 

beams, Thin walled structures, 110 (2017) 88-96.

[24] H. Ravishankar, R. Rengarajan, K. Devarajan, B. Kaimal, 

Free vibration bahaviour of fiber metal laminates, hybrid 

composites, and functionally graded beams using finite 

element analysis. International Journal of Acoustics and 

Vibration, 21(4) (2016) 418-428.

[25] A. M. M. Bidgoli1a, M. Heidari-Rarani, Axial buckling 

response of fiber metal laminate circular cylindrical shells. 

Structural Engineering and Mechanics, 57(1) (2016) 45-

63. 

[26] A. L. Araújo, V. S. Carvalho, C. M. Soares, J. Belinha, A. 

J. M.  Ferreira, Vibration analysis of laminated soft core 

sandwich plates with piezoelectric sensors and actuators. 

Composite Structures, 151(2016) 91-98.

[27] R. J.Mania, Z.  Kolakowski, J. Bienias, P. Jakubczak, & K.  

Majerski, Comparative study of FML profiles buckling and 

postbuckling behaviour under axial loading. Composite 

Structures, 134(2015)216-225.

[28] D. Banat, Z.  Kolakowski, R.J. Mania, Investigations of 

FML profile buckling and post-buckling behaviour under 

axial compression. Thin-Walled Structures, 107(2016)335-

344.

[29] D. Banat, R.J. Mania, Failure assessment of thin-

walled FML profiles during buckling and post buckling 

response. Composites Part B: Engineering, 112(2017)278-

289. 

[30] D.  Banat, R.J. Mania, Progressive failure analysis of thin-

walled Fiber Metal Laminate columns subjected to axial 

compression. Thin-Walled Structures, 122 (2018)52-63.

[31] D. Banat, & R. J.  Mania, Stability and strength analysis of 

thin-walled GLARE composite profiles subjected to axial 

loading. Composite Structures, 212(2019) 338-345.

[32] M. Arefi, A. M. Zenkour, Nonlocal electro-thermo-

mechanical analysis of a sandwich nanoplate containing a 

Kelvin–Voigt viscoelastic nanoplate and two piezoelectric 

layers. Acta Mechanica, 228(2) (2017) 475-493.

[33] M. Arefi, A. M. Zenkour, Vibration and bending analysis of 

a sandwich microbeam with two integrated piezo-magnetic 

face-sheets. Composite Structures, 159 (2017) 479-490

[34] H. Alidoost, J. Rezaeepazhand. Instability of a delaminated 

composite beam subjected to a concentrated follower 

force. Thin-Walled Structures. 120 (2017) 191-202.

[35] F.  Taheri-Behrooz, M.  Omidi, and M.M. Shokrieh, 

Experimental and numerical investigation of buckling 

behavior of composite cylinders with cutout. Thin-Walled 

Structures, 116(2017)136-144.

[36] F. Taheri-Behrooz, M. Omidi, Buckling of axially 

compressed composite cylinders with geometric 

imperfections.  Steel and Composite Structures,  29(4) 

(2018) 557-567.

[37] H. Ahmadi, H. A. Rasheed, Lateral torsional buckling 

of anisotropic laminated thin-walled simply supported 

beams subjected to mid-span concentrated load. 

Composite Structures, 185(2018) 348-361.

[38] M. Mohandes, A. R. Ghasemi, M. Irani-Rahagi, K. Torabi, 

F. Taheri-Behrooz, Development of beam modal function 

for free vibration analysis of FML circular cylindrical 

shells. Journal of Vibration and Control, 24(14) (2018) 

3026-3035. 

[39] A. R. Ghasemi, M. Mohandes, Comparison between the 

frequencies of FML and composite cylindrical shells using 

beam modal function model. Journal of Computational 

Applied Mechanics, 50(2) (2019) 239-245.

[40] A. Asadi, A. H. Sheikh, O. T. Thomsen, Buckling 

behaviour of thin-walled laminated composite beams 

having open and closed sections subjected to axial and 

end moment loading. Thin-Walled Structures, 141(2019) 

85-96.

[41] H. Aghamohammadi, R. Eslami-Farsani, Improvement 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 10، سال 1400، صفحه 5239 تا 5268

5267

چگونه به این مقاله ارجاع دهیم
M. Soltani, A. Soltani, Lateral Stability Analysis Of Thin-Walled Fiber-Metal 
Laminate Beam With Varying Cross-Section By Considering Nonlinear Strains, 
Amirkabir J. Mech Eng., 53(10) (2022) 5239-5268.
DOI: 10.22060/mej.2021.19700.7093

in the flexural properties of basalt fibers/epoxyaluminum 

laminate composites using multi-walled carbon 

nanotubes, Amirkabir Journal of Mechanical Engineering 

, 51(3) (2019) 81-90, (In Persian).

[42] H. Aghamohammadi, R. Eslami-Farsani, A. Tcharkhtchi, 

The effect of multi-walled carbon nanotubes on the 

mechanical behavior of basalt fibers metal laminates: an 

experimental study. International Journal of Adhesion 

and Adhesives, 98 (2020) 102538.

[43] M. Soltani, Flexural-torsional stability of sandwich 

tapered I-beams with a functionally graded porous 

core. International Journal of Numerical Methods in Civil 

Engineering, 4(3) (2020)8-20.

[44] M. Soltani, B. Asgarian, F. Mohri, Improved finite 

element formulation for lateral stability analysis of axially 

functionally graded non-prismatic I-beams, International 

Journal of Structural Stability and dynamics, 19(9) (2019) 

1950108.

[45] M. Soltani, B. Asgarian, Lateral-torsional stability 

analysis of a simply supported axially functionally graded 

beam with a tapered I-section, Mechanics of Composite 

Materials, (2020) 1-16.

[46] V.Z. Vlasov, Thin-Walled Elastic Beams, Israel Program for 

Scientific Translations, Jerusalem, (1961).

[47] C.W. Bert, M. Malik, Differential quadrature method in 

computational mechanics, a review, Applied Mechanics 

Reviews (1996),49: 1-28. 

[48] Shu C. Differential Quadrature and Its Application in 

Engineering. Sprimger; (2000).

[49] Z. Zong, & Y. Zhang, Advanced differential quadrature 

methods. CRC press (2009). 

[50] Long, A.C. ed.,  Composites forming technologies. 

Elsevier (2014).

[51] A. Vlot, L. B.Vogelesang, &T. J. De Vries, Towards 

application of fibre metal laminates in large aircraft. 

Aircraft Engineering and Aerospace Technology, (1999).

[52] M. Soltani, F. Atoufi, F. Mohri, R. Dimitri, & F. Tornabene, 

Nonlocal elasticity theory for lateral stability analysis 

of tapered thin-walled nanobeams with axially varying 

materials. Thin-Walled Structures, 159(2021) 107268.

[53] ANSYS, Version 5.4, Swanson Analysis System, Inc, 

(2007)



ى است
 عمداً خال

حه
صف

این 


	Blank Page - FA.pdf
	_GoBack




