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خلاصه: تاكنون مدلسازی و تحلیل آيروالاستیك بال جعبه ای يا به صورت دوبعدی انجام گرفته و يا با صرف زمان و هزينه 
زياد در نرم افزارهای تخصصی صورت گرفته است. در اين مقاله سعی شده تا با استفاده از يك روش نیمه تحلیلی، رفتار 
آيروالاستیك يك نمونه بال جعبه اي سه بعدی مدلسازي و تحلیل گردد. به منظور مدلسازی اثر بالچه از دو فنر طولي و 
پیچشي كه انتهاي آنها بر روي محور الاستیك بال ها قرار گرفته، استفاده شده است. استخراج معادلات حركت و مدلسازی 
نیروهای آيرودينامیكي به ترتیب با استفاده از اصل هامیلتون و مدل ناپاياي واگنر انجام شده است. جهت تبديل معادلات 
حاكم ديفرانسیل پاره اي-انتگرالي به يك مجموعه معادله ديفرانسیل معمولي، از تكنیك های رياضي و روش مودهاي فرضي 
بهره برده شده است. اعتبارسنجي حل معادلات با مقايسه نتايج حل عددي و نتايج خروجي از نرم افزار نسترن انجام شده 
است. اثرات تغییر پارامترهای طراحی نظیر زاويه عقبگرد، میزان صلبیت بالچه و طول وتر بال ها بر فلاتر بال مورد بررسي 
قرار گرفته است. نتايج نشان مي دهد كه افزايش همزمان زاويه عقبگرد در بال جلو و عقب باعث افزايش پايداری سیستم 
می شود. همچنین افزايش سفتی پیچشی بالچه موجب افزايش سرعت فلاتر می شود در حالی كه افزايش سفتی طولی آن 

باعث كاهش سرعت فلاتر می گردد. 
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1- مقدمه
بال جعبه اي یکي از انواع بال هاي غیرصفحه ای و خلاقانه محسوب 
می شود که طراحان به منظور کاهش هزینه هاي پرواز، توجه ویژه اي 
بال هاي جعبه اي توسط  اولیه در خصوص  به آن داشته اند. مطالعات 
پرانتل در سال 1918 انجام شد. وي این نوع بال را به عنوان بهترین 
ساختار جهت کاهش دراگ القایي معرفي نمود. کاهش ضریب دراگ 
ابعاد  کاهش  نظیر  دیگر  ویژگی های  برخی  ایجاد  عامل  خود  القایي 
ابعاد هندسي  هندسي بال و کاهش مصرف سوخت می شود. کاهش 
مسافر  تعداد  با  هواپیماهای  برخاست  و  نشست  اجازه  می تواند  بال 
بیشتر را در باند فرودگاه هاي کوچک فراهم نموده و مشکلات ترافیکی 

این فرودگاه ها را به میزان قابل توجه ای کاهش دهد. 
بال هاي  پیرامون  زیادي  محققان  اخیر،  سالهاي  در  این رو  از 

جعبه اي مطالعه نموده اند که این مطالعات منجر به معرفی و طراحی 
ساختارهاي مختلف شده است. عمده این تحقیقات در راستاي طراحي 
مفهمومي و طراحي پایه این نوع بال ها انجام شده است ]1[. از جمله 
تحقیقات جامعي که در سالهای اخیر در خصوص طراحي بال جعبه اي 
انجام شده است، مي توان به مطالعات فردیاني و همکاران1 ]2[ اشاره 
نمود. این مطالعات عمدتاً به منظور امکان سنجی و پیاده سازی برخی 
ایده های نو در بال های جعبه ای صورت گرفته است. به عنوان نمونه 
می توان به طراحی بال جعبه ای با استفاده از آلیاژهای بسیار سبک و 
بهینه سازی آن اشاره نمود. آن ها در تحقیقات خود به معرفی برخی 
کاربردهای ممکن جهت استفاده از بال های جعبه ای در هواپیماهای 
غیرنظامی و مسائل زیست محیطي آن پرداخته اند. در زمینه روش های 
واقعی،  مدل های  با  آنها  مقایسه  و  جعبه ای  بال هاي  وزن  تخمین 

1   Frediani et al.
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مطالعه ای توسط آجاج1 و همکاران ]3[ انجام گرفته است. دماسی و 
همکاران2 ]4[ در مطالعه خود به تحلیل و بررسی اثر برهمکنش تغییر 
شکل خمشی و پیچشی بال های جلو و عقب بر رفتار پسا بحرانی بال 
جعبه ای پرداخته اند. تعیین اثر اندازه و الزامات موجود بر بهینه سازی 
 ]5[ پرِِز  و  جانسن  توسط  جعبه ای  بال  مختلف  ساختارهای  طراحی 
مورد مطالعه قرار گرفته است. نتایج این تحقیق نشان داد که عوامل 
جعبه ای  بال های  طراحی  بر  ملاحظه ای  قابل  اثر  می توانند  شده  یاد 
داشته باشد. یکي از طرح های کامل بال جعبه اي توسط شیکتانز3 ]6[ 
ارائه شده است. این نوع بال جعبه اي جهت استفاده بر روي هواپیما 
مسافربري با ظرفیت 250 سرنشین طراحي شده و هندسه و ابعاد این 
بال جعبه اي مشابه بال هواپیماي ایرباس 320 )به عنوان نمونه مرجع( 
طراحی شده است. او در تحقیق خود موارد متنوعي نظیر توزیع نیروي 
لیفت، زاویه عقبگرد در بال هاي جلو و عقب، تخمین جرم بال ها، اثر 
نیروهاي برشي و ممان خمشي در انواع اتصالات در سازه بال، سطوح 
کنترلي روي بال ها، محل قرارگیري موتور هواپیما روي بال جعبه اي، 
ارابه فرود هواپیما  پایداري طولي استاتیکي و  کارایي آیرودینامیکي، 
را مورد بررسي قرار داد. اسکاردائونی و همکاران4 ]7[ اخیراً طراحی 
یک بال جعبه ای سبک را با استفاده از برنامه نویسی غیرخطی مقید5 
از یک رویکرد  با استفاده  این مطالعه، روش مزبور  انجام داده اند. در 
بهینه سازی چندگانه صورت گرفته و میزان کارایی آن نیز بر روی بال 
این محققین اظهار  جعبه ای پرانتل نشان داده شده است. همچنین 
نموده اند که استراتژی فوق به آسانی قابلیت پیاده سازی بر روی بال 

هواپیماهای متداول نیز می باشد.
به واسطه اهمیت فراوان و اثر پدیده هاي آیروالاستیک بر طراحي 
آیروالاستیسیته  خصوص  در  تحقیقاتي  اخیر  سالهاي  در  بال ها، 
بال های جعبه ای توسط محققان انجام گرفته که عمده این تحقیقات 
انجام شده است  توسط نرم افزارهاي تخصصي نظیر نرم افزار نسترن6 
از  مدلهایي  ساخت  در خصوص  نیز  موثري  مطالعات  همچنین   .]8[
تجربي  آیروالاستیک  آزمایشات  انجام  هدف  با  غیرصفحه اي  بال هاي 
تحلیل   ]10[ همکاران7  و  بمُباردیرِي   .]9[ است  پذیرفته  صورت 

1   Ajaj et al.
2   Demasi et al.
3   Schiktanz
4   Scardaoni et al.
5   Constrained non-linear programming problem (CNLPP)
6   MSC NASTRAN
7   Bombardieri et al.

آیروالاستیسیته خطی بال های پرانتل )به عنوان یک زیر مجموعه از 
بال هاي غیرصفحه اي( را ارائه کرده اند. آن ها جهت تحلیل فلاتر بال از 
نرم افزار نسترن استفاده نموده و خواص فیزیکی و هندسی آن را در 
نرم افزار با استفاده از المانهای یک بعدی و اجرام متمرکز پیاده سازی 
کرده اند. دورهام و ریکتز8 ]11[ در یافته هاي خود مشاهده کردند که 
ساختار خاصي از بال جعبه اي مي تواند سرعت فلاتر بالاتري نسبت به 
ساختارهایي با نسبت منظری بالا داشته باشد و آنها این ادعاي خود 
را با استفاده از نتایج تونل باد اثبات نمودند. لي9 ]12[ با استفاده از 
آیرودینامیکی  سازه ای-  طراحی  خودکار10،  بهینه سازی  سیستم  یک 
قیدهای  اثرات  خود  تحقیق  در  او  داد.  انجام  را  جعبه ای  بال  یک 
آیزوتروپیک  و  کامپوزیت  جعبه ای  بال  جرم  روی  بر  آیروالاستیک 
وان آکِن11 ]13[  داد.  قرار  بررسی  مورد  این سیستم  از  استفاده  با  را 
تأخیر  به  جهت  فعال  کنترلي  سیستم  یک  از  استفاده  امکان سنجي 
انداختن پدیده فلاتر را بررسي نمود و تحلیل فلاتر وي نشان داد که 
کنترل فعال مي تواند مرز فلاتر یک بال جعبه اي با یک موتور ملخي12 
را گسترش دهد. کاوالارو و همکاران13 ]14[ تحلیل رفتار بال جعبه ای 
در زمان وقوع فلاتر و پس از آن را برای یک هواپیما پرانتل با قابلیت 
ظرفیت 250 مسافر را با استفاده از نرم افزار نسترن انجام دادند. جهت 
انجام آنالیز فوق، مدل سازه ای استفاده شده در نرم افزار بوسیله یک 
سری المان های یک بعدی و اجرام متمرکز قرار گرفته در وسط و دو 
انتهای المان ها مدلسازی شده است. نتایج این تحقیق نشان داد که 
مطالعه حاضر یک گام ابتدایی جهت آنالیز جامع پرواز آزاد بال پرانتل 
محسوب می شود. فاضل زاده و همکاران ]15[ بال جعبه ای دو بعدی 
را مدلسازی نموده و مشخصه های فلاتر آن را مورد بررسی قرار دادند. 
انها خاصیت الاستیک خمشی و پیچشی هر بال را با استفاده از دو 
فنر خطی طولی و پیچشی، و همچنین اتصال بالچه را نیز با استفاده 
از یک فنر خطی طولی مدلسازی نمودند. آن ها اثر پارامترهای طراحی 
نظیر صلبیت خمشی بال، نسبت طول بال جلویی به بال عقب، ارتفاع 
بررسی  بال جعبه ای  بر فلاتر  را  ایرفویل  وتر  پروازی هواپیما و طول 
فعال  کنترل  جهت  تکنیک  یک   ]16[ همکاران14  و  ساکتی  کردند. 

8  Durham and Ricketts
9  Lee
10  Automated STRuctural Optimization System (ASTROS) 
11  Van Aken
12  Tilt-rotor whirl
13  Cavallaro et al.
14  Sacchetti et al.
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فلاتر بال پرانتل را معرفی نمودند. تحلیل فلاتر مدل المان محدود بال 
با استفاده از آنالیز مودال )جهت استخراج فرکانس های طبیعی بال( 
انجام  آیرودینامیکی(  بارهای  اعمال  )جهت  دابلت-لاتیس1  تئوری  و 
از سطوح  استفاده  با  بال جعبه ای  این تحقیق فلاتر  گرفته است. در 
کنترلی قرار گرفته روی بال جلو کنترل شده و یک الگوریتم کنترل 
بهینه نیز ارائه شده است. علاوه بر مطالعاتی که بدان اشاره شد در سال 
ارگان ها3 شروع  از  پارسیفال2 توسط برخی  با عنوان  2020 پروژه ای 
استاتیکي  آیروالاستیک  پدیده هاي  بررسی  آن  هدف  که  است  شده 
از  تحقیقی  تازگی  به   .]17[ می باشد  جعبه اي  بال هاي  دینامیکي  و 
بمباردیري و همکاران ]18[ ارائه شده است که در آن بررسی پاسخ 
یک  عنوان  به  پرانتل  هواپیما  پرواز  دینامیک  و  آیروالاستیک  کوپل 
جهت  آن ها  است.  شده  معرفی  ساختارها  نوع  این  در  جدید  چالش 
اعمال نیروهای آیرودینامیکی از یک روش دابلت-لاتیس ارتقا یافته 
در نرم افزار نسترن استفاده نموده اند؛ زیرا در این روش، ترم هایی که 
عموماً در فرمولاسیون کلاسیک صرفه نظر می شوند در محاسبات در 

نظر گرفته می شود.
همانطور که در مرور کارهاي گذشته دیده شد، تاکنون فعالیتي 
جعبه ای  بال های  آیروالاستیک  سازي  شبیه  و  مدلسازي  مورد  در 
هندسي،  پیچیدگي  به  توجه  با  و  است  نپذیرفته  صورت  بعدي  سه 
با  بال ها  از  دسته  این  آیروالاستیسیته  تحلیل  با  مرتبط  فعالیت هاي 
یا  و  تجاري  نرم افزارهاي  دوبعدي،  ساده  بسیار  مدل هاي  از  استفاده 
آزمایشات تونل باد انجام شده است. در این تحقیق، مدلسازي و تحلیل 
آیروالاستیک یک بال جعبه ای سه بعدي بطور کامل انجام شده است. 
جهت شبیه سازي از خصوصیات یکی از متداول ترین ساختارهای بال  
جعبه ای که بر پایه بال هواپیماي ایرباس 320 طراحی شده است و 
قرار  ایرباس  کمپانی  سازندگانی چون  توجه  مورد  اخیر  در سال های 
گرفته، استفاده شده است. از خصوصیات منحصر به فرد این تحقیق 
در مقایسه با پژوهش هاي پیشین مي توان به در نظر گرفتن مدل تیر 
اویلر- برنولي براي بال هاي عقب و جلو به جاي مدل دو بعدي مقطع 
لحاظ  و  هم  به  متصل  تیر  دو  بصورت  جعبه اي  بال  مدلسازي  بال، 
کردن سفتي خمشي و پیچشي بالچه متصل کننده بال عقب به جلو 

در مدلسازي و تحلیل آیروالاستیسیته اشاره نمود.

1  Doublet-Lattice
2  PARSIFAL
3  Community Research and Development Information Service 
(CORIDS), Innovation and Networks Executive Agency (INEA)

2- مدلسازي و استخراج معادلات حاكم
یک بال جعبه اي مي تواند ساختارهاي مختلفي داشته باشد و هر 
زوایاي  داراي  مي تواند  طراح  نظر  بنابر  عقب  و  جلو  بال هاي  از  یک 
نیز  بالچه  این،  بر  علاوه  باشد.  منفي  یا  مثبت  پایین گرد4  و  عقبگرد 
به نوبه خود مي تواند از دو قسمت بالایي و پاییني5 )با زاویه عمودي 
متصل  یکدیگر  به  وسط  نقطه  در  که  گردد  تشکیل  منفي(  و  مثبت 
پیچیدگي  به  فوق مي تواند  این مشخصه هاي  شده اند. وجود هر یک 
از  این مشخصه ها  مدلسازي و تحلیل فلاتر بال جعبه اي اضافه کند. 
دیدگاه آیروالاستیسیته حائز اهمیت بوده و ضروري است که میزان 
تأثیرگذاري آنها بر رفتار آیروالاستیک بال جعبه اي مورد مطالعه قرار 
گیرد. یکي از متداول ترین ساختارهاي بال جعبه اي که تاکنون نسبت 
به دیگر ساختارها توجه بیشتري بدان شده، مطابق شکل 1 مي باشد. 
به دلیل پیچیده بودن هندسه بال جعبه اي، در این تحقیق از چندین 
دستگاه مختصات واسط جهت استخراج معادلات حرکت استفاده شده 
مختصات  دستگاه هاي  این  بین  انتقال  از  استفاده  با  مي توان  است. 
واسط، رابطه میان آنها را که تابعي از زوایاي عقبگرد و زاویه پایین گرد 
آورد.  را بدست  بوده  بال  تغییر شکل خمشي و پیچشي  و همچنین 
شکل 1 نمایي از این دستگاه هاي مختصات واسط را میان بال جلو و 
عقب و همچنین دستگاه مختصات مرجع )که روي مرکز جرم بدنه 

هواپیما قرار دارد( به خوبي نشان مي دهد.
در شکل فوق زیرنویس هاي f ،0 و r به ترتیب مربوط به بدنه، بال 
 نیز به ترتیب 
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تواند داراي زواياي هاي جلو و عقب بنابر نظر طراح ميهر يك از بال  و   باشد  داشته  تواند ساختارهاي مختلفياي ميجعبه  بال  يك
)با زاويه عمودي   2از دو قسمت بالايي و پاييني   تواندبه نوبه خود مي  بالچه نيز  علاوه بر اين، .باشد   مثبت يا منفي   1گرد عقبگرد و پايين
تواند به پيچيدگي  هاي فوق ميهر يك اين مشخصه  وجود.  اندوسط به يكديگر متصل شدهنقطه  كه در    گرددتشكيل  مثبت و منفي(  

ميزان   ضروري است كهو    بودهاهميت    حائزآيروالاستيسيته  ها از ديدگاه  اي اضافه كند. اين مشخصه مدلسازي و تحليل فلاتر بال جعبه
اي كه تاكنون ترين ساختارهاي بال جعبهيكي از متداولمورد مطالعه قرار گيرد.    ايبر رفتار آيروالاستيك بال جعبه  تأثيرگذاري آنها 

 در اين تحقيق اي،  پيچيده بودن هندسه بال جعبه  دليلبه    .باشد مي  1شكل  نسبت به ديگر ساختارها توجه بيشتري بدان شده، مطابق  
هاي  توان با استفاده از انتقال بين اين دستگاه. ميشده استاز چندين دستگاه مختصات واسط جهت استخراج معادلات حركت استفاده  

بوده  و همچنين تغيير شكل خمشي و پيچشي بال    گردزاويه پايين  اسط، رابطه ميان آنها را كه تابعي از زواياي عقبگرد ومختصات و
هاي مختصات واسط را ميان بال جلو و عقب و همچنين دستگاه مختصات مرجع )كه نمايي از اين دستگاه  1بدست آورد. شكل    را

 دهد. به خوبي نشان ميروي مركز جرم بدنه هواپيما قرار دارد( 

 
 ای های مختصات واسط در مدلسازی بال جعبه: دستگاه1شكل 

Fig. 1. The intermediate coordinate systems in box-wing modeling 

  نيز به ترتيب   rΛو    C.G،  fبوده و پارامترهاي    جلو و بال عقببه ترتيب مربوط به بدنه، بال    rو    f،  0هاي  زيرنويس  در شكل فوق
 f(XYZ)  هاي مختصات واسطدستگاه  باشند.مي  rZو    fZمحورهاي  هاي جلو و عقب حول  زواياي عقبگرد بال  مركز ثقل بدنه هواپيما و 

بال  r(XYZ)  و ريشه  روي  قرار گرفته  ترتيب دستگاه مختصات  عقبگردبه  زاويه  بدون  عقب  و  و   هاي جلو  دستگاه مختصات    بوده 
( )XY Z fRهمچنين بردارهاي  نيز دستگاه مختصات اصلي بوده كه روي مركز جرم بدنه هواپيما قرار گرفته است.  0

→

rRو  0
→

به ترتيب   0
)زاويه رو به بالا   گردبالاباشند. با توجه به وجود زواياي عقبگرد و  هاي جلو و عقب به مركز جرم هواپيما ميبردارهاي اتصال ريشه بال

هاي  ، لازم است كه دستگاه(شودنشان داده مي  fΓو با نماد    كه در مطالعه حاضر فقط براي بال جلو تعريف شده   Yحول محور  
هاي  دستگاه  ،2هاي جلو و عقب قبل از تغيير شكل آنها تعريف نمود. در شكل  براي بال  الف-2مختصات واسط ديگري مطابق شكل  

با زاويه   ، قبل از تغيير شكل وهاي جلو و عقببه ترتيب دستگاه مختصات قرار گرفته روي بال  r(xyz)و    f(xyz)  مختصات واسط
 

1  Dihedral and sweep angles 
2  Upper and Lower winglet 

fΛ و   ،C.G جلو و بال عقب بوده و پارامترهای
بال های جلو و عقب حول  مرکز ثقل بدنه هواپیما و زوایای عقبگرد 
محورهای Zf و Zr می باشند. دستگاه هاي مختصات واسط f(XYZ) و 
r(XYZ) به ترتیب دستگاه مختصات قرار گرفته روي ریشه بال هاي 

 ( )XY Z 0 جلو و عقب بدون زاویه عقبگرد بوده و دستگاه مختصات 
نیز دستگاه مختصات اصلي بوده که روي مرکز جرم بدنه هواپیما قرار 
rR به ترتیب بردارهاي اتصال 

→

0 fR و
→

0 گرفته است. همچنین بردارهاي
ریشه بال هاي جلو و عقب به مرکز جرم هواپیما مي باشند. با توجه به 
وجود زوایاي عقبگرد و بالا گرد )زاویه رو به بالا حول محور Y که در 
 نشان داده 
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1  Dihedral and sweep angles 
2  Upper and Lower winglet 

مطالعه حاضر فقط برای بال جلو تعریف شده و با نماد 
می شود(، لازم است که دستگاه هاي مختصات واسط دیگري مطابق 
شکل 2-الف براي بال هاي جلو و عقب قبل از تغییر شکل آنها تعریف 

4   Dihedral and sweep angles
5   Upper and Lower winglet
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نمود. در شکل 2، دستگاه هاي مختصات واسط f(xyz) و r(xyz) به 
ترتیب دستگاه مختصات قرار گرفته روي بال هاي جلو و عقب، قبل از 
تغییر شکل و با زاویه عقبگرد و بالا گرد مي باشند. از آنجاییکه هر کدام 
از بال هاي جلو و عقب داراي تغییر شکل خمشي و پیچشي بوده لذا 
بایستي علاوه بر دستگاه هاي مختصات تعریف شده قبلي، دستگاه هاي 

دستگاه  دو  از  منظور  بدین  که  نمود  تعریف  نیز  دیگري  مختصات 
) که به ترتیب منطبق بر  )rx y z′ ′ ′ ) و  )fx y z′ ′ ′ مختصات دیگر 
سطح مقطع بال هاي جلو و عقب بعد از تغییر شکل بال بوده، استفاده 
مي گردد. لازم به ذکر است تغییر شکل هر کدام از بال ها در راستاي 
محورهاي y ، x و z به ترتیب با v ،u و w بیان مي شود. علاوه بر آن 

 
 

 اي هاي مختصات واسط در مدلسازي بال جعبه: دستگاه1شكل 
Fig. 1. The intermediate coordinate systems in box-wing modeling 

  

شكل 1. دستگاه هاي مختصات واسط در مدلسازي بال جعبه اي
Fig. 1. The intermediate coordinate systems in box-wing modeling

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 هاي جلو و عقب بعد از تغيير شكل  قبل از تغيير شكل )ب( نمايي از مقطع بال ايهاي مختصات بال جعبهدستگاه)الف(   :2شكل 
Fig. 2. (a) The coordinate systems of box-wing before deformation (b) A schematic of front and rear wings 

section after deformation 
 

 

  

شكل 2. )الف( دستگاه هاي مختصات بال جعبه اي قبل از تغيير شكل )ب( نمايي از مقطع بال هاي جلو و عقب بعد از تغيير شكل
Fig. 2. (a) The coordinate systems of box-wing before deformation (b) A schematic of front and rear wings section after 

deformation
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بال در راستاي محور  داراي یک پیچش نیز بوده که مطابق شکل 
2-ب، با θ نشان داده مي شود. جهت محاسبه تغییرات انرژي جنبشي 
بال هاي جلو و عقب لازم است که بردار یک نقطه دلخواه از بال ها را بر 
حسب مختصات بال مربوطه بیان نمود. از این رو بایستي ارتباط بین 
دستگاه هاي مختصات واسط را تعیین کرد. ارتباط مابین دستگاه هاي 
مختصات f(xyz) و r(xyz) با توجه به وجود زوایاي بالاگرد و عقبگرد 
( در بال های جلو و عقب قابل استخراج می باشد.  rΛ fΛ و   ،
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داراي تغيير شكل خمشي و پيچشي بوده لذا بايستي علاوه بر  هاي جلو و عقب  از آنجاييكه هر كدام از بال  باشند.مي  گردبالاو   عقبگرد
  دو دستگاه مختصات ديگر  كه بدين منظور از هاي مختصات ديگري نيز تعريف نمودهاي مختصات تعريف شده قبلي، دستگاهدستگاه

( )fx y z      و( )rx y z    گردد.استفاده مي،  بودهتغيير شكل بال    بعد ازهاي جلو و عقب  كه به ترتيب منطبق بر سطح مقطع بال  
شود. علاوه بر آن بال  بيان مي  wو    u  ،vبه ترتيب با    zو    x    ،yها در راستاي محورهاي  لازم به ذكر است تغيير شكل هر كدام از بال

جهت محاسبه تغييرات انرژي جنبشي   شود.نشان داده مي  θ  با   ،ب -2داراي يك پيچش نيز بوده كه مطابق شكل    𝑥𝑥در راستاي محور  
ها را بر حسب مختصات بال مربوطه بيان نمود. از اين رو بايستي ارتباط  هاي جلو و عقب لازم است كه بردار يك نقطه دلخواه از بالبال

زواياي بالاگرد  با توجه به وجود   r(xyz)و    f(xyz)  هاي مختصاتهاي مختصات واسط را تعيين كرد. ارتباط مابين دستگاهبين دستگاه
و    f(xyz)  هاي مختصاتهمچنين تبديل بين دستگاه  باشد.ي هاي جلو و عقب قابل استخراج م( در بالrو    fΓ  ،fعقبگرد ) و  

( ) fx y z   هاي مختصات و همچنين دستگاهr)xyz(   و( )rx y z   آورده شده است. [19]جع نيز در مر 
 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 های جلو و عقب بعد از تغییر شكل  قبل از تغییر شكل )ب( نمایي از مقطع بال ایهای مختصات بال جعبهدستگاه)الف(   :2شكل 
Fig. 2. (a) The coordinate systems of box-wing before deformation (b) A schematic of front and rear wings 

section after deformation 
 

 شود. ( بيان مي1) معادلهمطابق اصل تغييرات هاميلتون به صورت استخراج معادلات حاكم 

(1)  
2

1

0
t

t t k nct
t

T U U W dt   − + + − =  

 كرنشي ، تغييرات انرژي  هابالشامل    به ترتيب تغييرات انرژي جنبشي كل  nctW  و  tT   ،tU،  kUهاي  جمله فوق    رابطهدر    كه
باشند.  كار نيروهاي ناپايستار ميهمچنين تغييرات  و    بالچه شامل دو فنر خطي طولي و پيچشي   پتانسيل، تغييرات انرژي  بال  كل

 شود.هاي جلو و عقب به صورت رابطه زير بيان ميبال كل تغييرات انرژي جنبشي

(2) 
0 0

. .
f rl l

tw f f f f f r r r r rT R R dA dx R R dA dx    = − −   

هاي جلو و عقب  به ترتيب سطح مقطع بال rAو   fA،هاي جلو و عقببه ترتيب دانسيته بال  rو   fپارامترهاي  كه در رابطه بالا 
(  4( و )3)معادلات  مطابق    كهباشند  مي  جلو و عقب  هاييك نقطه دلخواه از بالموقعيت  بردار  به ترتيب  نيز    rRو    fR  بردارهاي   و

(
) و  ) fx y z′ ′ ′ همچنین تبدیل بین دستگاه هاي مختصات f(xyz) و 
مرجع  در  نیز   ( )rx y z′ ′ ′ و  (xyz)r مختصات  دستگاه هاي  همچنین 

]19[ آورده شده است.
استخراج معادلات حاکم مطابق اصل تغییرات هامیلتون به صورت 

معادله )1( بیان مي شود.

[ ]
2

1

0
t

t t k nct
t

T U U W dtδ δ δ δ− + + − =∫  )1(

 nctWδ و   kUδ  ، tUδ  ، tTδ جمله های  فوق  رابطه  در  که 
انرژي  تغییرات  بال ها،  شامل  کل  انرژي جنبشي  تغییرات  ترتیب  به 
بالچه شامل دو فنر خطي  انرژي پتانسیل  بال، تغییرات  کرنشي کل 
طولي و پیچشي و همچنین تغییرات کار نیروهاي ناپایستار مي باشند. 
تغییرات انرژي جنبشي کل بال هاي جلو و عقب به صورت رابطه زیر 

بیان مي شود.

0 0

. .
f rl l

tw f f f f f r r r r rT R R dA dx R R dA dxδ ρ δ ρ δ= − −∫ ∫
 

 

  )2(

rρ به ترتیب دانسیته بال هاي  fρ و که در رابطه بالا پارامترهای
rA به ترتیب سطح مقطع بال هاي جلو و عقب و  fA و  جلو و عقب،
rR نیز به ترتیب بردار موقعیت یک نقطه دلخواه از 



fR و 


بردارهاي 
بال هاي جلو و عقب مي باشند که مطابق معادلات )3( و )4( بدست 
rl به ترتیب طول بال هاي جلو و عقب بوده  fl و مي آیند. همچنین 
که مطابق شکل 2، از ریشه بال شروع شده و تا محل اتصال بالچه به 

بال ادامه دارد. 

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ

f yf f zf f f f f f f fR R J R K x i y j z k= − + + +


 )3(

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ

r yr r zr r r r r r r rR R J R K x i y j z k= − + + + +
  )4(

یکه دستگاه هاي  بردارهاي  ترتیب  به   IJK و   ijk یکه  بردارهاي 
ترتیب  به  نیز   zR و yR پارامترهای  و  بوده   XYZ و   xyz مختصات 

فواصل مرکز جرم بدنه هواپیما از ریشه بال در راستاي محورهاي 
دلخواه  نقطه  فواصل یک  فوق،  روابط  در  و  مي باشد. همچنین   
z نشان  1 y و  1 ، x 1 بال بدون تغییر شکل از ریشه بال با پارامترهاي 
داده شده که در مرجع ]19[ ذکر شده است. انرژي کرنشي کل بال 
جعبه اي شامل انرژي بال جلو و عقب بوده که تغییرات آن را مي توان 

به صورت زیر نشان داد. 
 )5(

0

0

{ ( ) [ cos sin ] [ sin

cos ] } { ( ) [ cos

sin ] [ sin cos ] }

f

f f f f f f

r

f r r r

r r r

l

t x f f x x f z f y f f f z f

l

y f f f x r r x r x r z r

y r r r z r y r r r

U V w w S T M M w M

M w dx V w w S T M

M w M M w dx

δ δ δθ θ θ δθ θ

θ δ δ δθ θ

θ δθ θ θ δ

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′ ′′= + + + + +

′′ ′ ′ ′− + + + +

′′ ′′+ + −

∫

∫

و  جلو  بال های  برای   zM ′ و   yM ′ ، xT ′ ، xS ′ ، xV ′ ضرایب  که 
عقب مطابق روابط ذیل مي باشند. 

{ }( )
2

,
2 sinx f r

V EA w x wθ θ′ ′ ′′ = −   )6(
{ }( ),x f r

S GJ θ′ ′=

( )

2
2

,2x a
f r

wT EA r θ′

′ 
′=  

 

{ }( ),
cosy y f r

M EI w θ′ ′′= −

( )

2

,

sin
2z z a

f r

wM EI w EA eθ′

′ 
′′= − 

 

 J و   I  ،G  ، E  ، ae  ، ar  ، x θ پارامترهای  فوق،  روابط  در 
به ترتیب فاصله بین مرکز جرم و محور الاستیک سطح مقطع بال، 
شعاع ژیراسیون سطح مقطع بال، فاصله بین محور کششی و محور 
الاستیک بال، مدول یانگ، مدول برشی و همچنین ممان اینرسی و 
بدان  که  همانطور  می باشند.  بال  مقطع  سطح  قطبی  اینرسی  ممان 
اشاره شد، در این مقاله اثر بالچه در معادلات به صورت دو فنر خطي 
طولي و پیچشي در نظر گرفته شده است. از این رو تغییرات انرژي 

ذخیره شده در این فنرها به صورت زیر مي باشد.
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( ) ( )
0 0

. .
f rl l

k l t D r r D f f r fU k r r k x l x l dx dxδ δ θ δ θ δ δ = ∆ ∆ + ∆ ∆ − − ∫ ∫
 

    )7(

tk به ترتیب سفتی فنرهای طولی و پیچشی  lk و  که پارامترهای
∆θ نیز به ترتیب اشاره به تغییر طول فنر 



r∆ و بوده و بردارهای 
دلتاي  تابع  نیز   Dδ همچنین  دارد.  پیچشي  فنر  چرخش  و  طولي 
دیراك مي باشد. خاطر نشان می شود تغییرات طولي و پیچشي فنرها 
)که جهت مدلسازی حرکت طولی و پیچشی بالچه از آنها استفاده شده 
است( تابع تغییر شکل بال های جلو و عقب بوده که کاملًا از یکدیگر 
مستقل می باشند. از این رو تغییرات طولی و پیچشی فنرها قبل و بعد 
از تغییر شکل بال قابل محاسبه می باشد. پس از جایگذاری تغییرات 
طولی و پیچشی فنرها در معادله )7(، بردارهای یکه مختصات برای هر 
دو بال در رابطه نهایی ظاهر می شوند. از آنجاییکه این بردارهای یکه 
کاملًا مستقل از یکدیگر بوده، لذا جهت تعیین انرژی ذخیره شده کل، 
از انتگرال دوگانه استفاده شده است. نیروهاي ناپایستار شامل نیروها 
از این رو تغییرات کار نیروهاي  و ممان هاي آیرودینامیکي مي باشد. 

ناپایستار سیستم به صورت رابطه ذیل مي باشد.

[ ]
0 0

f rl l

nct f f f f f r r r r rW L w M dx L w M dxδ δ δθ δ δθ = + + + ∫ ∫ )8(

ممان هاي  و  نیروها  ترتیب  به   M و L بالا، رابطه  در  که 
با جایگذاري معادلات )2(، )5(، )7( و )8(  آیرودینامیکي مي باشند. 
 rwδ ، fδθ  ، fwδ در معادله )1( و مساوي صفر قرار دادن ضرایب 
ذیل  مطابق  کوپل  پاره اي-انتگراليِ  دیفرانسیلي  معادله  چهار   rδθ و

بدست خواهد آمد.
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l
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δ δ Λ

Λ Λ θ δ

+ + + − −  

′′− − − + −      
′− − =

∫
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( ) ( )
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3

0
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{
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r

f

l

f f f f f t f D f f D r rf

t r D f f D r r r wf f f

wf f f f D f f f

I m x w GJ k x l x l

k a x l x l dx I

I w x l M

θθ θ θ δ δ

θ δ δ Λ θ

Λ Λ δ
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2

{

}
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f

r

l

r r r r r l r D r r D f fr

l r D r r D f f l f D f f D r r f

wr r wr r r wr r r r D r r r

m w m x EI w k a w x l x l
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M w I w I x l L

θ θ δ δ

δ δ δ δ

Λ Λ Λ θ δ
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+ − − − − −          
′′ ′+ − − − =

∫





 

)11(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2
11

0
32 2 2

11 12 13

2

{

}

{ cos sin cos }

f

r

l

r r r r r t f D f f D r rr

t r D r r D f f f

wr r r wr r r r D r r r

I m x w GJ k a x l x l

k a a a x l x l dx

I I w x l M

θθ θ θ δ δ

θ δ δ

Λ θ Λ Λ δ

′′+ − + − − −      

− + + − −  
′′+ + − =

∫







)12(

شایان ذکر است با توجه به پیچیدگي هندسه و دینامیک مسئله، 
بودن  ناچیز  نظیر  فرضیاتی  گرفتن  درنظر  با  فوق  حاکم  معادلات 
ارتعاشات طولي )u( و عرضي )v( بال هاي جلو و عقب، در نظر گرفتن 
( و   ) wfI و wfm ( با خواص  متمرکز  دو جرم  به صورت  بالچه  جرم 

( در انتهاي بال هاي جلو و عقب، ثابت بودن سطح مقطع  wrI wrm و
بال هاي جلو و عقب و همچنین همگن بودن خواص مربوط به سفتي 
خمشي و پیچشي و نادیده گرفتن اثر اعوجاج بال ها استخراج شده اند.

3- مدل اصلاح شده ناپايا بر پايه تابع واگنر
در این مقاله جهت اعمال اثر نیروها و ممان هاي آیرودینامیکي از 
مدل ناپایا تابع واگنر استفاده شده است. به دلیل وجود زاویه عقبگرد 
بال و همچنین بسط مدل دوبعدي به سه بعدي، مدل آیرودینامیکي 
ناپایا بر پایه تابع واگنر نیازمند برخي اصلاحات بوده که مطابق ذیل 

مي باشد ]20[:

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

cos sin

sin

2 .
1 2cos / 2cos

1 / 1
2 2

L

L

w U w U U w

U

ARC
AR AR

bb C

θ

θ

θ Λθ Λ

θ θ Λθ

π
Λ Λ

π

∞ ∞ ∞

∞

′+ → + +

′→ +

→
+ +

→ −

 

 

 )13(

ترتیب  به   b و  AR ، LC θ ،U ∞ پارامترهای  فوق  روابط  در  که 
اشاره به سرعت سیال هوا، ضریب لیفت، نسبت منظر و نصف طول 
ممان  و  نیرو  روي  بر  فوق  اصلاحات  اعمال  با  دارند.  ایرفویل  وتر 
نیرو  است،  شده  آورده   ]20[ مرجع  در  آن  روابط  که  آیرودینامیکي 
با زاویه  بال سه بعدي  براي  تابع واگنر  پایه  بر  و ممان آیرودینامیکي 
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عقبگرد مطابق روابط ذیل استخراج خواهند شد.
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)15(

بعد  بدون  پارامتر  ترتیب  به   ( )tϕ و  ρ∞  ،a پارامترهای  که 
σ نیز  آیروالاستیک، دانسیته سیال هوا و تابع واگنر بوده و پارامتر 
نیرو و ممان  به ذکر است  انتگرال دوهامل1 می باشد. لازم  با  مرتبط 

1   Duhamel integral form

آیرودینامیکي ناپایا زمانی که بر پایه تابع واگنر بدست می آید، در قالب 
انتگرال دوهامل بیان می شود ]20[.

4- روش حل عددي
تا )12(  استخراج شده )9(  همانگونه که مشاهده شد، معادلات 
معادلات  این  مي باشند.  پاره اي-انتگرالي  دیفرانسیل  معادلات  نوع  از 
کوپل، شامل جمله های انتگرالي بوده که شامل تابع زمان و مکان نیز 
این جمله ها و  مقاله حاضر جهت ساده سازي  این رو در  از  مي باشند. 
تبدیل این معادلات به یک سري معادلات دیفرانسیل معمولي، فرآیند 

زیر طي شده است. 
 

4-1- حذف جمله های انتگرالي وابسته به مکان
چندین  حاصل ضرب  شامل  مکان  به  وابسته  انتگرالي  جمله های 
مرتبه تابع دلتاي دیراك در خودش بوده که جهت بسط این جمله ها 
مي توان از روابطي که در ادامه بیان شده استفاده نمود. سازمان ناسا 
توابع  از  کلاس  یک  معرفي  به   ،]21[  1967 سال  در  گزارشي  در 
گوس2  خانواده  دو  از  مي توانند  توابع  این  که  پرداخت  تعمیم یافته 
مقاله  این  در  است  ذکر  شایان  هایپربولیک3 مشتق شوند.  تانژانت  و 
توابع  این  است.  شده  استفاده  هایپربولیک  تانژانت  توابع  خانواده  از 
بطوریکه  هستند؛  فرد  به  منحصر  ویژگي  یک  داراي  تعمیم یافته 
مي توان تابع پله واحد هویساید را به صورت رابطه ای از تابع تانژانت 
این  بازنویسي  و  مشتق گیري  بار  چندین  با  نمود.  بیان  هایپربولیک 
توابع مي توان روابط توسعه یافته ای از حاصلضرب تابع دلتای دیراك 

استخراج نمود.

4-2- حذف جمله های انتگرالي وابسته به زمان
پس از حذف جمله های انتگرالي وابسته به مکان فقط جمله های 
انتگرالي وابسته به زمان باقي خواهند ماند، که حاصل استفاده از تابع 
یک   ]20[ مرجع  در  می باشند.  آیرودینامیکی  ناپایا  تئوری  در  واگنر 
است  شده  ارائه  انتگرالی  جمله های  این  حذف  جهت  تحلیلی  روش 
ثابت های  سری  یک  از  جمله ها  این  در حذف  ساده سازی  که جهت 
ریاضی استفاده می شود و بایستی معادلات ساده شده از مرحله قبل 
 ضرب نمود و نسبت به زمان مشتق 

,
exp( )

f r
tε

1
را ابتدا در جمله

 , ,
exp[( ) ]

f r f r
tε ε−

2 1
گرفت. سپس دوباره معادلات جدید را در جمله

2   Gaussian family
3   Hyperbolic tangent family
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ضرب نمود و مجدداً نسبت به زمان مشتق گرفت. با استفاده از این 
تکنیک، معادلات نهایي بدست آمده از نوع معادلات دیفرانسیل پاره اي 
خواهند بود که مي توان آنها را بوسیله روش مودهاي فرضي به یک 
است  ذکر  به  لازم  نمود.  تبدیل  معمولي  دیفرانسیل  معادلات  سري 
ε2 توابعی از سرعت سیال هوا بوده که در تابع واگنر  ε1و  پارامترهای  

ظاهر می شوند.

4-3- روش مودهاي فرضي
یک  شکل  به  ویژه  مقدار  مسئله  حل  فرضي،  مودهاي  روش  در 
سري از توابع مجاز فرض مي شود و کافي است این توابع تنها شرایط 
مرزي هندسي را ارضا نمایند. بنابراین مختصه هاي حرکتي سیستم را 
مي توان به صورت بسطي از حاصل ضرب توابع هندسي معلوم ضربدر 

ضرایب زماني نامشخص در نظر گرفت ]19[.

( ) ( ) ( ), , , , ,
1

, .
i i

n

f r f r f r f r f r
i

w x t w x tη
=

 =  ∑  )16(

( ) ( ) ( ), , , , ,
1

, .
i i

n

f r f r f r f r f r
i

x t x tθ ϕ ψ
=

 =  ∑  )17(

) به ترتیب توابع وابسته به زمان مودهاي  )i tψ ) و )i tη که توابع
) نیز توابع ویژه یا توابع  )i xϕ ) و )iw x خمشي و پیچشي بوده و
شکل براي مودهاي خمشي و پیچشي مي باشند. حال جهت تبدیل 
معادلات حاکم )دیفرانسیل پاره اي( به معادلات دیفرانسیل معمولي، 
بایستي معادلات )16( و )17( را در معادلات حاکم جایگذاري نمود و 
سپس آنها را به ترتیب در توابع شکل ضرب نمود و نهایتاً بر روي طول 
بال مربوطه انتگرال گیري کرد. ساختار نهایي معادلات حاکم به فرم 

ماتریسي به صورت زیر خواهد بود.

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }
[ ] { } [ ]

.

0
t I Cs

+ + +

 + =  0

 

0

M q C q K q

H K q
 )18(

ماتریس هاي  ترتیب  به   [ ]K ]و ]C ،[ ]M فوق روابط  در  که 

با  مرتبط  نیز   { }q ستونی بردار  و  بوده  سفتي3  و  میرایي2  جرم1، 
و  [ ]tH ماتریس هاي همچنین  مي باشد.  یافته  تعمیم  مختصات 

 نیز به ترتیب ماتریس هاي مرتبط با جمله های انتگرالي و 
.

0

I Cs
  K

شرایط اولیه سیستم مي باشند که با توجه به این که در این مقاله یافتن 
فلاتر سیستم هدف اصلی بوده؛ یا به عبارتي مسئله از نوع مقدار ویژه 
مي باشد، لذا این ماتریس ها اثري در تحلیل فلاتر بال جعبه اي ندارند. 
در نهایت بایستي معادلات دیفرانسیلي مرتبه دوم را به فرم مرتبه اول 

و در فضاي حالت4 تبدیل نمود. 

5- تحليل نتايج
در این تحقیق جهت تحلیل فلاتر از یک نمونه بال جعبه اي که 
قبلًا طراحي مفهومی آن در مرجع ]6[ انجام شده استفاده می شود. 
این بال جعبه ای جهت نصب بر روی یک هواپیما 250 نفره طراحی 
شده است که بال جلوی آن مطابق هندسه بال هواپیما ایرباس 320 
طراحی شده است. مشخصات هندسی و خصوصیات فیزیکی این بال 

در جدول 1 آورده شده است. 
جهت حل عددي معادلات حاکم، از پنج مود خمشي و پنج مود 
پیچشي استفاده شده و نیز از پارامترهاي بدون بعد زیر جهت تحلیل 

فلاتر بهره برده شده است.

F
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f
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b

=

غیرکوپل  فرکانس  اولین  ترتیب  به   FU و  fθω پارامترهای که 
 ، wngltl پارامترهای و  بوده  فلاتر  سرعت  و  جلو  بال  در  پیچشي  مود 

1  Mass matrix
2  Damping matrix
3  Stiffness matrix
4  State space
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و  کششی  صلبیت  طول،  ترتیب  به  نیز   ( )wnglt
GJ و  ( )wnglt

EA

صلبیت پیچشی بالچه مي باشند.

5-1- اعتبارسنجی
در این بخش، مدل آیرودینامیکی ناپایاي واگنر بر روی یک نمونه 
بال آیروالاستیک ساده )معروف به بال گلند( اعمال گردیده و مطابق 
جدول 2، سرعت و فرکانس فلاتر این بال با مطالعات پیشین مقایسه 

شده است ]22[ همچنین در این جدول اثر تعداد مودهاي خمشی 
و پیچشی بر سرعت و فرکانس فلاتر نشان داده شده است. همانگونه 
که مشاهده می شود اعتبارسنجی بال ساده گلند با استفاده از تئوری 
ناپایای واگنر از دقت مناسبی برخوردار بوده و تنها با استفاده از دو 
مود خمشی و پیچشی، همگرایی نتایج ملاحظه می گردد. شایان ذکر 
)یعنی  مود  تعداد  کمترین  از  حاکم،  معادلات  عددي  حل  در  است 
پنج  تا  نتایج  و  کرده  شروع  پیچشی(  مود  یک  و  خمشی  مود  یک 

  ] 6[ اي مورد مطالعه : مشخصات هندسي و فيزيكي بال جعبه1جدول 
Table 1. Geometric and physical characteristics of the box-wing 

 
  مقدار براي بال عقب (واحد)   مقدار براي بال جلو (واحد)   پارامترهاي بال جلو 

  EI(  )N.m2 (810×156/4    )N.m2 (810×359/1صلبيت خمشي (
  GJ (  )N.m2 (710×760/7  )N.m2 (710×490/4صلبيت پيچشي (

  m(   )kg/m (9.349   )kg/m (6/268جرم بال بر واحد طول ( 
  ɵI(  )kg.m (4/150   )kg.m (7/63اينرسي بال ( ممان 

  c(   )m  (6/2   )m (0/2طول وتر ايرفويل ( 
  a(  0  0ثابت آيروديناميكي ( 

  ɵx (   )m (0   )m (0فاصله مابين مركز جرم و مركز الاستيك ايرفويل ( 
  l(   )m (3/19   )m (25/19طول بال ( 

  -Λ(   )° (5/28   )° (28زاويه عقبگرد ( 
  A.R. (  1/13  0/17نسبت منظر ( 
  winlgetL(   )m (2/5   )m (2/5طول بالچه ( 

 
  : سرعت و فركانس فلاتر بال ساده گلند بدون زاويه عقبگرد2جدول   

Table 2. Flutter frequency and velocity of Goland's un-swept clean wing 
 

  سرعت فلاتر  تعداد مود   مرجع 
)km/h(  

  فركانس فلاتر 
)Hz (  

  25/11  1/494 - (حل دقيق)]24[مرجع 
  15/11  2/493  -  ]25[ مرجع

  27/11  1/483  -  ] 26[مرجع 
  34/11  7/492 6 ]27[مرجع 

  13/11  15/492  6  مطالعه حاضر با استفاده از مدل تئودرسون
  34/11  04/491  6  مطالعه حاضر با استفاده از مدل پيترز

  مطالعه حاضر با استفاده از مدل واگنر

1  40/419  87/12  
2 56/493  02/11  
3  56/493  02/11  
4  56/493 02/11  
5 56/493 02/11  

 
  

جدول 1. مشخصات هندسی و فيزيكی بال جعبه ای مورد مطالعه ]6[
Table 1. Geometric and physical characteristics of the box-wing

جدول 2. سرعت و فركانس فلاتر بال ساده گلند بدون زاويه عقبگرد
Table 2. Flutter frequency and velocity of Goland’s un-swept clean wing
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ارائه شده اند. همانگونه که مشاهده  مود خمشي و پنج مود پیچشي 
می شود، پس از استفاده از دو مود خمشی و دو مود پیچشی، نتایج 
همگرا می شوند. از طرفي استفاده از تعداد مودهاي بیشتر از دو مود 
ارتعاشي، اثري بر دقت سرعت و فرکانس فلاتر نخواهد داشت. یکی از 
مهمترین پارامترهای هندسی در بال هواپیما که اثر قابل ملاحظه ای 
بر سرعت و فرکانس فلاتر می گذارد، زاویه عقبگرد است. همانگونه که 
در بخش سوم نیز بدان اشاره شد، جهت بررسی اثر زاویه عقبگرد بر 
فلاتر بال آیروالاستیک، ضروری است برخی ضرایب اصلاحی در مدل 
آیرودینامیکی اعمال گردد. ضرایب اصلاحی که تاکنون پیشنهاد شده 
است عموماً بر روی تئوری های تئودرسن و پیترز پیاده سازی شده اند. 
با توجه به اینکه در تحقیق حاضر از تئوری آیرودینامیکی ناپایا بر پایه 
تابع واگنر استفاده شده است، لذا اثر اعمال ضرایب اصلاحی بر این 
تئوری، مطابق شکل 3 نشان داده شده است. همانگونه که ملاحظه 
و  پیشین]22[  تحقیقات  با  آمده  بدست  نتایج  مقایسه  با  می شود، 
]23[، اعتبارسنجی این ضرایب به ازای زاوایای عقبگرد مثبت و منفي 

به خوبی انجام شده است. 
به منظور اعتبارسنجي نتایج فلاتر بال جعبه اي و با توجه به عدم 
انجام داد، سعي شده  با آن  را  اعتبارسنجي  بتوان  وجود مرجعي که 
افزار  نرم  در  مطالعه  مورد  جعبه اي  بال  فلاتر  تحلیل  نتایج  از  است 
نسترن استفاده شود. مدلسازی بال جعبه اي مورد مطالعه مطابق شکل 

4 و در نرم افزار پترن1 انجام شده است. علاوه بر این، ساختار سازه اي 
این بال نیز مطابق جدول 3 در نظر گرفته شده است و شامل اجزاي 
مختلف یک بعدي )پست، کپ(2 و دو بعدي )اسپار، ریب و پوسته(3 
می باشد. مدلسازی مدل المان محدود در نرم افزار با فرض ثابت بودن 
سطح مقطع ایرفویل در طول بال انجام شده است. همچنین مدلسازی 
تیر جعبه ای4 به گونه ای انجام شده که ضخامت آن ثابت در نظر گرفته 

شده است ]6[. 
پس از مدلسازی ساختار بال جعیه ای در نرم افزار پترن )با توجه 
به مشخصات ذکر شده در جدول فوق( لازم است تا خواص فیزیکی 
هر کدام از اجزای آن )بال های جلو و عقب( مانند جرم بر واحد طول و 
ممان اینرسی قطبی جهت جایگذاری در ترم های ثابت معادلات حاکم 
استخراج گردند. لازم به ذکر است جهت استخراج گشتاور دوم سطح و 
گشتاور قطبی نیز کافی است هر کدام از بال های جلو و عقب را به تنهایی 
در نرم افزار مدلسازی نمود و با استفاده از آنالیز مودال در نرم افزار نسترن 
فرکانس های اول طبیعی خمشی و پیچشی آنها را استخراج نمود. حال با 
استخراج فرکانس های طبیعی اول هر کدام از بال ها، گشتاور دوم سطح 

و گشتاور قطبی آنها قابل محاسبه خواهد بود. 

1   MSC PATRAN
2   Post and cap
3   Spar, rib and skin
4   Box-beam

 
 : اثر زاويه عقبگرد بر سرعت فلاتر 3شكل 

Fig. 3. Effect of sweep angle on the flutter velocity 
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شكل 3. اثر زاويه عقبگرد بر سرعت فلاتر
Fig. 3. Effect of sweep angle on the flutter velocity
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گرفتن  نظر  در  با  نسترن،  نرم افزار  در  بال جعبه ای  فلاتر  تحلیل 
مدل در سطح دریا و با استفاده از تئوري دابلت-لاتیس و روش پی کی1 
انجام شده است. علاوه بر این، جهت انجام یک تحلیل فلاتر مناسب 
آیرودینامیکی کنترل شوند.  برآی  است سطوح  نرم افزار، ضروری  در 

1   P-K method

بایستی مقدار  به طول موج2  بدین صورت که حداقل نسبت مش ها 
12 بوده و حداکثر نسبت منظر جعبه ای3 نیز مقدار 3 باشد. در این 
راستا انتخاب مقدار مناسب برای فرکانس های حداقل و حداکثر4 و نیز 

2   Min Boxes/Wavelength
3   Max. Box Aspect Ratio
4   Min. and max. frequency

   
 شكل 4: شماتيكي از مدل المان محدود مورد استفاده در نرمافزار نسترن 

Fig. 4. A schematic of the finite elements model in MSC NASTRAN 

  

شكل 4. شماتيكی از مدل المان محدود مورد استفاده در نرم افزار نسترن
Fig. 4. A schematic of the finite elements model in MSC NASTRAN

  اي مورد مطالعهاي بال جعبه: ساختار سازه3جدول 
Table 3. Structural model of the box-wing 

 
  بال جلو 

  ) mضخامت (  تعداد  المان يك بعدي   )m2مقطع ( سطح   تعداد  المان يك بعدي 
  021/0  60  پوسته (آلومينيوم)  00005/0  48  (فولاد) پست

  003/0  15 اسپار جلو (آلومينيوم) 0005/0 30  (فولاد) كپ اسپار جلو
  005/0  15  اسپار وسط (آلومينيوم)  004/0  30  (فولاد) كپ اسپار وسط
  003/0  15  اسپار عقب (آلومينيوم)  0005/0  30  (فولاد)كپ اسپار عقب 

  0005/0  32  ريب (آلومينيوم) 00005/0 64 (فولاد)كپ ريب 
  بال عقب 

  02/0  60  پوسته (آلومينيوم) 00005/0 48  )آلومينيوم (پست
  003/0  15 اسپار جلو (آلومينيوم)  0005/0  30  )آلومينيوم(  كپ اسپار جلو

  005/0  15  اسپار وسط (آلومينيوم)  004/0  30  (فولاد) اسپار وسطكپ 
  003/0  15  اسپار عقب (آلومينيوم) 0005/0 30 )آلومينيوم(كپ اسپار عقب 

  0005/0  32  ريب (آلومينيوم)  00005/0  64 )آلومينيوم( كپ ريب 
  بالچه 

  003/0  32  پوسته (آلومينيوم)  -  0  پست 
  01/0  8 (آلومينيوم)اسپار جلو   -  0   كپ اسپار جلو

  02/0  8  اسپار وسط (آلومينيوم) - 0    كپ اسپار وسط
  01/0  8  اسپار عقب (آلومينيوم)  -  0  كپ اسپار عقب  

  02/0  9  ريب (آلومينيوم)  -  0  كپ ريب 
 
  

جدول 3. ساختار سازه اي بال جعبه اي مورد مطالعه
Table 3. Structural model of the box-wing
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سرعت های حداقل و حداکثر سیال هوا1 بسیار قابل اهمیت می باشد. 
با انجام آنالیز مودال در نرم افزار نسترن، چهار مود اول ارتعاشات آزاد 

بال جعبه ای مطابق شکل 5 نمایش داده شده است.
مورد  جعبه اي  بال  میرایي  تغییرات  نمودار  از  نمونه ای  همچنین 
مطالعه بر حسب سرعت سیال و براي شش مود حرکت در شکل 6  
نشان داده شده است. همانگونه که ملاحظه مي شود، بال در مود سوم 
و در سرعت 267 متر بر ثانیه و فرکانس 44/12 رادیان بر ثانیه دچار 

1   Min. and max. velocity

پدیده فلاتر شده است. 
اعتبارسنجي سرعت و فرکانس فلاتر براي بال جلو و بال عقب به 
بال جعبه اي مطابق جدول 4  برای کل  و همچنین  صورت جداگانه 
انجام شده است. همانگونه که مشاهده مي شود، تطابق خوبي مابین 
نتایج سرعت فلاتر بدست آمده از نرم افزار نسترن و روش حل عددي 
معادلات مشاهده مي شود. اختلاف مشاهده شده در فرکانس های فلاتر 
را می توان به استفاده از دو فنر خطی جهت مدلسازی بالچه که در 

نرم افزار به صورت کامپوزیت مدل شده، مرتبط دانست.

  

  
 شكل 5: چهار مود اول ارتعاشات بال جعبهاي در نرمافزار نسترن  

Fig. 5. The first four natural modes of the box-wing in MSC NASTRAN 

  

شكل 5. چهار مود اول ارتعاشات بال جعبه ای در نرم افزار نسترن
Fig. 5. The first four natural modes of the box-wing in MSC NASTRAN

  اي مورد مطالعه : اعتبارسنجي فلاتر بال جعبه4جدول  
Table 4. Validation of the box-wing flutter 

 
  ماخ   ) Hzفركانس فلاتر (   )m/sسرعت فلاتر (  روش حل   مدل 

  84/0  58/4  287  حل نيمه تحليلي   بال جلو
  85/0  29/3  289افزار نسترن حل توسط نرم 

  81/0  89/6 274 حل نيمه تحليلي  بال عقب 
  80/0  75/6  271افزار نسترن حل توسط نرم 

  79/0  63/6  269  حل نيمه تحليلي   ايبال جعبه
  79/0  63/4 270افزار نسترنتوسط نرمحل

 

جدول 4. اعتبارسنجي فلاتر بال جعبه اي مورد مطالعه
Table 4. Validation of the box-wing flutter
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5-2- نتایج
اثر زوایه عقبگرد بال ها بر فلاتر و واگرایی بال جعبه ای در شکل 7 
نمایش داده شده است. با افزایش زوایه عقبگرد بال های جلو و عقب، 
افزایش قابل توجهي خواهد داشت. به عبارتی چنانچه  سرعت فلاتر 
زاویه عقبگرد بال ها از مقدار 30 درجه بیشتر شود، مرز پایداري کل 
بال، به میزان بسیار زیادي افزایش نشان خواهد داد. علاوه بر این، با 

به سرعت  واگرایی نسبت  زاویه عقبگرد، میزان رشد سرعت  افزایش 
فلاتر بیشتر خواهد بود. فرکانس فلاتر نیز تا زاویه عقبگرد 40 درجه 
ثابت بوده و پس از آن رشد قابل ملاحظه ای در آن مشاهده می شود.

شکل 8 اثرات ضریب سفتی بالچه بر فلاتر بال جعبه ای را نشان 
بالچه  طولی  سفتی  افزایش  می شود  مشاهده  که  همانطور  می دهد. 
باعث کاهش سرعت فلاتر و افزایش فرکانس فلاتر می شود. همچنین 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 )الف( تغييرات ميرايي )ب( فرکانس مودال  [6]اي مطابق مدل مرجع : فلاتر بال جعبه6شكل 
Fig. 6. The box-wing flutter as Ref. [6] (a) Damping variation (b) Modal frequency 
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شكل 6. فلاتر بال جعبه اي مطابق مدل مرجع ]6[ )الف( تغييرات ميرايی )ب( فركانس مودال
Fig. 6. The box-wing flutter as Ref. [6] (a) Damping variation (b) Modal frequency
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افزایش سرعت فلاتر خواهد شد  بالچه باعث  افزایش سفتی پیچشی 
ولی اثری بر فرکانس فلاتر ندارد. 

بر  فلاتر  فرکانس  و  سرعت  بر  بال ها  عقبگرد  زاویه  تغییرات  اثر 
حسب میزان سفتی پیچشی بالچه در شکل 9 نشان داده شده است. 
نتایج این نمودار نشان می دهد که بیشترین و کمترین سرعت فلاتر 
و کمترین  بیشترین  و  و 2 مشاهده می شود  مقادیر 1  ترتیب در  به 

فرکانس فلاتر نیز به ترتیب متعلق به مقادیر 0/1 و 2 می باشد. علاوه 
بر این، افزایش زاویه عقبگرد بال ها باعث افزایش قابل توجه مرز فلاتر 
بال جعبه ای می شود که شیب این افزایش، برای زوایای بیشتر از 30 

درجه تندتر خواهد بود. 
برای  فلاتر  فرکانس  و  سرعت  بر  جعبه ای  بال  عقبگرد  زاویه  اثر 
قرار  مطالعه  مورد   10 شکل  در  بالچه  طولی  سفتی  مختلف  شرایط 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 هاي جلو و عقب : نمودار تغييرات )الف( سرعت فلاتر و واگرايي )ب( فرکانس فلاتر بر حسب تغييرات زاويه عقبگرد بال7شكل 
Fig. 7. The variation of (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. sweep angles of the front 

and rear wings 
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Fig. 7. The variation of (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. sweep angles of the front and rear 

wings



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 12، سال 1400، صفحه 5809 تا 5830

5823

گرفته است. به منظور پوشش دادن همه شرایط ممکن، چهار حالت 
مختلف برای سفتی طولی بالچه در نظر گرفته شده است که دو حالت 
مورد  مدل  از  کمتر  بالچه  طولی  سفتی  که  است  وضعیتی  برای  آن 
مطالعه باشد )یعنی ضریب یک( و یک حالت آن نیز برای وضعیتی 
تغییرات  مطابق  یابد.  افزایش  حد  از  بیش  طولی  سفتی  که  است 
فلاتر  باشد، سرعت  کمتر  بالچه  هر چه سفتی طولی  مشاهده شده، 
بال جعبه ای بیشتر خواهد بود و این در حالی است که کاهش سفتی 
طولی بالچه موجب کاهش فرکانس فلاتر می شود. همچنین افزایش 
زاویه عقبگرد بال جعبه ای همواره اثر مثبتی بر افزایش سرعت فلاتر 

دارد ولی هیچ اثری بر فرکانس فلاتر نمی گذارد.
ضروری  که  جعبه ای  بال  هندسی  پارامترهای  مهمترین  از  یکی 
میزان  گیرد،  قرار  بررسی  مورد  فلاتر  تحلیل  در  آن  تغییرات  است 
اثرگذاری طول وتر بال های جلو و عقب می باشد. شکل های 11 و 12 
به ترتیب میزان تأثیر طول وتر بال های جلو و عقب را به ازای تغییرات 
سه  شکل ها  این  در  می دهند.  نشان  بالچه  طولی  و  پیچشی  سفتی 
حالت مختلف برای این نسبت در نظر گرفته شده است که یک حالت 
آن برای وضعیتی است که وتر بال جلو از بال عقب کوچکتر می باشد 
و دو حالت آن نیز برای وضعیتی است که وتر بال جلو از بال عقب 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 : نمودار تغييرات )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنرهاي طولي و پيچشي8شكل 
Fig. 8. The variation of (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal and torsional 

springs 
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Fig. 8. The variation of (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal and torsional springs
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 )الف( 

 
 )ب( 

 نمودار اثر زاويه عقبگرد بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنر پيچشي : 9شكل 
Fig. 9. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the torsional spring 

  

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

VF

Λf , -Λr (°)

Kt=0.1

Kt=0.5

Kt=1

Kt=2

6.9
6.95

7
7.05

7.1
7.15

7.2
7.25

7.3
7.35

7.4

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

ωF

Λf , -Λr (°)

Kt=0.1
Kt=0.5
Kt=1
Kt=2
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Fig. 9. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the torsional spring

شكل 10. نمودار اثر زاويه عقبگرد بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فركانس فلاتر بر حسب ضريب سفتی فنر طولی
Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal spring

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنر طولي: نمودار اثر زاويه عقبگرد بر  10شكل 
Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal 

spring 
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 )الف( 

 
 )ب( 

 )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنر طولي: نمودار اثر زاويه عقبگرد بر  10شكل 
Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal 

spring 
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 )ب( 

 : نمودار تغييرات  نسبت وتر بال جلو به عقب بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب سفتي پيچشي بالچه 11شكل 
Fig. 11. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet 

torsional stiffness 
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Continued Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal spring

شكل 11. نمودار تغييرات  نسبت وتر بال جلو به عقب بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فركانس فلاتر بر حسب سفتی پيچشی بالچه
Fig. 11. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet torsional 

stiffness
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بزرگتر است. با توجه به روند تغییرات نمودار، افزایش نسبتِ طول وتر 
بال ها موجب افزایش در سرعت و فرکانس فلاتر بال جعبه ای می شود. 
بزرگ تر بودن وتر بال جلو نسبت به بال عقب، افزایش کمی در سرعت 
فلاتر را در پی دارد؛ بنابراین می توان افزایش 20 درصدی طول وتر 
بال جلو نسبت به بال عقب را بهترین مقدار برای بال ها در نظر گرفت. 
همچنین فرکانس فلاتر نیز با افزایش این نسبت کاملًا رفتار افزایشی 

از خود نشان می دهد.
  

6- نتيجه گيري
در این مقاله با استفاده از اصل هامیلتون و بارگذاري ناپایا بر پایه 

آیروالاستیک  جعبه اي  بال  نمونه  یک  بر  حاکم  معادلات  واگنر،  تابع 
استخراج شدند. در محدود تحقیقاتی که تاکنون با استفاده از روش 
مدلسازی ریاضی انجام گرفته، معادلات آیروالاستیک بال جعبه ای با 
استفاده از مقاطع دوبعدی بال های جلو و عقب استخراج شده  اند و این 
در حالی است که در تحقیق حاضر مدل سه بعدی بال جعبه ای مورد 
توجه قرار گرفته است. علاوه بر این، در دیگر مطالعات آیروالاستیسیته 
برده  بهره  تخصصی  نرم افزارهای  از  نیز  جعبه ای  بال  فلاتر  پیرامون 
نرم افزارها  این  از  استفاده  زمان  در  است  ذکر  به  لازم  است.  شده 
علاوه بر اینکه نیاز به صرف هزینه بسیار زیاد می باشد؛ گاهی اوقات 
لازم است جهت تعیین اثر پارامترهای مختلف طراحی بر مرز فلاتر، 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 : نمودار تغييرات  نسبت وتر بال جلو به عقب بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب سفتي طولي بالچه 12شكل 
Fig. 12. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet 

longitudinal stiffness 
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مدلسازی های مکرر انجام گیرد که این موضوع باعث صرف زمان قابل 
تحقیقات  در  ریاضی  مدلسازی  از  استفاده  لذا  شد.  خواهد  توجه ای 
هزینه  با صرف  تا  محققان می دهد  به  را  امکان  این  آیروالاستیسیته 
تعیین  را  سیستم  فلاتر  بر  طراحی  پارامترهای  اثر  مناسب،  زمان  و 
با استفاده  نمایند. از طرفی همانگونه که ملاحظه شد، معادلاتی که 
از دستگاه های مختصات واسط استخراج می شوند پیچیده می باشند. 
روش حل نیمه تحلیلی ارائه شده در این مقاله و همچنین دقت مناسب 
نتایج حاصل از آن را می توان به عنوان یک نوآوری در تحقیق حاضر به 
حساب آورد که می توان با استفاده از آن به حل معادلات دیفرانسیل 
پاره ای-انتگرالی که شامل جمله های انتگرالی وابسته به زمان و مکان 

می باشند، دست یافت.
در این مطالعه جهت مدلسازي اثر بالچه از دو فنر خطي طولي و 
پیچشي استفاده شده که دو انتهاي آنها بر محور الاستیک بال ها قرار 
گرفته است. با فرض وجود دو نوع تغییر شکل خمشي و پیچشي براي 
بال ها، معادلات حاکم به شکل معادلات دیفرانسیل پاره اي-انتگرالي 
استخراج شده و جهت حل عددي این معادلات از تکنیک های ریاضي 
استفاده گردید. جهت اعتبارسنجي حل عددي معادلات حاکم، نتایج 
بدست آمده با نتایج خروجي از نرم افزار نسترن مقایسه شد که نتایج 
تعیین  مقاله  این  در  مي باشد.  مدلسازی  مناسب  دقت  نشان دهنده 
اثرات زاویه عقبگرد بال ها و نیز سفتی طولی و پیچشی بالچه بر سرعت 
و فرکانس فلاتر بال جعبه اي به عنوان پارامترهای مهم طراحی مورد 
توجه قرار گرفته است. نتایج این مطالعه نشان داد که کاهش میزان 
سفتی طولی در بالچه می تواند موجب افزایش قابل توجه ای در مرز 
پایداری شود، در حالی که افزایش در سفتی پیچشی بالچه می تواند 
مرز فلاتر بال جعبه ای را کمی ارتقا دهد. علاوه بر این، افزایش زاویه 
عقبگرد بال ها موجب افزایش بسیار زیاد در سرعت فلاتر می گردد و 
این در حالی است که بزرگ تر بودن وتر بال جلو نسبت به بال عقب 

اثر کمتری بر افزایش مرز فلاتر بال جعبه ای نشان می دهد.
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علائم انگليسي
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x’,y’,z’ سیستم مختصات بال با زاویه عقبگرد و بعد از
تغییر شکل
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