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توسعة الگوی رتبه‌کاسته برای بازسازی داده‌های مفقود‌شدة ميدان‌های‌ جريان ناپايا با استفاده از 
یک روند تجزية زماني 

محمد کاظم مؤیدی*

آزمایشگاه پژوهشی دینامیک سیالات محاسباتی،گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه قـم، قم، ایران

با  ناپايای لزج حول سیلندر  از روش تجزيه متعامد بهينه جهت بازسازی ميدان جريان تراکم‌ناپذير  چکیده: در اين پژوهش 
داده‌های مفقودشده يا تُنُک و محاسبة نیروهای وارد بر آن استفاده شده‌است. الگوی موردنظر ترکيبی از روش تجزيه متعامد 
بهينه همراه با حل يک مسالة بهينه‌‌سازی به‌منظور دستيابی به مدلی رتبه‌کاسته است که می‌تواند با دقّت مناسب و سرعت بالا، 
نقاط مفقودشده يا پايه‌های ناقص را بازسازی نمايد. دو نوع کاربرد برای اين روش در نظر گرفته شده، در نوع اول روش برای 
بازسازی يک پايه از دسته نماية مورد نظر با بهره‌گيری از يک روش تکراری به‌کار گرفته ‌شده‌است. نوع دوم، روشي است بر 
مبنای نوع اول و در این مقاله پيشنهاد شده‌است. در این روش با استفاده از تجزیه میدان جریان در راستای زمان و با بهره‌گیری 
از يک فرآيند پيشروی زمانی پايه‌های ناقص دسته نماية مورد نظر بازسازی می‌شوند. ویژگی این روش بهره‌گيری از بهينه‌سازی 
و بازسازی گام‌به‌گام دسته‌ نماية اصلی به‌منظور کاهش تعداد مجهولات و دستیابی به الگویی با دقت بالاتر در بازیابی داده‌های 
مفقود‌شده می‌باشد. نتايج حاصل از هر دو مدل با داده‌های حاصل از شبيه‌سازی‌های عددی مستقيم مقايسه شده که دقّت بالا 

و توانایی‌های مناسب هر دو روش را نشان مي‌دهد.
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مقدمه-11
به‌طور کلی الگوهای تحلیل مسائل مکانیک سیالات شامل روش‌های 
مختلفی  مراجع  در  کدام  هر  ویژگی‌های  و  بوده  محاسباتی  و  آزمایشگاهی 
داده‌برداری  در  اندازه‌گیری  ابزارهای  محدودیت‌های   .]1[ شده‌است  آورده 
الگوهای عددی به سخت‌افزارهای  نقاط مختلف میدان جریان و وابستگی 
از مهمترین و قابل  افزایش تعداد گره‌های محاسباتی،  کامپیوتری به‌منظور 
بتوانند  که  روش‌هایی  توسعة   .]2[ می‌باشد  آنها  ویژگی‌های  تأمل‌ترین 
اطلاعات نقاط بیشتری از میدان جریان را چه از دیدگاه عدم دقت مناسب در 
داده‌برداری، عدم وجود داده‌های موردنظر )مربوط به روش‌های آزمایشگاهی( 
و کاهش تعداد محاسبات به‌منظور کاهش هزینه و زمان )مربوط به روش‌های 
محاسباتی( تخمین زده و محاسبه کنند، می‌تواند به‌عنوان یک راهکار مناسب 
از آن  الگوهای متفاوتی مطرح بوده که  مدنظر قرار گیرد. در این خصوص 
یک‌بعدی،  غیرخطی  و  خطی  میان‌یابی  سادة  الگوهای  از  می‌توان  جمله 
الگوهای میان‌یابی چندبعدی)مکانی(، روش‌های میان‌یابی وزنی مانند روش 
کریجیینگ ]3[ که بر مبنای یک عامل متحرک وزن‌دار مقادیر موردنظر در 
نقاط مختلف میدان را میان‌یابی می‌کند، نام برد. در این میان استفاده از روش 
تجزیه متعامد بهینه که توانایی استخراج ساختارهای پرانرژی میدان را داشته 
با حفظ کیفیت و دقت آن کاهش  را  نتیجه می‌تواند حجم محاسبات  و در 
تجزيه  روش  باشد.  مناسب  بسیار  کارآ  الگوی  یک  به‌عنوان  می‌تواند  دهد، 
رتبه‌کاسته،  مدل‌های  توسعه  شامل  گسترده‌ای  کاربردهای  بهينه  متعامد 
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محاسبة  با  روش  اين  دارد.  ساختارها  و  داده‌ها  بازسازی  و  تصاوير  پردازش 
يک مجموعه از بردارهای پايه که می‌تواند ساختارهای پرانرژی سيستم را 
تسخير کنند، آغاز شده و در صورت انتقال معادلات حاکم به فضای برداری 
تشکيل‌شده از اين بردارهای پايه، مي‌توان ديناميک حاکم بر ميدان را با تعداد 

ابعاد کمتری و با دقتي مناسب بازسازی نمود.
انجام    تاريخچه‌ای بر روش تجزيه متعامد بهينه و تشريح روش‌های 
اين   .]4[ كرد  پيدا  اسميت  تفصيلي  مقالة  در  كامل  به‌طور  مي‌توان  را  آن 
روش ابتدا توسط کارهونن- لوو به‌عنوان روشي جهت تحليل داده‌هاي آماري 
مطرح شد ]4[. لاملی پيشنهاد كرد كه از روش تجزيه متعامد بهينه مي‌توان 
آشفته  جريان‌های  در  ظاهرشده  بزرگ ‌مقياس1  ساختارهاي  استخراج  براي 
استفاده کرد ]5[. پس از آن با توجه به محدوديت‌هاي كامپيوترها و روش‌هاي 
اواخر  در  لكين  ماند.  باقي  بدون كاربرد  براي مدت‌ها  اين روش  محاسباتي 
دهه هشتاد ميلادي به‌تدريج كاربردهاي روش تجزيه متعامد بهينه افزوني 
يافت. به‌ويژه با مطرح شدن روش نمايه توسط سيُرويش، اين روش به‌عنوان 
دينامكيي  سامانه‌‌هاي  از  رتبهك‌استه  مدل‌هاي  ايجاد  براي  كارآمد  ابزاري 
پيچيده‌اي كه داده‌هايي از تجربه و يا حل‌هاي عددي مستقيم دارند، مورد 
توجه قرار گرفت ]6[. از آن جمله می‌توان به پژوهش طیبی و همکاران اشاره 
محاسبة  و  تراکم‌پذیر  جریان  میدان  تحلیل  به‌منظور  روش  این  از  که  کرد 
متعامد  تجزیه  روش  از  استفاده   .]7[ کردند  استفاده  آیرودینامیکی  ضرایب 
با  مفقود‌شده  نمایه‌های  یا  از‌دست‌رفته  بازسازی ساختارهای  به‌منظور  بهینه 

1 Large scale
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بهره‌گیری از مودهای پرانرژی میدان در پژوهش دیگری توسط بویی‌تا انجام 
شد ]8[. ویلککس از این روش به‌منظور یافتن موقعیت سنسورهایی به‌منظور 
کنترل جریان سیال در پایین دست یک سیلندر )ناحیه دنباله( بهره برد ]9[. 
ثابت‌قدم و همکاران از روش تجزیه متعامد بهینه به‌منظور بازسازی نمایه‌های 
از‌دست‌رفته و نقاط مفقود‌شدة میدان جریان ناپایا حول سیلندر مربعی شکل 

استفاده کردند ]10[. 
مودهاي  استخراج  در  بهينه  متعامد  تجزيه  روش  توانايي  به  توجه  با 
اثرات متقابل سازه و سيال و  از آن در پديده‌هايي شامل  پرانرژي، استفاده 
همچنين مسائل كنترل جريان بسيار مورد توجه مي‌باشد. در اين پژوهش، 
ميدان‌هاي  مفقودشدة  داده‌های  بازسازی  اين روش جهت  از  استفاده  هدف 
بهينه-  متعامد  تجزيه  بر روش  تکيه  با  مورد  اين  در  ناپايا مي‌باشد.  جريان 
نقاط  مجهول  ضرايب  محاسبة  برای  کمينه‌سازی  روش  يک  از  نمايه1، 

مفقودشده استفاده مي‌شود.

روش تجزیه متعامد بهینه - نمایه-22
لاملي تعريفی از ساختارهاي متجانس را به‌صورت توابعی از متغيرهاي 
اين  ترتيب  بدين  دارا هستند.  را  ميدان  انرژي  بيشينه  كه  کرد  ارائه  مكاني 

ساختارهاي متجانس عبارت زير را بيشينه ميك‌نند:
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عبارت )f , g (، نمايشگر ضرب داخلي در فضای L2 که به‌‌صورت زير 
تعریف مي‌شود:

همچنين aa، متوسط‌گيری دسته‌ای2 است که با فرض ارگاديک3 بودن 
جريان، به‌صورت زير با متوسط‌گيری زمانی جايگزين مي‌شود:
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گرفت  نتيجه  مي‌توان  نمايد،  بيشينه  را   )1( رابطة   φ(x( اگر  همچنين 
که اگر ميدان جريان در راستاي )φ(x تصوير شود، انرژي متوسط آن بيش 
با  مشابه  شود.  تصوير  ديگری  پاية  تابع  هر  راستاي  در  كه  است  حالتي  از 
متعامد ‌باشد،   φ(x( بر  كه  زيرفضايي  در  اشميت،  گرام-  متعامد‌سازی  روند 
نتيجه كي سري  تكرار شود. در  )1(( مي‌تواند  )رابطة  بيشينگي  فرآيند  اين 
بهینه  متعامد  تجزیه  مودهای  آنها  به  که  بوده  محاسبه  قابل  متعامد  توابع 
از كي رابطة  توابع ويژه )مودها( می‌توان  این  گفته مي‌شود. براي محاسبة 
با روش نماية  ارتباطي مستقيم و نزديک  جداسازي زماني استفاده کرد که 
متعامد  تجزیه  مودهای  محاسبة  جهت  روشی  به‌عنوان  و  داشته  سيرُويش4 

1 POD-Snapshot
2 Ensemble
3 Ergodic
4 Sirovich

نمايه  بهینه-  متعامد  تجزیه  روش  از  استفاده  برای  مي‌باشد.  مطرح  بهینه 
نياز به كي دسته nتايي از داده‌هاي ميدان اغتشاشي5 مي‌باشد. اين نمايه‌ها 
مي‌توانند از نتايج شبيه‌سازی در زمان‌هاي متفاوت به‌صورت زير به‌دست ‌آيند:
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مودهای تجزیه متعامد بهینه، توابع ويژة ماتريس زير مي‌باشند:
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و  شده  تبديل  دوم  نوع  فردهولم  انتگرالي  معادلة  به  فوق  معادلة 
گسسته‌سازی آن منجر به مسألة مقدار ويژة زير مي‌شود:

(()Kb b=L

در اين پژوهش از روش تجزية مقادير تکين6 جهت حل مسالة مقدار ويژة 
فوق استفاده شده‌است. همان‌طور که اشاره شد مودهای تجزیه متعامد بهینه 

دارای خاصيت تعامد هستند، يعنی در رابطة زير صدق مي‌کنند:
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گرفته  درنظر  هم‌فاصله  بازه‌های  با  اغلب   ،))3( )رابطة   tk زمان‌های 
كه  است  اين  نمايه‌ها  برای  لازم  شرط  تنها  رياضيات  ديدگاه  از  مي‌شوند. 
مستقل خطي باشند. حال با داشتن مودها، مي‌توان ميدان جريان را به‌صورت 

زير بازسازی کرد:
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بازسازی داده‌های ميدان جريان-33
در اين بخش به تشريح چگونگي استفاده از روش تجزيه متعامد بهينه 
در بازسازی ميدان جريان حول جسم پرداخته خواهد شد. در اين خصوص 
روندهای گوناگوني به‌منظور تشريح و کاربرد فرم‌های مختلف اين روش در 
مراجع آورده شده که در مرجع ]6[ به‌تفصيل به آن پرداخته شده‌است. نتايج 
موجود نيز دقّت و صحت اين روش‌ها را اثبات مي‌کند. در مرجع ]6[ سه روش 
برای تخمين ميدان جريان حول جسم با استفاده از روش تجزیه متعامد بهینه 

ارائه شده که عبارتند از:
روش تجزیه متعامد بهینه همراه با میان‌یابی، 	•

روش Gappy-POD برای بازسازی داده‌های مفقودشده و 	•
روش تکراری Gappy-POD برای بازسازی نمايه‌های ناقص. 	•

در روش اول پس از محاسبة پايه‌ها و ضرايب مربوط به آنها، با استفاده 
که  جريان  ورودي‌های  از  مقاديری  برای  ضرايب  میان‌یابی،  روش  يک  از 
اطلاعاتی در خصوص آنها موجود نيست، محاسبه مي‌شود. سپس با استفاده 

5 Perturbation
6 Singular Values Decomposition (SVD)
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از رابطة )7(، ميدان جريان با ضرايب محاسبه‌شده و پايه‌های موجود بازسازی 
می‌شود.

برای  پيش‌تر  که  است  سيرُويش  نماية  روش  مبنای  بر  دوم  الگوی 
بازسازی تصاوير صورت انسان استفاده شده‌است. در اين الگو از روش تجزیه 
استفاده  جريان  ميدان  مفقودشدة  داده‌های  بازسازی  به‌منظور  بهینه  متعامد 
می‌شود. با تعريف يک بردار پوشانه1 به‌منظور جداسازی ميدان جريان برای 
نقاط موجود و مفقودشده، تعریف يک ماتريس جايگزين و با بهره‌گيری از 
مفهوم ضرب داخلی، یک دستگاه معادلات برای محاسبة ضرايب مودال نقاط 

مفقودشده حل و سپس ميدان جريان بازسازی می‌شود.
در روش سوم فرض بر اين است که يک دسته از نمايه‌‌های ناقص با 
بردار پوشانه متناسب موجود است. پايه‌ها )مودهای تجزیه متعامد بهینه( با 
استفاده از يک روش تکراری بازسازی شده و درنهايت با داده‌های موجود، 

ميدان جريان بازسازی خواهد شد.
روش‌هايي که در اين پژوهش مورد استفاده قرار گرفته، شامل دو نوع 
مسالة  حل  به‌منظور  مربعات  کمترين  الگوريتم  از  اول  روش  در  می‌باشد. 
کمينه‌‌سازی با مودهای تجزیه متعامد بهینه استفاده شده و با بهره‌گيری از 
يک روش تکراری نماي‌ه‌هاي ناقص بازسازی مي‌شوند. روش دوم از لحاظ 
ساختار اوليه مشابه با روش اول بوده ليکن از يک روند بازسازی پيشرو با 
ناقص  پايه‌های  بازسازی  به‌منظور  اوليه  نماية  کامل‌تر کردن دسته  و  زمان 

بهره‌ مي‌گيرد.

روش POD -Gappy برای بازسازی داده‌های مفقودشده-33-33
روند اصلي يک حل با استفاده از روش تجزیه متعامد بهینه در بخش‌هاي 
پيش توضيح داده شد. بدين صورت که تغييرات ميدان جريان در قالب يک 
روند  اين  مي‌شود.  دسته‌بندی  متفاوت  زمان‌های  در  ميدان  حل  از  سری 
همچنين مي‌تواند برای پارامترهای جريان که تصاوير لحظه‌ای برحسب آنها 
پارامتر مورد نظر δ فرض می‌شود که  ايجاد شده، مورد استفاده قرار گيرد. 
مي‌تواند گام زمانی، زاويه حمله یا عدد ماخ جريان آزاد باشد. يک راه حل 
 ،δ  سريع برای بازسازی داده‌های مفقودشدة ميدان جريان به ازای هر مقدار
بدين صورت است که يک دسته‌ از حل ميدان جريان به ازای مقادير مختلف 
δ در نظر گرفته مي‌شود. حل مسالة مقدار ويژه برای اين دسته انجام گرفته 
تا مقادير مودهای جريان به‌دست آيند. سپس يک بردار پوشانه تعريف شده، 
که مي‌تواند نقاطي از ميدان را مفقود یا نقاطی که از آنها اطلاعاتی موجود 

نیست، را مشخص کند. اين بردار به‌صورت زير مي‌باشد:

(()

نقاط  نقطه‌اي،  ضرب  مفهوم  بر  مبتنی  و  پوشانه  بردار  به‌کار‌گیری  با 
مفقود‌شده مشخص می‌شوند. ضرب نقطه‌ای توسط رابطة زير تعريف مي‌شود:

1 Mask Vector

(()( ),k k k k
j jm u m u=

ضرب داخلی هم برای بردارهايي با داده‌های ناقص به‌صورت زير بیان 
مي‌شود:

((1)( ) ( ) ( )( ), , , ,
m

u v m u m v=

بردارهای φk}k=1{ توابع ويژة تجزیه متعامد بهینه بوده که از ماتریس   
uk}k=1{ به‌دست آمده و تمامي بردارها در آن عناصری معلوم دارند. همچنين  

به  با توجه  بردار جواب درنظر گرفته شده که برخي عناصر آن  g به‌عنوان 
مقادير  که  کرده  فرض   g بردار  يک  حال  شده‌اند.  مفقود   mi

k بردار  مقدار 
مفقودشدة بردار جواب g را به‌صورت زير بازيابی مي‌کند:

((1)
1

p
i i

i

g bϕ
=

=∑

در رابطة فوق p تعداد مودهای استفاده‌شده برای مدل رتبه‌کاسته است 
که در بخش‌های بعدی در خصوص نحوة محاسبة آن توضيح داده خواهد‌شد. 
برای محاسبة ضرايب مودال bi بايستی مقدار خطای بين داده‌های اصلی و 

بردار اصلاح‌شده کمترين شود. اين خطا با رابطة زير تعريف مي‌شود:

((1)2E g g= - 

مسالة کمينه‌سازی فوق منجر به يک دستگاه معادلات خطي به‌صورت 
زير مي‌شود:

((1)Mb f=

به‌طوري‌که:
که با حل آن بردار bi محاسبه شده و پس از بازسازی بردار g، با استفاده 

از رابطة )11(، مقادير آن به‌صورت زیر جایگزین می‌شود:

((1)

روش تکراری POD-Gappy با پيشروی زمانی-33-33
داده‌شد،  توضيح  قبل  قسمت  در  Gappy-POD،که  تکراری  روش 
دادهای  با  زمان(  به  وابسته  )نمایه‌های  ايستگاه‌ها  تعداد  که  شرايطی  در 
مفقودشده زياد باشد، با مشکلاتي روبرو خواهد شد. روشی که در اين پژوهش 
پيشنهاد‌شده تا حد زيادی مي‌تواند اين مشکل را برطرف کند. روند کار بدين 
صورت است که نمايه‌های ناقص موجود در دسته نماية اصلي با بهره‌گيری 
بازسازی  با يک روند پيشروی زمانی  ارائه‌شده در بخش پيشين و  از روش 

مي‌شوند. اگر ماتریس نمایه‌ها به‌صورت زیر فرض شود:
((1){ }1 2 3 nu uuu= ……u  

با  نمایه  اعضای دسته  نشان‌دهندة   un و   u4 ،u1 آرایه‌های  به‌طوری که 
اطلاعات کامل بوده، u2 و u3 به‌ترتیب نمایشگر نمایه‌هایی با درصد اطلاعات 
مفقود‌شدة بیشتر و کمتر می‌باشند. سپس ماتریس‌های نمایه به‌صورت محلی 

n

n

̃

̃

.. ...



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 1، سال 1396، صفحه 101 تا 112

104

و با چیدمان‌های جدید ایجاد می‌شوند. بدین صورت ماتریس نمایه‌های اصلی 
شامل بلوک‌های جدید خواهد شد که در آنها تعداد آرایه‌های مفقود‌شده کمتر 
خواهد بود. اگر ماتریس نمایه اصلی مطابق رابطة )15( در نظر گرفته‌شود، 
ماتریس‌ جدید به‌منظور بازسازی گام به گام آرایه‌های از دست‌رفته به‌صورت 

زیر خواهد بود:

((1)1 3 4 ..

New local Ensemble

u u uu

ì üï ïï ïï ïï ïï ï= ¼¼í ýï ïï ïï ïï ïï ïî þ

é ù
ê ú
ê ú
ê úë û











در  تشریح‌شده  فرآیند  توسط  مفقود‌شده  یا  مخدوش‌شده  نماية  سپس 
بخش‌های پیشین بازسازی شده و به‌عنوان يک عضو کامل در هر موقعيت 
زماني به دسته نماية اوليه اضافه می‌شود. بدین ترتیب يک دستة جديد از 

نمايه‌ها با درصد بالاتری از داده‌ها معلوم را توليد مي‌کند:
((1){ }1 2 3 4 .u u u uu = ¼¼





برای بازسازی عضو مفقود‌شده بعدی ماتریس نمایه جدید به‌صورت زیر 
ایجاد می‌شود:

((1)1 2 3 4 ..

New local Ensemble

u u u uu

ì üï ïï ïï ïï ïï ï= ¼í ýï ïï ïï ïï ï

é ù
ê ú
ê ú
ê úë û

ï ïî þ







با  ميدان‌هايي  و  رفته  بالاتر  بعدی  نمايه‌هاي  روند دقّت تخمين‌  این  با 
از  مي‌باشند.  بازسازی  قابل  روند  اين  با  نامعلوم  داده‌هاي  از  بالاتری  درصد 
به  نياز  بيشتر  معلومات  تعداد  وجود  به‌دليل  تکراری  حل  فرآيند  در  طرفی 
تکرار کمتری می‌باشد. اين ویژگی برای بازسازی ميدان‌های جريان ناپايا که 
حجم داده‌هاي بالايي دارند، بسيار مفيد مي‌باشد. در شکل 1، فلوچارت روش 
تکراری با پیشروی زمانی، نمایش داده شده‌است. همانطور که در این شکل 
مشخص است، مدل شامل دو فرآیند تکراری و حرکت گام‌به‌گام در زمان 
است. نکته بارز دیگر در خصوص روش این است که با وجود استفاده از یک 
الگوی رتبه‌کاسته و سعی بر کاهش درجات آزادی سيستم به‌منظور افزایش 
در  بیشتری  زمان  به  فرآیند محاسبات  زمان،  راستای  در  با حرکت  سرعت، 

مقایسه با گام‌های ابتدایی نیاز دارد.

الگوی -44 با  ميدان  بازسازی  جهت  مودها  تعداد  انتخاب 
رتبه‌کاسته

مدل  مودها،  تعداد  افزايش  با  مودال  حل  فرآیند  یک  در  است  روشن 
اگر  بود.  برخوردار خواهد  با حل عددی  بالاتری در مقایسه  از دقت  حاصل 
نکته  اين  شوند،  چیدمان  انرژی  سطح  اختلاف  اساس  بر  سيستم  مودهای 
سهم  مودها،  از  کمتری  تعداد  با  می‌توان  که  شد  خواهد  مشاهده  به‌وضوح 
بالايی از انرژی موجود در ميدان را تسخير کرد )شکل 2(. اين بدين معنی 

است که با روش تشريح‌شده مي‌توان به يک الگوی رتبه‌کاسته دست يافت. 
بدين منظور و برای محاسبة تعداد مودهايي که درصد بالاتری از انرژی را 

دارند، عددی به نام عدد سهم1 به‌صورت زير تعريف مي‌شود:

((1)1

1

r

total

N
ii

N
ii

l
k

l
=

=

= å
å

در رابطة فوق λ مقادير ويژه ماتريس داده‌ها مي‌باشد. معياری که در اين 
با  برابر   κ بدين صورت است که هرگاه مقدار  پژوهش در نظر گرفته شده 
99/9% شد، مقدار Nr تعداد مودهای مورد نياز برای ايجاد الگوی رتبه‌کاسته 

را نشان مي‌دهد.

1 Fraction number

Fig. 1. Flowchart of Iterative Method with Time Advancement Strategy

شکل 1: فلوچارت روش تکراری با پیشروی زمانی 
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نتایج-55
در اين قسمت به بررسی و ارائه نتايج حاصل پرداخته می‌شود. نتايج برای 
جريان تراکم‌ناپذير ناپايای لزج حول سيلندر مربع شکل ارائه خواهد شد. در 
شبيه‌سازي‌های ارائه‌شده و برای ايجاد دسته نمايه‌ها از يک کد حل جريان 
ناپاياي لزج بر روی يک شبکه با‌سازمان که بر مبنای روش حجم محدود 

توسعه يافته، استفاده شده است ]10[.
مسالة مورد بحث در این پژوهش، جريان ناپاياي لزج حول سيلندر مربع 
شکل در عدد رینولدز 100 می‌باشد. يک دسته ‌‌38تايي از حل ميدان جريان 
در زمان‌های مختلف به‌عنوان ورودی در نظر گرفته شده‌است. پس از محاسبة 
مقادير متوسط پارامترهاي موردنظر، اين مقادير از دسته نمايه‌ها کسر شده تا 
مقادير اغتشاشی متغيرها محاسبه شوند. حال مودهای تجزیه متعامد بهینه 
با استفاده از اين دسته نمايه‌های اغتشاشی محاسبه مي‌شوند. در شکل‌های 
3، 4 و 5 به‌ترتیب چهارمود اول مولفة افقي سرعت، مولفة عمودي سرعت 
شده‌است.  داده  نشان  هستند،  پرانرژی‌تر  مودها  بقية  به  نسبت  که  فشار  و 
ویژگی مودهای تجزیه متعامد بهینه که از فرآیند متعامد‌سازی تکراری گرام-

اشمیت1  حاصل می‌شوند، این است که اين توابع همچون مودهای فوريه 
بوده یعنی علاوه بر تعامد دارای يک نوع تقارن2 نيز مي‌باشند. همانطور که 
شکل‌های 3، 4 و 5 دیده می‌شود، يک جفت‌شدگي3 بين مودها وجود دارد که 
ناشی از تقارن آنها می‌باشد. با داشتن اطلاعات میدان جریان شامل مودها و 
ضرایب مودال می‌توان از الگوی تشریح‌شده جهت تحلیل مساله و محاسبة 
سیلندر  ناپایا حول  جریان  میدان  اول،  مسالة  کرد.  استفاده  مورد‌نظر  مقادیر 
مربع‌شکل شامل 50 درصد نقاط با داده‌های از دست‌رفته می‌باشد. حال با 
استفاده از روش ارائه‌شده در بخش 3-1 پايه‌های موردنظر بازسازی مي‌شوند. 

1 Gram-Schmidt Orthogonalization Method
2 Symmetry
3 Duality

شکل 6 خطوط همتراز مولفة افقي سرعت، مولفة عمودی سرعت و فشار را 
در زمان t = 4/45 نشان مي‌دهد. در اين شکل‌ها خطوط همتراز داده‌هاي 
اصلی، ميدان با 50 درصد داده‌های مخدوش‌شده، داده‌های بازسازی‌شده با 
روش تکراری استاندارد نشان داده‌ شده‌است. شکل 7 توزيع سرعت عمودی 
در راستای خط x ثابت واقع در ناحية دنباله و در t = 4/445 را برای ميدانی 
با 50% داده‌های مفقود‌شده نشان مي‌دهد که داده‌های نامعلوم با بهره‌گيری 
از روش تکراری بازيابی شده‌اند. در شکل 8 مقایسه‌ای بین نتایج حاصل از 
الگوی پیشنهادی در این پژوهش، روش بازسازی تکراری ساده و داده‌های 
حل عددی مستقیم برای میدان فشار در t = 4/45 را برای ميدانی با %50 
داده‌های مفقود‌شده نشان مي‌دهد که داده‌های نامعلوم با بهره‌گيری از روش 
تکراری بازيابی شده‌اند. همانطور که در شکل مشخص است در اين شرايط 
ّـت  روش معمولی توانايي بازسازی داده‌های مفقود‌شده را داشته و به‌وضوح دق

داده‌های بازيابی‌شده با اين روش آشکار مي‌باشد. Fig. 2. Relative Energy of Streamwise Velocity Modes Component

شکل 2: انرژی نسبي مودهای مولفه‌های میدان سرعت 

Fig. 3. Contours of Four Strongest Modes of Streamwise Velocity 
Component

شکل 3: خطوط همتراز چهار مود پرانرژی‌تر مولفة افقی سرعت 
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اصلی  داده‌هاي  برای  سرعت  افقی  مولفه  همتراز  خطوط   9 شکل  در 
)حاصل از حل عددی مستقیم(، ميدان با 90% داده‌های مفقود‌شده، داده‌های 
با روش  بازسازی‌شده  داده‌های  و  استاندارد  تکراری  با روش  بازسازی شده 
تکراری همراه با پيشروی زماني در زمان t = 4/38 نمايش داده‌ شده‌است. 
همانطور که در شکل نيز مشخص است نتايج حاصل از روش پيشنهادشده 
در اين پژوهش از دقت مناسبی در مقايسه با داده‌هاي ميدان اصلي برخوردار 
می‌باشد در حالی که روش معمولی نتايج دقيقي را ارائه نکرده‌است. خطوط 
همتراز مولفة عمودی سرعت برای همین گام زمانی در شکل 10 نشان داده‌ 

شده‌ و مقایسه‌ای بین نتایج حاصل از حل عددی مستقیم، الگوی تکراری 
ساده و مدل تکراری با تجزیة زمانی در شکل 11 آورده شده‌است. در این دو 
شکل نیز نتایج حاصل از الگوی پیشنهادی، دقت مناسبی را در بازسازی و 

بازیابی داده‌های از دست‌رفته نشان می‌دهد.

Fig. 4. Contours of Four Strongest Modes of Transverse Velocity Component

شکل 4: خطوط همتراز چهار مود پرانرژی‌تر مولفة عمودی سرعت 

Fig. 5. Contours of Four Strongest Modes of Pressure

شکل 5: خطوط همتراز چهار مود پرانرژی‌تر فشار 
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Fig. 6. Streamwise velocity contour for missing data with 50 % (top), 
original snapshot (middle), and reconstructed using simple iterative 

method (bottom) at time = 4.45
شکل 6: خطوط همتراز مولفة افقي سرعت، نماية ناقص با %50 داده‌هاي 
مفقود‌شده )رديف اول(، نماية اصلي )رديف دوم(، و نماية بازسازی شده 

.t =4/45 توسط روش تکراری ساده )رديف سوم( در

Fig. 7. Transverse velocity contour for missing data with 50 % (top), 
original snapshot (middle), and reconstructed using simple iterative 

method (bottom) at time = 4.45

شکل 7: خطوط همتراز مولفة عمودی سرعت، نماية ناقص با 50% 
داده‌هاي مفقود‌شده )رديف اول(، نماية اصلي )رديف دوم(، و نماية 
.t =4/45 بازسازی شده توسط روش تکراری ساده )رديف سوم( در

Fig. 8. Pressure contour for missing data with 50 % (top), original 
snapshot (middle), and reconstructed using simple iterative method 

(bottom) at time = 4.45

شکل 8: خطوط همتراز فشار، نماية ناقص با %50 داده‌هاي مفقود‌شده 
)رديف اول(، نماية اصلي )رديف دوم(، و نماية بازسازی شده توسط روش 

.t =4/45 تکراری ساده )رديف سوم( در
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Fig. 9. Streamwise velocity contour for missing data with 90 % (top), original snapshot (second row), and reconstructed using simple iterative method 
(third row) and reconstructed using time advancing iterative method (bottom) at time = 4.38.

شکل 9: خطوط همتراز مولفة افقي سرعت، نماية ناقص با %90 داده‌هاي مفقود‌شده )رديف اول(، نماية اصلي )رديف دوم(، نماية بازسازی شده توسط روش 
.t =4/38 تکراری ساده )رديف سوم( و نماية بازسازی شده توسط روش تکراری با پيشروی زماني )رديف چهارم( در

Fig. 10. Transverse velocity contour for missing data with 90 % (top), original snapshot (second row), and reconstructed using simple iterative 
method (third row) and reconstructed using time advancing iterative method (bottom) at time = 4.38

شکل 10: خطوط همتراز مولفة عمودی سرعت، نماية ناقص با %90 داده‌هاي مفقود‌شده )رديف اول(، نماية اصلي )رديف دوم(، نماية بازسازی شده توسط 
.t =4/38 روش تکراری ساده )رديف سوم( و نماية بازسازی شده توسط روش تکراری با پيشروی زماني )رديف چهارم( در
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شکل 12 مقايسه‌ای بين مقادير ويژة حاصل از داده‌های اصلی و مقادير 
بازسازی نمايه‌های ناقص  با پيشروی زماني برای  از روش تکراری  حاصل 
یک میدان جریان با 90% داده‌های مفقود‌شده را نمايش می‌دهد. همانطور که 
مشخص است نتایج به‌دست آمده از دقت بالايي حتی در محدودة مودهای 

دارای ميزان انرژی پائين‌تر نيز برخوردار مي‌باشد.

واقع  ثابت   x خط  راستای  در  سرعت  افقی  مولفة  توزيع   13 شکل  در 
در ناحية دنباله و در موقعیت زمانی جدید t = 2/5 برای دو حالت میدان با 
داده‌های مفقود‌شده و داده‌های بازسازی‌شده دیده‌ می‌شود. مقایسه منحنی 
ثابت در   x راستای عمودی و روی خط  تغییرات مولفة عمودی سرعت در 
ناحية دنباله به ازای t = 2/5 در شکل 14 آورده شده‌است. شکل 15 نیز توزیع 
فشار در راستای عمود بر جهت جریان ورودی و به ازای مقدار x- ثابت را 
ّـت بالای بازيابي داده‌ها به‌وسيلة  نمایش می‌دهد. نکته روشن در این نتایج دق
شامل  میدان  متغیرهای  توزیع  نمودار  مقایسه  از  که  بوده  پیشنهادی  روش 
داده‌های مفقود‌شده با میدان بازسازی‌شده و داده‌های اصلی به‌ خوبی آشکار 
مي‌شود. شکل 16 توزيع زماني ضريب برآ حاصل از حل عددی مستقيم در 
مقایسه با داده‌هاي ميدان مخدوش‌شده و ميدان بازسازی‌شده با بهره‌گيری 
از روش پیشروی زماني ارائه شده‌است. واضح است که اين روش به‌خوبی 
داده‌هاي ميدان جريان را بازسازی کرده و دقت داده‌های حاصل در مقایسه 

با داده‌های اصلي بسيار بالا مي‌باشد.

Fig. 11. Pressure contour for missing data with 90 % (top), original snapshot (second row), and reconstructed using simple iterative method (third 
row) and reconstructed using time advancing iterative method (bottom) at time = 4.38

شکل 11: خطوط همتراز فشار، نماية ناقص با %90 داده‌هاي مفقود‌شده )رديف اول(، نماية اصلي )رديف دوم(، نماية بازسازی شده توسط روش تکراری 
.t =4/38 ساده )رديف سوم( و نماية بازسازی شده توسط روش تکراری با پيشروی زماني )رديف چهارم( در

Fig. 12. Comparison between eigenvalues of streamwise velocity (top), 
transverse velocity (middle), and pressure (bottom), Original CFD 

Ensemble (points) and reconstructed using time advancing iterative 
method (solid line)

شکل 12: مقايسه بين مقادير ويژه برای نمايه‌های، مولفة افقی سرعت 
)الف(، مولفة عمودی سرعت )ب( و فشار )پ(، نقاط، تصویرسازی نمایه‌های 

اصلی )CFD( و خطوط، بازسازی با روش تکراری با پيشروی زمانی

(الف)

(ب)

(پ)
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Fig. 13. Comparison of streamwise velocity at constant x-position at the wake region for 90% missed field (top) and reconstructed using time
advancing iterative method (bottom) with original data at time = 2.5

شکل 13: مقايسه بين توزيع مولفة سرعت افقی برای ميدان با %90 داده‌های مفقودشده با ميدان اصلي )بالا( و ميدان بازسازی‌شده با ميدان اصلي )پايين( 
.t =2/5 ثابت واقع در ناحية دنباله در -x در راستای خط

Fig. 14. Comparison of transverse velocity at constant x-position at the wake region for 90% missed field (top) and reconstructed using time
advancing iterative method (bottom) with original data at time = 2.5

شکل 14: مقايسه بين توزيع مولفة سرعت عمودی برای ميدان با %90 داده‌های مفقودشده با ميدان اصلي )بالا( و ميدان بازسازی‌شده با ميدان اصلي 
.t =2/5 ثابت واقع در ناحية دنباله در -x پايين( در راستای خط(

Fig. 15. Comparison of pressure at constant x-position at the wake region for 90% missed field (top) and reconstructed using time advancing iterative 
method (bottom) with original data at time = 2.5

شکل 15: مقايسه بين توزيع فشار برای ميدان با %90 داده‌های مفقودشده با ميدان اصلي )بالا( و ميدان بازسازی‌شده با ميدان اصلي )پايين( در راستای 
.t =2/5 ثابت واقع در ناحية دنباله در -x خط
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از  حاصل  داده‌هاي  برای  را  پسا  ضريب  زماني  توزيع  نيز   17 شکل 
ميدان  و  مخدوش‌شده  ميدان  داده‌هاي  با  قياس  در  مستقيم  عددی  حل 
بازسازی‌شده با بهره‌گيری از روش پيشنهادي نمايش مي‌دهد. همانطور که 

از دقت  نيز  برای ضريب پسا  بازسازی‌شده  در شکل مشخص است مقادير 
مناسبی در مقایسه با داده‌های حاصل از شبیه‌سازی عددی مستقيم برخوردار 

است.

Fig. 16. Comparison of lift coefficient time history for missed data snapshots (top) and repaired data ensemble using time advancing iterative method 
(bottom)

شکل 16: مقایسة تغييرات زماني ضريب برآ برای دسته نمايه با داده‌هاي مفقود‌شده )بالا-چپ( و دسته نماية کامل‌شده با استفاده از روش تکراری با 
پيشروی زماني )بالا-راست(.

Fig. 17. Comparison of drag coefficient time history for missed data snapshots (top) and repaired data ensemble using time advancing iterative 
method (bottom)

شکل 17: مقایسة تغييرات زماني ضريب پسا برای دسته نمايه با داده‌هاي مفقود‌شده )بالا-چپ( و دسته نماية کامل‌شده با استفاده از روش تکراری با 
پيشروی زماني )بالا-راست(.

نتيجه‌گيری-66
در اين پژوهش پيرامون استفاده از روش تجزيه متعامد بهينه به‌منظور 
با درصد بالای داده‌های مفقود‌شده بحث  ناپايا  بازسازی ميدان‌هاي جريان 
معادلات  حل  برای  تکراری  روش‌های  به  شبیه  مدل،  توسعة  مبنای  شد. 

اطلاعات  از  استفاده  با  الگوها  این  در  است.  جزیی  مشتقات  با  دیفرانسیلی 
محاسبه‌شده در برخی نقاط )از جمله نقاط نزدیک مرزها(، تعداد معلومات برای 
لذا سرعت همگرایی  یافته،  افزایش  نقاط دیگر  پارامتر مجهول در  محاسبة 
و دقت حل روش افزوده می‌شود )مانند روش گوس- سایدل صریح در حل 
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معادلات بیضوی(. با توجه به نتايج حاصل مي‌توان گفت که روش پيشنهاد 
شده در اين پژوهش قابليت و توانايي مناسبی در بازيابی داده‌هاي ميدان‌ با 
درصد بالای نقاط نامعلوم را دارد. دلیل اين موضوع، تقويت دسته‌نماية اوليه، 
نامعلوم  داده‌های  بازسازی  و  زماني  گام  هر  در  مفقود‌شده،  داده‌های  شامل 
به‌صورت پیشروی در زمان مي‌باشد. بدین معنی که اطلاعات به‌روز‌شده در 
فرآیند محاسبة نقاط مجهول در راستاهای مکانی و زمانی استفاده می‌شود. 
از طرفي به‌دليل اينکه استفاده از مودهای پرانرژی‌تر برای بازسازی ميدان 
جريان و دستيابی به يک مدل رتبه‌کاسته، روش از سرعت بالاي محاسباتی 
نيز برخوردار مي‌باشد. نکته قابل توجه دیگر اینکه این روش قابیلت تعمیم 
به میدان‌های جریان با تغییرات پارامترهای دیگر )غیر از زمان( را نیز دارد. 
مي‌توان  روش  این  از  ارائه‌شده،  مدل  به  توجه  با  گفت  می‌توان  انتها  در 
به‌سادگي برای کاربردهای ديگری از جمله بازسازی تصاوير، داده‌های ناقص 
تست‌های آزمايشگاهی و داده برداری‌‌های مربوط به هواشناسی و مطالعات 

اقيانوس‌شناسی نيز استفاده کرد.

فهرست علائم
aضرايب مودال
t زمان
u بردار سرعت
xبردار موقعيت

علائم یونانی
βماتريس بردارهاي ويژه
λمقادير ويژه
φمود
κعدد سهم
Λماتريس مقادير ويژه

زیرنویس‌ها
iشمارندة مود
jشمارندة نقاط میدان
kشمارندة نمایه

بالانویس‌ها
iشمارندة مود

jشمارندة مود
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