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ارائه فرمولاسیون اجزا محدود جهت تحلیل رفتار دینامیکی میکروروتورها براساس نظریه گرادیان 
کرنش

مهدی هاشمی و محسن اصغری*

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شریف، تهران، ایران

چکیده: در این مقاله برای اولین بار فرمولاسیون اجزا محدود سه بعدی سامانه روتور، متشکل از میکروشافت دوار و دیسک های 
ارائه شده است. مدل  متصله براساس نظریه گرادیان کرنشی به منظور بررسی رفتار دینامیکی یا مشخصات ارتعاشاتی این سامانه 
مذکور این امکان را فراهم می کند که ضمن در نظر گرفتن اثرات ناشی از قرار داشتن هندسه سامانه در ابعاد میکرو، تأثیرات مربوط 
به غیرصلب بودن یاتاقان ها، میرایی داخلی و نامیزانی در میکروروتور را مورد مطالعه قرار دهد. برای ارائه این فرمولاسیون، در ابتدا 
روابط مربوط به انرژی کرنشی سامانه براساس نظریه گرادیان کرنشی و انرژی جنبشی سامانه با وجود نامیزانی در دیسک حین حرکت 
عرضی، همراه با جملات مربوط به اینرسی ناشی از دوران و گشتاور ژیرسکوپیک بیان گردیده اند. سپس با استفاده از اصل تعمیم 
یافته همیلتون به منظور دستیابی به فرم ضعیف شده معادلات و تقریب متغیرهای مربوط به مؤلفه های جابه جایی عرضی میکروروتور 
اینرسی دورانی  بار ماتریس های جرم شافت و دیسک،  با توابع شکل مناسب، معادلات حرکت گسسته سازی شده اند و برای اولین 
شافت و دیسک، میرایی یاتاقان، ژیرسکوپیکی شافت و دیسک، سختی و نیز ماتریس چرخشی براساس نظریه گرادیان کرنش برای 
سامانه روتور تعیین شده اند. به عنوان مثال هایی، مشخصات ارتعاشاتی سامانه میکروروتوری و نیز پاسخ سامانه در برابر حضور نامیزانی 
بارز ثابت مادی مرتبۀ بالا  تأثیر  بیانگر  از صحه گذاری مدل پیشنهادی،  ارائه شده بعد  نتایج عددی  ارائه شده است.  در دیسک آن 
بر مشخصات ارتعاشاتی میکروروتور شامل بسامدهای طبیعی، سرعت دورانی بحرانی، سرعت دورانی در آستانه ناپایداری سامانه و 

همچنین پاسخ سامانه در اثر حضور نامیزانی جرمی در دیسک می باشد. 
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مقدمه-11
تقاضا برای دستیابی به منابع انرژی فشرده با چگالی توان بالا که قادر 
میکرو  توسعه  و  طراحی  به  منجر  باشد،  الکترونیکی  وسایل  راه اندازی  به 
که  است  ذکر  شایان   .]2  ،1[ است  شده  اخیر  سال های  در  توربوماشین ها 
ساخت و تولید این وسایل مینیاتوری از جمله میکروتوربین ها، امروزه با توسعه 
بارز  ویژگی  است.  شده  امکان پذیر  و  میسر  ماشین کاری  میکرو  روش های 
این وسایل مولد انرژی، سرعت دورانی فوق العاده بالای آنها می باشد. بدین 
این  شده،  هدف گذاری  و  بالاتر  کارآیی  به  دستیابی  منظور  به  که  صورت 
میکروموتورها باید در سرعت های دورانی فراتر از یک میلیون دور بر دقیقه به 
چرخش درآیند ]3، 4[. در چنین سرعت دورانی بالایی، پیش بینی دقیق رفتار 

ارتعاشاتی روتور این سامانه ها از اهمیت ویژه ای برخوردار است. 
از سوی دیگر، مطالعات و تحقیقات آزمایشگاهی اخیر ثابت کرده است 
توسط  به درستی  نمی توان  را  مقیاس کوچک  در  مکانیکی سازه ها  رفتار  که 
این  نتایج   .]5-7[ نمود  پیش بینی  پیوسته کلاسیک  مکانیک محیط  نظریه 
محیط  مکانیک  نظریه  که  می دارد  بیان  القولی  متفق  به صورت  تحقیقات 
در  مقیاس  به  وابسته  رفتار  تشریح  و  پیش بینی  توانایی  کلاسیک  پیوسته 
به طور  را  آن  از  کمتر  و  میکرو  ابعاد  در  شده  ساخته  مینیاتوریی  سازه های 
دقیقی ندارد؛ از این رو، تحلیل صحیح تر رفتار مکانیکی میکروروتورها با درنظر 

asghari@sharif.edu :نویسنده عهده دار مکاتبات

را  این سازه ها  نیازمند آن است که  اندازه،  اثرات مربوط به کوچکی  گرفتن 
نظریه  مانند  پیشنهاد شده  پیوسته غیرکلاسیک  نظریه های محیط  براساس 

گرادیان کرنش مدل سازی نمود.
استفاده از نظریه گرادیان کرنش که برای اولین بار توسط میدلین ]8، 9[ 
پیشنهاد شد، در سال های اخیر در میان محققان مختلف برای مطالعه رفتار 
وابسته به اندازه میکروسازه ها رشد چشمگیری داشته است. در این خصوص 
لم و همکاران1 ]9[ به صورت تحلیلی و تجربی رفتار الاستیک میکروتیرهایی 
دینامیکی  و  استاتیکی  پاسخ  دادند.  قرار  بررسی  مورد  را  اپوکسی  جنس  از 
همکاران2  کانگ،  توسط  کرنش  گرادیان  نظریه  از  استفاده  با  میکروتیرها 
]10[، همچنین اکگز و سیوالک3 ]11، 12[ مورد ارزیابی قرار گرفت. وانگ و 
همکاران4 ]13[ مدل میکروتیر تیموشنکو را براساس این نظریه توسعه دادند. 
و  استاتیکی  تحلیل  به   ]15 ،14[ و همکاران  انصاری  مدل  براساس همین 
دینامیکی میکروتیرهای از جنس مواد هدفمند پرداختند. علاوه بر آن، مدل 
میکروتیر غیرخطی هندسی براساس نظریه گرادیان کرنش توسط کهرباییان، 
توسط  و  اویلر-برنولی  تیر  برای   ]17[ همکاران  و  غایش   ،]16[ همکاران 
اصغری، همکاران ]18[،  انصاری و همکاران ]19[ برای تیر تیموشنکو توسعه 

1 Lam et al.
2 Kong et al.
3 Akgöz and Civalek
4 Wang et al.
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داده شد.
ارتعاشاتی  رفتار  مطالعه  برای  کرنش  گرادیان  نظریه  از  استفاده 
میکروروتورها برای اولین بار توسط هاشمی و اصغری ]20[ پیشنهاد گردید. در 
مقالۀ مذکور عباراتی تحلیلی براساس روش گلرکین برای بسامدهای طبیعی 
یک میکروروتور شامل یک شافت انعطاف پذیر و یک دیسک صلب در وسط 
آن ارائه گردید. با این وجود محدودیت های روش تحلیلی در تحقیق مذکور 
امکان بررسی جامع خواص ارتعاشاتی از جمله تأثیر انعطاف پذیری یاتاقان بر 
رفتار ارتعاشاتی، ناپایداری سامانه، پاسخ سامانه در حضور نامیزانی و غیره را 
فراهم نمی کند. از این رو به کارگیری روشی که بتواند خواص روتوردینامیک 
میکروروتور را تحت شرایط مذکور تعیین نماید، ضروری می باشد که روش 

اجزا محدود برای این کار مناسب به نظر می رسد. 
قبلی،  شده  منتشر  تحقیقات  در  شده  مطرح  کاستی های  رفع  جهت 
متشکل  روتور،  سامانه  بعدی  سه  محدود  اجزا  فرمولاسیون  بار  اولین  برای 
از میکروشافت دوار و دیسکهای متصله، براساس نظریه گرادیان کرنشی به 
منظور بررسی رفتار دینامیکی یا مشخصات ارتعاشاتی این سامانه ارائه شده 
است. برای این منظور در ابتدا روابط انرژی کرنشی براساس نظریه مذکور 
استخراج  انعطاف پذیر  یاتاقان  با  همراه  میکروروتور  برای  جنبشی  انرژی  و 
ماتریس های  مناسب،  شکل  توابع  گرفتن  درنظر  با  و  می شود  بازنویسی  و 
یاتاقان،  میرایی  دیسک،  و  شافت  دورانی  اینرسی  دیسک،  و  شافت  جرم 
ژیرسکوپیکی شافت و دیسک، سختی و نیز ماتریس چرخشی براساس نظریه 
با  عددی،  مثال های  در  شده اند.  تعیین  روتور  سامانه  برای  کرنش  گرادیان 
ارائه شده، پاسخ یک سامانه میکروروتور در حضور  استفاده از فرمولاسیون 
پارامترهای  تأثیر  و  است  شده  بررسی  آن  ارتعاشاتی  مشخصات  و  نامیزانی 
مختلف از جمله ثوابت مادی مرتبۀ بالا و میرایی بر نتایج مورد بررسی قرار 

خواهد گرفت.

تعریف1مسأله1و1معادلات1حاکم-21
همان طور که در شکل 1 نمایش داده شده است، یک میکروروتور شامل 
مجموعه ای از یک میکرو شافت و دیسک به عنوان اجزای اصلی آن می باشد. 
این مجموعه بر روی یاتاقان های انعطاف پذیر با ضریب فنریت و میرایی ثابت 
در ابتدا و انتهای میکروروتور سوار شده است. فرض می شود که شافت این 
میکروروتور تنها می تواند در راستای عمود بر محورش جابه جا گردد. دیسک 
در این مجموعه نیز ضمن داشتن نامیزانی جرمی، به صورت صلب فرض شده 
میکروروتور  دارد. همچنین  قرار  روی شافت  بر  نقطۀ مشخص  در یک  که 
در حال  میکرو شافت  Ω حول محور طولی  ثابت  دورانی  با سرعت  مذکور 
دوران می باشد. در شکل 1، دستگاه مختصات X-Y-Z معرف دستگاه مرجع 
اینرسی یا دستگاه ثابت می باشد، درحالی که دستگاه x-y-z ، بیانگر دستگاه 
  X طولي  محور  Ω حول  ثابت  دورانی  با سرعت  که  بوده  محلی  مختصات 
می چرخد. شافت میکروروتور در زمان شروع t=0 به صورت یک خط مستقیم 

در نظر گرفته شده است.

براساس مدل تیر اویلر-برنولی و با فرض ناچیز بودن جابه جایی محوری، 
مؤلفه هاي جابه جایي ui(x,y,z,t)(i=1,2,3) از بردار جابه جایي ذرات میکرو 

شافت نسبت به مرجع دوار به صورت ذیل نوشته مي شود.
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که در آن (x,y,z) بیانگر مختصات ذرات در مرجع دوار، v و w نشانگر 
 y خیز خط مرکزی شافت به ترتیب سنجیده شده نسبت به محورهای دوار
و z مي باشد. ارتباط این مؤلفه های خیز در دستگاه دوار با مؤلفه های خیز در 
Z( عبارت  و   Y امتداد محورهای  در  ترتیب  به   w و   v )یعنی  ثابت  دستگاه 

است از:
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در رابطه فوق φ=Ωt زاویه چرخش دستگاه دوار نسبت به دستگاه ثابت 
است )شکل 1(.

برای یک ماده  انرژی کرنشی  براساس نظریه گرادیان کرنش، چگالی 
تعیین می گردد  رابطه زیر  از طریق  تغییر شکل های کوچک  با  ایزوتروپیک 

.]9[
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ثوابت   μ و   λ ، ai(i=1,2,...,5) بالا  مرتبه  مادی  ثوابت  آن  در  که 
و                         λ=Ev/ [(1-2v)(1+v)[ روابط  توسط  که  مي باشند  لمِ  کلاسیک 
مي گردند  مرتبط   v پواسون  نسبت  و   E یانگ  مدول  به   μ=E/[2(1+v)[

معرف  ترتیب  به   ξijk و   εij موارد،  این  بر  علاوه  کلاسیک(،  نظریه  )مشابه 
مؤلفه های تانسور کرنش و گرادیان آن می باشند که از طریق روابط زیر به 

Fig. 1. A micro-rotor mounted on flexible bearings and
rotating with a constant speed
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مؤلفه های جابه جایی مرتبط می شوند ]9[.
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حال با جایگذاری رابطه )1( در )4( تنها مؤلفه غیر صفر تانسور کرنش 
به صورت زیر حاصل می شود.
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همچنین مؤلفه های غیر صفر تانسور گرادیان کرنش نیز به صورت زیر 
به دست می آید.
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از سوی دیگر مؤلفه های تنش کلاسیک و تانسور تنش مرتبۀ بالای نظیر 
از طریق جایگذاری روابط )8( و )9( به ترتیب در روابط )5( و )6( به صورت 

زیر حاصل می شود.
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حال با توجه به اتحاد زیر که از رابطه )2( منتج شده است:
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انتگرال گیری  سپس  و   )7( رابطه  در   )8(-)11( روابط  جایگذاری  با  و 
میکروسامانه  برای کل  کرنشی  انرژی  میکروشافت،  مقطع  به سطح  نسبت 

برابر است با:
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از سوی دیگر، انرژی جنبشی یک میکروشافت چرخان به چگالی جرمی 
ρs ، با سطح مقطع دایروی به مساحت As، ممان دوم سطح Is و ممان قطبی 

سطح Js با در نظر گرفتن مدل تیر رایلی و گشتاورهای ژیرسکوپیک برحسب 
محاسبه  زیر  رابطۀ  طریق  از  ثابت  دستگاه  به  نسبت  جابه جایی  مؤلفه های 
می شود. شایان ذکر است که چگونگی دستیابی به این رابطه در مراجع ]20، 

21[ تشریح شده است.
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در رابطه )16( مؤلفه های θy و θz به ترتیب بر حسب مؤلفه های جابه جایی 
برابر است با:
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همچنین انرژی جنبشی مجموعه دیسک ها به تعداد nd و هریک به جرم 
Jdi که هر 

Idi و ممان اینرسی قطبی 
Mdi،  ممان اینرسی جرمی حول قطر 

یک در موقعیت   از ابتدای میکروروتور بر روی آن قرار گرفته اند از رابطه زیر 
محاسبه می شود ]20[.
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که در آن (.)δ تابع دلتای دیراک می باشد. علاوه بر آن، با فرض وجود 
 ،z در راستای ez و y در راستای ey خروج از مرکزیت در دیسک ها به مقدار
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ترم دیگری به انرژی جنبشی سامانه اضافه خواهد شد )Tecc( که مقدار آن از 
رابطه زیر محاسبه می شود ]22[.
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بدین ترتیب، انرژی جنبشی کل میکروروتور برابر مجموع سه انرژی داده 
شده در روابط )17( تا )19( یعنی T=Ts+Td+Tecc می باشد.

از سوی دیگر، کار مجازی نیروهای خارجی که بر میکروروتور مورد نظر 
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(20)

( )

( ) ( )

( )

3 3

111 1 2 3 4 5 3 3

2 2

211 2 4 311 2 42 2

2 2

3 3
2 2

1 3 30

2 2
2 2

2 2 2

2 2

2

2 , 2 .

( / ) ( / ) ( / ) ( / )

1 ( ) ( )
2

( ) ( )

i i i i i i i i

s

L

s s

v wa a a a a y z
x x

v wa a a a
x x

v x w x v x w x

U I

A E

v w
x x

v w
x x

I

τ

τ τ

 ∂ ∂
= − + + + + + ∂ ∂ 

∂ ∂
= − + = − +

∂ ∂

∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂

 ∂ ∂
Λ + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
Λ +

∂

= 



+ +


 ∂ ∂ 

∫

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 3 4 5 2 2 4

2 2 2 2 2
1 2 30

1

2

3

1
2 2 2 0.5

1

2 , 2 .

d
2

sin ,

cos sin cos ,

cos cos sin ,

sin ,
(1

d

) ( ) ( ) [

sin

,

L

s s s s

z y

z y y

z y y

y

z

a a a a a a a

T A v w J I x

t t

t t

w x
u x v x w x

x

ρ ω ω ω

ω θ θ

ω θ θ θ

ω θ θ θ

θ

θ

−

−


  



Λ = + + + + Λ = +

 = + + + + 

=Ω−

= Ω + Ω

= Ω − Ω

∂ ∂
= −

+




∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂
∂

=



∫  



 

 

( )

( ) }

( )

( )

( )

2 2 0.5

2 2 2
10

1

2 2
2 3

0
1

2 2

.
(1 ) ( ) [

1
2

( )d .

1 sin cos
2

cos sin ( )

,
2

(

d

i i

i

d

i

n L

d d d
i

d i

n L

ecc d yi zi
i

yi zi i

yi zi

b yy yz z

v x
u x v x

T M v w J

I x x x

T M v e t e t

w e t e t x x dx

e e

W k v v k w v k

ω

ω ω δ

δ

δ δ δ

=

=

∂
+ ∂ ∂ + ∂ ∂ +

 = + + 

+ + −

 = − Ω Ω + Ω 
+ − Ω + Ω −

Ω − + 


= − + +

∑ ∫

∑ ∫

 





) ,
0

z zy

yy yz zz zy

w w k v w

x L
c v v c w v c w w c v w

x

δ δ

δ δ δ δ

+

=
+ + + +

=
   

که در آن k ضریب فنریت و c میرایی مربوط به یاتاقان در راستاهای 
مختلف در صفحۀ عمود بر محور میکروشافت می باشد.

همچنین با در نظر گرفتن میرایی برای میکرو سامانه به صورت میرایی 
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(21)
11 11

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

11 11 2 20 0

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ,

d d (

) d ,

( )

D

L LD
Dis s

Dis s

E

v w v wE z y y z
x x x x

v wW A x EI
x x

w v v v w w x
x x x x x x

v w w vW EI
x x x x

σ αε

α

δ σ δε α δ

δ δ δ

δ α δ δ

=

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − Ω − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂
= = Ω ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
= Ω − ∂ ∂ ∂ ∂

∫ ∫ ∫



 

 

( )

{ }
{ }

2

1

2

1

0

2 2 2 2

2 2 2 2

1

6

1
6

1

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

d ,

( )dt

( ( ) )dt 0

( ) ( ) , , 1, 2,...,

( , ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ),

,

.

[M[

L

t

t

t

t

j e j j

i y
i

i z
i

y z z z z

z y y y y

v v w w x
x x x x

I T U W

T U W

s s x x L x s x j N

v s t s q t

w s t s q t

q v v

q w w

δ δ

δ δ

θ γ θ γ

θ γ θ γ

+

=

=

∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

= − +

− + =

Θ = − ≤ < =

= Θ

= Θ

=

=

∫

∫

∫

∑

∑

 

( )2

{q( )} ]C]{q( )} ]K]{q( )} {f ( )},

[M[ [M M [ [N N [,

]C] ]K ] ]C ] ]G G ],

]K] 1 ]K ]

]K ] ]K ] ]KC ],

}Q( ){ }q( ) q( ){

s d s d
cl

s b s d
cl

s s s

ncl cl
s b s

T

t t t t

A EI

t t t

α

α

+ + =

= + + +

= + +Ω +

= +

+ + Ω

Λ

+

=

 



تغییرات کار نیروهای میرایی به صورت انرژی اتلافی در میکروسامانه از 
طریق رابطه زیر محاسبه می شود.
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مؤلفه های  حسب  بر   )2( رابطه  از  استفاده  با  می توان  را   )22( رابطه 
جابه جایی در دستگاه ثابت به صورت زیر نوشت:
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گسسته1سازی1معادلات1براساس1روش1اجزا1محدود-31
برای تعیین معادلات مربوط به جزء، از اصل تعمیم یافته همیلتون که 
بیان می دارد مسیر واقعی از انتگرال معین زیر پیروی می کند، استفاده می شود.
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 t2 و t1 انتگرال نسبت به هرگونه تغییر مسیر بین دو لحظه مقدار این 
در شرط محذوف شدن تغییرات مسیر در نقاط انتهایی، ثابت می ماند. بدین 

ترتیب معادلات حرکت توسط رابطۀ زیر تعیین می گردد.
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برای استخراج معادلات حرکت میکروروتور در ابتدا عبارات به دست آمده 
و  روابط )13(، )16(، )18(، )19((  ترتیب  )به   T و   U برای  در قسمت قبل 
همچنین δW از δW= δWb - δWDis )روابط )20( و )23(( را در رابطه )25( 
قرار می دهیم. با انجام محاسبات مربوط به حساب تغییرات جهت تعیین فرم 
از  استفاده  همچنین  و  است  شده  آورده   1 در ضمیمه  که  معادلات  ضعیف 

تقریب مؤلفه های جابه جایی با توابع شکل
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در نودها برای یک سامانه با N المان به طول Le به صورت ذیل می باشد.
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می توان به فرم گسسته شده معادلات حرکت سامانه که در ادامه ارائه 
خواهد شد، دست یافت. در رابطه )qy ،)26 و qz به ترتیب برابر است با
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که در آن اندیس 1 معرف متغیرهاي گره اي مربوط به گره سمت راست 
و اندیس 2 معرف متغیرهاي گره اي مربوط به گره سمت چپ جزء مي باشد. 
همچنین در این رابطه، v و w خیز شافت در امتداد دو محور مختصات،  θz و 
θy شیب مقطع در دوران حول دو محور مختصات، و γz و γy نیز انحنای شافت 

در دو صفحه عرضی است. در خصوص توابع شکل Θ(s) برای میکروشافت 
با توجه به فرم معادلات حرکت، می توان از توابع شکلی که توسط کهرباییان 
و همکاران ]27[ برای میکروتیر گرادیان کرنشی پیشنهاد شده است، استفاده 

نمود. 
بدین ترتیب، با دستیابي به فرم ضعیف معادلات حرکت که در ضمیمه 
با توابع شکل  از تقریب متغیرهاي جابه جایي  1 آورده شده است و استفاده 
با ساده سازی به صورت  بالا، مي توان به فرم گسسته شده معادلات حرکت 
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زیر دست یافت. 
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که در آن ]M] ، [C] و ]K] ، به ترتیب بیانگر ماتریس جرم، میرایی، 
سفتی می باشد که هریک به ترتیب شامل:
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، ]Gs[ ، ]Cb[ ، [Nd[ ، [Ns[ ، [Md[ ، [Ms[ )29( می باشند. در رابطه

ماتریس های  بیانگر  ترتیب  به   [Kb[ و   [KCs
cl[ ، ]Ks

ncl[ ، ]Ks
cl[ ، ]Gd[

یاتاقان،  میرایی  دیسک،  و  شافت  دورانی  اینرسی  دیسک،  و  شافت  جرم 
و   کلاسیک  ترم های  به  مربوط  سفتی  دیسک،  و  شافت  ژیرسکوپیکی 
یاتاقان در میکروروتور می باشند. چگونگی  غیرکلاسیک، چرخشی و سفتی 
دیسک  و  میکروشافت  جزء  برای  مذکور  ماتریس های  مؤلفه های  محاسبه 
دیسک های  در  نامیزانی  از  ناشی   }f(t){ خارجی  نیروی  بردار  همچنین  و 

میکروروتور آن در ضمیمه 2 داده شده است.

تحليل1ارتعاشات1آزاد1و1اجباری1ميكروروتور-41
تحلیل ارتعاشات میکروروتور از طریق روش های محاسباتی که به طور 
خاص برای پیش بینی پاسخ دینامیکی و تحلیل پایداری روتورها توسعه یافته 

است، صورت خواهد گرفت.
اولین گام در تحلیل دینامیکی، به دست آوردن بسامدهای طبیعی سامانه 
تحت شرایط مختلف می باشد. مسأله ارتعاشات آزاد مرتبط با دستگاه خطی 
معادلات دیفرانسیل به طور طبیعی منجر به یک مسأله مقدار ویژه می شود. 
مختلط  ویژه  بردارهای  و  مقادیر  میراشده،  ژیرسکوپیکی  سامانه های  برای 
چرخان  سامانه های  پایداری  و  مودها  شکل  خصوص  در  مفیدی  اطلاعات 

فراهم می کند. 
مسأله مقدار ویژه مرتبط با رابطه )28( در صورت عدم وجود نیروهای 
نامیزان یعنی f(t){=0{ را می توان از طریق نوشتن در فرم فضای حالت به 
یک شکل استاندارد تبدیل نمود. در این صورت بردار مرتبه دوم فضای حالت 
برای بازنویسی معادلات حاکم در قالب متغیرهای فضای حالت به صورت زیر 

تعریف می گردد.
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زیر  به صورت   )28( رابطه  با  مرتبط  آزاد  ارتعاشات  این حالت مسأله  در 
بازنویسی می شود.
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که در آن

(32)
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در رابطه بالا ]I] ماتریس واحد با اندازه ای برابر ماتریس های سختی و 
جرمی می  باشد. پاسخ رابطه )31( به صورت زیر می باشد.
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و مسأله مقدار ویژه مرتبط به آن را می توان به صورت زیر بیان نمود.
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متغیر s در رابطه )34( معرف مقادیر ویژه مختلط می باشد. این مقادیر 
زیر  رابطه  در  شده  داده   b موهومی  مقدار  و    a حقیقی  مقدار  شامل  ویژه 

می باشد.
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با بسامدهای طبیعی سامانه  b متناظر  رابطه )35( قسمت موهومی  در 
فراهم  سامانه  پایداری  در خصوص  اطلاعاتی   a حقیقی  قسمت  و  می باشد 

می کند. چگونگی این موارد در قسمت نتایج عددی تشریح می گردد. 
از سوی دیگر، در حالت ارتعاشات اجباری نیروی خارجی ناشی از وجود 
میکروروتور  دورانی  با سرعت  نوسانی  به صورت  دیسک  در  نامیزانی جرمی 
به آن اعمال می شود. در این حالت که بردار نیروی خارجی را می توان در 
حالت کلی به صورت f(t){=}F{eiΩt{ محاسبه کرد، پاسخ سامانه از رابطه 

زیر محاسبه می شود.
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نتایج1عددی-51
ارتعاشاتی  مشخصات  روی  بر  مختلف  پارامترهای  بررسی  منظور  به 
میکروروتور در این قسمت نتایج حاصل از تحلیل ارتعاشات یک میکروروتور 
آن  شافت  وسط  در  دیسک  دارای  که  شافت    طول  به  شعاع  نسبت  با 
اجزای  توسط  میکروروتور  شافت   .)2 )شکل  است  شده  آورده  می باشد، 
در  می گردد.  مش بندی  کرنش  گرادیان  نظریه  براساس  یافته  توسعه  تیر 
ارتعاشات خمشی  مشخصات  وابستگی  تشریح  منظور  به  پیش رو  مثال های 
میکروروتور، فرض می شود که رابطه بین خواص مرتبه بالای مادی به صورت
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توسط  که  آلومینیوم  برای  آمده  به دست  نتایج  براساس  خواص  این  باشد. 
از  استفاده  با  می باشد.  استوار  است،  شده  حاصل   ]28[ همکاران  و  شجاع 
این نسبت بین پنج ثابت مادي مرتبه بالا و رابطه )14( مي توان Λ2 را نیز 
انرژي کرنشي  رابطه  Λ2 در  قرار دادن  با  نمود. حال  محاسبه   Λ1 بر حسب 
ظاهر  آن  در   Λ1 /ER2 به صورت  جمله  ساده سازي،  انجام  و   ))13( )رابطه 
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مي شود. این جمله در واقع معرف پنج ثابت مادي مرتبه بالا به کار رفته در 
تحلیل های  برای  این رو  از  ماده مي باشد.  براي یک  گرادیان کرنش  نظریۀ 
پیش رو این جمله به صورت یک ثابت مادی مرتبه بالاي بي بعد شده یا همان  
η=Λ1 /ER2 به کار گرفته مي شود. اشاره به این نکته ضروری می باشد که در 

حالت η=0 ، نتایج به نتایج حاصل از نظریه کلاسیک محیط پیوسته تقلیل 
می یابد. همچنین ثابت مرتبه بالای Λ1 خصوصیت ماده تشکیل دهنده شافت 
است و هرچه بیشتر باشد سختی یا مقاومت شافت در برابر تفاوت دوران دو 
مقطع مجاور آن و ایجاد انحنا بیشتر خواهد بود. علاوه بر η ، از پارامترهاي 

بي بعدشده زیر براي ارائه نتایج استفاده خواهد شد.
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نظریۀ  براساس  لولا  دوسر  تیر  یک  اول  طبیعي  بسامد   ،ω آن  در  که 

کلاسیک محیط پیوسته یعني  aaaaaaaaaaaaaaaa مي باشد.

بسامدهای  تعیین  در  حاضر  روش  همگرایی  بررسی  منظور  به  ابتدا  در 
با  ثابت  براساس گرادیان کرنش، یک میکروروتور  طبیعی یک میکروروتور 
Id در نظر گرفته شده 

Md و 10-3=*
دیسکی در وسط آن به مشخصات 0/5=*

است. با استفاده از برنامه کامپیوتری نوشته شده در نرم افزار متلب براساس 
نظریه گرادیان کرنشی که در مقاله تشریح گردید و مشخصات میکروروتور 
ذکر شده، چهار بسامد طبیعی اول نرمال شده سامانه بر حسب تعداد اجزای 
 η=0/1 حالت  برای   3 در شکل  آن  نتایج  و  محاسبه شده   N میکروشافت 
فرکانسی  مقادیر  می شود،  مشاهده  که  همان طور  است.  شده  داده  نمایش 
به مقادیر مورد نظر همگرا  به سرعت  اجزای میکروشافت  تعداد  افزایش  با 
می شود و این نشان دهندۀ  آن است که روش اجزا محدود پیشنهادی در مقالۀ 

حاضر از همگرایی بالایی برخوردار است.
بسامدهای  برای  مقادیر محاسبه شده  به منظور صحه گذاری  همچنین 
طبیعی نرمال شده به روش حاضر، میکروشافت چرخان با مشخصات ارائه 
بسامد  چهار  مقادیر   1 در جدول  می گیریم.  نظر  در  را   ]21[ مرجع  در  شده 
دو  برای  مذکور  مرجع  در  شده  ارائه  و  حاضر  روش  به  شده  محاسبه  اول 

حرکت لنگ زنی پیشرو1 و پسرو2 )هم جهت و خلاف جهت حرکت چرخشی 
  η=0/2 حالت  در  شده  نرمال  مختلف  دورانی  سرعت های  در  میکروروتور( 
آورده شده است. شایان ذکر است که در این بررسی از 10 جزء میکروشافت 
روش  از  حاصله  نتایج  می شود،  مشاهده  که  همان طور  است.  شده  استفاده 
پیشنهادی با روش تحلیلی ارائه شده در مرجع ]21[ از توافق خوبی با یکدیگر 
در  دلیل خطاهاي عددي  به  نیز  ناچیز  اختلاف  این  علت  برخوردار هستند. 
محاسبات روش حاضر مي باشد. بدین ترتیب مي توان نتیجه گرفت که روش 
اجزا محدود پیشنهادی در این مقاله از اعتبار مناسبی برای تحلیل های بعدی 

در زمینۀ ارتعاشات خمشی میکروروتور برخوردار است. 
یک  شده   نرمال  اول  طبیعی  بسامد  سه  تغییرات  و  مودها   4 شکل 
یاتاقان های  روی  بر  واقع   Id

*=10-3 و   Md
*=1 مشخصات  با  میکروروتور 

صلب برحسب سرعت دورانی نرمال شده *Ω )نمودار کمپل( را به ازای مقادیر 
مختلف η نمایش می دهد. همان طور که مشاهده می شود، مقادیر فرکانسی 

با افزایش η ، بیشتر می شود.
به منظور بررسی تأثیر ثابت مادی مرتبه بالا η بر روی سرعت دورانی 
Ωth، برای میکرورتور مثال قبل میرایی داخلی 

آستانۀ ناپایداری میکروروتور *
در نظر گرفته شده است. از آنجا که واحد ضریب میرایي با توجه به رابطه 
نرمالیزه شده   α*=αω به صورت  این ضریب  )21(، برحسب زمان مي باشد، 
Ωth با توجه به رابطه )35(، سرعتی می باشد که سبب می شود مقدار  

است. *
به صورت   نیز  مقدار  این   ،)35( رابطه  به  توجه  با  همچنین  گردد.  مثبت   a
a*=a/ω نرمالیزه شده است. در شکل 5 مقادیر *a بر حسب *Ω و به ازای 

مقادیر مختلف η در محدوده ای از *α که میکروروتور مورد نظر به ازای آنها 
 η ناپایدار می شود، رسم شده است. همان طور که مشاهده می شود، با افزایش

Ωth نیز افزایش می یابد.
مقادیر *

1 Forward Whirling (FW)
2 Backward Whirling (BW)

~
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Fig. 2. Schematic view of finite element model of a micro-rotor

شكل1:21نمایش1شماتيكی1مدل1اجزا1محدودی1از1یك1نمونه1ميكروروتور

Fig. 3. Variations of the first four normalized natural frequencies of a 
stationary micro-rotor against the micro-shaft element number

شكل1:31تغييرات1چهار1بسامد1طبيعی1اول1نرمال1شده1یك1نمونه1
ميكروروتور1ثابت1بر1حسب1تعداد1اجزای1ميكرو1شافت
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تأثیر انعطاف پذیر یاتاقان بر روی بسامدها و شکل مودهای میکروروتور 
و   Id

*=10-3 و   Md
*=1 یعنی  قبل  مثال  فیزیکی  و  هندسی  مشخصات  با 

بدون میرایی داخلی در شکل 6 به ازای مقادیر مختلف η نمایش داده شده 
است. در این میکروروتور هر دو یاتاقان دارای ضریب فنریت مشابه در دو 
 kyz=kzy=0 و ضریب فنریت متقابل صفر یعنی kyy=kzz=κ راستا به مقدار
می باشند که در آن κ=EAs /4L و همچنین میکروروتور با سرعت دورانی 
*Ω درحال دوران می باشد. همان طور که مشاهده می شود با کاهش صلبیت 

یاتاقان شکل مودها از حالت تیر دوسر لولا به حالت حرکت جسم صلب یک 
تیر بر روی دو فنر در دو انتها تغییر می کند. همچنین با افزودن تدریجی بر 
مقدار η مشاهده می شود که بر مقدار هر دو بسامد طبیعی میکروروتور در 
یاتاقان های صلب افزوده می شود، در حالی که در یاتاقان های انعطاف پذیرتر 
با افزایش مقادیر η ، مقادیر فرکانسی در ابتدا افزایش و سپس کاهش می یابد. 
علت این امر را در افزایش صلبیت میکروروتور در مقادیر بالای η می توان 
یافت که میکروسامانه با سرعت بیشتری به مودهای حرکت جسم صلب در 

یاتاقان های انعطاف پذیرتر تمایل پیدا می کند.
نتایج حاصل از پاسخ فرکانسی مقادیر جابه جایی نسبی مرکز میکروروتور 
مقادیر  به ازای  دیسک  در   eM* میزان  به  جرمی  نامیزانی  وجود   اثر  در 
داده  نمایش  دورانی  سرعت  برحسب  بازه  یک  در   7 شکل  در   η مختلف  

این  در  میکروروتور  این  برای  شده  گرفته  نظر  در  مشخصات  است.  شده 

30 20 10 0 Ω*

(FW) 1/3214 1/2518 1/1855
1/1226 مرجع ]21[

ω1
*

(BW) 0/9536 1/0066 1/0629
(FW) 1/3192 1/2504 1/1847

1/1224 روش حاضر
(BW) 0/9549 1/0075 1/0633
(FW) 5/2557 4/9828 4/7226

4/4754 مرجع ]21[
ω2

*
(BW) 3/8109 4/0196 4/2411
(FW) 5/2469 4/9762 4/7181

4/4727 روش حاضر
(BW) 3/8128 4/0201 4/2401
(FW) 11/718 11/123 10/556

10/002 مرجع ]21[
ω3

*
(BW) 8/5620 9./195 9/5042
(FW) 11/698 11/106 10/541

10/004 روش حاضر
(BW) 8/5546 9/0114 9/4934
(FW) 20/582 19/570 18/604

17/683 مرجع ]21[
ω4

*
(BW) 15/192 15/977 16/807
(FW) 20/546 19/534 18/567

17/646 روش حاضر
(BW) 15/154 15/940 16/770

جدول1:11مقایسه1مقادیر1چهار1بسامد1طبيعی1اول1نرمال1شده1یك1نمونه1
Ω*1ميكروشافت1چرخان1با1استفاده1از1روش1حاضر1و1مرجع1]21[1بر1حسب

Table 1. Comparison of the first four normalized resonant frequencies 
of the micro-spinning shaft computed by present method and given in 

reference [21] at different rotational speed

)الف(

)ب(

)ج(
Fig. 4. Variations of the first three normalized  natural frequencies of a 
micro-rotor mounted on rigid bearings with its mode shapes versus η

شكل1:41تغييرات1سه1بسامد1طبيعی1اول1نرمال1شده1همراه1با1شكل1مودهای1
یك1نمونه1ميكروروتور1بر1حسب1η1بر1روی1یاتاقان1های1صلب
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یاتاقان هایی  روی  که  می باشد   Id
*=10-3 و   Md

*=1 دیسکی  شامل  مثال 
میرایی                                و   kyz=kzy=0 و   kyy=kzz=1000κ فنریت  مشخصات  با 
به  لازم  است.  گرفته  قرار   cyz=czy=0 و   cyy=czz=7/98×10-8 N.s/m

ارائه شده در  رابطه  براساس  برای ضرایب میرایی  ذکر است مقادیر مذکور 
مرجع ]4[ برای محاسبه این ضرایب انتخاب شده اند. همچنین میزان میرایی 
آن  ازای  به  که  می باشد   ]26[  α=0/0002 برابر شده  گرفته  درنظر  داخلی 
α*=αω=0/25×104 خواهد بود. همانطور که مشاهده می شود، مقادیر این 

جابه جایی در سرعت های دورانی در محدودۀ نظیر بسامدهای طبیعی اول و 
سوم حداکثر دامنه و در محدودۀ فرکانسی نظیر بسامد طبیعی دوم حداقل 
دامنه را به دلیل وجود گره در این نقطه دارا می باشد. در این نقاط همچنین 
تغییر فاز پاسخ به میزان حدوداً 180 درجه نیز مشاهده می شود. نکتۀ قابل 
با افزایش ثابت مادی مرتبه بالا، سرعت  توجه در این نمودار آن است که 

بحرانی که در آن بیشینه دامنه پدیدار می شود، افزایش می یابد.

Fig. 5. Variations of real parts of normalized Eigen values of a micro-
rotor  versus Ω*

شكل1:51تغييرات1مقادیر1حقيقی1مقادیر1ویژه1نرمال1شده1یك1نمونه1
Ω*1ميكروروتور1دارای1ميرایی1بر1حسب

)الف(

)ب(
Fig. 6. Variations of the first two mode shapes and normalized natural fre-
quencies of a micro-rotor against the stiffness coefficient of the bearing κ*

شكل1:61تغييرات1دو1شكل1مود1و1دو1بسامد1طبيعی1اول1نرمال1شده1یك1
κ1نمونه1ميكروروتور1بر1حسب1ضریب1فنریت1یاتاقان
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نتيجه1گيری-61
در این مقاله، یک مدل اجزا محدود براساس نظریه گرادیان کرنش برای 
مدل  گردید.  پیشنهاد  میکروروتورها  ارتعاشاتی  مشخصات  بررسی  و  تعیین 
ارائه شده این امکان را فراهم می کند که ضمن در نظر گرفتن اثرات ناشی از 
کوچک بودن ابعاد هندسی، تأثیرات مربوط به انعطاف پذیری یاتاقان، میرایی 
داخلی و نامیزانی در میکروروتورها را بر رفتار ارتعاشاتی آنها مورد مطالعه قرار 
داد. در این خصوص از فرم فضای حالت برای استخراج بسامدهای رزونانسی 
و پیش بینی ناپایداری میکرو سامانه مورد نظر استفاده شده است. نتایج عددی 
ارائه شده در حالت های مختلف بعد از صحه گذاری مدل پیشنهادی، بیانگر 

آن است که
سرعت . 1 و  طبیعی  بسامدهای  بالا،  مرتبۀ  مادی  ثابت  افزایش  با 

دورانی بحرانی میکروروتور افزایش می یابند. 
طبیعی . 2 بسامدهای  بالا،  مرتبۀ  مادی  ثابت  مقدار  از  صرف نظر 

مرکز  در  موجود  دیسک  جرم  میزان  افزایش  با  میکروروتور  فرد 
ممان  مقادیر  افزایش  با  زوج  بسامدهای  و  کاهش  میکروشافت 

اینرسی دیسک کاهش می یابند.
ثابت . 3 از  مشخص  مقدار  یک  با  میکروروتور  طبیعی  بسامدهای 

با  میکروشافت  چرخش  با  هم جهت  حالت  در  بالا  مرتبۀ  مادی 
افزایش سرعت دورانی افزایش و در حالت خلاف جهت چرخش 

میکروروتور کاهش می یابد. 
طبیعی . 4 بسامدهای  مقادیر  یاتاقان،  صلبیت  میزان  افزایش  با 

شکل  به  نیز  آن  نظیر  مودهای  شکل  و  شده  بیشتر  میکروروتور 
مقادیر  در  تغییرات  این  می شود.  نزدیکتر  لولا  دوسر  تیر  مودهای 

بالاتر ثابت مادی مرتبۀ بالا شدیدتر می باشد.
وجود میرایی در میکروشافت سبب می شود که میکروروتور با عبور . 5

این سرعت  ناپایدار گردد. میزان  از یک سرعت دورانی مشخص 
دورانی با افزایش ثابت مادی مرتبۀ بالا بیشتر می شود. 

دیسک . 6 در  جرمی  نامیزانی  از  مشخص  مقدار  یک  وجود  به ازای 
و  دامنه  کمینه  و  بیشینه  در  دورانی  سرعت  مقادیر  میکروروتور، 
حداکثر تغییر فاز نظیر آن، با افزایش ثابت مادی مرتبۀ بالا افزایش 

می یابد. 

فهرست1علائم
As  مساحت مقطع میکروشافت

ماتریس میرایی ]C]

مدول یانگ E

میزان طولی خروج از مرکز دیسک e

بردار نیروی خارجی { f (t){

ماتریس ژیرسکوپیک ]G]

ممان اینرسی دوم سطح I

ماتریس سفتی ]K]

ضریب فنریت k

طول میکروروتور L

جرم دیسک M

ماتریس جرم [M[

ماتریس ناشی اینرسی دورانی [N[

ماتریس چرخشی ]KC]

تعداد المان N

متغیرهاي گره اي q

مجموعه متغیرهاي گره اي یک سیستم Q

R شعاع

انرژی جنبشی T

انرژی کرنشی کل U

چگالی انرژی کرنشی براساس نظریه گرادیان کرنش u

u بردار جابه جایی

Y مؤلفۀ جابه جایی مرکز شافت در راستای v

y مؤلفۀ جابه جایی مرکز شافت در راستای v

کار نیروهای خارجی W

Z مؤلفۀ جابه جایی مرکز شافت در راستای w

z مؤلفۀ جابه جایی مرکز شافت در راستای w

)ج(
Fig. 7. Variations of the relative displacement of a micro-rotor center 

mounted on flexible bearings with an internal damping and phase changes 
due to unbalance mass of eM* at three different rotational speed intervals. 
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علائم1یونانی

ضریب میرایی ویسکوز داخلی ویسکوز α

مؤلفه های تانسور کرنش εij

مؤلفه های تانسور گرادیان کرنش ξijk

ضریب فنریت یاتاقان نرمال شده κ

ضریب پواسون v

مدول برشی μ

چگالی ρ

مؤلفه های تانسور تنش σij

τijk مؤلفه های تانسور تنش مرتبۀ بالا

مؤلفۀ چرخش متغیر گره اي θ

مؤلفۀ انحناي متغیر گره اي γ

η ثابت مادی مرتبه بالای بی بعد شده

ثابت لم λ

بسامد طبیعی اول تیر دوسر لولا ω

بسامد طبیعی ω

سرعت دورانی Ω

زیرنویس1ها

یاتاقان b

دیسک d

خروج از مرکز ecc

شماره n

شافت s

آستانه ناپایداری th

بالانویس1ها

جزء e

بی بعد شده *

کلاسیک cl

غیرکلاسیک ncl
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