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لایه  همراه  به  کربنی  نانولوله‌‌های  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  ورق  آزاد  ارتعاش  بررسی 
مگنتوالکتروالاستیک

سهیل رضوی*، علیرضا شوشتری

گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه بوعلی سینا، همدان، ایران 

چکیده: در این تحقیق، ارتعاش آزاد ورق مستطیلی هوشمند دولایه‌ای متشکل از یک لایه کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله‌های 
کربنی تک جداره و یک لایه هوشمند چندفازی مگنتوالکتروالاستیک بررسی شده است. نانولوله‌های کربن به صورت یکنواخت 
تکیه‌گاه  روی  بر  ورق  می‌کند.  تغییر  یکنواخت  صورت  به  محیط  دمای  شده‌‌اند.  توزیع  کامپوزیتی  لایه  ضخامت  راستای  در 
تعیین  برای  اول ورق‌ها  از نظریۀ برشی مرتبه  الکتریکی و مغناطیسی می‌باشد.  بارگذاری‌های  ساده قرار گرفته شده و تحت 
معادلات حرکت ورق استفاده شده و از قوانین گاوس برای حالت‌های الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک برای مدل‌سازی رفتار 
مگنتوالکتریک استفاده شده است. با بیان متغیرهای تعمیم یافته ورق به صورت سری فوریه دوگانه و استفاده از روابط تعامد توابع 
مثلثاتی، معادلات دیفرانسیل جزئی به دستگاه معادله جبری برحسب بسامد طبیعی ورق تبدیل گردیده‌‌اند و رابطه‌ای تحلیلی برای 
بسامد طبیعی اصلی ورق به دست آمده است. پس از صحه‌گذاری مدل پیشنهادی، مثال‌هایی برای بررسی اثرات پارامترهای 

مختلف بر روی پاسخ ارتعاش آزاد این ورق هوشمند ارائه شده‌اند. 
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مقدمه-11
فیزیکی  و  شیمیایی  خواص  بودن  دارا  دلیل  به  کربنی  نانولوله‌های 
منحصر به‌ فرد نظیر سفتی و مقاومت نسبی بالا موضوع بسیاری از مطالعات 
بوده‌اند. لیو و همکاران ]1[ مروری بر تحقیقات صورت گرفته در مورد تحلیل 
مکانیکی کامپوزیت‌های تقویت شده با نانولوله‌های کربن ارائه نمودند. وو و 
لی ]2[ و ژانگ و همکاران ]3[ ارتعاش آزاد ورق کامپوزیتی تقویت شده با 
نانولوله کربن را، به ترتیب، با استفاده از روش سه بعدی و نظریه تغییر شکل 
برشی مرتبه یک تحلیل نمودند. دستجردی و همکاران ]4[ پاسخ دینامیکی 
پوسته استوانه‌ای تقویت شده توسط نانولوله‌های کربن به بارگذاری ضربه‌ای 
را تعیین نمودند. ناتاراجان و همکاران ]5[ از روش اجزا محدود و نظریه برشی 
مرتبه بالاتر برای مطالعه ورق ساندویچی و وو و همکاران ]6[ از روش تربیع 
تفاضلی1 و نظریه تیموشنکو برای تحلیل تیر ساندویچی که لایه‌های کناری 
استفاده  بودند،  کربن  نانولوله‌های  با  شده  تقویت  کامپوزیت‌  جنس  از  آن‌ها 
با  شده  تقویت  کامپوزیتی  ورق  آزاد  ارتعاش   ]7[ همکاران  و  مهار  نمودند. 
نانولوله کربن را با استفاده از نظریه برشی مرتبه بالاتر مطالعه نمودند. پاسخ 
غیرخطی ورق ساندویچی که لایه‌های کناری آن‌ها از کامپوزیت‌ تقویت شده 
قرار گرفته است ]8[.  نیز مورد مطالعه  نانولوله‌های کربن ساخته شده‌اند  با 
علی‌بیگلو ]9[ ارتعاش آزاد پوسته استوانه‌ای تقویت شده با نانولوله‌های کربن 

1 Differential quadrature (DQ)
s.razavi@basu.ac.ir :نویسنده عهده‌دار مکاتبات

به همراه لایه‌های پیزوالکتریکی را بررسی نمود. ژانگ و همکاران ]10[ و 
شارما و همکاران ]11[ با استفاده از لایه‌های پیزوالکتریکی به عنوان حسگر 
و عمگر، کنترل ارتعاش ورق‌های کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربنی 

را بررسی نمودند.
می‌باشد.  مگنتوالکتریک  اثر  مگنتوالکتروالاستیک  مواد  اصلی  مشخصه 
این اثر باعث می‌گردد که انرژی‌های مکانیکی، مغناطیسی و الکتریکی قابل 
تبدیل به یکدیگر باشند؛ بنابراین همانند لایه‌های پیزوالکتریکی، از لایه‌های 
این  با  نمود،  استفاده  ارتعاشات  کنترل  برای  می‌توان  مگنتوالکتروالاستیک 
راه  از  می‌توان  مگنتوالکتروالاستیک  لایه  از  استفاده  هنگام  به  که  تفاوت 
 ]12[ پان  نمود.   کنترل  را  سازه  پاسخ  مغناطیسی  میدان  اعمال  با  و  دور 
مگنتوالکتروالاستیک  مستطیلی  ورق‌های  استاتیکی  حرکت  بار  اولین  برای 
ورق‌ها  این  آزاد  ارتعاش   ]13[ هایلیگر  و  پان  نمود.  بررسی  را  چندلایه‌ای 
نازک  ورق  عرضی  ارتعاش   ]14[ چانگ  و  لیو  دادند.  قرار  مطالعه  مورد  را 
آزاد  ارتعاش  برای  دقیق  پاسخی  و  نموده  بررسی  را  مگنتوالکتروالاستیک 
کامپوزیت دولایه‌ای BaTiO3-CoFe2O4 به دست آوردند. ژین و هو ]15[ 
و  بعدی  سه  الاستیسیته  نظریه  از  ترتیب،  به   ،]16[ رضوی  و  شوشتری  و 
ورق‌های  آزاد  ارتعاش  بررسی  برای  سه  مرتبه  برشی  شکل  تعییر  نظریه 
ارتعاش   ]17[ همکاران  و  واعظی  نمودند.  استفاده  مگنتوالکتروالاستیک 
برنولی   - اویلر  تیر  نظریه  براساس  را  مگنتوالکتروالاستیک  تیر  میکرو  آزاد 
و  ]19[، جندقیان  لی، همکاران   ،]18[ وانگ  دادند. که،   قرار  بررسی  مورد 
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رحمانی ]20[ ارتعاش آزاد نانو تیر مگنتوالکتروالاستیک را بر مبنای نظریه 
تیر تیموشنکو و نظریه غیرموضعی مطالعه نمودند. که، همکاران ]21[،  لی و 
همکاران ]22[ ارتعاش آزاد نانو ورق‌های مگنتوالکتروالاستیک را، به ترتیب، 
میندلین  غیرموضعی  نظریه  و  کیرشهف  غیرموضعی  نظریه  از  استفاده  با 
ارتعاش  تحلیل  برای  مدلی   ]23[ همکاران  و  که  همچنین  نمودند.  بررسی 
آزاد نانو پوسته استوانه‌ای مگنتوالکتروالاستیک براساس نظریه پوسته لاو و 
نظریه غیرموضعی ارائه نمودند. علاوه بر این، مدلی غیرخطی برای تحلیل 
نانو تیر ]24[ و نانو ورق‌های ]25[ مگنتوالکتروالاستیکی نیز ارائه شده است. 
ورق  ارتعاشات  که  می‌شود  مشاهده  موجود،  مطالعات  به  توجه  با 
لایه‌های  همراه  به  کربنی  نانولوله  با  شده  تقویت  چندلایه‌ای  پوسته  یا 

مگنتوالکتروالاستیک مورد بررسی قرار نگرفته است.
در این تحقیق، ارتعاش آزاد ورق مستطیلی هوشمند دولایه‌ای متشکل از 
یک لایه کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله‌های کربنی تک جداره و یک لایه 
هوشمند چندفازی مگنتوالکتروالاستیک برای اولین بار بررسی شده است. از 
نظریه برشی مرتبه اول ورق‌ها، قانون گاوس برای حالت‌های الکترواستاتیک 
بسامد  تحلیلی  محاسبه  برای  مثلثاتی  توابع  تعامد  اصل  و  مگنتواستاتیک  و 

طبیعی مود اول ارتعاش این ورق هیبریدی هوشمند استفاده شده است.

مدل‌سازی مسأله-22
مطابق شکل 1، ورق کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله کربن تک جداره 
آن  و ضخامت  عرض  طول،  ترتیب،  به   h و   b ، a که  بگیرید  نظر  در  را 
این  به  مگنتوالکتروالاستیک  جنس  از  و   hs ضخامت  با  لایه‌ای  می‌باشند. 
یکنواخت  به صورت  کربن  نانولوله‌های  است.  متصل شده  کامپوزیتی  ورق 
در راستای ضخامت لایه کامپوزیتی توزیع شده‌اند. دمای محیط به صورت 
یکنواخت تغییر نموده و ورق تحت اثر پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی 

قرار گرفته است.  
}Q{ و منتجه‌های  }N{ و جانبی  نیروی داخل صفحه‌ای  منتجه‌های 
ممان }M{ این ورق هیبریدی را می‌توان با استفاده از روابط زیر محاسبه 
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که در آن σx و yσ مؤلفه‌های تنش قائم بوده و σxz ، σxy و σyz تنش‌های 
برشی می‌باشند. علاوه بر این، زیرنویس‌های C و S به ترتیب، بیانگر لایه‌ 
 K کامپوزیت تقویت شده با نانولوله کربن و لایه مگنتوالکتروالاستیک بوده و

ضریب تصحیح برش می‌باشد.
معادله مشخصه لایه کامپوزیت تقویت شده با نانولوله کربن به صورت 

زیر می‌باشد:
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به طوری که ΔT بیانگر تغییرات دمای محیط بوده و مؤلفه‌های سختی 
با استفاده از رابطه زیر محاسبه می‌گردند:
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Fig. 1. Schematic of the studied plate

شکل 1: شکل شماتیک ورق مورد مطالعه



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 15 تا 24

17

(()

{ } { }
{ }

{ } { }
{ }

{ } { }
{ }

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

11 12

12 22

44

C

,

,

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

s

s

s

hT T

x y xy x y xy Ch

h h T

x y xy Sh

hT T

x y xy x y xy Ch

h h T

x y xy Sh

hT T

x y xz yz Ch

h h T

xz yz Sh

x

y

yz

xz

xy

N N N dz

dz

M M M zdz

zdz

Q Q K dz

K dz

Q Q
Q Q

Q

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ

σ σ

σ
σ
σ
σ
σ

−

+

−

+

−

+

= +

= +

= +

 
 
   = 
 
 
  

∫

∫

∫

∫

∫

∫

( )
( )

( )

55

66 C

11

22

C

11 11 12 21

12 21 11 12 21

22 22 12 21

44 23 55 13 66 12

0
0 0 0 0

0
0
0

1 ,

1 ,

1 ,

, ,

C C C C

C C C C C

C C C C

C C C C C C

x

y

yz

xz

xy

Q
Q

T

Q E

Q E

Q E

Q G Q G Q G

ε α
ε α
γ
γ
γ

ν ν

ν ν ν

ν ν

 
 
 
  ×
 
 
  

    
    
        − ∆                  

= −

= −

= −

= = =

( ) ( )
C C

CNT m
11 1 CNT 11 m

CNT2 m
CNT m

22 22

3 CNT m
CNT m

12 12

CNT m
12 CNT 12 m

CNT m
0 CNT 0 m 0

CNT m
11 CNT 11 m

CNT CNT m m
22 12 CNT 22 m 12 111 1

C

C

C

C

C

C

E V E V E

V V
E E E

V V
G G G

V V

V V

V V

V V

η

η

η

ν ν ν

ρ ρ ρ

α α α

α ν α ν α ν α

= +

= +

= +

= +

= +

= +

= + + + −

(()

{ } { }
{ }

{ } { }
{ }

{ } { }
{ }

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

11 12

12 22

44

C

,

,

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

s

s

s

hT T

x y xy x y xy Ch

h h T

x y xy Sh

hT T

x y xy x y xy Ch

h h T

x y xy Sh

hT T

x y xz yz Ch

h h T

xz yz Sh

x

y

yz

xz

xy

N N N dz

dz

M M M zdz

zdz

Q Q K dz

K dz

Q Q
Q Q

Q

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ

σ σ

σ
σ
σ
σ
σ

−

+

−

+

−

+

= +

= +

= +

 
 
   = 
 
 
  

∫

∫

∫

∫

∫

∫

( )
( )

( )

55

66 C

11

22

C

11 11 12 21

12 21 11 12 21

22 22 12 21

44 23 55 13 66 12

0
0 0 0 0

0
0
0

1 ,

1 ,

1 ,

, ,

C C C C

C C C C C

C C C C

C C C C C C

x

y

yz

xz

xy

Q
Q

T

Q E

Q E

Q E

Q G Q G Q G

ε α
ε α
γ
γ
γ

ν ν

ν ν ν

ν ν

 
 
 
  ×
 
 
  

    
    
        − ∆                  

= −

= −

= −

= = =

( ) ( )
C C

CNT m
11 1 CNT 11 m

CNT2 m
CNT m

22 22

3 CNT m
CNT m

12 12

CNT m
12 CNT 12 m

CNT m
0 CNT 0 m 0

CNT m
11 CNT 11 m

CNT CNT m m
22 12 CNT 22 m 12 111 1

C

C

C

C

C

C

E V E V E

V V
E E E

V V
G G G

V V

V V

V V

V V

η

η

η

ν ν ν

ρ ρ ρ

α α α

α ν α ν α ν α

= +

= +

= +

= +

= +

= +

= + + + − ((1)

{ } { }
{ }

{ } { }
{ }

{ } { }
{ }

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

11 12

12 22

44

C

,

,

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

s

s

s

hT T

x y xy x y xy Ch

h h T

x y xy Sh

hT T

x y xy x y xy Ch

h h T

x y xy Sh

hT T

x y xz yz Ch

h h T

xz yz Sh

x

y

yz

xz

xy

N N N dz

dz

M M M zdz

zdz

Q Q K dz

K dz

Q Q
Q Q

Q

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

σ σ

σ σ

σ
σ
σ
σ
σ

−

+

−

+

−

+

= +

= +

= +

 
 
   = 
 
 
  

∫

∫

∫

∫

∫

∫

( )
( )

( )

55

66 C

11

22

C

11 11 12 21

12 21 11 12 21

22 22 12 21

44 23 55 13 66 12

0
0 0 0 0

0
0
0

1 ,

1 ,

1 ,

, ,

C C C C

C C C C C

C C C C

C C C C C C

x

y

yz

xz

xy

Q
Q

T

Q E

Q E

Q E

Q G Q G Q G

ε α
ε α
γ
γ
γ

ν ν

ν ν ν

ν ν

 
 
 
  ×
 
 
  

    
    
        − ∆                  

= −

= −

= −

= = =

( ) ( )
C C

CNT m
11 1 CNT 11 m

CNT2 m
CNT m

22 22

3 CNT m
CNT m

12 12

CNT m
12 CNT 12 m

CNT m
0 CNT 0 m 0

CNT m
11 CNT 11 m

CNT CNT m m
22 12 CNT 22 m 12 111 1

C

C

C

C

C

C

E V E V E

V V
E E E

V V
G G G

V V

V V

V V

V V

η

η

η

ν ν ν

ρ ρ ρ

α α α

α ν α ν α ν α

= +

= +

= +

= +

= +

= +

= + + + −

G12 مدول 
CNT و  الاستیک  E22 مدول‌های 

CNT و   E11
CNT به طوری که 

برشی نانولوله‌های کربن تک جداره هستند. Em و Gm به ترتیب، مدول‌های 
الاستیک و برشی ماتریس ایزوتروپ هستند. η2 ، η1 و η3 پارامترهای کارایی 
نانولوله‌های  ترتیب، کسر حجمی  به   Vm و   VCNT می‌باشند.  کربنی  نانولوله 
می‌کنند.  صدق   VCNT+ Vm=1 رابطه  در  که  می‌باشند  ماتریس  و  کربنی 
ρ0 ضریب پواسون و چگالی نانولوله کربنی بوده 

CNT و v12
CNT ،علاوه بر این

روابط،                     این  در  می‌باشند.  ماتریس  چگالی  و  پواسون  ضریب   ρ0
m و   vm و 

ماتریس  و  کربنی  نانولوله  حرارتی  انبساط  ضرایب   αm و   α22
CNT ، α11

CNT

هستند. 
معادلات مشخصه لایه مگنتوالکتروالاستیک را می‌توان به صورت زیر 
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که در آن فرض شده میدان‌های الکتریکی و مغناطیسی در راستای محور 
z اعمال شده‌اند. Ez و Hz مؤلفه‌های میدان‌های الکتریکی و مغناطیسی در 
الکتریکی و چگالی  بردارهای جابجایی   B و   D z می‌باشند.  راستای محور 
پیزوالکتریک،  ضرایب  ترتیب،  به   dkl و   qki ، eki هستند.  مغناطیسی  شار 
پیزومغناطیس و مگنتوالکتریک بوده و ηkl ، Cij و μkl به ترتیب، نشان‌دهنده 
این  در  می‌باشند.  مغناطیسی  نفوذپذیری  و  دی‌الکتریک  الاستیک،  ضرایب 

روابط، pz و mz، به ترتیب، ثابت‌های پیروالکتریک و پیرومغناطیس هستند.
با بیان میدان‌های الکتریکی و مغناطیسی برحسب پتانسیل‌های الکتریکی 
و مغناطیسی، یعنی Ez=-ϕ,z و Hz=-ψ,z و سپس با استفاده از قانون گاوس 
برای حالت‌های الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک ]13[ مقادیر زیر برای ϕ,z و 

ψ,z حاصل می‌شوند:
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در این روابط ϕ و ψ به ترتیب، پتانسیل الکتریکی و پتانسیل مغناطیسی 
بوده و h0=(h+hs) / 2 می‌باشد. V0 و Ω0، به ترتیب، پتانسیل‌های الکتریکی 
و مغناطیسی اعمال شده به سطح بالایی لایه مگنتوالکتروالاستیک هستند. 
ضرایب مجهول M1 و M2 تابع خواص مگنتوالکتریک ورق و مشتقات مکانی 
متغیرهای تغییرمکان بوده و در پیوست الف تعریف شده‌اند. برای به دست 

آوردن این روابط از شرط مرزی مگنتوالکتریکی زیر استفاده شده است:
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بنابراین تنش‌های مورد نیاز برای محاسبه منتجه‌های نیرو و ممان لایه 
مگنتوالکتروالاستیک به صورت زیر می‌باشند:
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فرم خطی روابط کرنش-جابه‌جایی به صورت زیر بیان می‌گردد ]28[:

((1)

( )

0, , 0, ,

0, 0,

0, 0, , ,

1 0, 2 0, 3 0, 4 ,

5 , 6 ,

7 0, 8 0, 9 0, 10 ,

11 , 12 ,

13 0, 14 0, 15

, ,

, ,

0

0

x x x x y y y y

yz y y xz x x

xy y x x y y x

xx yy xy x xx

x yy y xy

xy xx yy y xx

y yy x xy

xx yy x

u z v z

w w

u v z

u u v

u v v

w w

ε θ ε θ

γ θ γ θ

γ θ θ

α α α α θ

α θ α θ

α α α α θ

α θ α θ

α α α θ

= + = +

= + = +

= + + +

+ + + +

+ =

+ + + +

+ =

+ +

( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

, 16 , 0 0,

m CNT
0 0 CNT CNT 0 0

0

0

0 0

1 2 3 4

5 6 7 8

2
9 10 0

1

cos sin
sin cos
sin sin exp
cos sin
sin cos

0
0

0 0

S

x y y tt

s

x

y

I w

I V V h h

u U x a y b
v V x a y b
w W x a y b i t

X x a y b
Y x a y b

L L L L
L L L L

L L L

α θ

ρ ρ ρ

π π
π π
π π ω

θ π π
θ π π

ω

+ =

 = − + + 

  
  
     =   

   
   
      

− 11 12

13 14 15 16 17

18 19 20 21 22

U
V

L W
XL L L L L
YL L L L L

   
   
      =            

0

به طوری که v0 ، u0 و w0، به ترتیب، تغییر مکان یک نقطه از سطح 
میانی در راستای محور y ، x و z بوده و xθ و yθ، به ترتیب، دوران خطوط 

جانبی عمود بر سطح میانی حول محور y و x می‌باشند.
با استفاده از معادلات حرکت ورق کامپوزیتی براساس نظریه برشی مرتبه 
)4(، )16( و )17(، معادلات حرکت برحسب  الی   )1( اول ]28[ و معادلات 

مشتقات جابه‌جایی‌ها و دوران‌ها به دست می‌آیند:
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در معادلات )18( تا )22( از اینرسی‌های صفحه‌ای و دورانی صرف‌نظر 

ثابتی  پارامترهای   αi (i=1,...,35( ضرایب  معادلات،  این  در  است.  شده 
هستند که تابع مشخصات هندسی ورق و خواص ماده لایه کامپوزیت تقویت 
شده با نانولوله کربنی و لایه مگنتوالکتروالاستیک می‌باشند که در پیوست ب 
ارائه گردیده‌اند. همچنین، ممان اینرسی جرمی ورق هیبریدی مورد مطالعه 

)یعنی I0( برابر است با:
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برای ورق مستطیلی با تکیه‌گاه‌های ساده می‌توان جابه‌جایی‌ها و دوران‌ها 
را با استفاده از رابطه زیر تعیین نمود:
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به طوری که ω0 بسامد طبیعی بوده و X ، W ، V ، U و Y توابع مجهول 
می‌باشند که دامنه تغییر مکان‌ها یا دوران‌ها را نشان می‌دهند. 

با جایگذاری توابع معادله )۲۴( در معادلات )۱۸(  الی )۲۲( و استفاده از 
اصل تعامد در توابع مثلثاتی، دستگاه معادلات جبری زیر حاصل می‌گردد:
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در ماتریس ضرایب دستگاه )25(، ضرایب )Li (i=1,...,22 ثابت بوده و 
تابع خواص ماده و هندسی ورق می‌باشند. علاوه بر این، در این رابطه فقط 
بسامد طبیعی یعنی ω0 مجهول می‌باشد. معادله بالا فقط در صورتی جواب 
غیرصفر خواهد داشت که دترمینان ماتریس ضرایب مساوی صفر قرار داده 

شود؛ بنابراین بسامد طبیعی ورق هوشمند مورد نظر به دست می‌آید.

بحث و بررسی نتایج-33
کارایی  پارامترهای  مقادیر  و   1 جدول  در  کربنی  نانولوله  خواص 
ماتریس  خواص  این،  بر  علاوه  شده‌‌اند.  ارائه   2 جدول  در  کربنی  نانولوله 
از:                          عبارتند  کربنی  نانولوله  با  شده  تقویت  کامپوزیت  لایه  در  ایزوتروپ 
vm=0/34 ، ρ0 و Em=(3.51-0.0047T ) Gpa . جدول 3 

m=1150kg/m3

خواص لایه مگنتوالکتروالاستیک را نشان می‌دهد. در تمامی مثال‌ها مقدار 
ضریب تصحیح برش برابر با 5/6 در نظر گرفته شده است.

نانولوله  با  تقویت شده  مربعی  ورق  پیشنهادی  مدل  برای صحه‌گذاری 
ازای                                                                                               به  آن  طبیعی  بسامد‌های  و  شده  گرفته  نظر  در  جداره  تک  کربن 
در  نتایج  آمده‌‌اند.  دست  به   VCNT و   a/h مختلف  مقادیر  و   T=300 K

جدول‌های 4، 5 و 6 نشان داده شده‌‌ و با نتایج حاصل از روش‌های مختلف 
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مقایسه شده‌اند. در این جدول‌ها بسامد‌های طبیعی بی‌بعد با استفاده از رابطه 
مقادیر  به  توجه  با  خطا  مقادیر  و  گردیده‌  محاسبه   ω=ω0(a

2/h)√ρ0
m/Em

حاصل از روش سه بعدی )3D( محاسبه شده‌‌اند. مشاهده می‌گردد که مقادیر 
a/ بسامد طبیعی علاوه بر ورق‌های نازک، برای ورق‌های نسبتاً ضخیم با

اثر تغییر دما بر  با دقت مناسبی پیش‌بینی شده‌اند. در جدول 7  نیز   h=10
روی بسامد طبیعی بی‌بعد در نظر گرفته شده و با نتایج حاصل از نظریه برشی 
بی‌بعد  بسامد  مقایسه،  آخرین  عنوان  به  است.  گردیده  مقایسه  بالاتر  مرتبه 
ورق‌های ضخیم پیزوالکتریک تیتانات باریوم )BaTiO3( و مگنتواستریکتیو 

تعیین   ω=ω0a√ρ0s  
/Cmax رابطه  از  استفاده  با   )CoFe2O4( کبالت  فریت 

شده و با نتایج حاصل از نظریه برشی مرتبه بالا مقایسه گردیده است )جدول 
ماده  چگالی   ρ0s

و  بوده   Cijs
مقدار  بیشینه  بیانگر   Cmax رابطه  این  در   .)8

مورد نظر می‌باشد. خواص ماده تیتانات باریوم و فریت کبالت توسط مویتا و 
همکاران ]31[ ارائه گردیده‌‌اند.

جدول‌های ۹ تا ۱۲ بسامد طبیعی ورق مربع دولایه‌ای کامپوزیت تقویت 
شده با نانولوله کربنی/ مگنتوالکتروالاستیک و با فرض h = 1 را در دمای 
T=300K و تحت اثر اختلاف پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی در سطوح 

بالا و پایین لایه مگنتوالکتروالاستیک ارائه می‌کنند.

700 500 300 T , K

5/4744 5/5308 5/6466 E11
CNT , TPa

6/8641 6/9348 7/0800 E22
CNT , TPa

1/9644 1/9643 1/9445 G12
CNT , TPa

4/6677 4/5361 3/4584 α11
CNT , 10-6/K

4/8943 5/0189 5/1682 α2
CNT , 10-6/K

)v12
CNT=0/175( )10 جدول 1: خواص ماده نانولوله کربنی تک جداره )10 و

.]26[ 

Table 1. Material properties of single-walled carbon nanotube (10,10) 
(ν12

CNT = 0.175) [26].

η3 η2 η1 VCNT

0/934 0/934 0/149 0/11
0/941 0/941 0/150 0/14
1/381 1/381 0/149 0/17

.[26] VCNT جدول 2: پارامترهایی کارایی برای مقادیر مختلف
Table 2. Efficiency parameters for different values of VCNT [26].

C44s (MPa) C22s (MPa) C12s (MPa) C11s (MPa)

44 226 124 226
e32 (C/m2) e31 (C/m2) C66s (MPa) C55s (MPa)

-2/2 -2/2 51 44
q32 (N/Am) q31 (N/Am) e15 (C/m2) e24 (C/m2)

290/2 290/2 5/8 5/8
μ33 (Ns2/C2) η33 (C2/N.m2) q15 (N/Am) q24 (N/Am)

83/5×10-6 6/35×10-9 275 275
ρ0s (kg/m3) α22s (10-6/K) α11s (10-6/K) d33 (Ns/VC)

5500 12/9 12/9 2737/5×10-12

جدول 3: خواص الاستیک، پیزوالکتریک، پیزومغناطیس، دی‌الکتریک و 
مغناطیس ماده مگنتوالکتروالاستیک ]27 ، 29[.

Table 3. Elastic, piezoelectric, piezomagnetic, dielectric and magnetic 
properties of magnetoelectroelastic material [27, 29]

a/h
روش حل

50 20 10

19/184 17/328 انسیس ]26[ 13/521
19/1547 17/3139 سه بعدی ]2[ 13/5578
19/1594 17/3313 تحقیق حاضر 13/5696

0/02 0/10 0/09 خطا %

جدول 4: بسامد طبیعی بی‌بعد ورق مربع تقویت شده با نانولوله کربنی در 
 .)VCNT = 0/11) T = 300 K دمای

Table 4. Dimensionless natural frequency of the square plate reinforced 
with carbon nanotube, at T = 300 K (VCNT = 0.11)

a/h
روش حل

50 20 10

21/311 18/893 14/296 انسیس ]26[
21/3168 18/9072 14/3608 سه بعدی ]2[
21/3219 18/9233 14/3582 تحقیق حاضر

0/02 0/09 -0/02 خطا %

جدول 5: بسامد طبیعی بی‌بعد ورق مربع تقویت شده با نانولوله کربنی در 
 .)VCNT = 0/14) T = 300 K دمای

Table 5. Dimensionless natural frequency of the square plate reinforced 
with carbon nanotube, at T = 300 K (VCNT = 0.14)

a/h
روش حل

50 20 10

23/649 21/422 16/801 انسیس ]26[
23/6071 21/4002 16/8409 سه بعدی ]2[
23/6130 21/4224 16/8586 تحقیق حاضر

0/02 0/10 0/11 خطا %

جدول 6: بسامد طبیعی بی‌بعد ورق مربع تقویت شده با نانولوله کربنی در 
 .)VCNT = 0/17) T = 300 K دمای

Table 6. Dimensionless natural frequency of the square plate reinforced 
with carbon nanotube, at T = 300 K (VCNT = 0.17)
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مشاهده می‌شود که نسبت حجمی نانولوله کربن در مقایسه با اختلاف 
پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی تأثیر بیشتری بر روی بسامد طبیعی دارد، 
به طوری که سه درصد افزایش نسبت حجمی نانولوله کربن منجر به افزایش 

حدود پنج درصدی در بسامد طبیعی می‌گردد. علاوه بر این، مشاهده می‌گردد 
نسبت a/h تأثیر قابل توجهی بر روی بسامد طبیعی دارد. افزایش a/h سبب 
کوپلینگ  دلیل  به  نظر می‌گردد.  مورد  ورق هوشمند  بسامد طبیعی  کاهش 
پتانسیل‌های  مگنتوالکتروالاستیک،  لایه  مغناطیسی  و  الکتریکی  ضعیف 
الکتریکی و مغناطیسی، در مقایسه با مؤلفه‌های سختی ورق، تأثیر ‌کم‌تری بر 
روی بسامد طبیعی ورق می‌گذارند. مشاهده می‌گردد که پتانسیل الکتریکی 
منفی و پتانسیل مغناطیسی مثبت سبب افزایش بسامد طبیعی ورق هوشمند 
کامپوزیت تقویت شده با نانولوله کربنی/ مگنتوالکتروالاستیک می‌گردد. دلیل 
این امر افزایش سختی سامانه در اثر اعمال این پتانسیل‌ها به ورق می‌باشد.

در جدول 1۳ اثر دما بر روی بسامد طبیعی بی‌بعد این ورق هوشمند ارائه 
شده است. ورق در نظر گرفته شده مربعی شکل بوده )a/h = 20( و شرط 
مرزی مگنتوالکتریک آن به صورت مدار - بسته می‌باشد. بسامد‌های طبیعی 
ω=ω0(a بی‌بعد گردیده‌اند. مشاهده 

2/h)√ρ0
m/Em ورق با استفاده از رابطه

می‌شود که با افزایش دما بسامد طبیعی ورق هیبریدی کامپوزیت تقویت شده 
با نانولوله کربنی/مگنتوالکتروالاستیک کاهش می‌یابد.

برحسب  ترتیب،   به  طبیعی،  بسامد  منحنی‌های   3 و   2 شکل‌های  در 
نسبت طول به ضخامت )a/h( و نسبت طول به عرض )a/b( ارائه گردیده‌اند. 
در هر دو شکل hs = 0.1h بوده و در شکل a = 50h ،3 در نظر گرفته شده 
است. در شکل 2 مشاهده می‌گردد که با افزایش نسبت a/h، بسامد طبیعی 
به طور پیوسته کاهش می‌یابد، به طوری که نرخ این کاهش برای مقادیر 
مختلف VCNT تقریباً یکسان است. در حالی که شکل 3 نشان می‌دهد که با 
افزایش نسبت a/b، بسامد طبیعی برای حالتی که VCNT = 0/17 می‌باشد، با 

خطا %
روش حل

T (K)
تحقیق حاضر نظریه برشی مرتبه بالا ]30[

0/149 15/4104 15/3875 300
-0/040 13/8962 13/9017 500
-0/466 11/7982 11/8534 700

جدول 7: اثر دما بر روی بسامد طبیعی بی‌بعد ورق مربع تقویت شده با 
 .)VCNT = 0/17( نانولوله کربنی

Table 7. Effect of the temperature on the natural frequency of the 
square plate reinforced with carbon nanotube (VCNT = 0.17)

روش حل
ورق

تحقیق حاضر نظریه برشی مرتبه بالا ]31[

1/3268 1/2629 BaTiO3

1/1735 1/1358 CoFe2O4

جدول 8: بسامد طبیعی بی‌بعد ورق ضخیم پیزوالکتریک و مگنتواستریکتیو 
 .)a = b = 3h(

Table 8. Dimensionless natural frequencies of piezoelectric and magne-
tostrictive thick plates (a = b = 3h)

V0  (V)
a/h

1000 0 -1000

258/2790 258/2795 258/2800 10
70/3163 70/3168 70/3172 20
11/5595 11/5599 11/5604 50

جدول 9: بسامد طبیعی ورق مورد مطالعه بر حسب رادیان بر ثانیه به ازای 
 .)VCNT = 0/11 , hs = 0/1h( پتانسیل‌های الکتریکی مختلف

Table 9. Natural frequencies (rad/s) of the studied plate for different 
electric potentials (VCNT = 0.11, hs = 0.1h)

V0  (V)
a/h

1000 0 -1000

272/6607 272/6611 272/6616 10
75/1938 75/1943 75/1947 20
12/4196 12/4200 12/4204 50

جدول 10: بسامد طبیعی ورق مورد مطالعه بر حسب رادیان بر ثانیه به 
 .)VCNT = 0/14 , hs = 0/1h( ازای پتانسیل‌های الکتریکی مختلف

Table 10. Natural frequencies (rad/s) of the studied plate for different 
electric potentials (VCNT = 0.14, hs = 0.1h)

Ω0  (A)
a/h

1000 0 -1000

258/3437 258/2795 258/2153 10
70/3757 70/3168 70/2578 20
11/6172 11/5599 11/5024 50

جدول 11: بسامد طبیعی ورق مورد مطالعه بر حسب رادیان بر ثانیه به 
 .)VCNT = 0/11 , hs = 0/1h( ازای پتانسیل‌های مغناطیسی مختلف

Table 11. Natural frequencies (rad/s) of the studied plate for different 
magnetic potentials (VCNT = 0.11, hs = 0.1h)

Ω0  (A)
a/h

1000 0 -1000

272/7217 272/6611 272/6006 10
75/2491 75/1943 75/1394 20
12/4731 12/4200 12/3668 50

جدول 12: بسامد طبیعی ورق مورد مطالعه بر حسب رادیان بر ثانیه به 
 .)VCNT = 0/14 , hs = 0/1h( ازای پتانسیل‌های مغناطیسی مختلف

Table 12. Natural frequencies (rad/s) of the studied plate for different 
magnetic potentials (VCNT = 0.14, hs = 0.1h)
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نرخ بیشتری افزایش می‌یابد.
بیان   10 و   9 جدول‌های  در  آنچه  مطابق  که  می‌دهد  نشان   4 شکل 
الکتریکی مثبت، بسامد طبیعی ورق مورد  افزایش مقدار پتانسیل  با  گردید، 
بسامد  روی  بر  الکتریکی  پتانسیل  اثر   14 جدول  در  می‌یابد.  کاهش  نظر 
با ثابت فرض نمودن  طبیعی ورق مربع با مقادیر مختلف برای ضخامت و 
نسبت‌های hs /h = 0/1 و a/h = 50 مورد بررسی قرار گرفته است. بسامد 
  ω=ω0a√ρ0s بی‌بعد گردیده است تا بتوان 

/Cmax طبیعی با استفاده از رابطه
تأثیر تغییر پتانسیل بر روی بسامد طبیعی ورق‌های دارای ضخامت مختلف 

را با یکدیگر مقایسه نمود.

از جدول 14 نتیجه می‌شود که در حالت مدار بسته، یعنی در حالتی که 
قرار  مغناطیسی  یا  الکتریکی  پتانسیل  اثر  تحت  مگنتوالکتروالاستیک  لایه 
ندارد، تغییر مقدار ضخامت ورق تأثیری بر روی بسامد بیبعد ورق ندارد؛ اما 
با اعمال اختلاف پتانسیل به سطوح بالا و پایین لایه مگنتوالکتروالاستیک، 
خود  بیبعد  بسامد  در  بیشتری  تغییر  دچار  دارد،  کمتری  که ضخامت  ورقی 

میگردد.

نتيجه‌گيری و جمع‌بندي-44
در این تحقیق، ارتعاش آزاد ورق هوشمند دولایه‌ای کامپوزیت تقویت 
شده با نانولوله کربنی⁄ مگنتوالکتروالاستیک بررسی گردید. معادلات حرکت 
بر مبنای نظریه برشی مرتبه اول به دست آمده و پس از حل تحلیلی این 
معادلات، رابطه‌ای تحلیلی برای بسامد طبیعی مود اول این ورق هیبریدی 

T  (K)
VCNT700 500 300

37/4027 47/3251 55/4084 0/11
37/9091 48/1520 56/4346 0/14
38/3264 48/9750 57/5405 0/17

جدول 13: اثر دما بر روی بسامد طبیعی بی‌بعد ورق هوشمند مورد مطالعه 
 .)hs = 2h = 2 mm(

Table 13. Effect of the temperature on the dimensionless natural fre-
quency of the studied smart plate (hs = 2h = 2 mm)

h ،ضخامت
V ،پتانسیل الکتریکی

0/0001 0/1

0/108602 0/105776 -100
0/105773 0/105773 0
0/102866 0/105770 +100

جدول 14: اثر ضخامت ورق بر روی بسامد طبیعی بی‌بعد ورق هوشمند 
 .)VCNT = 0/17 , ΔT = 0( مورد مطالعه

Table 14. Effect of the plate thickness on the dimensionless natural 
frequency of the studied smart plate (VCNT = 0.17, ΔT = 0)

Fig. 2. 

شکل 2: تغییرات بسامد طبیعی ورق مربعی برحسب نسبت طول به 
.)ΔT = V0 = Ω0 = 0( ضخامت

Fig. 3. 

شکل 3: تغییرات بسامد طبیعی ورق مورد مطالعه برحسب نسبت طول به 
.)ΔT = V0 = Ω0 = 0( عرض

Fig. 4. 

شکل 4: اثر پتانسیل الکتریکی بر روی بسامد طبیعی ورق مربع
.)ΔT = Ω0 = 0 , a/h = 50 , hs = 0/1h(
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حاصل شد. با ارائه مثال‌هایی، نتایج زیر حاصل شدند: )الف( افزایش نسبت 
)ب(  می‌گردد،  ورق  طبیعی  بسامد  افزایش  سبب  کربن  نانولوله  حجمی 
بسامد  افزایش  باعث  مثبت  مغناطیسی  پتانسیل  و  منفی  الکتریکی  پتانسیل 
و  افزایش دما، بسامد طبیعی ورق کاهش می‌یابد  با  طبیعی می‌شوند، )پ( 
)ت( به ازای مقادیر ثابت برای نسبت‌های hs /h و a/h، بسامد بی‌بعد ورقی 
که دارای ضخامت کمتری است، حساسیت بیشتری به تغییرات پتانسیل‌های 

اعمال شده به لایه مگنتوالکتروالاستیک دارد.

پیوست
پیوست الف
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17 0, 18 0, 19 0, 20 0,

21 0, 22 0, 23 ,

24 , 25 , 26

27 0, 28 0, 29 0, 30 0,

31 0, 32 0, 33 ,
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