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چکیده: در این مطالعه، روش مرزغوطه ور – شبکه بولتزمن به عنوان حلگر ناحیه سیال با روش اجزا گسسته به عنوان شبیه 
ساز برخورد ذرات ترکیب می شود. حاصل این ترکیب ایجاد مدل عددی توانمند خواهد بود که قادر به تحلیل جریانهای ذرهای با 
دقت مرتبه دو می باشد. در روش اجزا گسسته جهت تحلیل نیروی برخورد، به دو ذره اجازه داده میشود که در یکدیگر نفوذ کنند 
که این امر باعث ایجاد یک مدل واقعیتری از برخورد نسبت به مدلهای قبلی میشود. روش ترکیبی ذکر شده به طور جداگانه 
با شبیه سازی برخورد خشک )عدم حضور سیال( دو ذره صلب و همچنین شبیه سازی سقوط تک ذره صلب دایروی در یک 
کانال عمودی صحت سنجی میشود. در نهایت سقوط دو ذره صلب دایروی در کانال عمودی مورد مطالعه قرار خواهد گرفت و 
تأثیر پارامترهای فیزیکی مؤثر بر رفتار ذرات در حین برخورد، نظیر میزان صلبیت، ضریب بازگشت و اصطکاک بر نتایج بررسی 
میشود. در فصل نتایج نشان داده شده است که ضریب اصطکاک باعث فزایش مدت زمان کیسینگ میشود که در نتیجه باعث 
ایجاد تغییرات قابل توجهی در مسیر حرکت ذرات خواهد شد. همینطور نشان داده شد، که در این فیزیک خاص، ضریب بازگشت 

تأثیر چندانی بر رفتار ذرات حین برخورد نخواهد داشت.
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مقدمه-11
حوزه  در  وسیعی  کاربردهای  دارای  ذرات  سقوط  و  ته  نشینی  بررسی 
به  می  توان  آنها  از  نمونه  چند  بیان  برای  می  باشد.  طبیعی  علوم  و  صنعتی 
حرکت ریزگردها در لایه  های مختلف اتمسفر، ته نشینی ذرات صلب در هنگام 
تصفیه آب و نفوذ دی اکسید کربن از سطح آب به اعماق دریا اشاره کرد. 
از طرفی به منظور پیش بینی دقیق رفتار ذرات غوطه  ور در جریان، باید یک 
و  نقاط ضعف  و  ذرات  برخورد  روش  های  انواع  مورد  در  اساسی  پیش زمینه 
نیرویی  لوبریکاسیون  قدیمی  و  کلاسیک  تئوری  باشیم.  داشته  آن ها  قوت 
متناسب با عکس فاصله بین دو ذره تعریف می کند؛ بنابراین با کاهش فاصله 
ذرات  کردن  لمس  مانع  که  کرده  میل  بی نهایت  به سمت  نیرو  این  ذرات، 
فاصله  تحلیل  برای  عددی  روش  و  فرمول  نوع  هیچ  به طورکلی،  می  شود. 
بسیار باریک بین ذرات وجود ندارد؛ بنابراین به مدل  های دیگری جهت شبیه     

سازی برخورد نیاز است.
در  گسترده  به طور  بولتزمن  شبکه  روش  بهره  وری،  و  سادگی  به منظور 
شبیه  سازی جریان های پیچیده  ی تک فاز و دو فاز استفاده می  شود. به همین 
دلیل در سال  های اخیر به عنوان پرکاربردترین جایگزین معادله نویر استوکس 

mnazari@shahroodut.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

جنبشی  معادله  یک  بولتزمن  شبکه  معادلات  ]1و2[.  است  شده  شناخته 
)حرکتی( تابع توزیع ذرات است که در فضای منتظم کارتزین گسسته شده 
است. در هر نقطۀ کارتزین، تابع توزیع قادر به بیان پارامترهای هیدرودینامیکی 
جریان مانند چگالی و سرعت است. خصوصیت مشترک روش شبکه بولتزمن 
ترکیب  میل  کارتزین،  ساده  ی  شبکه  از  استفاده  در  غوطه ور  مرز  روش  و 
بولتزمن  –شبکه  مرز غوطه ور  ترکیبی  روش  عنوان  تحت  را  روش  دو  این 
توسط  استوکس  نویر  معادله  جایگزینی  با  می  آورد.  وجود  به  محققان  برای 
معادلات شبکه بولتزمن، تقریباً تمامی موارد بحث شده در ترکیب معادله نویر 
استوکس و روش مرز غوطه  ور، بر روی روش شبکه بولتزمن قابل استفاده و 

قابل نگاشت است.
فنگ و میخاییلدز ]3[ برای اولین بار روش مرز غوطه   ور- شبکه بولتزمن 
را مطرح کردند. روش آن ها بر مبنای روش مرز غوطه ور بازگشتی ارائه شده 
توسط لای و پسکین ]4[ ارائه شد، با این تفاوت که آن ها به جای حل معادله 
را وارد حل میدان جریان کردند. مدت ها  بولتزمن  نویر استوکس، معادلات 
بعد آن ها رویکرد ترکیبی خود را با روش اعمال نیروی مستقیم و در قالب 
الگوریتم واسط دیفیوز صریح مطرح کردند ]5[ و توانستند جریان حاوی ذرات 
را در فضای سه بعدی شبیه سازی کنند. با این وجود آن ها برای محاسبه نیروی 
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نیو و همکاران ]6[ هم نوع  نویر استوکس استفاده کردند.  از معادله  مرزی 
دیگر از روش ترکیبی مطرح شده در بالا با الگوریتم دیفیوز صریح را توسعه 
دادند که روش مبادله مومنتوم مبتنی بر روش مرز غوطه ور – شبکه بولتزمن 
نامیده می  شود. در این روش، به جای حل معادله نویر استوکس برای محاسبه 
نیروی مرزی، آن ها از قاعده بازگشت به عقب شبکه بولتزمن استفاده کردند 
که برای دیواره  های جامد جهت ارضای شرط مرزی عدم لغزش کاربرد دارد. 
باید توجه کرد که به کارگیری این روش اعمال نیرو، مانند مدل پیشنهادشده 
در نوع اول ]5[ از دقت مرتبه   دوم برخوردار نیست. دوپیوس و همکاران ]7[ 
نوعی دیگر از روش ترکیبی بالا پیشنهاد کردند که نیاز به حل معادله نویر 
به عنوان  آنها  مدل  ندارد.  مرزی  نیروی  چگالی  اندازه  گیری  برای  استوکس 
اولین مدل بی نیاز از معادله نویر استوکس و به طور کامل وابسته به معادلات 
بولتزمن معرفی شد؛ زیرا برای محاسبه نیروی مرزی به گونه ای از معادلات 
برای  جریان  میدان  حل  در  موجود  بالای  دقت  که  گرفتند  کمک  بولتزمن 
مقدار نیروی محاسبه شده نیز پدیدار می شد. آن ها الگوریتم  های واسط دیفیوز 
صریح و شارپ را برای تحلیل جریان عبوری از روی یک سیلندر نوسانی در 

رژیم آرام به کار بردند.
بولتزمن  – شبکه  مرز غوطه ور  ]8و9[ روش  برخی محققان  مقابل،  در 
با روش اعمال نیروی مستقیم را مبتنی بر مدل اعمال نیروی چندمرحله ای 
پیشنهاد کردند. برای اولین بار، روش اعمال نیروی چندمرحله ای توسط جیو 
ترکیبی  مدل  های  با  همراه  روش  این  اتخاذ  شد.  مطرح   ]10[ همکاران  و 
مطرح شده در قسمت  های قبل نه تنها دقت مرتبه دوم در محاسبه  ی نیرو را 
بازیابی می کند، بلکه موجب افزایش دقت بیشتری در استفاده از الگوریتم های 
واسط می شود. کنگ و حسن ]8[ از الگوریتم صریح دیفیوز استفاده کردند تا 
جریان ذره ای ایستا و متحرک را شبیه  سازی کنند. درحالی که وو و شو ]9[، 
شو و همکاران ]11[ و لی و همکاران ]12[ از روش دیفیوز ضمنی برای حل 

مرزهای پیچیده در جریان استفاده کردند.
یک  باید  جریان،  در  غوطه  ور  ذرات  رفتار  دقیق  پیش بینی  به منظور 
و  نقاط ضعف  و  ذرات  برخورد  روش  های  انواع  مورد  در  اساسی  پیش زمینه 
نیرویی  لوبریکاسیون  قدیمی  و  کلاسیک  تئوری  باشیم.  داشته  آن ها  قوت 
متناسب با عکس فاصله بین دو ذره تعریف می کند؛ بنابراین با کاهش فاصله 
ذرات  کردن  لمس  مانع  که  کرده  میل  بی نهایت  به سمت  نیرو  این  ذرات، 
می  شود. به طورکلی، هیچ نوع فرمول و روش عددی برای تحلیل فاصله بسیار 
باریک بین ذرات وجود ندارد ]13[؛ بنابراین به مدل  های دیگری جهت شبیه 

  سازی برخورد نیاز است.
برای  – چرخشی  و غلتشی  لغزشی   – ]14[ یک مدل غلتشی  داویس 
حرکت کره  های چسبان به یکدیگر ارائه کرد و نشان داد که مدل غلتشی – 
لغزشی دارای تطابق بیشتری با نتایج تجربی است. اویل و همکاران ]15و16[ 
از مدل غلتش – لغزشی برای مطالعه برخورد دو کره مغروق در سیال استفاده 
کردند. ژانر و همکاران ]17[ برخورد یک کره به کره ثابت دیگر را در جریان   
آرام بررسی کردند. این و همکاران ]18[ با استفاده از روش شبکه بولتزمن 

برخورد الاستیک بین دو سیلندر دایروی را در جریان ویسکوز مورد مطالعه 
قرار دادند. مطالعات قبلی نشان می  دهد ذرات هیچ گونه برخوردی با یکدیگر 
نخواهند داشت و محاسبه   نیروی برخورد زمانی آغاز می  شود که فاصله بین 
دو ذره از یک مقدار بحرانی کمتر شود. به منظور شبیه  سازی صحیح برخورد 
دو ذره صلب این مقدار بحرانی برابر اندازه یک واحد المان شبکه باشد که 
توسط گلووینسکی و همکاران ]19[ گزارش شده است. اردکانی و همکاران 
]20[ مدلی پیشنهاد کردند که در آن سرعت ذرات در حین برخورد تغییری 
پیدا نکرده و نیروی برخورد یکجا و بدون در نظر گرفتن میزان نفوذ ذرات 
عددی  ناپایداری  های  توانستند  روش  این  با  آن ها  می  شود.  حساب  هم  به 
موجود در روش  های قبلی را کاهش دهند. گلووینسکی و همکاران ]21[ با 
ارائه مدلی تحت عنوان روش اجزا گسسته1 اجازه دادند تا دو ذره در یکدیگر 
نفوذ کنند و نیروی محاسبه شده به صورت تابعی از میزان فرورفتگی ذرات در 
یکدیگر محاسبه می  شد. همچنین در روش آن ها هیچ گونه محدودیتی برای 
شکل ذره وجود ندارد. بحث  های اولیه این روش توسط کوندال و استراک 
در سال 1979 ]22[ مطرح شد. ما در این مطالعه جهت شبیه سازی برخورد 
ذرات از این روش استفاده خواهیم کرد. بخش اعظم استراتژی ذکرشده در 
ادامه این قسمت مربوط به کار واچس و همکاران است ]23و24[. در این 
مطالعه برای نخستین بار روش مرز غوطه ور- شبکه بولتزمن با روش اجزا 
گسسته ترکیب و برای شبیه سازی جریان های حاوی ذرات به کار می  رود. 
همچنین پدیده درفتینگ، کیسینگ و تامبلینگ2 برای نخستین بار با استفاده 
از این روش ترکیبی مدل  سازی و اثر پارامترهای فیزیکی بر رفتار ذرات مورد 

مطالعه قرار می  گیرد.

روش111های1عددی-21
در این قسمت روش های عددی تکراری مبتنی بر روش مرز غوطه ور- 

شبکه بولتزمن- شبکه فنر ارائه می شود.

روش شبکه بولتزمن- 1- 2
بیان   fi ذره  چگالی  توزیع  توابع  توسط  حاکم  معادلات  روش  این  در 
بین مقیاس  استوکس در مقیاس  نویر  از معادلات  می شوند. که یک سطح 
ماکرو و میکرو را نشان می دهد. معادله شبکه بولتزمن بازمان آسایش منفرد 
برای میدان سیال با عبارت نیرویی خارجی )به دلیل وجود مرز جامد( در بعد 

( به صورت زیر گسسته سازی می شود: r زمان )t( و مکان )

)1(
( ) ( )
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eq
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f r e t t t f r t

f r t f r t F r t t

δ δ

τ δ−

+ + = −

 − + 



 

  

ie بردار سرعت ذره در جهت i ام شبکه است. در کار حاضر از مدل 


که 
استفاده شده   )D2Q9( مستقل  سرعت  جهت  نه  با  دوبعدی  بولتزمن  شبکه 

1Discrete Element Method (DEM)
2Drafting, Kissing and Tumbling (DKT)
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است.   تابع توزیع گسسته نیروی خارجی در جهت i ام و τ زمان آسایش 
منفرد مرتبط با معادلات جریان سیال است. سرعت هایی گسسته در 9 جهت 

به صورت زیر معرفی می شود:

)2(
1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1 1 0ie c

− − − 
=  − − − 



 δt و  اندازه شبکه   δx و  بولتزمن است  برابر سرعت شبکه   c=δx/δt که 
fi در حالت دوبعدی برابر مقدار زیر 

(eq) گام زمانی است. تابع توزیع تعادلی
تعریف می  شود:

)3(( ) ( )2

2 4 2

3 9 31 . . .
2 2

eq
i i

i i

f w

e u e u u u
c c c

ρ= ×

 + + −  

 

 
 

نیرویی  توزیع  همچنین   .w5-8=1/36 و   w1-4=1/9 و   w0=4/9 که 
گسسته به صورت زیر تعریف می شود:
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) عبارت مربوط به چگالی نیرویی است. متغیرهای چگالی  ),iF r t که 
ρ،   سرعت در واحد جرم e به صورت زیر تعریف می شوند:

)5(
eq

i i
i i

f fρ = =∑ ∑

)6(
2i i

i

tu e f Fδρ = +∑




 υ علاوه بر این با استفاده از بسط چاپمن-اینسکاک، ویسکوزیته سیال
به طریق زیر محاسبه خواهد شد:

)7(2 1
2sc tτ τ δ = − 

 

برای رسیدن به دقت بالاتر خصوصاً در جریان های غیریکنواخت و غیر 
و  توسط گو  نیروی چندمرحله ای  اعمال  با  بولتزمن  دائم، یک روش شبکه 
همکاران ]22[ پیشنهاد شده است. تفاوت بین روش شبکه بولتزمن با اعمال 
نیروی یک مرحله ای و چندمرحله ای بدین گونه معرفی می شود که در اعمال 
نیروی یک مرحله ای، یک ذره در دو گام زمانی t و t+δt به ترتیب تحت 
) قرارگرفته که به واسطه آن  ),F r t tδ+



 ) و  ),F r t


 اثر توابع نیرویی 
از نقطه 1 تا 2 حرکت می کند، اما در روش شبکه بولتزمن با اعمال نیروی 
چندمرحله ای، این دو نیرو به ترتیب در طی دونیم گام زمانی اول و دوم اعمال 
t است،  نیرو در زمان  تأثیر  می گردد. در واقع مومنتوم همان طور که تحت 
تحت تأثیر نیرو در زمان t+δt می  باشد؛ بنابراین اعمال معادله شبکه بولتزمن 

نیرویی در چهار مرحله خلاصه می شود ]25[:

•1نخستین1مرحله:1اعمال1نیرو1اولیه

)8(( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
2i i i

i

tr t u r t e f r t F r tδρ = +∑    

•1دومین1مرحله:1برخورد
)9(( ) ( ) ( ) ( )-1, ,  , - ,eq

i i i if r t f r t f r t f r tτ  = −  
   

•1سومین1مرحله:1اعمال1نیرو1ثانویه
)10(( ) ( ) ( ), , ,i if r t f r t F r t tδ= +

  

•1چهارمین1مرحله:1جاری1شدن

)11(( ) ( ), ,i i if r e t t t f r t tδ δ δ+ + = +


 

روش مرز غوطه ور- 2- 2
سرعت  باید  جامد  مرز  روی  بر  لغزش  عدم  مرزی  شرط  اعمال  برای 
سیال با سرعت مرز یکی باشد. در اینجا جهت ارضای این شرط از روش مرز 
غوطه ور با اعمال نیروی مستقیم استفاده  شده است. شکل 1 نشان می دهد 
که در این روش نیازی به هم پوشانی نقاط مرزی )لاگرانژی( و نقاط سیال 
)اویلری( نیست. در این روش ابتدا سرعت سیال بر روی نقاط مرزی میانیابی 
شده و نیروی اندرکنش مرزی محاسبه می شود. سپس این نیروی بر روی 

نقاط اویلری اطراف پخش و به معادلات حرکتی سیال اضافه می شود.
نیروی  اعمال  الگوریتم  پیشنهادشده،  چندمرحله ای  نیروی  اعمال  با 

مستقیم به صورت زیر خواهد بود ]25[:

)12(( ) ( ),
,

/ 2

desire nof
b b b

b

U u r t t
F r t t

t
δ

δ ρ
δ

− +
+ =









برابر صفر  اینجا  بر روی مرز که در  desire سرعت موردنظر مسأله 
bU


که 

nof سرعت میانیابی شده نقاط اویلری بر روی نقاط لاگرانژی قبل از 
bu و 

استفاده  با  بالا  معادله  می باشد.  لاگرانژی  نقاط  موقعیت   br
 و  نیرو  اعمال 

با  بولتزمن  شبکه  مستقیم-  نیروی  ور-اعمال  غوطه  مرز  روش  ترکیب  از 
اعمال نیروی چندمرحله ای محاسبه  شده است که در اینجا از ذکر جزییات 

) با استفاده از رابطه زیر  ),nof
b bu r t tδ+  صرف نظر شده است. سرعت 

محاسبه می شود:

)13(( ) ( )
1

,
n

nof nof
b ij ij b

b

u u r t D r r
=

= −∑    

ijr به ترتیب تابع میانیاب و مکان نقاط اویلری می باشد. نیرو پس  که D و 
از محاسبه توسط معادله )12( بر روی نودهای اویلری مجاور توسط معادله 

زیر توزیع می شود:
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)14(( ) ij b ij b b
b

F F D r r s= − ∆∑




 

در مطالعه حاضر از روش دیفیوز برای حل مسائل استفاده شده است. در 
الگوریتم واسط دیفیوز، مرز توسط نقاط پیوسته لاگرانژی تقسیم بندی شده 
اویلری منطبق بر شبکه کارتزین نمایش  است و دامنه جریان توسط نقاط 
داده می  شوند. ازاین رو میانیابی توسط الگوریتم های واسط از گره  های مجاور 
روی نقاط مرزی برای به دست آوردن نیرو و توزیع مجدد آن روی گره های 
اویلری مجاور موردنیاز می  باشد. در کار حاضر از تابع دلتای گسسته D چهار 
نقطه ای معرفی شده توسط پسکین ]31[ برای تبادل نیروها و سرعت ها بین 

گره های اویلری و لاگرانژی استفاده شده است.

)15(( ) 2

1 i b i b
ij b h h

x x y y
D x x d d

h h h
− −

− =    
   
   

 

با در نظر گرفتن h=1 و الگوریتم واسط چهار نقطه ای می توان نوشت:

)16(

( )
1 23 2 1 4 4 , 0  1  
8

1 25 2 7 12 4 ,1   2 
8

0,    2

d r

r r r r

r r r r

r

=

− + + − ≤ <

− − − + − ≤ <

≥

   
   

 
  
  

  
 
  

   

   



مدل عددی برخورد- 3- 2
به طورکلی دو نوع مدل کره سخت و کره نرم برخورد در تحلیل جریان های 
ذره ای وجود دارد ]26[. در مدل کره سخت نیروی برخورد دقیقاً در لحظه 
سایش دو ذره اعمال شده و هیچ گونه فرورفتگی در نظر گرفته نمی شود؛ اما در 
مدل کره نرم به دو جسم اجازه داده می شود تا حدی در یکدیگر رسوخ کرده 
و نیروی برخورد به صورت تابعی از این فرورفتگی محاسبه  می  شود. در این 
قسمت از روش دوم برای محاسبه نیروی اندرکنش بهره گرفته شده است. 
مدل  های مختلفی از برخورد روش اجزا گسسته  کره نرم در مقالات گوناگون 
ارائه شده است که ما در اینجا از پرکاربردترین آن ها که مربوط به کار پیترز 
و همکارش است ]27[، استفاده خواهیم کرد. در این قسمت، هدف ما ارائه 
یک روش پیشنهادی جهت اعمال نیروی برخورد برای اشکال دایروی و غیر 
دایروی است، بنابراین مدل ساده و قدیمی هوکین را جهت محاسبه نیروی 
 i به ذره j برخورد اتخاذ کرده ایم. طبق این مدل نیروی برخورد کلی که ذره

وارد می کند به چند نیروی مختلف تقسیم می  شود ]24[:

•1نیروی1عمودی1بازگرداننده1هوکین
این نیرو تابعی خطی از میزان فرورفتگی دو جسم درهم است و انرژی 

دو جسم را حین برخورد تلف نمی کند.
)17(,

j i
res n n ij ijF k nδ→ = −

که kn ضریب سختی عمودی، δij میزان نفوذ ذرات و nij بیانگر بردار 
نقطه  به عنوان  اینجا  یکه عمودی در محل فصل مشترک دو جسم که در 
برخورد شناخته می  شود، می باشد. بردار یکه نرمال برابر است با برداری عمود 
که  است  برداری  مماس،  بردار  از  منظور  برخورد.  نقطه  در  مماس  بردار  بر 
نحوه  است.  در هم مماس  ذره  دو  نفوذ  اثر  بر  ایجادشده  بر فصل مشترک 
یافتن فصل مشترک و نقطه برخورد در اشکال مختلف )نظیر دایره- دایره، 
مربع- دایره، مربع- مربع و غیره( به شیوه های گوناگون در مقالات مختلف 
بیان شده است ]24و30-28[. در این مطالعه که هدف برخورد ذرات دایروی 

rc و بردار عمود nij به شکل زیر تعریف می شود:
ij است، نقطه برخورد

)18(
2

i jij
c

r r
r

+
=

)19( j i
ij

j i

r r
n

r r
−

=
−

که ri و rj به ترتیب مرکز ذرات i و j را نشان می دهد.

•1نیروی1عمودی1مستهلک1کننده
این نیرو تابعی خطی از سرعت نسبی عمودی بین دو ذره برخوردکننده 
بوده که انرژی ذرات را در حین برخورد تلف می کند. درواقع انرژی جنبشی 

شکل1:11شماتیک1ناحیه1محاسباتی1در1نزدیکی1مرز1در1روش1مرز1غوطه1ور
Fig. 1. Schematic of computational domain in the vicinity 

of the immersed body



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 2، سال 1398، صفحه 313 تا 328

317

قبل از برخورد کمتر از انرژی جنبشی بعد از برخورد می شود.

)20(, 2j i n
damp n n i j i jF m Uλ→ = −

می شود.  تعریف  نرمال  دینامیکی  استهلاک  ضریب   λn که 
Uij که 

n j و  i و  برابر جرم کاهش یافته ذرات   mij=(mimj)/ (mi+mj)
سرعت نسبی نرمال بین دو ذره بوده به شکل زیر قابل محاسبه است:

)21(( ).n
ij i j ij ijU U U n n = − 

که Ui و Uj به ترتیب سرعت مرکز ذرات i و j را نشان می دهد.

•1نیروی1مماسی
نیروی مماسی برخورد بین دو ذره می تواند به دو رژیم مختلف دسته بندی 
شود: )1( نیروی چسبندگی که در آن هیچ گونه جابه جایی نسبی بین دو ذره 
در محل نقطه برخورد وجود ندارد و دو ذره در جهت خلاف یکدیگر به صورت 
قفل شده در نقطه برخورد به یکدیگر نیروی مماسی وارد می کنند. )2( نیروی 
لغزشی که در آن دو جسم بر روی یکدیگر می لغزند. ذکر این نکته در مورد 
نیروی برخورد چسبنده مهم است که این نیرو به دلیل نیروی مقاوم حاصل 
از فرورفتگی عرضی دو جسم در یکدیگر ایجادشده و مانند نیروی عمودی 
از مجموع دو نیروی مماسی بازگرداننده و مستهلک کننده به وجود می آید. 

درواقع می توان نوشت:

)22(2j i t
st t ij t ij ijF k t m Uε γ→ = − −

استهلاک  و ضریب  مماسی  برابر ضریب سختی  ترتیب  به   γt و   kt به  که 
دینامیکی مماسی هستند. میزان جابه جایی نسبی بین مرکز دو ذره را نشان 

می دهد که طبق رابطه زیر قابل محاسبه است:

)23(
0

  
cT

t
ijU dtε = ∫

که Tc مدت زمان برخورد را نشان می دهد. درواقع این انتگرال از زمان شروع 
Uij نیز به شکل 

t .را شامل می شود )t=Tc( تا پایان برخورد )t=0( برخورد
زیر قابل بیان می باشد:

)24(t n
ij ij ijU U U= −

Uij تعریف 
t/Uij برابر بردار یکه مماسی است که می توان به صورت tij

کرد. برای نیروی لغزشی که همان نیروی اصطکاک دو ذره بر روی یکدیگر 
است، می توان این گونه نوشت:

)25(,
j i j i

sl res n ijF F tµ→ →= −

باید بدانیم که نیروی مماسی حاصل از برخورد یا برابر نیروی چسبندگی 
است یا برابر نیروی لغزشی و نه هردو. درواقع می توان نوشت:

)26(( )min ,j i j i j i
t st slF F F→ → →=

نیروی  از  کمتر  مقدار  دارای  نیروی چسبنده  برخورد  ابتدای  در  معمولًا 

اعمال  چسبندگی  نیروی  به صورت  مماسی  نیروی  بنابراین  است،  لغزشی 
نیروی  چسبندگی،  نیروی  افزایش  و  پیشروی  افزایش  با  سپس  می شود. 
به صورت  مماسی  نیروی  بنابراین  و  شده  کمتر  مقداری  دارای  اصطکاکی 

نیروی اصطکاکی نمود پیدا می کند.
بنابراین نیروی کلی وارده به جسم i که از برخورد با ذرات مجاور خود 

در یک گام زمانی ایجاد می  شود برابر است با:

)27(
, , ( , )

1

min(| |,| |)

n
i j i j i

c p p res n damp n
j
j i

j i j i
st sl

F F F

F F

→ →
−

=
≠

→ →

= +

+

∑

لازم به ذکر است در برخورد دو کره با یکدیگر، یک گشتاور براثر وجود 
نیروی مماسی به جسم وارد می شود که مقدار آن برابر است با:

)28(,
1

n
i ij j i
c p p c t

j
j i

M r F →
−

=
≠

= ×∑

کنترل پارامترهای روش اجزا گسسته- 4- 2
تاکنون روابط مربوط به نیروهای وارده به ذرات ارائه گردید که هرکدام 
شامل پارامترهایی است که تنها هویت آن ها شناخته  شده است و بنابراین 
لازم است که رابطه ای بین خواص فیزیکی ماده و این پارامترها بیان شود. 
با در نظر گرفتن برخورد دو کره  قانون هوک و نظریه هرتز ]27[ و  طبق 

هم جنس با شعاع R به یکدیگر، خواهیم داشت:

)29(( )23 1
Y

n
E Rk

ν
=

−

معادله  اگر  می باشد.  ذره  پواسون  و ضریب  یانگ  مدول  برابر   ν و   EY که 
دیفرانسیل تغییرات میزان فرورفتگی دو ذره به جرم M را با صرف نظر کردن 

از جاذبه برحسب زمان بنویسیم، خواهیم داشت:

)30(
2

2
02 2 0n

d d
dt dt
δ δγ ω δ+ + =

 dδ/dt=U0( فرض  و  می شود  تعریف   ω0
2=kn/mij معادله  این  در  که 

و t=0( و )δ=0 و t=0( بر مسأله حاکم می باشد. U0 نیز سرعت نسبی 
نرمال دو ذره می باشد. همین طور ذکر این نکته مهم است که در این معادله 
فرض شده است که در مرحله بعد از برخورد نیز ترم ویسکوز نیرو بر ذرات 
برگشت  و  دارای مرحله رفت  ذره  برخورد یک  اساساً  اعمال می شود. چون 
می باشد یا به عبارت دیگر فرض شده است که ذرات در مرحله رفت به طور 
کامل مستهلک نمی شوند؛ بنابراین شرط ω0>λn حاکم است.  ما در اینجا 
با نوعی ارتعاشات میرا روبرو هستیم که حل تحلیلی آن به صورت زیر است:

)31(( ) ( )2 2 0
02 2

0

sinnt
n

n

Ut e tγδ ω γ
ω γ

−= −
−



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 2، سال 1398، صفحه 313 تا 328

318

 δ=0( را با فرض Tc با استفاده از این رابطه می توان مدت زمان برخورد
و t=0( محاسبه کرد:

)32(2 2
0

c

n

T π
ω γ

=
−

فرض  با  ذرات  سرعت  شدن  صفر  تا  لازم  مدت زمان  همین  طور 
)dδ/ dt=0 و t=Tmax( قابل اندازه گیری می باشد:

)33(
2 2
01

 2 2
0

1 n
max

nn

T tan
ω γ
γω γ

−
 −
 =
 −  

حداکثر میزان فرورفتگی دو جسم در یکدیگر با قرار دادن t=Tmax در 
معادله )31( حاصل می شود:

)34(( ) 2 2  0
 0  2 2

0

sinn maxT
max n max

n

U
e Tγδ ω γ

ω γ
−= −

−

یکی از خواص مهم مواد ضریب بازگشت نرمال )en( است که به واسطه 
ترم مستهلک کننده نیرو ایجاد می شود. درواقع en برابر است با نسبت سرعت 
نسبی نرمال ذرات بعد از برخورد به سرعت نسبی ذرات قبل از برخورد که به 

شکل زیر تعریف می شود:

)35(
' '
, ,

, ,

i n j n
n

i n j n

U U
e

U U
−

=
−

اگر بخواهیم معادله )35( را در خصوص مسأله رفت و برگشتی ذکرشده 
در قسمت بالا به کار ببریم، خواهیم داشت:

)36(
( )

2 2
0 

0

n
nn c

c
T

n

d t T
dte e e

U

πγ
ω γγ

δ
−

−−
=

= = =

همان  طور که واضح است، زمانی که ضریب بازگشت برابر 1 می شود. 
درواقع برخورد در راستای عمود الاستیک شده و سرعت نسبی قبل و بعد از 

برخورد یکی می  شود؛ به عبارت دیگر انرژی جنبشی ثابت می ماند.
در طی  زمانی  گام های  اجزا گسسته،  و دقت روش  پایداری حل  برای 
در   .]24[ باشد  برخورد  مدت زمان  از  کوچک تر  کافی  به اندازه  باید  برخورد 
مقالات مختلف توصیه  شده است که مدت زمان برخورد بین 10 تا 50 برابر 
گام زمانی باشد. این بدان معنی است که بین 10 تا 50 گام زمانی نیاز است 
 γn=0 تا برخورد واقعی و با دقت بالا رخ دهد ]31و32[. بنابراین با فرض

می  توان نوشت:

)37(
( )2 22 1

25 25
c

Y

RTt
E

π ρ νπ −
∆ = =

برخورد  en، مدت  زمان  و کاهش   γn ترم  اضافه شدن  با  است  بدیهی 
افزایش یافته و بنابراین گام های زمانی نیز افزایش پیدا می کنند. بنابراین با 

توجه به معادله )36( می توان نوشت:

)38(( )
0

22

ln

ln
n

n

n

e

e

ωγ
π

= −
+

همان طور که می  دانیم در برخورد ذرات مختلف صلب با یکدیگر، مدول 
تأثیری  نباید  هستند،  ذرات  فیزیکی  خواص  که  پواسون  ضریب  و  یانگ 
چشمگیری در نتایج محاسبات داشته باشند. از طرفی تعیین ضریب سختی 
نرمال kn با استفاده از معادله نیازمند داشتن اطلاعاتی از جنس ماده صلب 
می باشد. واضح است که در مطالعه شبیه سازی جریان های حاوی ذرات صلب 
بحثی از جنس ذرات نمی شود و بنابراین باید به گونه ای دیگر ضریب kn را 

استخراج کرد.
راه حل مفیدتری و غیر وابسته به خواص فیزیکی ذرات پیشنهاد می شود 
همکاران  و  کلری  نظیر  مختلف  نویسندگان  توسط  به گونه ای  هم  قبلًا  که 

]33و34[ و واچس و همکاران ]24[ پیشنهاد شده است:
1. ابتدا نسبت δmax/R را تعیین می کنیم که برابر مقدار بی بعد بیشینه 
میزان نفوذ ذرات در یکدیگر است. مقدار R در هندسه  های غیر دایروی برابر 

شعاع معادل است.
که  توجه شود  می کنیم.  مقداردهی  را   μ و   en فیزیکی  پارامترهای   .2

محدوده این پارامترها برابر en>1<0 و μ>1<0 لحاظ می  شود.
 kn 3. با استفاده از پارامترهای بالا و معادلات )33(، )34( و )38( مقادیر

و γn محاسبه می  شود.

2 که در مورد مسأله برخورد  2ln / (ln )
kt e et n nmij

πγ =− + kt=αkn  .4 و 
رو سیلندر با یکدیگر α برابر 1 در نظر گرفته می شود ]35[.

در مورد تعیین مقدار δmax/R این نکته اهمیت دارد که باید مقدار نفوذ 
شوند.   kn مقدار  از  مستقل  برخورد  نتایج  که  شود  انتخاب  حدی  تا  بیشینه 

به طور تقریبی این نسبت باید بین 0/001 تا 0/005 باشد.
روش ترکیبی مرز غوطه ور- روش اجزا گسسته- 5- 2

جهت استفاده از روش اجزا گسسته در شبیه سازی برخورد دو ذره صلب 
در بستر سیال، الگوریتم ترکیبی مرز غوطه ور – اجزا گسسته به ترتیب زیر 

نوشته می شود:
با  لاگرانژی  نقطه های  در  جامد  و  سیال  اندرکنش  نیروی  محاسبه   .1
استفاده از روش مرز غوطه ور. توجه شود که آن نقاط لاگرانژی که در فصل 

مشترک دو ذره هستند، در محاسبه نیروی مرزی استفاده نمی شوند.
2. تعیین مقدار δmax/R>0/005 و en و μ و بنابراین یافتن پارامترهای 
برخورد. مقدار U0 که برای یافتن این پارامترها نیاز است، در مسائل مختلف 
مقادیر متفاوتی فرض می شود. به طور مثال در مسئله سقوط این سرعت برای 

سرعت حدی دو ذره در نظر گرفته می  شود.
3. محاسبه نیرو و گشتاور حاصل از برخورد با اطلاع از میزان فرورفتگی، 

سرعت و مکان ذرات با استفاده از معادلات )27( و )28(.
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4. به روزرسانی مکان و سرعت ذرات با استفاده از معادلات زیر:
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صحت1سنجی-31
در این قسمت از مقایسه نتایج در دو مسأله   شامل سقوط تک ذره دایروی 
در کانال عمودی و بررسی دینامیک برخورد دو ذره صلب دایروی به ترتیب 
جهت سنجی روش مرغوطه  ور- شبکه بولتزمن و روش اجزا گسسته استفاده 

کرده ایم.

سقوط یک ذره صلب دایروی در کانال عمودی- 1- 3
موردمطالعه  مختلفی  افراد  توسط  کانال  درون  ذره صلب  مسأله سقوط 
این  در  است.  نویسندگان  از  بسیاری  کارهای  سنجی  از صحت  قسمتی  و 
قسمت ما از نتایج دلویی و همکاران ]36[ و ون و تورک ]37[ جهت صحت 
سنجی کد نوشته شده مرز غوطه ور- شبکه بولتزمن استفاده می کنیم. ناحیه 
 L=6 سانتی متر و ارتفاع W=2 محاسباتی شامل یک کانال محدود به عرض
از  نقطه  از  که  سانتی متر   Dp=0/25 برابر  ذره صلب  قطر  است.  سانتی متر 
)cm 4 و cm 1( حالت سکون تحت شتاب جاذبه g=-981 cm/s2 رها 

می شود.
 ρf=1 gr/ cm3 و ρp=1/25 gr/cm3 چگالی ذره و سیال به ترتیب برابر
بوده و ویسکوزیته دینامیکی سیال μf=0/1 cm2/ s در نظر گرفته می شود. 
ایجاد  بولتزمن  محاسباتی شبکه  ناحیه  ایجاد  برای  منظم 601×201  شبکه 
می شود. زمان آسایش τ=0/65 برای این شبیه سازی در نظر گرفته شده که 
متناسب با گام زمانی Δt=5×10-5 در مقیاس فیزیکی است. محیط دایره نیز 
شامل 60 نقطه لاگرانژی می باشد. شکل های 2 )الف( و 2 )ب( به ترتیب 
تغییرات زمانی برخی کمیت ها نظیر موقعیت عمودی )yp(، سرعت عمودی 
)vp( را نشان می دهد. همان طور که مشاهده می کنید، نتایج حاضر دقت قابل 

قبولی را نسبت کارهای قبلی نشان می دهد.
شکل 3 سرعت نهایی ذره صلب را درکانال به ازای تعداد نقاط لاگرانژی 
نقطه عدم  تعداد 50  نشان می  دهد. همانطور که واضح است  رو مرز جامد 

وابستگی نتایج به نقاط لاگرانژی را نتیجه می  دهد.

مقایسه حل تحلیلی و عددی رفتار دو ذره دایروی در هنگام برخورد - 2- 3
و بعدازآن

الگوریتم برخورد روش اجزا گسسته،  در این بخش جهت معتبر سازی 
برخورد دو ذره صلب دایروی را مورد مطالعه قرار خواهیم داد. بدین منظور 
همانند شکل 4 دو ذره به جرم های M1=M2 را در نظر بگیرید. V1 و V2 به 
ترتیب سرعت اولیه ذرات 1 و 2 هستند. اگر فرض کنیم مسیر حرکت ذرات بر 
روی سطح افقی صورت گرفته و اصطکاک ناچیز باشد، با استفاده حل تحلیلی 

می توان دو حالت برای سرعت های بعد از برخورد یافت:

شکل1:2تغییرت1زمانی1)الف(1موقعیت1عمودی1و1)ب(1سرعت1عمودی1ذره1و1
مقایسه1آن1با1کارهای1قبلی

Fig. 2. Time evolution of (a) vertical position and (b) 
vertical velocity
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•1برخورد1الاستیک1باشد
و  قبل  تکانه  بگیریم،  را یک سامانه  ذره  اگر مجموع دو  این حالت  در 

بعد از برخورد و همچنین انرژی جنبشی ذرات ثابت می ماند؛ بنابراین داریم:
)41(1 1 2 2 1 1 1 2M V M V M V M V′+ = + ′

برای انرژی جنبشی نیز داریم:

)42(2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

M V M V M V M V+ = +′ ′

در این حالت ذرات بعد از برخورد متناسب با جرم خود و سرعت قبل از 
یا غیر  نیروي تلف کننده  این حالت هیچ گونه  پراکنده مي  شوند. در  برخورد 

پایستاری وجود ندارد.

•1برخورد1غیر1الاستیک1باشد
اگر یکي از نیروهاي متقابل بین ذرات برخوردکننده، غیر پایستار باشد، در 
این صورت انرژي جنبشي قبل از برخورد و بعد از برخورد یکسان نخواهد بود 
و با توجه به علامت تفاضل انرژي جنبشي قبل از برخورد و بعد از برخورد، 

برخورد انرژي گیر یا انرژي زا خواهد بود.

)43(2 1

2 1
n

V Ve
V V

−′ ′
=

−

همان طور که مشخص است en≥1<0 و مقدار صفر به معنای برخورد 
کاملًا الاستیک و مقدار 1 به معنای برخورد کاملًا پلاستیک بوده که در این 

برخورد ʹV2ʹ=V1 و دو ذره باهم حرکت خواهند کرد.
نوع  دو  این  اجزا گسسته  الگوریتم  اعمال  از  استفاده  با  قسمت  این  در 
این  در  کرد.  خواهیم  مقایسه  تحلیلی  داده های  با  و  کرده  مدل  را  حرکت 

در   100 برابر  اینجا  در   f که   2
3 n

MRt
f k
π

∆ = و   δmax/R=0/003 موارد 
نظر گرفته می شود.

بدین منظور دو دایره صلب به جرم های 20 و شعاع 10 واحد بولتزمن را 
در نظر می گیریم. مقدار سرعت های اولیه آن ها را متفاوت در نظر گرفته و 

بنابراین نتایج به صورت زیر خواهد بود:
الف( ذره سمت چپ دارای سرعت اولیه V1x، ذره سمت راست ساکن و 
برخورد الاستیک )e=1( می باشد. بنابراین در جدول 1 نتایج حاصل از تحلیل 
المان گسسته با معادلات )41( و )42( مقایسه می شود. KE1 و KE2 به ترتیب 
 |(KE1-KE2)/KE1| مجموع انرژی جنبشی قبل و بعد از برخورد هستند و
خطای نسبی روش اجزا گسسته را نشان می دهد. از لحاظ تئوری سرعت ذره 

.V2xʹ=(2M1/(M1+M2))V1x سمت راست بعد از برخورد برابر است با
همان طور که مشاهده می کنید، ضریب بازگشت و درصد اختلاف انرژی 
جنبشی که در دو ستون آخر نمایش داده شده اند، به مقادیر پیش بینی شده که 

به ترتیب برابر 1 و صفر هست، نزدیک می  باشد.

ب( ذره سمت چپ دارای سرعت اولیه V1x، ذره سمت راست ساکن و 
اولیه تلف  انرژی جنبشی  بنابراین  برخورد غیرالاستیک en=0/75 می باشد، 
خواهد شد. از لحاظ تئوری سرعت ذره سمت راست بعد از برخورد و همچنین 
مقدار  و   )43( رابطه  با  است  برابر  ترتیب  به  نسبی  جنبشی  انرژی  اختلاف 
نتایج  با  اجزا گسسته  تحلیل  از  نتایج حاصل   2 در جدول  بنابراین   .0/218

تحلیلی مقایسه می شود.
با توجه به ستون دوم و سوم واضح است که سرعت ذره سمت راست 
بعد از برخورد بسیار به مقادیر تحلیلی نزدیک است. همین طور ستون چهارم 
en و اختلاف نسبی قبل و بعد از برخورد را نشان می دهد که در هر دو حالت 

نتایج قابل قبولی را در مقایسه با مقادیر تحلیلی 0/75 و 0/218 ارائه می دهد. 
مدت زمان  افزایش  باعث   en بازگشت  ضریب  است،  واضح  که  همان  طور 
قابل مشاهده است. شکل 5  رابطه آن در معادله )32(  Tc شده که  برخورد 
تحلیلی در ضرایب  مقادیر  با  را  اجزا گسسته  از روش  برخورد حاصل  زمان 
بازگشت مختلف مقایسه می کند. جرم  های دو ذره برابر 20 و V1x=0/05 و 
بقیه شرایط اولیه ذرات همانند شرایط بالا است. شکل 6 نیز میزان فرورفتگی 
δ را برحسب زمان نشان می دهد که مدت زمان برخورد هم از همین نمودار 
محاسبه می شود. در این شکل واضح است که با کاهش en، مقدار فرورفتگی 

نیز کاهش می یابد.

شکل1:3نمایش1استقلال1نتایج1از1تعداد1نقاط1لاگرانژی
Fig. 3. Grid study of Lagrangian nodes

شکل1:41شماتیک1ناحیه1محاسباتی1برخورد1دو1ضرب1صلب1دایروی
Fig. 4. Schematic of computational domain for collision 

of two particles
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نتایج1و1بحث-41
مسأله سوم شامل سقوط دو ذره صلب در سیال نیوتونی در کانال عمودی 
روش های  با  مسأله  این  می  باشد.  آن  بر  فیزیکی  پارامترهای  اثر  مطالعه  و 
هندسی  شرایط  که  است  انجام گرفته  مختلفی  نویسندگان  توسط  مختلفی 
ذکرشده در این قسمت همانند کار ون و تورک ]37[ و دلویی و همکاران ]36[ 
است. همانند شکل 7 ناحیه محاسباتی برابر عرض W=2 سانتی متر و ارتفاع 
و  است. چگالی  گره محاسباتی  بوده که شامل 201×801  L=6 سانتی متر 
ویسکوزیته سیال به ترتیب برابر ρf=1 gr/ cm3 و μf=0/01 cm2/s است. 

 Dp=0/2 cm و ρp=1/01 gr/cm3 چگالی و قطر ذره نیز به ترتیب برابر
است. دو ذره با شتاب اولیه g=-981 cm/ s2 از حالت سکون رها شده و 
ارتفاع 7/2 و 6/8 سانتی متر  اولیه، روی خط مرکزی کانال و در  در لحظه 
قرار دارند و شرط مرزی عدم لغزش بر روی دیواره های کانال حاکم می باشد. 
زمان آسایش برابر τ=0/65 تنظیم شده که معادل Δt=5×10-4 در هر گام 
زمانی است. جهت شبیه سازی برخورد، نیاز به تعیین پارامترهای برخورد است. 

جدول1-1مقایسه1نتایج1تحلیلی1با1نتایج1حاصل1از1تحلیل1عددی1روش1المان1
گسسته1برای1برخورد11الاستیک

Table 1. Comparison of analytical and numerical results 
in collision of two elastic particles

V1x
(DEM)

V'2x
(Analytical)

V'2x
(DEM)

2 1
2 1

V Vx x
V Vx x

′ ′−

−

(DEM)

1 2
1

K KE E
K E

−

(DEM)

0/10/10/10051/00542×10-3

0/50/50/50051/00711×10-3

111/0011/00274×10-3

10109/98841/00063×10-3

جدول2-1مقایسه1نتایج1تحلیلی1با1نتایج1حاصل1از1تحلیل1عددی1روش1اجزا1
گسسته1برای1برخورد1الاستیک

Table 2. Comparison of analytical and DEM results in 
collision of two elastic particles

V1x
(DEM)

V'2x
(Analytical)

V'2x
(DEM)

2 1
2 1

V Vx x
V Vx x

′ ′−

−

(DEM)

1 2
1

K KE E
K E

−

(DEM)

0/10/08750/08790/7580/212

0/50/43750/43170/7290/235

10/87500/86430/7360/234

108/758/78320/7560/213

شکل1:6نمودار1میزان1فرورفتگی1دو1ذره1در1یکدیگر1برحسب1زمان1به1ازای1
ضرایب1بازگشت1متفاوت

Fig. 6. Figure of penetration size as a function of 
restitution coefficient

شکل5-1زمان1برخورد1دو1ذره1صلب1برحسب1ضریب1بازگشت.1قبل1
از1برخورد1ذره1سمت1راست1ساکن1و1ذره1سمت1چپ1دارای1سرعت1

1V1x=0/05است.
Fig. 5. Collision time for two particles as a function of 
restitution coefficient. Before collision, right particle 

velocity is zero and another particle has velocity of 0.05
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پارامترهای فیزیکی برخورد که شامل δmax/R و en و μ است باید تعیین 
گرفته  نظر  در   0/3 و   0/002 برابر  ترتیب  به   μ و   δmax/R ضرایب  شود. 
می شود که این ضرایب با سعی و خطا جهت تطبیق با نتایج قبلی انتخاب 
شده است . ضریب بازگشت en در این مسأله تأثیری در نتایج ندارد که در 
ادامه در مورد آن بحث خواهیم کرد. همچنین γt=0 و kt=kn در نظر گرفته 
می شود. شکل  8 تغییرات طولی و عرضی مرکز ذرات صلب دایروی را باکار 
دلویی و همکاران ]36[ و و شو و وو ]38[ مقایسه می کند. در کارهای قبلی 
 ]6[ جونز  لنارد-  پتانسیل  تابع  از  ذره  دو  بین  برخورد  نیروی  اعمال  جهت 
استفاده شده است که در این روش، دو ذره یکدیگر را لمس نخواهند کرد. 
ضریب  اصطکاک،  اثرات  از  اما  دارد،  خوبی  پایداری  گرچه  ساده  مدل  این 
بازگشت صرف نظر می شود و همچنین تنها برای برخورد ذرات دایروی کاربرد 
دارد. همان طور که در شکل های زیر مشاهده می کنید، با تنظیم پارامترهای 

اجزا گسسته، نتایج کارهای قبلی حاصل می شود.
پدیده  های درفتینگ، کیسینگ و تامبلینگ نیز در این نتایج قابل مشاهده 
است. همان طور که در شکل 8 )الف( مشاهده می کنید، ذره 1 که در موقعیت 
بالاتری نسبت به ذره 2 قرار دارد، با حرکت خود به سمت پایین در پشت 
خود ناحیه چرخشی و کم فشار ایجاد می کند. بنابراین ذره 2 در این ناحیه به 
دام افتاده و سرعت آن نسبت به ذره پایین تر افزایش می یابد )درفتینگ(. به 

دلیل افزایش سرعت ذره بالایی، فاصله بین دو ذره کاهش پیدا کرده و دو 
ذره یکدیگر را لمس می کنند )کیسینگ(. دو ذره مدتی به یکدیگر چسبیده 
و در پایان از یکدیگر جدا شده و به طور آرام به انتهای کانال سقوط می کنند 
)تامبلینگ(. در شکل 9 نیز خطوط جریان ایجاد شده به واسطه   حرکت دو 

ذره در کانال در زمان  های مختلف رسم شده است.
همان طور که در بالا ذکر شد، برای شبیه سازی برخورد دو ذره صلب به 
یکدیگر با استفاده از مدل اجزا گسسته، ضرایب متفاوتی تأثیر دارد. همان طور 
 kn ضرایب ،δmax/R با تغییر مقدار ،en که می دانیم با فرض آگاهی از مقدار
متفاوت ایجاد می شود. درواقع با افزایش مقدار δmax/R، ضریب kn کاهش 
نتایج  ضریب،  این  در  تغییر  می یابد.  افزایش   kn ضریب  آن،  کاهش  با  و 

شکل1:7ناحیه1محاسباتی1سقوط1دو1ذره1دایروی1در1کانال1عمودی
Fig. 7. Computational domain for sedimentation of two 

particles in a vertical channel

شکل1:8تغییرات1طولی1و1عرضی1مرکز1ذرات1صلب1دایروی1و1مقایسه1آن1با1
کارهای1قبلی

Fig. 8. Longitudinal and lateral variations in position of 
solid particles and comparison with previous results.
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مختلفی را ایجاد می کند و بنابراین برای یافتن محدوده مناسب تر )در هر نوع 
 )0/001>δmax/R>0/005( نسبت به محدوده ذکرشده در بالا )مسئله ای
این  قابل ذکر  نکته  کرد.  مطالعه  زیر  به شکل  پارامتر  این  روی  بر  می توان 
این  از  و کمتر  بوده  مناسب  پارامتر همان 0/001  این  پایینی  است که حد 
مقدار باعث کاهش گام زمانی و ایجاد مقادیر زیاد در نیروی برخورد می شود 
 δmax/R پارامتر  بالایی  حد  یافتن  هدف  قسمت،  این  در  بنابراین   .]24[
است. همان  طور که در شکل 10 مشاهده می کنید، مسیر حرکت ذره بالایی 
برای مقادیر مختلف رسم شده   است؛ بنابراین مقدار δmax/R=0/003 برای 

در  تغییری  مقدار  این  افزایش  زیرا  بالا گزینش می  شود،  شبیه سازی مسأله 
نتایج اتفاق نمی   افتد.

در ادامه ضریب بازگشت و ضریب اصطکاک را بر تغییر مسیر ذرات مورد 
مطالعه قرار می  دهیم. بدین منظور، مسأله بالا را در سه مقدار مختلف 1 و 

0/5 و 0/1 برای ضریب بازگشت شبیه سازی می  کنیم.
همان طور که در شکل 11 )الف( مشاهده می  کنید، در این مسأله، افزایش 
ضریب بازگشت یا به عبارت دیگر افزایش الاستیک بودن برخورد، تأثیری در 
که  است  معنی  بدین  جمله  این  کرد.  نخواهد  ایجاد  اول  ذره  مسیر حرکت 
سهم نیروی غیر الاستیک ناچیز است. علت این موضوع را این طور می  توان 
بیان کرد که زمانی که دو ذره از حالت اولیه رها شده و در مرحله درفتینگ 
به  بیشینه  از مقدار  بین دو ذره  نزدیک می  شوند، سرعت نسبی  به یکدیگر 
مقدار کمینه کاهش پیدا می  کند. این روند کاهشی تا زمان برخورد دو ذره 
به یکدیگر ادامه دارد. علت کاهش شدید سرعت نسبی بین دو ذره، وجود 
نیروی لوبریکاسیون بین ذرات است که قبل از برخورد باعث ایجاد نیروی 
دافعه شدیدی خواهد شد؛ بنابراین به خاطر پایین بودن مقدار سرعت نسبی، 
نیروی غیر الاستیک سهم بسیار کمتری در نیروی برخورد کلی خواهد داشت. 
از طرفی انتظار ما این است که تغییر ضریب بازگشت در این مسأله تاثیری 
در مدت زمان کیسینگ نخواهد داشت. همان طور که در شکل 11)ب( واضح 
است، با کاهش بسیار زیاد ضریب بازگشت، مدت زمانی که دو ذره با یکدیگر 
در تماس هستند، تفاوتی نخواهد کرد. اگرچه مطابق با انتظار ما با کاهش 
ضریب بازگشت، میزان فرورفتگی دو ذره درهم اندکی کاهش می  یابد، اما 

این مسأله تغییری در نتایج ایجاد نخواهد کرد.
در قسمت بعد، تأثیر ضریب اصطکاک بر نتایج مورد مطالعه قرار خواهیم 

شکل9-1خطوط1جریان1حاصل1از1سقوط1دو1ذره1صلب1دایروی1در1کانال1
عمودی1طی1زمان11های1مختلف

Fig. 9. Demonstration of Streamlines in the case that two rigid 
body sediment in a vertical channel as a function of time

شکل1:10سقوط1ذره1صلب1بالایی1در1مسئله1سقوط1دو1ذره،1برحسب1
δmax/R1تغییرات1پارامتر

Fig. 10. Lateral variation of the upper particle while it 
sediments in a vertical channel as a function of time for 

different parameters of δmax/R
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داد. بدین منظور مسیر حرکت ذره اول با تغییر ضریب اصطکاک در شکل 12 
)الف( نمایش داده شده است. علاوه براین، در شکل 12 )ب( میزان فرورفتگی 
برحسب زمان رسم شده است. این شکل نشان می  دهد که با افزایش ضریب 
افزایش پیدا می  کند. علت این موضوع  نیز  اصطکاک مدت زمان کیسینگ 
به هم  ذره  دو  بیشتر  باعث چسبندگی  اصطکاک  زیرا ضریب  است؛  واضح 

خواهد شد.
نکته دیگری که در شکل دیده می  شود، ثابت بودن مقدار بیشینه میزان 
فرورفتگی با تغییر ضریب اصطکاک است. زیرا نیروی اصطکاک مماسی بوده 

و تأثیری بر مقدار نفوذ عمودی دو ذره در هم نخواهد داشت.

نتیجه1111گیری-51
اعمال  با  ترکیب روش مرزغوطه  ور  از  این مطالعه، یک مدل جدید  در 
شبیه  سازی  برای  گسسته،  اجزا  روش  و  بولتزمن  شبکه  مستقیم،  نیروی 
عنوان  به  بولتزمن  شبکه  روش  است.  شده  داده  توسعه  ذره  ای  جریان  های 
حلگر ناحیه سیال با الگوریتم اعمال نیروی چند مرحله  ای ادغام شده و دقت 
محاسبات را تا دوبرابر افزایش می  دهد. بر مبنای روش مرز غوطه  ور، نیروی 
مرزی بر روی نقاط اویلری اطراف مرز با استفاده از تابع توزیع دلتای گسسته 
میانیابی می  شود. در نتیجه شرط مرزی عدم لغزش بر روی مرز جسم جامد 
نیروی  مطالعه،  این  در  شده  ارایه  گسسته  اجزا  روش  در  شد.  خواهد  ارضا 

شکل1:11بررسی1اثر1ضریب1بازگشت1بر1)الف(1مسیر1سقوط1ذره1بالایی1و1
)ب(1زمان1کیسینگ1)مدت1زمان1برخورد(1در1مسئله1سقوط1دو1ذره1در1کانال

Fig. 11. Investigation of effect of restitution coefficient  
on (a) upper particle’s path and (b) kissing time in 

sedimentation of two rigid particles in a vertical channel

شکل1:12بررسی1اثر1ضریب1اصطکاک1بر1)الف(1مسیر1سقوط1ذره1بالایی1و1(
ب(1زمان1کیسینگ1)مدت1زمان1برخورد(1در1مسئله1سقوط1دو1ذره1در1کانال

Fig. 12. Investigation of effect of friction coefficient  
on (a) upper particle’s path and (b) kissing time in 

sedimentation of two rigid particles in a vertical channel
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این  به دو شکل کلی الاستیک و مستهلک کننده تقسیم می  شود.  برخورد 
نیروی برخورد رابطۀ مستقیم با میزان فرورفتگی و سرعت نسبی دو ذره نسبت 
به یکدیگر دارد. به کارگیری این روش باعث ایجاد یک مدل واقعی  تری از 
برخورد خواهد شد. جهت صحت سنجی مدل عددی حاضر، هریک از اجزای 
این روش ترکیبی به  طور جداگانه مورد صحت  سنجی قرار خواهد گرفت. بدین 
گسسته  اجزا  روش  معتبرسازی  برای  دایروی  ذره صلب  دو  برخورد  منظور 
نیوتونی  سیال  حاوی  عمودی  کانال  داخل  دایروی  تک  ذره صلب  سقوط  و 
است.  شده  استفاده  بولتزمن  شبکه  غوطه  ور-  مرز  روش  معتبرسازی  برای 
در نهایت سقوط دو ذره صلب دایروی در کانال عمودی و رفتار درفتینگ، 
کیسینگ و تامبلینگ مورد مطالعه قرار گرفته شده است. نتایج نشان می  دهد 
که نحوه حرکت ذرات داخل کانال به راحتی و با دقت قابل قبولی توسط این 
روش قابل شبیه  سازی است. همینظور اثر پارامترهای فیزیکی نظیر ضریب 
بازگشت و اصظکاک بر رفتار ذرات هنگام سقوط بررسی شده است. نتایج 
نشان می  دهد که ضریب بازگشت ذرات تغییر چندانی در مسیر حرکت ذرات 
ایجاد نخواهد کرد. همچنین اصطکاک باعث افزایش زمان کیسینگ می  شود. 
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