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پایداری پره چرخان سرعت متغیر با در نظر گرفتن حرکت عرضی خارج از صفحه
هادی آروین بروجنی*

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه شهرکرد، شهرکرد، ایران

چکیده: در این مقاله تشدید پارامتری اصلی در پره های چرخان سرعت متغیر بررسی می گردد. در مدل مورد بررسی وابستگی 
حرکت های عرضی خارج از صفحه-محوری ناشی از نیروی کریولیس در نظر گرفته شده است. معادلات حرکت حاکم، معادلات 
موجود در مقالات بر اساس فرمولاسیون دقیق هندسی برای پره های بدون اثر تغییرشکل برشی می باشد. سرعت چرخش پره 
دارای مقدار میانگین ثابت در نظر گرفته شده، که این سرعت ثابت با تغییرات هارمونیک کوچکی مختل شده است. فرکانس 
تغییرات این اغتشاش وارد شده، دو برابر یکی از فرکانس های طبیعی عرضی خارج از صفحه و یا محوری پره در نظر گرفته شده 
است و بدین ترتیب باعث تشدید پارامتری اصلی خواهد گردید. روش مستقیم مقیاس های چندگانه جهت مطالعه ی ناپایداری 
دینامیکی ایجاد شده توسط تشدید پارامتری اصلی به کار گرفته شده است. با استفاده از روش مقیاس های چندگانه، رابطه ای 
بسته جهت مشخص نمودن مرز منطقه ی پایداری تحت شرایط تشدید پارامتری اصلی، به دست آمده است. نتایج حاضر با نتایج 
موجود در مقالات مقایسه و اعتبارسنجی شده است. پس از اعتبار سنجی نتایج، مطالعه ی موردی جهت شفاف سازی اثر سرعت 

چرخش و شماره ی مود بر منطقه ی پایداری پارامتری، انجام پذیرفته است. 
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مقدمه- 1
پره های چرخان یکی از مهم ترین بخش های تشکیل دهنده ی سازه های 
کارکرد  به  سازه ها،  نوع  این  کارکرد  می باشند.  بادی  و  دریایی  هوافضایی، 
پره های چرخان آنها بستگی دارد. بنابراین، جهت بهبود کیفیت کارآیی این 
سازه ها، از هرگونه ارتعاش با دامنه ی بزرگ در این پره ها باید جلوگیری شود. 
تشدید پارامتری، دارای نقش کلیدی در به وجود آوردن ارتعاش با دامنه ی 
بزرگ در پره ها می باشد. بنابراین، طراحان و مهندسان مکانیک باید از احتمال 
رخ دادن این پدیده آگاه باشند. تشدید پارامتری پدیده ای فیزیکی است که در 
آن تحریک خارجی، در یک فرکانس مشخص، تغییراتی پریودیک در یکی از 
پارامترهای سیستم ایجاد می نماید ]1[. اگر مدل ریاضی سازه، دارای ضریبی 
متغیر با زمان با رفتار پریودیک در زمان باشد، تشدید پارامتری می تواند رخ 
از  یکی  و   ،Ω تحریک،  فرکانس  میان  رابطه ی  اگر  حالت،  این  در  دهد. 
 / , , , , m mωΩ = ⋅ = …2 1 2 3 ω، به صورت  فرکانس های طبیعی، 
ضریب  فرکانس  که  زمانی  می افتد.  اتفاق  پارامتری  تحریک  آنگاه  باشد، 
m پریودیک دو برابر یکی از فرکانس های طبیعی سیستم باشد، یعنی 1=

اصلی  پارامتری  تحریک  دیگر  عبارت  به  یا  اول  مرتبه  پارامتری  تحریک   ،
اتفاق می افتد ]1[. 

تشدیدهای پارامتری مرتبه بالاتر در مقادیری برابر فرکانس های طبیعی 

hadi.arvin@sku.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

سیستم طبیعی  فرکانس های  دیگر  ضریب های  یا  و   ) m = 2 (  سیستم 
( اتفاق می  افتند. در تشدید داخلی مستقیم، پاسخ فرکانسی  , , m = …3 4 (
نظر گرفتن  بدون در  این وجود،  با  برابر است.  با فرکانس تحریک  همیشه 
پاسخ فرکانسی در تشدید  فعال شده است،  پارامتری  نوع تشدید  اینکه چه 
پارامتری در مجاورت فرکانس طبیعی است ]1[. تعدادی از پژوهشگران نیز 
به عنوان تقویت کننده های  پارامتری  از تشدیدگرهای  استفاده  به گسترش 

مکانیکی، در گستره ی کوچکی از فرکانس ها، پرداخته اند ]2[. 
با توجه به موارد ذکر شده و بر اساس معادلات حرکت پره های چرخان، 
تشدید پارامتری اصلی در پره ها، در صورتی که پره ها دارای سرعت چرخان 
متغیر باشند، می تواند اتفاق بیفتد. پژوهشگران بسیاری بر روی تشدید پارامتری 
سازه های پیوسته کار کرده اند. چین و نایفه ]3[، به مطالعه ی پاسخ غیرخطی 
تیر یکسر ساده-یکسر گیردار، تحت تحریک پارامتری اصلی مودهای اول و 
دوم و تشدید بین آنها پرداختند. آن ها بدین منظور روش مقیاس های چندگانه 
و  سازه  غیرخطی  انتگرالی  پاره ای  معادلات  روی  بر  مستقیم  صورت  به  را 
شرایط مرزی متناظرش، اعمال نموده و بدین ترتیب معادلات مدولاسیون 
مرتبط با فاز و دامنه ی مودهای اول و دوم را به دست آوردند. آن ها اذعان 
داشتند که حل های مرتبط با نقاط تعادل معادلات مدولاسیون به دست آمده 
که شامل حل های بدیهی و غیربدیهی بودند، ممکن است در بارگذاری های 
کنند.  تجربه  را  هوپف  بحرانی  زیر  یا  و  فوق  انشقاق های  مختلف،  طولی 
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درجه  یک  نوسان گرهای  دینامیک  مطالعه ی  به   ]4[ واکاکیس  و  کودیس 
بر  تحلیلی  حلی  راه  آن ها  پرداختند.  پارامتری  تحریک  تحت  خطی  آزادی 
مجموعه ی  به  منجر  که  نمودند  ارائه  پاسخ  فاز  و  دامنه  مجزاسازی  اساس 
حرکت  فاز  و  دامنه  آوردن  دست  به  برای  اولی  مرتبه  دیفرانسیل  معادلات 
مجموعه  این  پایداری  بررسی  برای  را  اغتشاشات  روش  ایشان  می گردید. 
معادلات دیفرانسیل مرتبه اول استفاده نمودند. قایش و بالار ]5[ به بررسی 
ارتعاشات غیرخطی و پایداری پارامتری تیر رایلی ویسکوالاستیک متحرک 
طولی با استفاده از روش مقیاس های چندگانه پرداختند. در شرایط تحریک 
بحرانی  فوق  انشقاق  نقطه ی  دو  آنها  ارائه شده ی  اصلی، سیستم  پارامتری 
دامنه ی  ویسکوزیته،  افزایش ضریب  که  دادند  نشان  ایشان  کرد.  تجربه  را 
ارتعاشات و منطقه ی ناپایداری حل بدیهی در پاسخ فرکانسی را کاهش داده 
و افزایش اینرسی چرخشی، باعث افزایش منطقه ی ناپایداری پاسخ بدیهی 
سیستم خواهد گردید. قایش و همکاران ]6[ به بررسی ارتعاشات و پایداری 
تیرهای کامپوزیتی چندلایه ی متحرک طولی با استفاده از روش مقیاس های 
تیرهای  تئوری  اساس  بر  را  حرکت  معادلات  آن ها  پرداختند.  چندگانه 
از قانون  با استفاده  با زمان  کلاسیک چندلایه و برای سرعت طولی متغیر 
دوم نیوتن و روابط ساختاری به دست آوردند. ایشان مرزهای پایداری سیستم 
سپس،  نمودند.  تعیین  روث-هورویتز  معیار  از  استفاده  با  را  تشدید  نزدیک 
مطالعه ی موردی را جهت بررسی تأثیر سرعت متوسط و دامنه ی نوسانات 
مرزهای  و  طبیعی  فرکانس های  ارتعاشی،  پاسخ  روی  بر  متوسط  سرعت 
پایداری سیستم انجام دادند. چن و همکاران ]7[ به بررسی دینامیک انشقاق 
و آشوبناک کابل های معلق با غیرخطی های مرتبه دوم و سوم، تحت تحریک 
خارجی و پارامتری با استفاده از روش مقیاس های چندگانه پرداختند. ایشان 
روش شبه قوس را جهت محاسبه و تعیین شاخه های مختلف حل حول نقطه 
تعادل به کار گرفته و سپس با بررسی مقادیر ویژه ماتریس ژاکوبین به ارزیابی 
پایداری این حل ها پرداختند. آن ها نشان دادند که حل های به دست آمده از 
تعادل، انشقاق های مختلفی مانند، هوپف را تجربه می نمایند. چن و تانگ ]8[ 
به بررسی ناپایداری پارامتری تیرهای ویسکوالاستیک شتاب گیرنده ی طولی 
با در نظر گرفتن اثرات کشش متغیر طولی پرداختند. آن ها روش مقیاس های 
چندگانه را در کنار روش تربیع دیفرانسیلی، جهت اعتبارسنجی نتایج روش 
مقیاس های چندگانه، برای به دست آوردن مرز پایداری به کار گرفتند. ایشان 
به بررسی اثرات صلب بودن تکیه گاه ها، ضریب میرایی، سرعت متوسط طولی 
و سفتی تیر بر روی مرزهای ناپایداری پرداختند. ایشان دریافتند که در نظر 
گرفتن تغییرات کشش طولی، آستانه ی متناظر با ناپایداری دامنه ی نوسانات 
مفروض،  محوری  سرعت  نوسانات  فرکانس  یک  برای  را  محوری  سرعت 
کاهش و گستره ی ناپایداری فرکانسی را در یک دامنه ی مشخص، افزایش 
می دهد. اوژان و پاکدمیرلی ]9[ مدل ارتعاشی کلی عمومی سیستمی پیوسته 
پارامتری دلخواه در نظر گرفتند.  با تحریک  را  دارای غیرخطی مرتبه سوم 
تقریبی  تحلیلی  حل  محاسبه ی  برای  را  چندگانه  مقیاس های  روش  آن ها 
لوله ی  ایشان  کار گرفتند.  به  اولیه  پارامتری  برای سیستمی تحت تحریک 

انتخاب  موردی  مطالعه ی  برای  را  ویسکوالاستیک  جنس  از  سیالی  حامل 
مناطق  همچنین  و  انشقاق  نقاط  و  فرکانسی  پاسخ  منحنی های  و  نموده 
پایداری و ناپایداری حل های بدیهی و غیر بدیهی را نیز بررسی و مشخص 
نمودند. ساهو و همکاران ]10[ به مطالعه ی ارتعاشات عرضی غیرخطی تیر 
پارامتری اصلی  با تکیه گاه های ساده، تحت تحریک  اویلر-برنولی متحرک 
در حضور تشدید داخلی با استفاده از روش مقیاس های چندگانه که به طور 
مستقیم بر معادلات پاره ای غیرخطی انتگرالی سیستم اعمال شد، پرداختند. 
ایشان پاسخ ماندگار غیرخطی سیستم و پایداری و انشقاق پاسخ تیر را مورد 

تحلیل قرار دادند.
برخی  چرخان،  سازه های  روی  بر  شده  انجام  پژوهش های  میان  در 
پرداخته اند.  چرخان  پره های  و  تیرها  پایداری  بررسی  به  پژوهشگران  از 
پایداری  به مطالعه ی پاسخ دینامیکی و  کرسپو داسیلوا و هاجز ]11 و 12[ 
نیروهای  اثرات  گرفتن  نظر  در  با  هلیکوپتر  پره های  مانند  چرخان  تیرهای 
به  را برای  آیرودینامیکی به صورت تحلیلی پرداختند. آن ها اصل همیلتون 
با  تغییر طول  قابلیت  با و بدون  دست آوردن معادلات حاکم برای تیرهای 
که  دریافتند  ایشان  گرفتند.  کار  به  تیر،  طول  در  متغیر  اولیه  پیچش  پیش 
تأثیرگذارترین ترم های غیرخطی مرتبه سوم، غیرخطی های هندسی سازه ای 
در معادله ی پیچش می باشند. کرسپو داسیلوا ]13[ به بررسی پایداری پره های 
چرخان با اغتشاش بی نهایت کوچک حول موقعیت تعادل تیر مذکور پرداخت. 
تحلیل ارائه شده منجر به نتایج بسیار دقیق برای موقعیت تعادل و مقادیر و 
بردارهای ویژه ی متناظر با اغتشاش اعمال شده حول موقعیت تعادل گردید. 
ساراویا و همکاران ]14[ به بررسی پایداری دینامیکی تیری چرخان با در نظر 
گرفتن اثرات تغییر شکل برشی و اینرسی چرخشی با استفاده از روش بلوتین 
پرداختند. آن ها نشان دادند که با افزایش سرعت چرخش زاویه ای، منطقه ی 
نیز  ناپایداری  اندازه ی منطقه ی  و  به سمت راست جابجا می شود  ناپایداری 
تحت تأثیر سرعت چرخش تغییر خواهد کرد. به علاوه، مرزهای ناپایداری با 
تغییرات جهت گیری زاویه ای الیاف های لایه ها تغییر خواهد نمود. تورهان و 
بولت ]15[ معادلات پاره ای غیرخطی انتگرالی حاکم بر تیر چرخان را برای 
آن ها روش  آوردند.  به دست  ارتعاشات خمشی غیرخطی صفحه ای  بررسی 
اغتشاشات را بر مدل های یک و دو درجه آزادی به دست آمده توسط روش 
فرکانس های  و  فرکانسی  پاسخ  آوردن  دست  به  جهت  گلرکین،  جداسازی 
از  استفاده  با   ]16[ گارچا-والجو  و  والورده  نمودند.  اعمال  دامنه  به  وابسته 
را  تیرهای چرخان  بر  معادلات حاکم  فرمولاسیون مختصات گرهی،  روش 
فرمولاسیون  اساس  بر  را  حاکم  معادلات  همچنین  آن ها  آوردند.  دست  به 
غیرخطی دقیق هندسی و بر مبنای تئوری کوزرات برای میله ها نیز به دست 
ارائه  مدل  دو  هر  بررسی  با  چرخان  تیر  پایداری  بررسی  به  ایشان  آوردند. 
اساس مختصات  بر  ارائه شده  فرمولاسیون  بررسی  با  آن ها  پرداختند.  شده 
گرهی به پیکره بندی تعادل جدیدی دست یافتند که با پیکره بندی سیستم در 
حالت تعادل استاتیکی اولیه )پیکره بندی سیستم در موقعیت اولیه بدون تنش( 
متفاوت بود. آن ها با بررسی پایداری این پیکره بندی تعادلی جدید دریافتند 
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هنگام  در  را  سیستم  می تواند  و  بوده  پایدار  جدید  تعادلی  موقعیت  این  که 
ارائه  با مطالعه فرمولاسیون  نماید، ولی  ارتعاش حول خود  به  ارتعاش وادار 
شده بر مبنای تئوری کوزرات مشخص نمودند که پیکره بندی تعادلی جدید 
به دست آمده در روش گرهی واقعی نیست. آروین و بختیاری نژاد ]17[ به 
بررسی ارتعاشات آزاد غیرخطی تیری چرخان با استفاده از روش مقیاس های 
مورد  معادلات  پرداختند.  داخلی  تشدید  نبود  یا  و  وجود  حالت  در  چندگانه 
تحلیل قرار گرفته بر مبنای روابط کرنش-تغییرمکان غیرخطی فون-کارمن 
استخراج شده و دارای غیرخطی های هندسی مرتبه دوم و سوم بودند. آن ها 
به بررسی پایداری مودهای غیرخطی به دست آمده در حالت تشدید داخلی 
میان مودهای عرضی با یکدیگر و یا بین مودهای عرضی و طولی پرداختند. 
لاکاربونارا و همکاران ]18[ معادلات حاکم بر پره های چرخان ایزوتروپ را بر 
اساس فرمولاسیون غیرخطی دقیق هندسی و بر مبنای تئوری کوزرات برای 
میله ها به دست آوردند. آروین و همکاران ]19[ روش مقیاس های چندگانه 
را به صورت مستقیم بر معادلات مرتبه سوم به دست آمده از بسط تیلور که 
بر روی معادلات ارائه شده بر اساس فرمولاسیون غیرخطی دقیق هندسی 
توسط لاکاربونارا و همکاران ]18[ به دست آمده بود، اعمال و منحنی های 
تغییرات فرکانس های طبیعی خمشی بر حسب دامنه را رسم نمودند. آن ها 
نشان دادند که نوع غیرخطی پره های چرخان، نرم شوندگی و سخت شوندگی، 
کاملًا وابسته به سرعت چرخش پره می باشد و در سرعت های خاصی نوع 
برای  را  مشابهی  تحلیل   ]20[ لاکاربونارا  و  آروین  می کند.  تغییر  غیرخطی 
تشدید  بررسی  به   ]21[ و همکاران  آروین  دادند.  انجام  کامپوزیتی  پره های 
با در نظر گرفتن رابطه ی  اویلر-برنولی  پارامتری اصلی در تیرهای چرخان 
کرنش-تغییر مکان فون-کارمن پرداختند. ایشان معادلات عرضی و طولی 
را تنها در نظر گرفتند و از آنجا که وابستگی بین این دو حرکت در قسمت 
پارامتری  تحریک  با  نیز  را  مودهای عرضی  نتوانستند  نبود  معادلات  خطی 
اصلی  پارامتری  تحریک  به  تنها  بنابراین  و  دهند  قرار  بررسی  مورد  اصلی 

حرکت محوری پرداختند. 
همان گونه که از مقالات مرور شده مشخص گردید، مطالعات انجام شده بر 
روی تشدید پارامتری در زمینه ی پره های چرخان با سرعت چرخش متغیر 
بسیار کم می باشد در صورتی که حضور گسترده این سازه در صنایع مختلف 
مشخص  کاملًا  آن  بررسی  لزوم  ترتیب  بدین  و  است  کننده  تعیین  بسیار 
است. لذا، در این مقاله، تشدید پارامتری اصلی پره های چرخان سرعت متغیر، 
بررسی  مورد  محوری  و  صفحه  از  خارج  عرضی  حرکت های  وابستگی  با 
نیروی  اثر  گرفتن  نظر  در  دلیل  به  شده  اشاره  وابستگی  است.  گرفته  قرار 
کریولیس می باشد. مدل مورد استفاده بر اساس فرمولاسیون دقیق هندسی 
و برای پره های بدون اثر تغییر شکل برشی می باشد ]18[. روش مقیاس های 
چندگانه جهت بررسی دینامیک تحریک پارامتری اصلی، به صورت مستقیم 
بر معادلات حرکت سیستم اعمال گردیده است. نتایج به دست آمده توسط 
نتایج موجود در مقاله مشابه ]21[  از  با استفاده  روش مقیاس های چندگانه 
پاره ای  معادلات  چندگانه  مقیاس های  روش  است.  گردیده  اعتبارسنجی 

سیستم را به مجموعه ای از معادلات مدولاسیون مرتبه اول تبدیل می نماید. 
حل های  ناپایداری  و  پایداری  بررسی  جهت  حاصل،  مدولاسیون  معادلات 
انشقاق،  نمودار  می گیرند.  قرار  استفاده  مورد  سیستم  غیربدیهی  و  بدیهی 
به  را،  پارامتری  تحریک  تحت  سیستم  پاسخ  ناپایداری  و  پایداری  مناطق 
صورت تابعی از دامنه ی تحریک و پارامتر نزدیکی برای مودهای متفاوت و 

سرعت های مختلف چرخش مشخص می نماید.

معادلات حرکت- 2
شماتیک پره ی چرخان مورد بررسی، در شکل 1 نشان داده شده است. 
L به ترتیب شعاع روتور، و طول پره را مشخص  d و  3 پارامترهای هندسی 

می نمایند. 
 s 1I می چرخد.  ) حول محور  )tΩ پره ی نشان داده شده با سرعت 
متغیر مکانی است که موقعیت هر سطح مقطع در جهت طول تیر را از سطح 

مقطع متصل به روتور مشخص می نماید. 
نشان   1 در شکل  پر  خط  به صورت  نیز  پره  یافته ی  فرم  تغییر  شکل 
و  صفحه  از  خارج  عرضی  حرکت های  گرفتن  نظر  در  با  است.  شده  داده 
صورت  به   ، s مکان  در  مقطعی  سطح  تغییرشکل  بردار  محوری، 
) خواهد بود که در این  ) ( ) ( ): , , ,s t u s t u s t= = +2 2 3 3u u i i
 ،u3 2i و  ، تغییرمکان عرضی خارج از صفحه در راستای محور  2u رابطه، 

3i می باشد. تغییرمکان محوری در راستای محور 
همان گونه که در فرضیات مسأله ذکر شد، به دلیل وابستگی موجود بین 
حرکت های عرضی خارج از صفحه و محوری این دو حرکت در نظر گرفته 
شده است و از آنجایی که حرکت های عرضی و پیچشی هیچ گونه وابستگی 
در قسمت خطی خود با دو حرکت در نظر گرفته شده ندارند، این دو حرکت 
در نظر گرفته نشده اند )معادلات )23( تا )26( از مرجع ]18[ مشاهده گردد(. 
به  ثابت  مقطع  سطح  فرض  با  حرکت  شده ی  سازی  خطی  معادلات 

صورت روابط )1( و )2( خواهد بود ]18[:

Fig. 1. A schema of undeformed (dashed-lines) and deformed (solid-
line) rotating blade.

شکل 1: شمای بدون تغییرشکل یافته )خط چین( و تغییرشکل یافته 
)خط پر( پره ی چرخان
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و  پیش تنش  وارون کشش   ، ( ) ( )/S s u ′= + 0
31 1 رابطه  این  در  که 

) نشان دهنده ی تغییرشکل محوری استاتیکی ناشی از نیروی  ):u u s=0 0
3 3

بر  پره  جرم  ترتیب  به   Jρ 11 و   Aρ می باشد.  پیش تنش  مرکز  از  گریز 
ρ 1i می باشند که در این روابط،  واحد طول و ممان اینرسی جرمی حول 

، سطح مقطع  A 1i و  ، گشتاور اینرسی سطح حول  J11 ، چگالی جرمی، 
EJ11 به ترتیب سفتی محوری و خمشی خارج از  EA و  پره می باشند. 
، مدول الاستیسیته می باشد. علامت  E صفحه می باشند که در این روابط، 
∂ نشان دهنده ی مشتق پاره ای متغیر پس از این علامت نسبت به پارامتری 
{} به ترتیب نشان دهنده ی مشتق 

ÿ

که زیرنویس آن شده است بوده و ' {} و  
t می باشند.  s و  نسبت به پارامترهای 

رابطه  این  در  که   ˆ
ft tω= و  ˆ ss

L
= گرفتن  نظر  در  با 

و   ˆ /u u L=3 3  ، ˆ /u u L=2 2 و  می باشد   /f EJ ALω ρ= 4
11

، معادلات بدون بعد عرضی خارج از صفحه و محوری  ( ) ( )/ŝ S s Lχ =

برای پره های چرخان سرعت متغیر به دست می آید:
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( ), /b fEJ ALλ ρ ω=2 4 2
1 11  ، ( ) ( ) /R ft tλ ω= Ω که دراین روابط 
) می باشند.  )/AL Jα ρ ρ=2 2

1 11 ) و  )/a fEA ALλ ρ ω=2 4 2 ،
u.  نیز با  0

3  تغییرشکل استاتیکی ناشی از نیروی گریز از مرکز، یعنی 
استفاده از معادله ی ارائه شده در مرجع ]18[، قابل محاسبه است. فرم بدون 
بعد این معادله ی دیفرانسیل معمولی و شرایط مرزی متناظرش، به صورت 

رابطه ی )5(، به دست می آید: 

)5(
( )

( ) ( )

0 0
3 32

0 0
3 3

1'' 0, 

0 0,      ' 1 0 

u r s u

u u
γ

+ + + =

= =

دامنه ی   rλ و   /r aγ λ λ= و   /r d L= 3 رابطه  این  در  که 
سرعت چرخش میانگین می باشد. با حل این رابطه تغییرمکان طولی ناشی از 

پیش تنش به صورت رابطه ی )6( به دست می آید:

)6(
( )( )

( )( ) ( )

( )

0
3

1

        

r sin
u sin x

cos

rcos x x r

γ γ
γ

γ γ

γ

+
=

+ − −

آنالیز دینامیکی- 3
روش مقیاس های چندگانه - 1- 3

سرعت چرخش متغیر، در پره های چرخان می تواند در هنگام شتاب گیری 
و کاهش شتاب و یا حتی به دلایل خارجی مانند نیروهای آیروالاستیسیته 
به وجود آید. مطابق مطالب ذکر شده در مقدمه، معادلات حرکت با ضرایب 
پارامتری  تشدید  معرض  در  گرفتن  قرار  کاندید  زمانی،  پریودیک  متعیر 
متوسط  مقدار  با  تابعی  شکل  به  متغیری  سرعت  با  پره  اگر  می باشند. 
فرم  به  یعنی  است،  شده  مغشوش  هارمونیک  تغییرات  توسط  که  ثابت 
) بچرخد، مطابق روابط )3( و )4(، در  ) ( )cˆ os ˆ

R r ft tλ λ= +Ω Ω1
این شرایط پره چرخان می تواند تحت تحریک پارامتری قرار گیرد. در این 
ˆ به ترتیب دامنه ی تحریک پارامتری و فرکانس متناظر 

fΩ Ω̂ و  رابطه 
بدون بعد آن می باشند.

روش مقیاس های چندگانه به عنوان روش حل جهت تحلیل دینامیکی 
تحریک  که  می گردد  فرض  روش،  این  در  است.  گردیده  انتخاب  مسأله 
پارامتری به صورت پریشیدگی حول حل خطی سیستم می باشد ]1[. بنابراین 
مقیاس های  روش  در  کلیدی  مراحل  از  یکی  حرکت،  معادلات  مرتبه بندی 
چندگانه است. به منظور داشتن اثر تحریک پارامتری به صورت پریشیدگی 
ε ضرب  در حل خطی، ترم های متناظرش باید در پارامتر کوچک بدون بعد 
جهت  اغتشاشات  تئوری  در  استفاده  مورد  مصطلح  پارامتر   ،ε  .]1[ گردند 
سرعت  ترتیب  بدین   .]1[ می باشد  متناظرشان  حل  و  معادلات  مرتبه بندی 
) در نظر گرفته  ) ( )cˆ ˆosR r ft tλ λ ε= + Ω Ω1 چرخش به صورت 
به  متناظر  و محوری  از صفحه  خارج  دوم عرضی  مرتبه  می شود. حل های 

ترتیب به صورت روابط )7( و )8( در نظر گرفته می شود ]1[: 
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T1 به ترتیب، مقیاس های زمانی سریع و کند  T0 و  که در این روابط 
مورد استفاده در روش مقیاس های چندگانه می باشند ]1[. مشتق های مرتبه 
صورت  به  ترتیب  به  نیز  چندگانه  مقیاس های  برحسب  زمانی  دوم  و  اول 
) در  )/d dt D D D Oε ε= + +2 2 2 2

0 0 12 ) و  )/d dt D D Oε ε= + + 2
0 1

i/ است ]1[. جایگذاری  iD T≡ ∂ ∂ نظر گرفته می شوند که در این روابط 
فرم  از  استفاده  و  حرکت  مرتبه بندی شده ی  معادلات  در   )8( و   )7( روابط 
مشتق های زمانی مرتبه اول و دوم در روش مقیاس های چندگانه و سرانجام، 
) جهت  ), ,s T T0 1 ترم  ε و حذف  توان های مشابه  قرار دادن  برابر صفر 
ε در جهت عرضی خارج از صفحه و  ساده سازی روابط، معادلات مرتبه اول 

محوری، به ترتیب، به صورت روابط )9( و )10( خواهند گردید:
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سازه  معادلات  سیستم  خطی  پاسخ  به  منجر   )10( و   )9( روابط  حل 
می گردد. حل خطی این دسته معادله را می توان با استفاده از روش گلرکین 
به دست آورد ]18[. به دلیل وابستگی این دو معادله به یکدیگر این دو معادله 
به صورت  ترتیب  به  معادله  دو  این  می گردند. حل  ترکیبی حل  به صورت 

روابط )11( و )12( خواهد گردید:

)11(( ) ( ) 2, 0
2,0 2, 1 ki T

k ku s A T e CCωψ= +

)12(( ) ( ) 2, 0
3,0 3, 1 ki T

k ku s A T e CCωψ= +

خطی  مود  ترتیب  به   ( ),k sψ 3 و   ( ),k sψ 2 رابطه  این  در  که 
) دامنه ی  )kA T1 k امُ پره ی چرخان و  عرضی خارج از صفحه و محوری 
kω2, فرکانس طبیعی عرضی خارج از صفحه-محوری  متناظرش می باشد؛ 
ترم های سمت  مزدوج مختلط  به جای   CC و  موهومی  واحد   i امُ،   k
راست رابطه و پیش از خود می نشیند. لازم به ذکر است که مودهای خطی 
و فرکانس طبیعی متناظر با استفاده از روش گلرکین به دست می آیند ]18[.  
ε در جهت عرضی خارج از صفحه و محوری، به  معادلات مرتبه دوم 

ترتیب، به صورت روابط )13( و )14( به دست خواهند آمد:
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با در نظر گرفتن روابط )11( و )12( و جایگذاری آن ها در سمت راست 
و  از صفحه  خارج  دوم عرضی  مرتبه  معادله های   ،)14( و   )13( معادله های 

محوری به ترتیب به صورت روابط )15( و )16( تبدیل می گردد:
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این   )16( و   )15( وابسته ی  معادلات  در  موجود  ناهنجار  ترم  حذف  با 
معادله ها دارای حل هارمونیک خواهند بود ]1[. از طرفی به دلیل وجود تشدید 
, بین فرکانس طبیعی عرضی 

ˆ
f kω εσΩ = +22 پارامتری اصلی رابطه ی 

k امُ و فرکانس تحریک پارامتری وجود دارد ]1[  خارج از صفحه-محوری 
σ پارامتر نزدیکی است که نزدیکی فرکانس تحریک و  که در این رابطه 
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می دهد.  نشان  را  امُ   k از صفحه-محوری  خارج  طبیعی عرضی  فرکانس 
می نماید،  ناهنجار  ترم  تولید  که   ,ki Te ω2 0 ضریب  کنار  در  ترتیب،  بدین 
است.  مؤثر  پاسخ  در  ناهنجار  رفتار  تولید  در  نیز   ( ),

ˆ
k fiTe ω− − +Ω0 2 ضریب 

از  ارائه شده در مرجع ]22[  با روش  ناهنجار مطابق  خارج نمودن ترم های 
رابطه ی  به صورت  معادله ی مدولاسیون مختلط  به  منجر  وابسته  معادلات 

)17( خواهد گردید:
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رابطه،  این  در  که 
) است.  ) ( )'

, ,k kx x s x s dsψ ψ ′= ∫
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 با جایگذاری فرم قطبی دامنه ی مود عرضی خارج از صفحه-محوری 0
) در معادله ی )15(، فرم  ) ( )ki T
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kA به صورت  k امُ یعنی 
حقیقی معادلات مدولاسیون به دست می آید ]1[:
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فاز  اختلاف   ( ) ( ):k k kT T Tθ θ σ β= = −1 1 12 روابط  این  در  که 
که  می آید  دست  به  زمانی   ،)19( و   )18( معادلات  پایای  حل  می باشد. 
kD باشند. حل پایای این دو معادله با حل پریودیک  θ =1 kD و 0 a =1 0
سیستم معادلات اصلی سازه مرتبط می باشد و لذا بررسی پایداری و ناپایداری 
پایداری معادلات سیستم اصلی خواهد  با بررسی  پایا، متناظر  این حل های 
بود ]1[. پاسخ پایای به دست آمده از روابط )18( و )19( به جز حل بدیهی 
، دارای حل غیربدیهی نیز می باشد. این حل غیر بدیهی، با توجه به  ka =0
  ( )cos kθ = ±1 ) است که بدین ترتیب  )sin kθ رابطه ی )18(، 0=
خواهد گردید. با جایگذاری این رابطه در رابطه ی )19( و با در نظر گرفتن 
مرز  نمودن  مشخص  برای  نزدیکی  پارامتر  آستانه ی  مقدار   ، 1 0kDθ =

پایداری به صورت رابطه ی )20( محاسبه می گردد:
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تحلیل پایداری حل به دست آمده ی معادلات )18( و )19( با استفاده از 
kA صورت می پذیرد. در این راستا  فرم کارتزین دامنه ی مود محوری یعنی 
) در نظر گرفته می شود  ) ( )( ) i T

kA p T iq T e
σ

= + 1
1
2

1 1 kA به صورت 
با جایگذاری این فرم کارتزین در معادله ی )17( و جداسازی رابطه ی   .]1[

حاصل شده به دو بخش حقیقی و موهومی، داریم:
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D به دست می آید،  q1 D و  p1 پاسخ بدیهی که از حل پایایی روابط 
حاصل   ، ë ژاکوبین،  ماتریس  ویژه ی  مقادیر  که  شرطی  به  است  پایدار 
طرفی،  از   .]1[ باشد  منفی  حقیقی  قسمت  دارای   )22( و   )21( معادلات  از 
تعیین   )23( رابطه ی  توسط  ژاکوبین،  ماتریس  متناطر  معادله ی مشخصه ی 

می گردد:
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مرز  برای  کافی  و  ]21[، شرط لازم  روث-هورویتز  معیار  از  استفاده  با 
منطقه ی پایداری به صورت رابطه ی )24( به دست می آید:
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ˆ
r
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x x
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σ
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پایداری  منطقه ی  که  می کند  مشخص   )24( و   )20( روابط  مقایسه ی 
خارج از مرزهای پیش بینی شده توسط رابطه ی )20( قرار می گیرد.

آنالیز عددی - 4
پس از حل معادلات حرکت سیستم، در این بخش شبیه سازی عددی 
جهت روشن سازی و تحلیل نتایج روش های ذکر شده انجام می گیرد. ابتدا 
مقیاس های  روش  توسط  آمده  دست  به  اصلی  پارامتری  تحریک  نتایج 
چندگانه در مقایسه با نتایج ارائه شده در مرجع ]21[ که مربوط به تحریک 
پارامتری اصلی مودهای اول و دوم محوری می باشد اعتبارسنجی می گردد. 
اثرات  روی  بر  موردی  مطالعه ی  آمده،  به دست  نتایج  اعتبارسنجی  از  پس 
شماره ی مودها و سرعت چرخش بر مرز منطقه پایداری انجام خواهد گرفت.

اعتبار سنجی نتایج تشدید پارامتری اصلی- 1- 4
با  حاضر  چندگانه  مقیاس های  روش  نتایج  اعتبارسنجی  بخش  این  در 
مقایسه با نتایج موجود در مقاله ی ]21[ انجام می پذیرد. مسأله مورد بررسی، 
  kg / m32700 GPa70  و چگالی  تیری آلومینیومی با مدول الاستیسیته 
 ، /0 5 ترتیب  به  تیر  می باشد ]21[. شعاع روتور، عرض، ضخامت و طول 
m5  در نظر گرفته می شوند. با استفاده از روش گلرکین  ، و  /0 005  ، /0 05
)برای مشاهده ی طرز اعمال روش گلرکین، به مرجع ]18[ مراجعه شود(، در 
، اولین و دومین فرکانس های محوری محاسبه   rpm1500 سرعت چرخش 
 /  rad / s4796 29 1591/ و  89 شده در مرجع ]21[ به ترتیب برابر 
دومین  و  اولین  کریولیس  نیروی  اثر  گرفتن  نظر  در  دلیل  به  که  می باشند 
و   /1622 69 برابر  ترتیب  به  جاری  شده  محاسبه  محوری  فرکانس های 
/ به دست می آیند. مطابق مرجع ]18[ نیروی کریولیس   rad / s4806 63
داری اثر سخت شونده بر فرکانس های طولی می باشد. نتایج تحلیل پایداری 
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به دست آمده، برای تشدید پارامتری اصلی مود اول و دوم محوری در شکل 
2 ارائه شده است. نتایج روش مقیاس های چندگانه از رابطه ی )24( استخراج 
شده است. مطابق با شکل 2 نتایج ارائه شده در مرجع ]21[ نتایج به دست 

آمده ی حاضر را تأیید می کند.

تحلیل پایداری- 2- 4
چندگانه،  مقیاس های  روش  نتایج  تأیید  و  نتایج  اعتبارسنجی  از  پس 
از  خارج  عرضی  مودهای  برای  اصلی  پارامتری  تشدید  پایداری  مطالعه ی 
انجام  این بخش  تغییر سرعت چرخش در  با  اول و دوم  صفحه و محوری 
می گیرد. کلیه پارامترها مشابه قبل بوده اما شعاع روتور و طول پره به ترتیب 
m2  در نظر گرفته می شوند. با استفاده از رابطه ی )24( منطقه ی  ، و  /0 2
پایداری برای مودهای عرضی خارج از صفحه و محوری اول و دوم برای 
  rpm5000 3000، و  سه مقدار سرعت چرخش مختلف، برابر 1000، 

به ترتیب در شکل های 3 و 4 رسم شده است. با مشاهده ی شکل های 3 و 4 
می توان مشاهده نمود که با افزایش سرعت چرخش، گستره ی مقدار پارامتر 
σ، جهت تعیین مرزهای منطقه ی ناپایداری برای مودهای  نزدیکی، یعنی 
از طرف دیگر مودهای  افزایش می یابد.  از صفحه و محوری  عرضی خارج 
پایین تر که دارای فرکانس های طبیعی کمتری نیز می باشند، دارای گستره ی 
ترتیب  بدین  ناپایداری می باشند و  برای منطقه ی  بزرگتری  نزدیکی  پارامتر 
در محدوده ی فرکانس تحریک بزرگتری تشدید پارامتری اصلی رخ می دهد.

جهت روشن شدن بیشتر این مطلب محدوده ی ناپایداری برای سه مود 
عرضی خارج از صفحه اول در شکل 5 نشان داده شده است. محور افقی 
نمایشگر  عمودی  محور  و  تحریک  فرکانس  محدوده ی  دهنده ی  نمایش 
سرعت چرخش می باشد. مقدار فرکانس تحریک مشخص کننده ی منطقه ی 
, به دست آمده است. همانگونه 

ˆ
f kω εσΩ = +22 ناپایداری از رابطه ی 

فرکانس  توسط  شده  مشخص  ناپایداری  منطقه ی  می شود  مشاهده  که 

)ب()الف(

Fig. 2. The stability region for the first and the second axial modes; The current results versus the results of Ref. [21]:
(U: the unstable region, S: the stable region): (a)-the first axial mode and (b)-the second axial mode.

شکل 2: منطقه ی پایداری برای مودهای اول و دوم محوری؛ نتایج حاضر در برابر نتایج مرجع ]U( :]21: منطقه ی ناپایدار، S: منطقه ی پایدار(:
)الف( مود اول محوری و )ب( مود دوم محوری.

)ب()الف(

Fig. 3. The stability region for the first and the second lagging modes for three different rotation speeds: (a)-the first lagging mode and (b)-
the second lagging mode.

شکل 3: منطقه ی پایداری برای مودهای عرضی خارج از صفحه ی اول و دوم برای سه مقدار متفاوت سرعت چرخش: )الف( مود عرضی خارج از 
صفحه ی اول و )ب( مود عرضی خارج از صفحه ی دوم.
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برای  شده  مشخص  ناپایداری  منطقه ی  از  پایین تر  مودهای  برای  تحریک 
مودهای بالاتر بسیار گسترده تر است. 

محدوده ی ناپایداری برای مود محوری اول در کنار سه مود عرضی خارج 
از صفحه ی اول در شکل 6 رسم شده است. همانگونه که مشاهده می شود 
منطقه ی ناپایداری مودهای عرضی خارج از صفحه بسیار بزرگتر از محدوده 

متناظر برای مودهای محوری است. 
)الف(، نزدیک شدن محدوده ی  نکته قابل تأمل دیگر مطابق شکل 6 
ناپایداری پیش بینی شده توسط مودهای عرضی خارج از صفحه به محدوده 
متناظر مودهای محوری با افزایش شماره مود عرضی خارج از صفحه است 
جهت  داشت.  خواهد  وجود  محدوده ها  این  تداخل  امکان  ترتیب  بدین  که 
روشن سازی این مطلب محدوده ی ناپایداری برای مودهای عرضی خارج از 
صفحه ی پنجم و محوری اول در شکل 7 رسم گردیده است. همانگونه که 
مشاهده می گردد منطقه ی این تداخل مودی در شکل 7 )ب( بزرگنمایی شده 

تحریکی  فرکانس  محدوده ی  در  که  می گردد  ترتیب مشخص  بدین  است. 
بین فاصله ی سایه زده شده تحریک پارامتری اصلی مودهای عرضی خارج 
  rpm1940 از صفحه ی پنجم و محوری اول با یکدیگر در سرعتی نزدیک 

فعال می گردند که بسیار برای پره ی چرخان حادثه آور است.

جمع بندی و نتیجه گیری- 5
در این مقاله، به تحلیل دینامیکی پره های چرخان تحت تحریک پارامتری 
اصلی پرداخته شد. معادلات حرکت بر مبنای معادلات دقیق هندسی به کار 
برده شده و این معادلات برای امکان داشتن تشدید پارامتری اصلی اصلاح 
حرکت  معادلات  بر  مستقیم  صورت  به  چندگانه  مقیاس های  روش  شدند. 
مرتبه بندی شده اعمال و رابطه ای بسته جهت مشخص سازی مرز پایداری 
بر حسب تابعی از سرعت بدون بعد چرخش و فرکانس های طبیعی به دست 
از  پس  گردید.  اعتبارسنجی  موجود  مقالات  با  مقایسه  با  نتایج  شد.  آورده 
اعتبارسنجی نتایج حاصل از روش مقیاس های چندگانه، مطالعات موردی بر 
روی اثرات شماره ی مود و سرعت چرخش بر روی مرزهای منطقه ی پایداری 

انجام گرفت. مهم ترین نتایج به دست آمده از این قرار است؛ 
،σ افزایش سرعت چرخش، گستره ی مقدار پارامتر نزدیکی، یعنی   با 

از  خارج  عرضی  مودهای  برای  ناپایداری  منطقه ی  مرزهای  تعیین  جهت 
صفحه و محوری افزایش می یابد. از طرف دیگر مودهای پایین تر که دارای 
نزدیکی  پارامتر  گستره ی  دارای  می باشند  نیز  کمتری  طبیعی  فرکانس های 
محدوده ی  در  ترتیب  بدین  و  می باشند  ناپایداری  منطقه ی  برای  بزرگتری 
منطقه ی  می دهد.  رخ  اصلی  پارامتری  تشدید  بزرگتری  تحریک  فرکانس 
از  پایین تر  برای مودهای  فرکانس تحریک  توسط  ناپایداری مشخص شده 
منطقه ی ناپایداری مشخص شده برای مودهای بالاتر بسیار گسترده تر است. 
منطقه ی ناپایداری مودهای عرضی خارج از صفحه بسیار بزرگتر از محدوده 
متناظر برای مودهای محوری است. با افزایش شماره مودهای عرضی خارج 
برای مودهای عرضی خارج  ناپایداری پیش بینی شده  از صفحه محدوده ی 

)ب()الف(

Fig. 4. The stability region for the first and the second axial modes for three different rotation speeds:
(a)-the first axial mode and (b)-the second axial mode.

شکل 4: منطقه ی پایداری برای مودهای محوری اول و دوم برای سه مقدار متفاوت سرعت چرخش: )الف(مود محوری اول و )ب( مود محوری دوم.

Fig. 5. The stability region for the first three lagging modes:
(U: the unstable region, S: the stable region).

شکل 5: منطقه ی پایداری برای سه مود عرضی خارج از صفحه ی اول: 
)U: منطقه ی ناپایدار، S: منطقه ی پایدار(.
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بدین  که  می گردد  نزدیک  محوری  مودهای  متناظر  محدوده  به  صفحه  از 
ترتیب امکان تداخل این محدوده ها وجود خواهد داشت. در محدوده تداخلی 
به دست آمده، تحریک پارامتری اصلی مودهای عرضی خارج از صفحه و 
با یکدیگر در سرعتی خاص فعال می گردند که بسیار برای پره ی  محوری 

چرخان حادثه آور است.
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