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طراحي مسير بهينه کوادروتور برمبناي کمينه گشتاور
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بهبود در  به  نقشه برداری و عملیات تجسس منجر  بالقوه در  توانایی  با  پرنده  بهینه مسیر حرکت ربات های  چکيده: طراحی 
عملکرد آن ها می شود. از این رو هدف از این مقاله، طراحي مسیر بهینه یک ربات کوادروتور بر مبناي حداقل سازي گشتاور 
موتورها در حرکت نقطه به نقطه مي باشد. ابتدا معادلات دینامیکي حرکت کوادروتور با استفاده از روش نیوتن به فرم فضای 
حالت استخراج مي شوند. سپس بهینه سازي مسیر حرکت براساس حل غیرمستقیم مسأله کنترل بهینه ارائه مي شود. بدین منظور 
با استفاده از اصل مینیمم پونتریاگن و استخراج تابع همیلتون؛ شرایط لازم بهینگي با توجه به محدودیت گشتاور اعمالي موتورها 
به دست مي آید. معادلات به دست آمده یک مسأله مقدار مرزي را تشکیل مي دهند که با حل این معادلات مي توان به جواب 
بهینه دست یافت. در نهایت به منظور بررسي کارایي روش پیشنهادي، شبیه سازي عددي براي یک کوادروتور انجام مي شود و 
مسیر بهینه بر اساس تابع هدف کمینه گشتاور براي آن طراحي مي گردد. نتایج شبیه سازي قدرت روش و توانایي آن براي حل 

مسائل پیچیده نظیر طراحي مسیر حرکت کوادروتورها را نشان مي دهد.
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مقدمه- 1
را  رباتیک  نا هموار، علم  ربات هاي زمیني در زمین هاي  محدودیت هاي 
به سمت مفاهیم جدید حرکت از جمله سیستم هاي پروازي سوق داده است. 
گسترش کاربرد و اهمیت ربات هاي هوایي مانند کوادروتورها در زمینه هاي 
جمع آوري اطلاعات نظامي و نقشه برداري، جستجو و نجات و انتقال اشیاء 
سیر  طراحي خط  و  مسیریابي  بنابراین  مي باشد.  محیط های صعب العبور  در 
این پرنده ها که قسمت بسیار مهمي از کاربرد آن ها مي باشد مي تواند بسیار 
کوادروتور،  هلیکوپتر  یک  واقع  در  باشد.  صرفه  به  مقرون  و  اهمیت  حائز 
نیروي ورودي و شش مختصات  به همراه چهار  بال هاي چرخنده  با  رباتي 
مقایسه  در  مانور  قدرت  و  بالاتر  بار  ظرفیت  وسیله،  این  در  است.  خروجي 
مجموعه ي  روتورها،  چرخش  جهت  است.  بیشتر  معمولي  هلیکوپتر  یک  با 
نظر  مورد  مسیرهاي  در  حرکت  ایجاد  براي  که  است  اعمالي  گشتاورهاي 

استفاده مي شود.
مورد  تاکنون  کوادروتورها  بهینه  مسیر  طراحي  و  دینامیکي  مدل سازي 
زمینه صورت  این  در  مختلفي  کارهاي  و  است  بوده  زیادي  محققان  توجه 
پیکربندي دینامیکي هلیکوپتر  گرفته است. در مراجع ]1و 2[ مدل سازي و 
کوادروتور تجاري انجام شده است. در مرجع ]3[ مسائل مدل سازي دینامیکي 
گرفته  قرار  مطالعه  مورد  کوادروتور  هلیکوپترهاي  براي  غیرخطي  کنترل  و 
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به  مناسب  دینامیکي  مدل  یک  نیز   ]۴[ بنالگ  و  مختاري  همچنین  است. 
همراه کنترلر فیدبک حرکتي را ارائه داده اند و تلاش نمودند که عملکرد آن 

را شبیه سازي و آزمایش کنند.
گوناگون،  ربات هاي  بهینه  مسیر  طراحي  زمینه  در  دیگر،  طرفي  از 
تحقیقات فراواني صورت پذیرفته و تلاش شده تا زمان حرکت که یکي از 
مهم ترین پارامترهاي طراحي مسیر بهینه محسوب می شود به حداقل مقدار 
برسد ]6-5[. همچنین روش هاي مختلفي از قبیل الگوریتم ژنتیک, تجمع 

پرندگان و غیره براي بهینه سازي طراحي مسیر استفاده شده است ]7و 8[. 
به طور کلي مسأله طراحي مسیر بهینه را مي توان به یک مسأله کنترل 
بهینه تبدیل نمود. دو روش اصلي کنترل بهینه مستقیم و غیرمستقیم براي 
و  حالت  متغیرهاي  ابتدا  مستقیم  روش  در   .]9[ دارد  وجود  مسأله  این  حل 
کنترل، گسسته شده و مسأله کنترل بهینه به یک مسأله بهینه سازي پارامتري 
غیرخطي سازي،  مانند  بهینه سازي  الگوریتم هاي  سپس  مي شود.  تبدیل 
الگوریتم هاي تکاملي براي محاسبه مقدار بهینه پارامترها استفاده مي شوند. 
روش غیرمستقیم براساس روش حساب تغییرات است و شرایط لازم بهینگي 
از اصل مینیمم پونتریاگن استخراج مي شود. این معادلات نهایتاً منجر به یک 
مسأله مقدار مرزي دو نقطه اي مي شوند که حل آن ها پاسخ بهینه خواهد بود 
]10[. طراحي مسیر بهینه براي انواع ربات ها به روش غیرمستقیم به عنوان 
یک روش دقیق و کارآمد اخیراً مورد توجه بسیاري از محققین قرار گرفته 
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سري  ربات  یک  براي  بهینه  مسیر  طراحي   ]11[ رنتروپ  و  کالیس  است. 
صلب را به روش غیرمستقیم ارائه کرده اند. کورایم و همکاران ]12[ طراحي 
مسیر بهینه بازوی مکانیکی متحرک با مفصل هاي انعطاف پذیر را با روش 
بهینه  بوسکاریول و گاسپرتو ]13[ طراحي مسیر  داده  اند.  انجام  غیرمستقیم 
غیرمستقیم  از روش  را  انعطاف پذیر  مکانیکی  بازوی  براي  با جرک محدود 
کنترل بهینه استفاده نموده اند. قرباني و همکاران ]1۴[ روش نویني را براي 
طراحي مسیر بهینه با هدف کمینه سازي زمان با روش غیرمستقیم براي یک 
غیرمستقیم  راه حل  نیز،   ]15[ نیکوبین  و  داده اند. صالحی  ارائه  تندرو  شناور 
اتصالات  داراي  مکانیکی  بازوهای  مسیر  برنامه ریزي  براي  را  بهینه  کنترل 

انعطاف پذیر ارائه داده اند.
در طراحي مسیر بهینه توابع هدف مختلفي از قبیل مدت زمان کمینه 
بیشینه  بار  ارتعاشات و ظرفیت حمل  حرکت، حداقل توان و گشتاور، دامنه 
در نظر گرفته مي شود. با بررسي کارهاي انجام شده، در زمینه طراحي مسیر 
 ]16[ همکاران  و  لاي  است.  شده  انجام  تحقیقاتي  ندرت  به  کوادروتورها 
مسئله ي زمان بهینه  ي یک هلیکوپتر کوادروتور را با روش برنامه نویسي غیر 
خطي انجام داده اند. تاکنون مسأله طراحي مسیر بهینه براي ربات کوادروتور 
نشده  انجام  انرژی  منظور کمینه مصرف  به  بهینه حلقه باز  به روش کنترل 
بر  کوادروتور  براي  بهینه  مسیري  طراحي  مقاله  این  هدف  بنابراین  است. 
روش  از  استفاده  با  دینامیکي  معادلات  ابتدا  است.  گشتاور  کمینه  مبناي 
نیوتن- اویلر استخراج و به فرم فضاي حالت تعریف مي شوند. سپس با در 
نظر گرفتن تابع هدف و تعریف شبه حالت ها، تابع همیلتون به دست آورده 
مي شود و شرایط لازم بهینگي با استفاده از قضیه اساسي حساب تغییرات و 
اصل مینیمم پونتریاگن استخراج مي شود. معادلات به دست آمده یک مسأله 
مقدار مرزي دو نقطه اي را تشکیل مي دهند که با استفاده از نرم افزار متلب 
با  بهینه  مسیر  گرفته،  انجام  شبیه سازي هاي  با  نهایتاً  مي باشند.  حل  قابل 

حداقل گشتاور براي کوادروتور در نظر گرفته شده به دست مي آید.

مدل سازي دینامیکي کوادروتور- 2
ابتدا شماتیک  به منظور استخراج روابط دینامیکي حاکم بر کوادروتور، 
کوادروتور در شکل 1 نشان داده شده است. براي فضاي کاري کوادروتور یک 
B , , در  B Bx y z x , , و یک مختصات متصل به بدنه  y z مختصات مطلق 
نظر گرفته شده است. به منظور معلق نگه داشتن ربات در فضا، چهار نیروي 
ربات  وزن  نیروي  چهارم  یک  با  برابر    ,  1, 2, 3, 4iF i = اولیه  عمودي 
با افزایش سرعت  مورد نیاز مي باشد. حرکت کوادروتور در راستاي عمودي 
با  ربات  جلوي  روبه  حرکت  مي افتد.  اتفاق  همزمان  طور  به  موتورها  همه 
افزایش سرعت موتورهاي 1 و 3 و حرکت جانبي با تغییر سرعت موتورهاي 2 
و ۴ انجام مي پذیرد. همچنین با افزایش و کاهش موتورهاي روبه رو می توان 

در کوادروتور تغییرات زاویه مورد نیاز را ایجاد نمود.
 ,  ,  x y z موقعیت مطلق خطي کوادروتور در چارچوب ثابت محورهاي 
و موقعیت زاویه اي توسط سه زاویه ي اویلر در چارچوب اینرسي تعریف شده 

y و زاویه ي رول2،  θ چرخش کوادروتور را حول محور  است. زاویه ي پیچ1، 
z تعیین  ψ را حول محور  x و زاویه ي یاو3،  φ چرخش را حول محور 
مي کند. ماتریس دوران بین دستگاه مختصات مطلق و بدنه را می توان به 

فرم زیر بیان نمود.
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تبدیل سرعت بین مختصات بدنه ي ربات و چارچوب زمین به صورت 
زیر مي باشد.
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و  نیروها  موقعیت ها،  دوراني،  سرعت هاي  شتاب ها،  مشابه،  طور  به 
بین سیستم هاي   EBR دوران  ماتریس  براساس  مي توان  نیز  را  گشتاورها 
به  مي توانند  کوادروتور  بدنه ي  مختصات  در  نیروها  نمود.  تبدیل  مختصات 

صورت رابطه )۴(تعریف شوند.

1  Pitch
2  Roll
3  Yaw

Fig. 1. Schematic view of a quadrotor system with global and local 
coordinates

شکل1:  شماتیک کوادروتور و مختصات هاي مطلق و متصل به بدنه
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در مختصات مطلق نیروها به صورت زیر توصیف مي شوند.
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بنابراین معادلات حرکت در مختصات مطلق به فرم رابطه )6( ارائه مي شود.
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3iK ,2 ,1  , ضرایب برا هستند که این ضرایب براي  i = در جایي که 
سرعت هاي کم قابل صرف نظر مي باشند. در نتیجه می توان معادلات حاکم 
بر حرکت را با استفاده از تعادل نیرویي و گشتاوري به صورت زیر استخراج 

نمود.
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مي باشد.  موتور  هر  تا  کوادروتور  جرم  مرکز  فاصله  l طول  آن  در  که 
در  اینرسي  ممان   , , x y zI I I و  روتورها  گشتاور   ,  1,  2,  3,  4iM i =
حسب  بر  مي توان  را  انتهایي  معادله  می باشند.   , , x y z محورهاي  جهت 

4F دوباره بازنویسي نمود. 1 و  2 3, , F F F نیروهاي 
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پارامترهاي   C و   '
6 6 /K K C=  ,  ' /z zI I C= جائیکه  در 

مرتبط با دیمانسیون روابط مي باشند. ورودي هایي که در مسأله کنترل بهینه 
به عنوان ورودي کنترلر در نظر گرفته مي شوند را مي توان به فرم زیر تعیین 

نمود.

)9(
1 1 2 3 4u F F F F= + + + , 2 4 2u F F= −

3 3 1u F F= − , 4 1 2 3 4u F F F F= − + −

مي توان ورودي ها را به صورت ماتریسي رابطه )10( نمایش داد.
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بنابراین نیروهاي هر روتور را نیز مي توان به صورت زیر نوشت.
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در نهایت مي توان معادلات دینامیکي کوادروتور را با توجه به شش درجه 
آزادي ربات استخراج نمود.
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براي پرواز کوادروتور باید موقعیت، زوایا و سرعت هاي خطي و زاویه اي 
بهینه شوند و نیروي پیشران اولیه مورد نیاز هر موتور براي معلق شدن ربات 
از  دینامیکي  معادلات  کلي  فرم  مي باشد.  کوادروتور  وزن  چهارم  یک  برابر 

رابطه )13( به دست مي آید.

)13(( ) ( )
¨
 ,i i i iiD q C q q G q u+ =

] بردار مختصات هاي تعمیم یافته،  ], , , , ,q x y z φ θ ψ= که در آن 
ماتریس   G ایرودینامیکي،  برا  نیروهاي  بردار   C اینرسي،  ماتریس   D
طرف  از  اعمالي  نیروهاي  بردار   U و  ورودی  محرک های  تأثیر  ضرایب 

محرک ها به ربات مي باشد.

طراحي مسیر به روش کنترل بهینه- 3
در  مشخص  وظیفه  یک  انجام  منظور  به  ربات  بهینه  مسیر  طراحي 
روش  از  استفاده  با  بخش  این  در  مي باشد.  اهمیت  حائز  اتوماسیون  صنایع 
بررسي  مورد  کوادروتور  براي  نقطه  به  نقطه  حرکت  باز  حلقه  بهینه  کنترل 
وجود  کلي  روش  دو  باز  حلقه  بهینه  کنترل  مسأله  حل  براي  مي گیرد.  قرار 
دارد. روش مستقیم که بر مبناي تبدیل مسأله کنترل بهینه به یک مسأله 
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بهینه سازي پارامتري مي باشد و روش غیرمستقیم که در آن شرط بهینگي 
با استفاده از روش حساب تغییرات و اصل مینیمم یابي پونتریاگن به دست 
مي آید. روشي که براي طراحي مسیر بهینه کوادروتور در نظر گرفته شده، 
براساس روش غیرمستقیم مي باشد. در این روش مسأله بهینه سازي به یک 
به  مي توان  آن  حل  با  که  مي شود  تبدیل  نقطه اي  دو  مرزي  مقدار  مسأله 
یک جواب دقیق و صریح از مساله دست یافت. با استفاده از اصل مینیمم 
پونتریاگن، شرایط بهینگي براي مینیمم شدن یک تابع هدف به صورت یک 
بنابراین  مي گردد،  استخراج  معمولي  غیرخطي  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه 
این روش براي هر سیستمي که بتوان فرم فضاي حالت معادلات آن را به 
دست آورد، قابل اعمال است. این روش به عنوان یک ابزار توانمند و کارا 
براي تحلیل سیستم هاي غیرخطي و طراحي مسیر انواع مختلفي از سیستم ها 
به کار گرفته شده است. این روش براي سیستم هاي با درجات آزادي بالا 
بسیار  باشد  نظر  مد  هدف  تابع  چند  هم زمان  کردن  بهینه  که  مواردي  یا  و 

مناسب است.
وظیفه کنترل بهینه تعیین مقادیر کنترل )نیرو و یا گشتاور اعمالي توسط 
موتورها( مي باشد به گونه اي که یک تابع هدف یا معیار عملکرد را مینیمم 
کند و هم زمان قیود فیزیکي را نیز ارضا نماید. در حالت کلي تابع معیار در 

مسائل کنترل بهینه به صورت زیر در نظر گرفته مي شود.

)1۴(( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

, g , ,
ft

f f
t

J u h x t t x t u t t dt= + ∫

که g و h توابعي از حالت ها )x(، کنترل ها )u( و زمان )t( هستند. 
4 ورودي هاي کنترل مي باشند. در  1× 6 و u بردار  1× x بردار وضعیت 
اینجا h، حالت ها را در وضعیت نهایي نشان مي دهد و g یک تابع وابسته به 
کل بازه زماني مي باشد. هدف کنترل بهینه یافتن کنترل u است به گونه اي 
که باعث مي شود کوادروتور مسیر x را با شرایط مرزي داده شده دنبال نماید 
) را مینیمم کند. در ابتدا لازم است معادلات دینامیکي سیستم به  )J u و 

: X فرم فضاي حالت نوشته شوند. بدین منظور با تعریف بردار حالت 

)15(
1

2

X q
X q
   

= =   
  

X


 )16( رابطه  صورت  به  حالت  فضاي  فرم  در  سیستم  دینامیکي  معادله 
بازنویسي مي شود.

)16(( ) ( )
21

12

XX
N X Z X UX

   
= =   +  

X






که در آن

)17(
( )1

iZ D G q−=

( )1 ,i iN D C q q−= − 

U است به  X و کنترل  حال مسأله کنترل بهینه تعیین حالت هاي 
گونه اي که براي مدل داده شده در معادله )13( یک تابع معیار تعریف شده 

مینیمم گردد. در اینجا هدف یافتن مسیر بهینه با مینیمم گشتاور مي باشد. 
بنابراین باید یک تابع هدف مناسب براي مسأله تعریف نمود. اگر Ω محدوده 
) که  )U t ∈Ω کنترل قابل قبول باشد، مسأله بهینه سازي یافتن کنترل 
طي آن مقدار کمینه گشتاور کنترلي به سیستم اعمال گردد، تعریف مي شود. 
نظر  در  مي تواند  زیر  صورت  به  گردد  مینیمم  باید  که  هدفي  تابع  بنابراین 

گرفته شود.

)18(( ) ( )
0

21, ,
2

ft

R
t

J u L X U t dt U= =∫

مي باشند  معلوم  نهایي  و  اولیه  زمآن هاي   ft و   0t معادلات  این  در 
) یک تابع مشتق پذیر هموار بر حسب مقادیر گشتاورها، حالت ها  )L . و 
4 متقارن مثبت معین مي باشد که مربوط  4× R ماتریس وزني  مي باشد. 
عددي  انتخاب  با  مي تواند  طراح  مي باشد.  کنترل  مقادیر  کردن  مینیمم  به 
R در اهمیت نسبي بین کاهش مقادیر کنترل تصمیم بگیرد. براي  مقادیر 

مساله طراحي مسیر، حالت ها از شرایط اولیه زیر حرکت مي کنند.

)19(( ) ( )1 10 2 200   ,  0X X X X= =

و باید به شرایط نهایي زیر برسند.

)20(( ) ( )1 1 2 2  ,  f f f fX t X X t X= =

به طوري که مسیر بهینه طراحي شود و مقادیر کنترل از محدوده مجاز  
Ω که به صورت زیر تعریف مي شود، تجاوز ننمایند.

)21(min max
i i iU U U≤ ≤

با استفاده از روش حساب تغییرات، شرایط لازم بهینگي براي این مسأله 
استخراج مي گردد. حساب تغییرات شاخه اي از علم ریاضي است که به مسائل 
مینیمم کردن تابعي ها مي پردازد. در اینجا منظور از تابعي، یک تابع بر حسب 
توابع دیگر مي باشد. حساب تغییرات بر پایه تئوري اساسي حساب تغییرات 
مي باشد. تعمیم تئوري اساسي حساب تغییرات درحالتي که کنترل ها محدود 
یا ناپیوسته باشند تحت عنوان قضیه مینیمم پونتریاگن شناخته مي شود. این 
قضیه بیان مي کند که براي مینیمم شدن یک تابع هدف J  ، کنترل بهینه 
گشتاور ورودي باید همیلتونین را مینیمم کند. در حالت کلي تابع همیلتونین 
براي تابع هدف معادله )18( و سیستم دینامیکي معادله )13( به صورت زیر 

نوشته مي شود.

)22(( ) ( ) ( ), , g , , , ,TH x u p x u t p a x u t = +  
تابع  از  مشتق گیري  با  حالت ها  شبه  و  حالت ها  به  مربوط  معادلات 

همیلتونین به صورت یک دستگاه معادلات مطابق رابطه )23( مي شوند.
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)23(�����

0

H
p
H
x

H
u

∂ = ∂
∂ = − ∂

∂ = ∂

x

p





شرایط  دینامیکي،  مدل  از  حاکي  که  را  معادله  سري  سه  فوق  روابط 
روابط یک  این مجموعه  بیان مي کنند.  را  مرزي هستند  و شرایط  بهینگي 
دستگاه معادلات دیفرانسیل با مقدار مرزي دو نقطه ای را تشکیل مي دهند 

که مي توان آنرا با استفاده از دستور bvp4c در نرم افزار متلب حل نمود.

شبیه سازي براي کوادروتور- 4
در این بخش شبیه سازي براي یک کوادروتور که شماتیک آن در شکل 
1 نشان داده شده انجام مي شود. پارامترهاي فیزیکي و مشخصات کوادروتور 
با در نظر گرفتن حداکثر  این شبیه سازي در جدول 1 آورده شده است.  در 
، محدوده ورودي کنترلي  10NmaxF = نیروي پیشران موتورها به مقدار 

به فرم زیر مي باشند.

)2۴(

110 40 N u N− ≤ ≤

220 20 N u N− ≤ ≤

320 20 N u N− ≤ ≤

420 20 N u N− ≤ ≤

انتخاب  با  و  است  گشتاور  کمترین  با  بهینه  مسیر  یافتن  مساله 
در  یکسان  کنترلي  ورودي هاي  تمامي  تأثیر   ( )R diag 1= ماتریس 
نقطه در   0 0t = زمان  در  کوادروتور  اولیه  موقعیت  است.  گرفته شده   نظر 

 0.5sft = نهایي  زمان  در  و   [ ]0X 0.3m,0.4m,1.5m,0,  0,  0=  
] مي باشد. سرعت ربات نیز در ابتدا و  ]fX 0,  0,  0,0,  0,  0= در نقطه 

انتهاي مسیر صفر در نظر گرفته مي شود.
در شکل هاي 2 و 3 موقعیت مکاني کوادروتور و در شکل هاي ۴ و 6 
وضعیت زوایاي بهینه مرتبط با مینیمم گشتاور استخراج شده از شبیه سازي 

آورده شده است.
و  ابتدایي  نقطه  دو  مابین  بعدي  سه  فضاي  در  کوادروتور  بهینه  مسیر 
انتهایي در شکل 7 آورده شده است. با بهینه سازي مسیر کوادروتور و در نظر 
گرفتن حالت هاي بهینه موجب کاهش مصرف انرژي کوادروتور مي شود. در 

نتیجه گشتاور اعمالي کاهش مي یابد.

جدول1:  پارامترهاي شبیه سازي مدل کوادروتور
Table 1. Parameters values for simulation

واحدمقدارکمیت

m 0/56جرمkg

l 0/21طولm

g 9/81ضریب گرانشm/s2

C 1/3نسبت نیرو به گشتاور--

Ixx 0/01۴2ممان اینرسيkg. m2

Iyy 0/01۴2ممان اینرسيkg. m2

Izz 0/0071ممان اینرسيkg. m2
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Fig. 2. Optimal positions x,y of the quadrotor between initial and final points
شکل 2: موقعیت بهینه x و y کوادروتور مابین دو نقطه ابتدایي و انتهایي
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 Fig. 3. Optimal position z of the quadrotor between initial and final
points

شکل 3: موقعیت بهینه z کوادروتور مابین دو نقطه ابتدایي و انتهایي
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Fig. 4. Optimal angle Φ of the quadrotor between initial and final points
شکل 4: زاویه بهینه Φ کوادروتور مابین دو نقطه ابتدایي و انتهایي
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همانطور که در شکل های 8 و 9 دیده مي شود ورودي هاي کنترل بهینه 
باید  بهینه  پیمودن مسیر  براي  و  آمده  به دست  در محدوده مشخص شده 
به ربات کوادروتور اعمال شود. فقط ورودي کنترلي اول  به عنوان ورودي 
به حالت حداکثر محدوده خود رسیده است و همانطور که مشاهده مي شود 
بنگ  بنگ  حالت  همان  یا  و  پله اي  به صورت  کنترلي  ورودي هاي  منحني 
نمي باشند و باعث جرک در سیستم نمي شود. روش ارائه شده در این مقاله 
به صورت آفلاین مسیر بهینه را به دست مي آورد ولي براي استخراج مسیر 

ربات به صورت آنلاین نیز مي توان از آن استفاده نمود.

نتیجه گیري- 5
مبناي  بر  کوادروتور  ربات  یک  بهینه  مسیر  طراحي  مقاله  این  در 
معادلات  ابتدا  گرفت.  قرار  بررسي  مورد  موتورها  گشتاور  حداقل سازي 
دینامیکي حرکت کوادروتور استخراج شدند. سپس با در نظر گرفتن شرایط 
بهینگي لازم و استخراج تابع همیلتون و با تعریف یک تابع هدف مشخص 
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Fig. 8. First control input u1  of the quadrotor between two points

شکل 8: ورودي کنترلي اول کوادروتور u1 مابین دو نقطه
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 Fig. 9. Second u2 , third u3  and fourth u4  control inputs of the
quadrotor between two points

شکل 9: ورودي کنترلي دوم u2، سوم u3 و چهارم u4 کوادروتور مابین دو 
نقطه
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Fig. 5. Optimal angle θ of the quadrotor between initial and final points

شکل 5: زاویه بهینه θ کوادروتور مابین دو نقطه ابتدایي و انتهایي
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Fig. 6. Optimal angle ψ eurobetween initial and final points
شکل 6: زاویه بهینه ψ کوادروتور مابین دو نقطه ابتدایي و انتهایي
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 Fig. 7. Quadrotor’s optimal path in a three dimensional space between
two points

شکل 7: مسیر بهینه کوادروتور در فضاي سه بعدي مابین دو نقطه
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واعمال قوانین کنترل بهینه و مینیمم پونتریاگن، مسیر بهینه با کمینه گشتاور 
به روش غیر مستقیم طراحي شد. براي نشان دادن امکان سنجي روش ارائه 
ورودي هاي  اعمال  با  گردید.  انجام  کوادروتور  یک  براي  شبیه سازي  شده، 
کنترل بهینه استخراج شده، می توان ادعا نمود که مسیر طي شده بین دو 
نقطه معین، بهینه مسیر با کمترین مصرف انرژي مي باشد و منجر به بهبود 

عملکرد ربات های پرنده می شود.

علائم اختصاري
     پارامترهاتعریف

, , x y zI I I      ممان اینرسي حول محورها   
, ,φ θ ψ      زاویاي غلتش، گردش و پیچش  

, , B B Bu v w      سرعت هاي زاویه اي در امتداد مختصات بدنه 
, , u v w      سرعت هاي زاویه اي در امتداد مختصات مطلق 

, , xB yB zBF F F      نیروها در امتداد مختصات بدنه  
, , x y zF F F      نیروها در امتداد مختصات مطلق  

1u      ورودي کنترلي اول   
2u      ورودي کنترلي دوم   
3u      ورودي کنترلي سوم   
4u      ورودي کنترلي چهارم   
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