
نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر

نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 1، سال 1398، صفحات 109 تا 118
DOI: 10.22060/mej.2017.12691.5413

بستر  بر  مستقر  پیزوالکتریک  با  کوپل  دوبعدی  مدرج  تابعی  قطاعی  ورق  آزاد  ارتعاشات  بررسی 
الاستیک دوپارامتری با استفاده از روش رایلی ریتز و تئوری مرتبه سوم تغییر شکل برشی
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چکیده: در این مقاله ارتعاشات آزاد ورق قطاعی تابعی مدرج دو بعدی کوپل با پیزوالکتریک بر مبنای تئوری مرتبه سوم تغییر 
شکل برشی مستقر بر بستر الاستیک دو پارامتری  مورد بررسی قرار گرفته است. تئوری مرتبه سوم تغییر شکل برشی ورق با 
وجود داشتن معادلات پیچیده تر بدلیل در نظر گرفتن تاثیرات تغییر شکل برشی عرضی و اینرسی دورانی منجر به حصول نتایج 
دقیق تری می شود. تغییر خواص  ورق مدور تابعی دو بعدی به صورت پیوسته در دو راستای ضخامت و محیط در نظر گرفته شده 
است و برای مدل سازی رفتار ورق تابعی دو بعدی از مدل قانون توانی کسر حجمی استفاده شده است. به منظور تعیین پتانسیل 
الکتریکی لایه های پیزوالکتریک از توابع سینوسی استفاده شده است به نحوی که معادله الکترواستاتیکی ماکسول بوسیله این 
توابع ارضا می شود. پس از تشکیل فانکشنال لاگرانژین بوسیله تفاضل انرژی های جنبشی و پتانسیل  ورق، از اصل همیلتون و 
روش ریتز به منظور تعیین مقادیر فرکانس طبیعی ورق استفاده شده است. در ادامه پس از اعتبارسنجی نتایج با مراجع مختلف 
برای حالت های گوناگون، تاثیر پارامترهای ورق از جمله زاویه قطاع ورق، نسبت ضخامت به شعاع ورق، ضریب توانی نسبت 

حجمی  و ضرایب بستر بر روی فرکانس طبیعی سازه  مورد بحث و بررسی قرار گرفته است.
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مقدمه- 1
دلیل  به  قطاعی  و  حلقوی  دایروی،  ورق های  دینامیکی  رفتار  بررسی 
کاربرد آن ها همواره مورد توجه محققین بوده است اما به دلیل شرایط هندسی 
رفتار  حلقوی،  و  دایروی  ورقهای  با  مقایسه  در  قطاعی  ورق های  پیچیده تر 
بررسی  مورد  کمتر  حلقوی  و  دایروی  ورق های  با  مقایسه  در  ورق ها  این 
قرار گرفته است. از طرفی، با توجه به فرضیات کرشهف، تئوري کلاسیک 
برشي عرضي  یا تنش  برشي عرضي  میزان کرنش  به پیش بینی  قادر  ورق 
نیست و باعث ایجاد خطا در تحلیل صفحات ضخیم و محدود شدن کاربرد 
این تئوري در حد صفحات نازك می شود. به همین علت تئوری های تغییر 
شکل های برشي مرتبه اول ]1[ و مراتب بالاتر ]2[ براي تحلیل دقیق تر این 
گونه ورق ها ارائه شده است. مبناي این تئوري ها براساس فرضیات میندلین 
تغییر  تئوري  آمدن  وجود  به  موجب  فرضیات  این  است.   ]4[ ریسنر  و   ]3[
تئوري  در  موجود  فرضیات محدودیت  این  در  اول شد.  مرتبه  برشي  شکل 
کلاسیک ورق اصلاح شده و فرض بر این است که صفحات عمود بر صفحة 
میاني، چرخش های مستقلي در راستاي محورهای اصلي تجربه می کنند. زو 
و همکاران ]5[ در مقاله ای به بررسی رفتار ارتعاشی ورق دایروی سوراخ دار با 
استفاده روش چبیشف – ریتز پرداختند. شی و همکاران ]6[ مقدار فرکانس 
را برای ورق دایروی سوراخ دار برای شرایط مرزی مختلف محاسبه نمودند. 
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وانگ و همکاران ]7[ و لیو و همکاران ]8[ ارتعاشات آزاد ورق هاي نازك و 
نسبتاً ضخیم دایروي که داراي وصله پیزوالکتریک بودند را بررسی نمودند. 
سونی و رائو ]9[ ارتعاشات متقارن محوري آزاد ورقهاي دایروي با ضخامت 
متغیر را مورد مطالعه قرار دادند و از توابع چبیشف برای حل معادلات استفاده 
با  ارتعاشی ورق های ضخیم دایروي  نمودند. چانگ و کوك ]10[ فرکانس 
آوردند.  دست  به  محدود  المان  روش  اساس  بر  را  گیردار  یا  ساده  تکیه گاه 
حسینی هاشمی و همکاران ]11[ مقادیر فرکانس طبیعی ورق قطاعی تابعی 
را برای چندین شرایط مرزی مختلف با استفاده از روش کوادراچر و بر مبنای 
تئوری کلاسیک به دست آوردند. ایشان در مقاله ای دیگر ]12[ به بررسی 
پرداختند  دایروی سوراخ دار  آزاد ورق  ارتعاش  بر  تأثیر وجود بستر پسترناك 
که در آن نیز از روش ریلی ریتز استفاده شده است. هانگ و هو ]13[ پاسخ 
تحلیلی برای ارتعاش ورق های قطاعی میندلین ارتوتروپیک قطبی با استفاده 
از روش فروبنیوس ارائه نمودند. کاربرد مواد به طوری که خواص آن ها در 
دو راستای مستقل از هم به صورت تابعی تغییر کند، می تواند باعث بهبود 
روند طراحی قطعاتی گردد که تحت تأثیر توزیع تنشهایی از قبیل تنشهای 
حرارتی در دو راستای مختلف قرار دارند. لذا ساخت اجسام با ساختار تابعی 
مدرج دو بعدی می تواند جایگزین مناسبی برای مواد مدرج یک بعدی در این 
قبیل موارد باشد. با این حال پژوهشگران به ندرت به بررسی رفتار استاتیکی 
به   ]14[ همکاران  و  یانگ  پرداختند.  دوبعدی  تابعی  ورق های  دینامیکی  و 
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این  تابعی مدرج دو بعدی مستطیلی پرداختند. در  آزاد ورق  ارتعاش  تحلیل 
مقاله از روش عددی جدیدی تحت عنوان روش شبکه آزاد جهت به دست 
آوردن مقادیر فرکانس طبیعی استفاده نمودند. ابراهیمی و نجفی زاده ]15[ 
در مقاله ای فرکانس طبیعی پوسته های استوانه ای از جنس ماده تابعی مدرج 
دوبعدی احاطه شده توسط بستر الاستیک را محاسبه نمودند. در این پژوهش 
از روش مربعات دیفرانسیلي تعمیم یافته1 استفاده شده و مقادیر فرکانس برای 
پوسته استوانه ای یک بعدی با دو بعدی مقایسه و نتایج برای شرایط مرزی 
مختلف و ضرایب بستر دو پارامتری الاستیک ارزیابی شده است. در همین 
الاستیسیته سه  روش های  از  استفاده  با   ]16[ هدایتی  و  نیز سبحانی  راستا 
بعدی توانستند ارتعاشات آزاد پوسته استوانه تابعی مدرج دوبعدی را بررسی 
کنند که در این مقاله تغیر خواص پوسته در راستای ضخامت نیز در قالب چند 
منحنی بیان شده است. نی و ژانگ در مطالعاتی ]17 و 18[ به بررسی رفتار 
استاتیکی و دینامیکی قطاع تابعی دو بعدی با تکیه گاه های ساده بدون در نظر 
گرفتن اثر پیزوالکتریک پرداختند. آن ها در این پژوهش از روش نیمه تحلیلی 
برای حل معادلات الاستیسته سه بعدی استفاده نمودند. عسکری و اخلاقی 
]19[ به بررسی تأثیر توان های نسبت حجمی و عدد موج محیطی بر فرکانس 

طبیعی پوسته استوانه ای ضخیم تایعی مدرج دو بعدی پرداختند.
تحقیق در سوابق علمی توسط نویسندگان نشان می دهد که اثر  بستر 
ارتعاشی ورقهای قطاعی  بر روی رفتار  پیزوالکتریک  پاسترناك و لایه های 
تئوری  اساس  بر  شده اند،  ساخته  بعدی  دو  مدرج  تابعی  مواد  از  که  ضخیم 
مواد  اهمیت  به  توجه  با  است.  نگرفته  قرار  بررسی  مورد  برشی  مرتبه سوم 
زمینه کاهش  توسعه در  پرکاربرد و در حال  به عنوان موادی  پیزوالکتریک 
ارتعاش و صدا و تأثیر استفاده از تئوری های مرتبه بالای برشی در پیش بینی 
رفتار ارتعاشی ورقهای ضخیم، در این مقاله با به کارگیری تئوری مرتبه سوم 
ارتعاش آزاد ورق های قطاعی تابعی دوبعدی  تغییر شکل برشی، به بررسی 
می شود.  پرداخته  ریتز  ریلی  روش  از  استفاده  با  پاسترناك  بستر  بر  مستقر 
برای به دست آوردن نتایج برنامه ای در نرم افزار متمتیکا2 تهیه شده و در 
بخش نتایج تأثیر پارامترهای مختلف ورق بر روی فرکانس طبیعی ورق مورد 

بررسی و تحلیل قرار می گیرد.

معادلات و روابط دینامیکی ورق - 2
ورق قطاعی با نمای روبرو و جانبی نشان داده شده در اشکال 1 و 2 را در 
نظر بگیرید که ضخامت آن 2h ، شعاع داخلی ri، شعاع خارجی ro و زاویه 
قطاع α است. ورق زمینه تابعی به وسیله  دو لایه پیزوالکتریک به ضخامت 
است. ورق کوپل شده  از ورق  نقطه  دلخواه هر  زاویه   θ و  احاطه شده   hp

پسترناك  الاستیک  پارامتری  دو  بستر  بر  مستقر  پیزوالکتریک  لایه های  با 
می باشد که این بستر ترکیبی از فنرهای عمودی وینکلر و بستر برشی است. 
مبدأ دستگاه محورهاي مختصات استوانه اي در مرکز ورق و در صفحه میانی 
در نظر گرفته شده است. در تمامی روابط فرض رفتار خطی الاستیکی مواد و 

1  General differential quadrature
2  Mathematica

جابه جایی ها و کرنش های کوچک وجود دارند. 
در این تحقیق خواص ورق در دو راستای ضخامت و محیط تغییر می کند 
z از سرامیک تشکیل شده است.  h= − به طوری که سطح تحتانی ورق 
حرکت  با  و  هستیم  خالص  اول  نوع  سرامیک  دارای  0 ,z hθ = = − در
در جهت محیط رفته رفته از درصد سرامیک اول کاسته و به سرامیک دوم 
دوم  نوع  سرامیک    ,z hθ α= = − در  که  طوری  به  می شود   افزوده 
است  فلز  جنس  از  نیز   0z = فوقانی  سطح   داشت.  خواهیم  را  خالص 
محیط  جهت  در  حرکت  با  و  است  اول  نوع  فلز  تماماً   0, z hθ = = که 
از میزان فلز نوع اول کاسته و به فلز دوم اضافه می شود  به طوری که در

, فلز نوع دوم را خواهیم داشت. جهت مدل سازی خواص  z hθ α= =
ورق از روابط ریاضی زیر استفاده می کنیم ]19[.

)1(1 1 2 2 1 1 2 2( , ) m m m m c c c cE z E V E V E V E Vθ = + + +

)2(1 1 2 2 1 1 2 2( , ) m m m m c c c cz V V V Vρ θ ρ ρ ρ ρ= + + +

)3(1 0.5 1
z

c
zV
h a

θβ βθ       = + −                 

Fig. 1. The side view of 2D-FG annular sector plates resting on two-
parameter elastic foundation and the cylindrical coordinate system

شکل1: نمای جانبی ورق قطاعی تابعی دو بعدی مستقر بر بستر الاستیک 
و دستگاه مختصات استوانه ای

 Fig. 2. The top view of the annular sector plate and cylindrical
coordinate system

شکل2: نمای از بالا ورق قطاعی و دستگاه مختصات استوانه ای
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مدول   ρ و   E حجمی، کسرهای  بیانگر   V مقادیر فوق  روابط  در 
بیانگر  ترتیب  به   , , ,c c m m2 1 2 1 پانویس های  ورق،  و چگالی  الاستیسیته 
 ,z θβ β همچنین  هستند.  دوم  و  اول  نوع  سرامیک  و  دوم  اول،  نوع  فلز 
ترتیب در راستای محیطی و ضخامت ورق  به  توانی کسر حجمی  ضرایب 
هستند. استفاده از مدل فوق، ضمن امکان مدل سازی دقیق خواص مکانیکی 
ماده باعث جلوگیری از پیچیدگی روابط، در مقایسه با مدلهایی مانند موری-

تانکا می گردد. با فرض تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم روابط جابه جایی 
ورق در دستگاه مختصات استوانه ای به صورت زیر بیان می شوند ]20[.
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,z r z θ− − , به ترتیب شیب های عمودی بر صفحات میانی  rθψ ψ بوده و 

را نشان می دهند. روابط کرنش- جابه جایی با فرض تئوری تغییر شکل برشی 
مرتبه سوم به صورت زیر است. 
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 ∂

= − + ∂ 

با توجه به قانون هوك تعمیم یافته، معادلات ساختاری برای ورق با در 
نظر گرفتن تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم عبارتند از:.

)21(

11 12

12 11

33

33

33

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

h
rrrr

h

h
rr

h
rzrz

h
zz

Q Q
Q Q

Q
Q

Q

θθθθ

θθ

θθ

εσ
εσ
εσ
εσ
εσ

      
      
           =                          

، ( , )
( )

E zQ θ
ν

=
+33 2 1 Q و  Qν=12 11  ، ( , )E zQ θ

ν
=

−11 21  که در رابطه بالا 
و  پواسون ورق  ضریب  ν  ،  , zθ تابعیت  با  الاستیسیته  ) مدول  , )E zθ

h نشان دهنده خواص ورق تابعی هستند. توزیع تنش در لایه هاي  بالانویس 
پیزوالکتریک به صورت زیر تعریف می شود.

)22(

11 12

21 22

44

55

55

31

31

15

15

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0
0 0

    0 0 0
0 0

0 0

P
rrrr

P

P
rr

P
rzrz

P
zz

r

z

C C
C C

C
C

C

e
e E

E
e E

e

θθθθ

θθ

θθ

θ

εσ
εσ
εσ
εσ
εσ

     
     
         =                     

 
       −  
   

  
  

راستاهاي  در  الکتریکی  میدان  شدت  ترتیب  به   , ,r zE E Eθ که 
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,  ثوابت الاستیک ماده  , , ,C C C C C11 12 22 44 55 شعاعی، مماسی و عرضی، 
پیزوالکتریک  ثوابت   ,e e31 15 و  ثابت  الکتریکی  میدان  تحت  پیزوالکتریک 
به  می باشد.  پیزوالکتریک  لایه  خواص  نشان دهنده   p بالانویس  هستند. 
تابع  از یک  الکتریکی در جهت ضخامت،  پتانسیل  تابع  منظور مدل کردن 
سینوسی استفاده شده است. به کارگیری این تابع پتانسیل ضمن ارضا نمودن 
تقریبی معادله ماکسول، فرم معادلات حاکم را در مقایسه با توابع پتانسیل 

مربعی ساده تر می کند.

)23(

( )

( )

, , sin

,

, , sin

, 

zr t
hp hp

h z H

zr t
h

h

p hp
h

H z h

ϕ θ π

ϕ θ π

   
−   

  
 ≤ ≤Φ = 

   − +     
 − ≤ ≤ −

( ), ,r tϕ θ pH تعریف می شود همچنین  h h= + به صورت  H مقدار 
به  توجه  با  است.  پیزوالکتریک  لایه  میانی  صفحه  در  الکتریکی  پتانسیل 
فرضیات ارائه شده در مبحث پیزوالکتریک چگالی میدان الکتریکی و چگالی 

شار الکتریکی به صورت زیر تعریف می شوند.
)24( 

sinr
zE

r r hp hp
hϕ π

  ∂Φ ∂
= − = − −   ∂ ∂   

)25( 
sin zE h

r r hp hp
ϕ πθ θ θ

  ∂Φ ∂
= − = − −   ∂ ∂   

)26( 
cosz

zE
z hp hp hp

hπ ϕ π
  ∂Φ

= − = − −   ∂   

)27( 
15 11r rz rD e Eε= +Ξ

)28( 
15 11zD e Eθ θ θε= +Ξ

)29( ( )15 33z r zD e Eθε ε= + +Ξ

پیزوالکتریک  لایه های  الکتریکی  جابه جایی های   , , zrD D Dθ که 
الکتریک  Ξ, ثوابت دي  Ξ11 33 در راستاهاي شعاعی، مماسی و عرضی و 
انرژي جنبشی براي یک ورق قطاعی کوپل شده  هستند. روابط مربوط به 

با ورق پیزوالکتریک که به صورت آزاد ارتعاش می نماید به شکل زیر است.

)30(
( )

( )

2 2 2

0

2 2 2

0

1 ( , )
2

    

o

i

o

i

r h

r h

r H

p
r h

T x z u v w rdrd dz

u v w rdrd dz

θ

θ

ρ θ

ρ θ

−

= + +

+ + +

∫∫ ∫

∫∫ ∫

  

  

pρ چگالی لایه  , مشتق جابه جایی نسبت به زمان و  ,u v w  

که در آن 
پیزوالکتریک می باشد. انرژی پتانسیل به صورت زیر می باشد.

)31(

è

0

è

0

1
2

   

o

i

o

i

r h h hh
r rr rz rz

h h
r h z z r r

p p p
r rr rz rzr H

p p
z z r r

r h

P

r r z z

rdrd dz

rdrd dz
D E D E D E

U
θ

θθ

θ θ θ θ

θθθ

θ θ θ θ

θ θ

σ ε σ ε τ ε
θ

τ ε τ ε

σ ε σ ε τ ε

τ ε τ ε θ

−

 + +
=   + + 

 + +
 

+ + + + 
 + + 

∫∫ ∫

∫∫ ∫

همچنین انرژی پتانسیل ناشی از استقرار ورق بر پایه الاستیک پسترناك 
به صورت زیر به دست می آید]20[.

)32(
0

2

2 2
0

( )
1  r
2 ( ) ( )

i

r W

Pk
r S

K w
U drdw wK

r r

θ

θ
θ

 
 =   + +   ∂

∂ ∂
∂

∫ ∫

SK ضریب سفتی برشی  WK ضریب سفتی وینکلر بستر پسترناك و که
بستر پسترناك است. انرژی پتانسیل کل ورق از مجموع دو رابطه )31( و 

)32( به صورت زیر به دست می آید.

)33(P PkU U U= +

انجام و به کارگیري عملیات محاسباتي،  براي ساده سازي و راحتي در 
انتقال داده  * * *( , , )r zθ ) به دستگاه بي بعد  , , )r zθ مختصات استوانه اي 

شده است. روابط انتقال به صورت زیر است.

)34(
* * *2 / 1 2, 1,

1 1
or r zr z

h
ζ αθ

ζ ζ θ
+

= − = − =
− −

، نسبت ضخامت  i

o

r
r

ζ = همچنین نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ورق
و نسبت ضخامت لایه ورق پیزوالکتریک به 

o

h
r

δ = به شعاع خارجی ورق 
صفحه،  ارتعاش  براي  اگر  حال  است.   ph

h
η =

2
مدرج  ورق  لایه  ضخامت 

از  یک  هر  مي توان  کنیم،  فرض  را   ω فرکانس  با  هارمونیک  حرکت 
به  را  جابجایي  بي بعد  صورت زیر نوشت.مؤلفه هاي 

)35(* * * *
0 0( , , ) ( , ).sinw r t w r tθ θ ω=  

)36(* * * *( , , ) ( , ).sinr rr t r tψ θ ψ θ ω=  

)37(* * * *( , , ) ( , ).sinr t r tθ θψ θ ψ θ ω=  

روش ریلي-ریتز - 3
تابع  با یک  توابع مجهول  که  است  استوار  اساس  این  بر  ریلي-ریتز  روش 
اکسترمم کردن  با  تقریبي  تابع  آن  پارامترهاي  و  تقریبي تخمین زده  شوند 
 0, ,r wθψ ψ  

  
به صورت توابع مجهول  این جا  در  آیند.  به دست  لاگرانژین 

هستند. شکل کلي این توابع را به فرم چندجمله اي فرض مي کنیم. در حالت 
کلي، مي توان نوشت.
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)38(
1

* * * * * * *
0 1

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )

N i
j i j

ij
i j

w r F r a rθ θ θ −

= =

= ⋅∑∑

)39(
2

* * * * * * *
2

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )

N i
j i j

r ij
i j

r F r b rψ θ θ θ −

= =

= ⋅∑∑

)40(
3

* * * * * * *
3

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )

N i
j i j

ij
i j

r F r c rθψ θ θ θ −

= =

= ⋅∑∑

براي   ، * *( , )iF r θ جمله اي چند  است.  ( )( )i iN j+ +
= −

1 2
2

که
ارضاي شرایط مرزي  تکیه گاهی چهارطرف ساده به صورت زیر است.

)41(* * * 2 * 2
1( , ) ( ) 1 ( ) 1F r rθ θ   = − −   

)42(* * * 2
2 ( , ) ( ) 1F r θ θ = − 

)43(* * * 2
3 ( , ) ( ) 1F r rθ  = − 

فانکشنال انرژی به صورت زیر خواهد بود.

)44(max maxU TΠ = −

, و  ,ij ij ija b c max تابعي از پارامترهاي مجهول  max,U T در عبارت فوق، 
خواهد بود. با استفاده از اصل همیلتون، براي مینیمم کردن لاگرانژین باید از 

آن نسبت به پارامترهاي مجهول مشتق گرفت و برابر صفر قرار داد.

)45(0, 0, 0
ij ij ija b c

∂Π ∂Π ∂Π
= = =

∂ ∂ ∂

مجموعة معادلات اخیر در واقع دستگاه معادلاتي است که شکل کلي 
زیر را داراست.

)46([ ] [ ] { }2( ) 0K M Aω− =

که در رابطة اخیر، A بردار پارامترهاي مجهول است. K و M ماتریس های 
سختي و جرم سیستم ارتعاشي هستند. معادلة )46( یک مسألة مقدار ویژة 
فرکانس طبیعی ورق  به حاصل شدن  یافته است که حل آن منجر  تعمیم 

می گردد. 

صحت سنجی و نتایج - 4
برای صحت سنجی نتایج حاصل شده و روش حل بکاربرده شده نتایج 
به کار رفته  با مراجع مختلف مقایسه شده است. در جدول 1 خواص مواد 
در این تحقیق و مراجع  لیست شده است. در جداول 2 و 3 مقادیر فرکانس 
طبیعی ورق دایروی سوراخ دار ایزوتروپیک کوپل با لایه پیزوالکتریک  برای 

= /δ 0 016 دو شرط مرزی به ترتیب برای نسبت ضخامت به شعاع خارجی 
ارائه شده در مراجع ]21 و 22[  اجزاء محدود  نتایج روش  با   = /δ 0 05 و 
صحت سنجی شده است. نتایج مرجع ]21[ بر اساس تئوری مرتبه اول برشی 
و نتایج مرجع ]22[ بر اساس تحلیل سه بعدی به دست آمده اند. در این جدول 

مقادیر فرکانس برحسب  rad/s، نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ورق
لایه  ضخامت  به  پیزوالکتریک  ورق  لایه  ضخامت  نسبت  و   /ζ =0 16
η است در ادامه باتوجه به این مسئله که برای صحت  = ورق مدرج 0/1 
سنجی مدل قطاعی ماده تابعی دوبعدی مرجع معتبری یافت نشد با فرض 
با مراجع مورد مقایسه  تغییر خواص تک بعدی ورق در جدول 4 مقادیر را 
سوراخ دار  دایروی  ورق  طبیعی  فرکانس  مقادیر   4 جدول  در  داده ایم.   قرار 
مدرج یک بعدی کوپل با لایه پیزوالکتریک با شرایط مرزی دوطرف ساده با 
مراجع مقایسه شده است. در این جدول نسبت ضخامت به شعاع داخلی ورق

، نسبت ضخامت لایه ورق پیزوالکتریک به ضخامت لایه ورق  /δ =0 04

/ζ =0 16 ، نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ورق  /η =0 1 مدرج  
طور  همان  است.   Hz برحسب  فرکانس  مقادیر  و  =α 180° قطاع  زاویه   ،
که از این جداول ملاحظه می شود تطابق خوبی بین نتایج به دست آمده از 
این تحقیق و نتایج مراجع وجود دارد و تا حد قابل قبولی می توان به روش 
حل و صحت محاسبات صورت گرفته تکیه نمود. در جداول 5 و 6، مقادیر 
فرکانس طبیعی اول ورق قطاعی تابعی دوبعدی کوپل با پیزوالکتریک مسقر 
بر بستر الاستیک  بر حسب  rad/s به ازای تغیرات پارامترهای مختلف به 
ترتیب برای زوایای قطاع 30، 45 و 60 در جدول 5 و زوایای قطاع 90، 180 
ارائه شده است.  و 279، در جدول 6 برای شرایط مرزی چهار طرف ساده 
نسبت   ، /δ =0 04 ورق  خارجی  شعاع  به  نسبت ضخامت  جدول  این  در 
 /η =0 1 پیزوالکتریک به ضخامت لایه ورق مدرج   ضخامت لایه ورق 
است. همانطور که  /ζ =0 16 و نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ورق 
از نتایج به دست آمده مشخص است با افزایش ضرایب سختی بستر مقادیر 
فرکانس افزایش می یابد که نرخ افزایش فرکانس به ازای  افزایش ضریب 
بستر برشی بیشتر خواهد بود .همچنین در خصوص تغیرات مقادیر فرکانس 
) می توان گفت افزایش این  , )z θβ β به ازای ضرایب توانی کسر حجمی 
افزایش  با  زیرا  می شود  ورق  طبیعی  فرکانس  مقادیر  کاهش  باعث  مقادیر 
θβ ثابت از میزان سرامیک ورق کاسته می شود و درصد فلز  zβ به ازای 

zβ درصد سرامیک  →∞ برای  به  به نحوی که  افزایش می یابد  در ورق 
صفر و درصد فلز 100 است. بنابراین با این تغیرات از میزان صلبیت ورق 
کاسته می شود و مقادیر فرکانس با کاهش روبرو می شود. به طریقه مشابه 
zβ از میزان سرامیک نوع  θβ به ازای 0= می توان بیان نمود که با افزایش 
دوم ) که دارای صلبیت بیشتری است ( در ورق  کاسته می شود و به درصد 
 θβ →∞ سرامیک نوع دوم در ورق افزوده می شود. به نحوی که به برای 
θβ درصد سرامیک نوع دوم صفر و درصد سرامیک نوع اول  →∞ به ازای 
از میزان صلبیت ورق کاسته می شود و  θβ 100 است. در نتیجه با افزایش 
مقادیر فرکانس با کاهش روبرو می شود. در جداول 7 و 8 نیز مقادیر فرکانس 
بر  مسقر  پیزوالکتریک  با  کوپل  دوبعدی  تابعی  قطاعی  ورق  اول   طبیعی 
ورق  خارجی  شعاع  به  داخلی  شعاع  نسبت  برای  ترتیب  به  الاستیک  بستر 
δ/ بر  حسب rad/s به ازای تغیرات پارامترهای  =0 008 δ/ و  =0 004
مختلف به ازای شرایط مرزی چهارطرف ساده ارائه شده است. در این جدول 
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است   ( , ) ( MN/m , MN/m )w sK K = 2 250 50 و  ( , ) ( , )z θβ β = 2 2
 ,η δ مقادیر افزایش  با  است  آمده مشخص  به دست  نتایج  از  همانطور که 
شعاع  به  داخلی  شعاع  نسبت  افزایش  با  همچنین  می یابد  افزایش  فرکانس 
انتها در خصوص  با کاهش روبروست. در  ζ فرکانس طبیعی  خارجی ورق 
تأثیر زوایای قطاع بر مقادیر فرکانس طبیعی در هردو جدول مشاهده می شود 
با  زیرا  می شود.  ورق  طبیعی  فرکانس  کاهش  باعث  قطاع  زوایای  افزایش 
افزایش زاویه قطاع، صلبیت کاهش یافته و افزایش جرم مؤثر ورق صورت 
می گیرد که نهایتاً این عوامل باعث کاهش فرکانس طبیعی ورق می گردد. 
با  تابعی دوبعدی کوپل  در شکل 3 مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک برای تغیرات پارامترهای ضرایب بستر 
 /η =0 ζ/ و 1 =0 16 ) و  , ) ( , )z θβ β = 11 و زوایای قطاع برای مقادیر 

= نمایش داده شده است.  /δ 0 004 و 
با  قرکانس  مقادیر  قطاع  زاویه  افزایش  ازای  به  که  می شود  مشاهده 
کاهش روبرو می شود و از شیب نزولی این نمودار بتدریج کاسته می شود. به 

نحوی که برای زوایای بیشتر از 120 تغییرات فرکانس ناچیز است. 
در شکل 4 مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل 
تغیرات  برای   rad/s حسب   بر  الاستیک   بستر  بر  مسقر  پیزوالکتریک  با 

2 و  2( , ) ( MN/m , MN/m )w sK K = 50 50 پارامترهای مختلف برای 
نمایش داده شده است. در این نمودار مشاهده می شود  ( , ) ( , )z θβ β = 2 2
با افزایش مقادیر نسبت ضخامت لایه ورق پیزو به ضخامت لایه ورق مدرج 
افزایشی تقریباً به فرم خطی  η فرکانس افزایش می یابد که شیب نمودار 

است.

جدول 1: خواص مواد به کار رفته 
Table 1. Properties of 2D-FG material

پیزوالکتریک
 ) GPa ( مدول الاستیسیته ) 2C m (nC/Vm)ثوابت پیزوالکتریک ) (ثوابت دی الکتریک 3kg m چگالی )

C 11C 33C 55C 12C 13e 23e 31e 15Ξ 11Ξ 22Ξ 33

PZT-413211526717314.1-4/110.57.1246.465.8417500
PZT-A512111121.175.975.415.8-5/412.38.118.117.357750

ماده تابعی مدرج دو بعدی
E3(kg/m(GPa)موقعیتمواد )ρν

ALM 17027020/28
Si3N4C 1322.2723700/24
SiCC 242731000/17

Ti-6AL-4VM 211527150/3

جدول 2: صحت سنجی مقادیر فرکانس طبیعی بر حسب rad /s  برای ورق 
دایروی سوراخ دار ایزوتروپیک کوپل با لایه پیزوالکتریک 

( / , / , = / )ζ η δ= =0 16 0 1 0 016
Table 2. Validation of the natural frequency values (rad /s) for 

isotropic annular sector plates coupled with piezoelectric layers  
( 0.16, 0.1, =0.016)ζ η δ= =

شرایط مرزینتایج
SSSC

1583230619572495مرجع]20[
1551226019222448مرجع]21[
1602229019702498نتایج حاضر

جدول 3 :صحت سنجی مقادیر فرکانس طبیعی بر حسب rad /s برای ورق 
دایروی سوراخ دار ایزوتروپیک کوپل با لایه پیزوالکتریک 

( / , / , = / )ζ η δ= =0 16 0 1 0 05
 Table 3. Validation of the natural frequency values (rad /s) for isotropic

  annular sector plates coupled with piezoelectric layers
( 0.16, 0.1, =0.05)ζ η δ= =

شرایط مرزینتایج
SSSC

4450643354066907مرجع]20[
4361633253696838مرجع]21[
4434635656107119نتایج حاضر

جدول 4 :صحت سنجی مقادیر فرکانس طبیعی بر حسب Hz  برای ورق 
دایروی سوراخ دار مدرج یک بعدی کوپل با لایه پیزوالکتریک برای شرط 

0( 0.04, 0.16, 0.1, =180 )δ ζ η α= = =  SS مرزی
Table 4. Validation of the natural frequency values (Hz) for 1D-FG 

annular sector plates coupled with piezoelectric layers for SS boundary 
conditions  0( =0.04, 0.16, 180 )δ ζ α= =

zβ
نتایج

10 5 1 0
210.41 212.12 214.59 219.58 مرجع]23[
210.53 211.29 215.13 220.60 مرجع]24[
211.65 212.32 215.79 221 مرجع]25[
212.01 212.75 216.98 221.35 نتایج حاضر
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جدول 5: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل 
با پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک  بر حسب rad/s برای تغیرات 

( 0.04, 0.16, =0.1)δ ζ η= = پارامترهای مختلف 
Table 5. The frequency values  (rad/s) of the 2D-FG annular sector 

plate coupled with piezoelectric layers resting on elastic foundation for 
various parameters ( =0.04, 0.16, 0.1)δ ζ η= =

2

    ,

 (MN/m )
W SK K

( , )z θβ β
(deg)α

304560
)0و0(

)0و0(

22052.715518.612251.5
2376217017.413635.2)10و25(
25369.318365.414893.9)20و50(
28469.62025816111)50و20(
)0و0(

)0و0.5(

1893517017.410514.8
20555.914734.411818.1)10و25(
2205815992.712991.4)20و50(
24936.917748.714119.6)50و20(
)0و0(

)0و1(

17337.612235.89635.66
1891413573.210901)10و25(
20368.814790.212034.1)20و50(
23144.716481.813119.7)50و20(
)0و0(

)1و0(

14342.710122.27971.22
17783.213008.410667.7)10و25(
20658.415361.512808.6)20و50(
2569818392.614726.7)50و20(

جدول 6: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل 
با پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک  بر حسب rad/s برای تغیرات 

( 0.04, 0.16, =0.1)δ ζ η= = پارامترهای مختلف 
Table 6. The frequency values  (rad/s) of the 2D-FG annular sector 

plate coupled with piezoelectric layers resting on elastic foundation for 
various parameters ( =0.04, 0.16, 0.1)δ ζ η= =

2

    ,

 (MN/m )
W SK K

( , )z θβ β
(deg)α

90120270
)0و0(

)0و0(

8984.438844.517397.23
10376.410245.28856.79)10و25(
11605.311474.710106)20و50(
12071.811907.610159.1)50و20(
)0و0(

)0و0.5(

7702.277586.426339.37
9012.248899.437706.44)10و25(
10154.610042.28865.15)20و50(
10586.310442.78914.18)50و20(
)0و0(

)0و1(

7065.536959.728856.79
8334.848231.847143.65)10و25(
9434.919332.128256.8)20و50(
9849.49716.678303.79)50و20(
)0و0(

)1و0(

5845.055757.524815.82
8483.618397.957506.53)10و25(
10477.510387.69460.65)20و50(
1119111048.59539.86)50و20(

Fig. 4. The frequency values of the 2D-FG annular sector plate coupled 
with piezoelectric layers resting on elastic foundation (rad/s) for 
various parameters 2 2( , ) (2,2),( , ) (50M N/m ,50M N/m )z w sK Kθβ β = =

شکل 4: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل با 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک بر حسب  rad/s برای

تغیرات پارامترهای مختلف 
2 2( , ) ( , ),( , ) ( MN/m , MN/m )z w sK Kθβ β = =2 2 50 50

Fig. 3. The frequency values of the 2D-FG annular sector plate 
coupled with piezoelectric layers resting on elastic foundation 
for variation of  the foundation coefficients and sector angles 

( , ) (1,1), 0.16, 0.1, =0.004z θβ β ζ η δ= = =

شکل3: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل با 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک برای تغیرات پارامترهای ضرایب 

بستر و زوایای قطاع 
( , ) ( , ), / , / , = /z θβ β ζ η δ= = =11 0 16 0 1 0 004
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در شکل 1 مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل با 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک  بر حسب  rad/s با ازای تغییرات نسبت 
δ برای تئوری های تغییر شکل برشی مرتبه  ضخامت به شعاع خارجی ورق 
( , ) ( , ),z θβ β α= = °00 30 فرضیات با  ورق  کلاسیک  تئوری  و  ورق  سوم 

شده  داده  نمایش   2 2/ , / ,( , ) ( MN/m , MN/m )w sK Kζ η= = =0 16 0 1 20 50

است. همانطور که در این شکل مشاهده می شود، با افزایش ضخامت ورق، 
اختلاف بین تئوری کلاسیک و مرتبه سوم برشی، افزایش پیدا می کند که 
به  نسبت   برشی  تغییر شکل  مرتبه سوم  تئوری  بالاتر  امر دقت  این  علت 

تئوری کلاسیک برای بررسی رفتار ارتعاشی ورقهای ضخیم است. 

جدول 8: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی 
کوپل با پیزوالکتریک مسقر بر بستر  ( , ) ( , )z θβ β = 2 2 دوبعدی 

الاستیک بر حسب  rad/ برای تغیرات پارامترهای مختلف 
2 2( , ) ( MN/m , MN/m ), /w sK K δ= =50 50 0 008

Table 8. The frequency values of the 2D-FG annular sector plate 
coupled with piezoelectric layers resting on elastic foundation for 

various parameters 2 2( , ) (50M N/m ,50M N/m ), 0.008,( , ) (2,2)w s zK K θδ β β= = =

η(deg)α0.5ζ =0.25ζ =0.16ζ =

0/1
45

31893.122669.519717.7

0/232518.42311420104.3

0/333143.823558.520491

0/1
60

.2614218581.616162.2

0/226654.6.1894616479.1

0/327167.219310.316796

0/1
90

20758.51475512833.8

0/221165.515044.413085.5

0/321572.515333.713337.1

0/1
120

20775.212642.910009

0/221182.612890.810205.2

0/321589.913138.710401.5

جدول 7: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی
) کوپل با پیزوالکتریک مسقر بر بستر  , ) ( , )z θβ β = 2 2

الاستیک  بر حسب rad/s برای تغیرات پارامترهای مختلف  
2 2( , ) ( MN/m , MN/m ), /w sK K δ= =50 50 0 004

Table 7. The frequency values  (rad/s) of the 2D-FG annular sector 
plate coupled with piezoelectric layers resting on elastic foundation for 

various parameters 2 2( , ) (50M N/m ,50M N/m ), 0.004,( , ) (2,2)w s zK K θδ β β= = =

η(deg)α0.5ζ =0.25ζ =0.16ζ =

0/1
45

18629.612555.410920.6

0/218987.412801.611134.7

0/319352.613047.711348.8

0/1
60

15264.110291.48951.33

0/215563.510493.19126.85

0/315862.810694.99302.37

0/1
90

121208172.017107.94

0/212358.58332.247247.32

0/312596.18492.487386.69

0/1
120

11996.66883.715449.6

0/212231.67018.685556.46

0/312466.87153.665663.31

Fig. 5. The frequency values of 2D-FG annular sector plate 
coupled with piezoelectric layers resting on elastic foundation 

(rad/s) for various ratios of thickness to outer radius of the plate  
2 2 0( , ) (20M N/m ,50M N/m ),( , ) (0,0), 30 , 0.16, 0.1w s zK K θβ β α ζ η= = = = =

شکل 5: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل با 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک  بر حسب rad/s برای تغییرات نسبت 

/ , /ζ η= =0 16 0 1 δ و ضخامت به شعاع خارجی ورق
2 2( , ) ( MN/m , MN/m ),( , ) ( , ),w s zK K θβ β α= = = °20 50 00 30

Fig. 6. The frequency values of 2D-FG annular sector 
plate coupled with piezoelectric layers resting on elastic 
foundation (rad/s) for various sector angle and theories 

2 2( , ) (1,1), 0.16,( , ) (20M N/m ,10M N/m ), 0.1, =0.004z w sK Kθβ β ζ η δ= = = =

شکل 6: مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل با 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک  بر حسب  rad/s برای تغییرات زاویه 

/η =0 1 و = /δ 0 004 قطاع برای تئوری های مختلف 
2 2( , ) ( , ), . ,( , ) ( MN/m , MN/m )z w sK Kθβ β ζ= = =11 0 16 25 10
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در شکل 6 مقادیر فرکانس ورق قطاعی سوراخ دار تابعی دوبعدی کوپل با 
پیزوالکتریک مسقر بر بستر الاستیک  بر حسب  rad/s با ازای تغییرات زاویه 
قطاع برای تئوری های تغییر شکل برشی مرتبه سوم ورق و تئوری کلاسیک 

2 2( , ) ( MN/m , MN/m ), = / , /w sK K δ η= =25 10 0 004 0 فرضیات1 با  ورق 
نمایش داده شده است. همانطور که در این شکل  ( , ) ( , ), /z θβ β ζ= =11 0 16

سوم  مرتبه  تئوری  اساس  بر  شده  محاسبه  فرکانس های  می شود،  مشاهده 
تغییر شکل برشی برای زوایای قطاعی مختلف، همواره کمتر از فرکانس های 

محاسبه شده بر اساس تئوری کلاسیک ورق است.

نتیجه گیری- 5
مدرج  تابعی  قطاعی  ورق  آزاد  ارتعاشات  بررسی  به  پژوهش  این  در 
دوبعدی کوپل با لایه های پیزوالکتریک مستقر بر بستر پسترناك با استفاده از 
روش ریلی ریتز و بر مبنای تئوری مرتبه سوم تغییر شکل برشی مورد برسی 
قرار گرفت و مقادیر فرکانس به ازای تغیرات پارامترهای مختلف برای شرایط 
مرزی چهار طرف ساده محاسبه شد و به طور خلاصه نتایج زیر حاصل شد.

• مقادیر فرکانس، با افزایش زاویة قطاع کاهش مي یابد.	
• با افزایش ضرایب توانی کسر حجمی مقادیر فرکانس با کاهش 	

روبرو می شود.  
• با افزایش ضریب سختی وینکلر و ضریب سختی برشی مقادیر 	

فرکانسی ورق افزایش می یابد.
• تأثیر ضریب سفتی وینکلر به مراتب از تأثیر ضریب سفتی برشی 	

بر  مقادیر فرکانسی ورق کمتر می باشد.
• فرکانس 	 ورق  خارجی  شعاع  به  داخلی  شعاع  نسبت  افزایش  با 

طبیعی با کاهش روبروست. 
• افزایش 	 به  ورق منجر  افزایش نسبت ضخامت به شعاع خارجی 

مقادیر فرکانس طبیعی ورق می شود
• به ضخامت 	 پیزوالکتریک  ورق  لایه  نسبت ضخامت  افزایش  با 

لایه ورق مدرج، مقادیر فرکانس طبیعی ورق افزایش می یابد.
• با افزایش نسبت ضخامت ورق به شعاع خارجی، تأثیر استفاده از 	

تئوری مرتبه سوم برای تعیین فرکانسهای طبیعی در مقایسه با تئوری 
کلاسیک، بسیار قابل توجه است.
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