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تحلیل ناپایداری فروکشیدگی استاتیکی و ارتعاشات غیرخطی یک میکرو-تشدیدگر با مواد مدرج تابعی 
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چکیده: بررسی رفتارهای استاتیکی و دینامیکی میکروتیرهای استفاده شده در تشدیدگرها و فیلترهای میکرو از اهمیت بالایی 
برخوردار است. در این مقاله به بررسی رفتار میکرو تشدیدگر مدرج تابعی تحت اثر نیروی الکترواستاتیک، نیروی بین مولکولی 
و تغییر یکنواخت دما، بر اساس تئوری تیر اولر-برنولی و کرنش غیر خطی گرین تحت فرضیات غیر خطی هندسی ون-کارمن 
پرداخته می شود. خواص مکانیکی مواد به کار رفته تابعی از دما هستند و خاصیت مدرج تابعی در راستای ضخامت با استفاده از 
توزیع نمایی در نظر گرفته  می شود. معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشی میکرو تیر با استفاده از اصل همیلتون و تئوری تنش کوپل 
اصلاح شده استخراج  شده است. با اعمال روش گسسته سازی معادله غیر خطی دینامیک میکروتیر در حوزه زمان به دست می آید. 
برای مطالعه ناپایداری فروکشیدگی، معادله استاتیکی با استفاده از روش گلرکین مستقیم حل شده و اثر نیروی بین مولکولی، 
طول مشخصه و توان فازی ماده سرامیکی بررسی  می شود. به منظور محاسبه ی تغییر شکل استاتیکی و مد ارتعاشی میکروتیر 
از روش تربیع دیفرانسیلی استفاده می گردد.  معادله دینامیکی با روش اختلال جزئی با مقیاس چندگانه حل شده و در حالت 
تشدید، تأثیر تغییر پارامترهای مختلف در پاسخ فرکانسی و ایجاد رفتارهای نرم شونده و سخت شونده مورد بررسی قرار می گیرد.
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مقدمه- 1
در سالهای اخیر پیشرفت سریع تکنولوژی و نیاز به ابزارهایی در مقیاس 
میکرو، تمایل محققان به  بررسی پتانسیل سیستم های میکرو الکترومکانیک1 
سیستم های  تشدیدگرها  است.  کرده  بیشتر  را  مختلف  کاربردهای  برای 
صنایع  ازجمله  مختلف  شاخه های  در  که  هستند،  میکروالکترومکانیکی 

هوافضا، بیومکانیک، پتروشیمی و پزشکی مورد استفاده قرار می گیرند. 
فرکانس طبیعی میکروتیر در تشدیدگر به کرنش محوری بسیار حساس 
کرنش  ایجاد  باعث  شتاب  و  نیرو  دما،  فشار،  مانند  خارجی  عوامل  است. 
محوری در میکروتیر شده و نهایتاً فرکانس میکروتیر تغییر می کند. این تغییر 
و می تواند یک  تبدیل شده  الکتریکی  به یک سیگنال  به سرعت  فرکانس 

کمیت فیزیکی را اندازه گیری کند.
مهم ترین ویژگی هایی که باعث می شود این تشدیدگرها استفاده بسیاری 
پایین  مصرفی  توان  فرکانس،  تغییر  به  نسبت  بالا  حساسیت  باشند،  داشته 
این  از جمله رفتارهای  پایداری طولانی مدت آن ها در محیط است ]1[.  و 
تشدیدگرها رفتار سخت شونده و نرم شونده در طول پدیده تشدید است ]2 و 
3[. رفتار سخت شونده قله نمودار دامنه بر حسب پارامتر تنظیم کننده فرکانس 
را در پاسخ فرکانسی به سمت فرکانس های بالاتر انتقال می دهد. منبع اصلی 

1  Micro electro mechanical systems
h_mohammadi@shirazu.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

این رفتار در میکروتیر دوسرگیردار کشش صفحه میانی2 است. رفتار نرم شونده 
نیز ناشی از نیروی غیرخطی تحریک الکترواستاتیک می باشد]4 و 5[. 

برای ایجاد نیروی الکترواستاتیک در میکروتیر، ولتاژ ثابت و متغیر بین 
میکروتیر و بستر ثابت اعمال می شود. نیروی الکتریکی ناشی از ولتاژ ثابت 
مکانیکی  مقاوم  نیروی  حالت  این  در  که  است،  بیشینه  مقدار  یک  دارای 
نمی تواند در برابر مقدار آن مقاومت کند و میکروتیر آسیب می بیند. به این 
وضعیت ناپایداری میکرو تشدیدگر، فروکشیدگی3 و به ولتاژ متناظر با نیروی 

الکتریکی بیشینه، ولتاژ فروکشیدگی گفته می شود.
برای بهبود پایداری میکروتیر در محیط حرارتی می توان از مواد مدرج 
تابعی استفاده کرد. مواد مدرج تابعی مواد کامپوزیتی غیر همگنی هستند که 
خواص و چیدمان موادی آن ها به  صورت پیوسته تغییر می کند. فاکتورهایی 
بیشتر  استحکام شکست  بالا،  توزیع تنش، مقاومت حرارتی  بهبود  همچون 
بسیاری  در  تابعی  مدرج  مواد  که  است  شده  باعث  تنش  تمرکز  کاهش  و 
قرار  توجه  مورد  نفتی  اکتشافات  و  هوافضا  مانند  مهندسی  کاربردهای  از 
ساختارهای  توسعه  به  موفق   ]8 و   7[ همکاران  و  ویتوروم4   .]6[ گیرند 
و  قیمت  نظر  از  که  شدند،  پلی سیلکون  چندلایه ای  میکروالکترومکانیک 

2  Mid-plane stretching
3  Pull-in
4  witvroum
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خاصیت مقرون  به  صرفه بود. حسنیان و همکاران ]9[ ناپایداری فروکشیدگی 
الکتریکی در یک میکرو صفحه ی  از گذر جریان  اثر حرارت تولید شده  در 
و  استاتیکی  رفتار   ]10[ همکاران  و  اصغری  کردند.  بررسی  را  تابعی  مدرج 
ارتعاشی میکروتیر مدرج تابعی را با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح شده 
به صورت تحلیلی مورد بررسی قرار دادند. جیا1 و همکاران ]11[ به بررسی 
رفتار ارتعاش اجباری یک میکروسوئیچ مدرج تابعی تحت تأثیر نیروی بین 
مولکولی و تنش پسماند با استفاده از روش متوسط گیری پرداختند. الستی و 
همکاران ]12[ رفتار دینامیکی میکروتیر یک سرگیردار را با در نظر گرفتن اثر 
تغییر دما بررسی کردند. جیا و همکاران ]6[ به بررسی ناپایداری فروکشیدگی 
تأثیر  تحت  شکل  منحنی  بستر  با  تابعی  مدرج  میکروتیر  آزاد  ارتعاشات  و 
نیروی الکترواستاتیک پرداختند.رضایی و همکاران ]13[ به بررسی رفتار یک 
گیره ی میکرونی مدرج تابعی تحریک شده با ولتاژ ثابت و وجود ممان حرارتی 
پرداختند. جیا و همکاران ]14[ ارتعاش آزاد میکروتیر مدرج تابعی در حضور 
تغییرات یکنواخت دما را با استفاده از روش عددی تربیع دیفرانسیلی 2بررسی 
کردند. غلامی و همکاران ]15[ به بررسی اثر اندازه و نیروی بین مولکولی 
با  تابعی  مدرج  میکروسوئیچ  یک  آزاد  ارتعاش  و  فروکشیدگی  ناپایداری  در 
مدل تیر تیموشنکو با دو تئوری تغییرات کرنش3 و تنش-کوپل اصلاح شده 
پرداختند. لوئن4 و همکاران ]16[ رفتار دینامیکی میکروتیر مدرج تابعی را بر 
اساس تئوری تنش کوپل با میدان های جابه جایی کلاسیک، مرتبه اول، مرتبه 
سوم، تئوری سینوسی و شبه سه بعدی بررسی کردند. ژی5 و همکاران ]17[ 
روشی غیر مستقیم را برای تحلیل ارتعاش آزاد، کمانش و خمش میکروتیر 
مدرج تابعی بر اساس تئوری تغییرات کرنش بیان کردند. در تحقیق حاضر 
میکروتیر  با  میکروتشدیدگر  اجباری  ارتعاش  و  استاتیکی  رفتار  بررسی  به 
دوسرگیردار مدرج تابعی با  فاز سرامیکی سیلیکون نیتریت و فاز فلزی نیکل6 
هارمونیک،  و  ثابت  الکترواستاتیک  نیروهای  با  میکروتیر  می شود.  پرداخته 
نیروی بین مولکولی و تغییر یکنواخت دما تحریک شده است. انرژی کرنشی 
بر اساس تئوری تیر اولر-برنولی و مدل هندسی غیرخطی کرنش-جابه جایی 
تغییر  آورده می شود. رفتار وابسته به طول مشخصه7،  ون-کارمن به دست 
توان فازی سرامیکی و تغییر دما، به عنوان متغیرهای اصلی مسئله می باشند. 
معادله دینامیکی غیرخطی حاکم با استفاده از روش اختلال جزئی با مقیاس 

زمانی چندگانه8 حل شده و پاسخ فرکانسی متناظر با هر متغیر ارائه می شود.

مبانی تئوری و مدل سازی- 2
ناپایداری  سازی  مدل  و  بررسی  به  گذشته  تحقیقات  از  بسیاری  در 

1  Jia
Differential quadrature method  2
3  Strain Gradient Theory
4  Loan
5  Xie
6  Ni
7  Size-dependent mechanical behavior
8  Multiple time scal

در  استفاده  مورد  میکروتیر  است. چون ضخامت  پرداخته شده  فروکشیدگی 
ساختمان میکروتشدیدگر در حد میکرون و کمتر است باید رفتار وابسته به 
اندازه در تحلیل استاتیکی و ارتعاشی در نظر گرفته شود. این وابستگی در 
کوپل  تنش  تئوری  عنوان  به  و  است  شده  گزارش  مختلف  آزمایشات 
اصلاح شده شناخته می شود ]18 و 19[. بر اساس این تئوری انرژی کرنشی 
Λ را اشغال می کند به  sU در یک جسم الاستیک ایزوتروپیک که ناحیه 

 صورت معادله زیر است]20[.

)1(( )1
: :

2sU m dσ ε χ
Λ

= + Λ∫

در رابطه )1(،  تانسور کرنش غیر خطی گرین ،  تانسور تنش،  تانسور 
متقارن انحناو قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل m به  صورت معادلات زیر 

تعریف می شوند.
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که u بردار جابه جایی، λ و μ ثوابت لامه9و l طول مشخصه به عنوان 
شاخص اندازه در تئوری تنش کوپل اصلاح شده می باشد. نیز کرل جابه جایی 

است که به صورت زیر تعریف می شود. 

)3(θ =
1

( )
2

curl u

 ، h ، ضخامت L در شکل 1 میکرو تیر دوسرگیردار مدرج تابعی با طول 
b و نیروی پیش کشش  نشان داده شده است. میکروتیر و بسترثابت  عرض 
، از یکدیگرجدا شده اند.  0g توسط یک دی الکتریک از جنس هوا با ضخامت 

میکروتیر انعطاف پذیر است، درحالی که بسترثابت صلب می باشد.

در ماده مدرج تابعی صفحه فیزیکی خنثی )صفحه بدون تنش( منطبق بر 

9  Lames constants

Fig. 1. The FG micro-beam model.
شکل 1: مدل میکرو تیر مدرج تابعی
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= نسبت به صفحه  0z z صفحه هندسی نمی باشد و مطابق شکل 2 به اندازه 
0z از رابطه )4( به دست می آید و در شکل  هندسی فاصله دارد. که مختصات

2 نشان داده شده است.
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−
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∫
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h
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E z zdz
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میکرو  خیز  است.  تابعی  مدرج  میکروتیر  الاستیسته  مدول   ( )E z که 
اثر اعمال ولتاژ، تغییرات دما، نیروی  تیر ناشی از نیروی الکترواستاتیک در 
بین مولکولی و نیروی محوری است. نیروی محوری ناشی از کرنش پسماند 
فشاری  و  مثبت  حالت کششی  در  که  می باشد  تولید  فرآیند  در  شده  ایجاد 
DCV و  منفی است. در اثر اعمال تغییر دما و ولتاژ ترکیبی شامل ولتاژ ثابت 
، میکرو تیر به سمت بستر ثابت  cos( )ACV tΩ ولتاژ کوچک متغیر بازمان
خیز برداشته و تحت تأثیر نیروهای وارده شروع به ارتعاش می کند. اگر اثرات 
بر واحد  الکترواستاتیک  نیروی  الکتریکی در نظر گرفته شود،  لبه ای میدان 

طول را می توان به صورت رابطه زیر در نظر گرفت.

)5(( ) ( )
ε ε

= +
−−

2 2
0 0 0 0

2
0 00 0

0.65
2 ( , )2 ( , )

e

bV V
F

g w x tg w x t

و  خلأ  گذردهی  ضریب   ε −= × -1/ Fm12
0 8 85 10 که 

هر   عرضی  جابه جایی  نیز   0 ( , )w x t است.   0 cos( )DC ACV V V t= + Ω

نقطه روی صفحه فیزیکی خنثی است. نیروی بین مولکولی بر واحد طول نیز 
به صورت رابطه زیر می باشد]21 و 22[.
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نور  سرعت   −= × 8 13 10 msc و  پلانک  ثابت   
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/
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341 055 10
2

که 
هستند. در این تحقیق میکرو تیر مدرج تابعی مخلوطی از سیلیکون نیتریت1 
V2 می باشد. ترکیب دو فاز به   V1 و نیکل با کسر حجمی  با کسر حجمی 
صورت پیوسته در راستای ضخامت تغییر می کند. رابطه بین کسر حجمی دو 

فاز ماده مدرج تابعی به  صورت معادلات زیر است ]23[.

1  3 4Si N

)7(+ =1 2 1V V

)8(
+ =  

 
2

2
2

nz h
V

h

n توزیع فازی کسر حجمی در راستای ضخامت را نشان می دهد.  توان 
n= است نشان دهنده یک میکروتیر از نیکل خالص است. با  0 زمانی که 
V2 می توان فهمید که در بالای تیر پوشش سیلیکون  استفاده از کسر حجمی 
قانون  از  استفاده  با  دارد.  قرار  خالص  نیکل  تیر  پایین  در  و  خالص  نیتریت 
fP مانند مدول الاستیسته  مخلوط ها می توان خاصیت مؤثر ماده مدرج تابعی 
α را با استفاده  ( , )f z T و ضریب انبساط حرارتی  ρ ( , )f z T ، چگالی  ( , )fE z T

از کسر حجمی به  صورت رابطه زیر نوشت.

)9(
=

=∑
1

M

f i i
i

P PV

i ام  هستند. چون  iV به ترتیب خاصیت و کسر حجمی ماده  و  iP که 
ماده مدرج تابعی معمولًا در محیط هایی با دمای بالا استفاده می شود بنابراین 
تغییرات  با دما  انتظار می رود که خواص مکانیکی اجزای تشکیل دهنده آن 
وابستگی  مکانیکی،  رفتار  دقیق  پیش بینی  برای  باشد.  داشته  قابل  توجهی 
خاصیت به دما باید لحاظ شود. تغییر خاصیت ماده با دما را می توان به  صورت 

چند جمله ای زیر در نظر گرفت ]24[. 

)10(( )−
−= + + + +1 2 3

0 1 1 2 31iP P P T P T P T P T

iP ضرایب تغییر برای هرکدام  T دما برحسب کلوین است و در این رابطه
در  نیکل  و  نیترید  سیلیکون  برای  آن ها  مقدار  که  هستند،  ماده  خواص  از 
جدول های 1 و 2 آورده شده است. واحد  مانند واحد خاصیت مورد مطالعه 

است.

Fig. 2. The physical neutral plane and the geometric midplane
شکل 2: صفحه فیزیکی خنثی و صفحه میانی هندسی

جدول 1: ضرایب دمای برای خواص مکانیکی سیلیکون نیتریت ]24[.
Table 1. Temperature coefficients for elasticity moduli of Si3 N4

( )11 -3
310 KP( )7 -2

210 KP( )4 -1
110 KP( )−1 KP0Pخاصیت

-8/9462/16-3/070348/4×109( )PafE

00000/2400ν f

009/09505/8×10-9( )α -1Kf

جدول 2: ضرایب دمای برای خواص مکانیکی نیکل]24[.
Table 2. Temperature coefficients for elasticity moduli of Ni

( )11 -3
310 KP( )7 -2

210 KP( )4 -1
110 KP( )−1 KP0Pخاصیت

0-3/99-2/70223/9×109( )PafE

00000/31ν f

008/70509/92×10-6( )α -1Kf
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، چگالی  fE با استفاده از روابط )7( تا )9( می توان برای مدول الاستیسته 
α معادلات زیر را نوشت ]24[. f

ρ و ضریب انبساط حرارتی  f

)11(( )( )2 1 1( , ) ( ) ( ) 0.5 ( )n
fE z T E T E T z E T= − + +

)12(( )( )α α α α= − + +2 1 1( , ) ( ) ( ) 0.5 ( )n
f z T T T z T

)13(( )( )ρ ρ ρ ρ= − + +2 1 1( , ) ( ) ( ) 0.5 ( )n
f z T T T z T

= تعریف شده است. با استفاده از تئوری 
z

z
h

z به صورت  در این روابط 
اولر- برنولی برای مدل سازی رفتار مکانیکی میکرو تیر، میدان جابه جایی در 
 t z میکروتیر و زمان دلخواه  x و  هر نقطه دلخواه در راستای محورهای 

به صورت روابط زیر بیان می شود.

)14(0
0 0

( , )
( , , ) ( , ) ( )

w x t
u x z t u x t z z

x
∂

= − −
∂

)15(= 0( , , ) ( , )w x z t w x t

0w به ترتیب جابه جایی طولی و عرضی هر نقطه روی صفحه  0u و  که 
فیزیکی خنثی است. با استفاده از کرنش غیر خطی گرین تحت فرضیات غیر 

هندسی ون - کارمن  می توان معادلات )16( را نوشت.

)16(
ε

∂ ∂ ∂ 
= − − +  ∂ ∂∂  

22
0 0 0

0 2

( , ) ( , ) ( , )1
( )

2xx

u x t w x t w x t
z z

x xx

ε ε ε ε ε= = = = = 0yy zz xy xz zy

نسبت به دمای  ∆T اگر میکرو تیر به صورت یکنواخت دچار تغییر دما 
T0 شود،  کرنش حرارتی در آن ایجاد می شود. کل کرنشی که در میکرو  اولیه 
ε است، که مجموع کرنش مکانیکی و حرارتی  ε ε= +T m تیر وجود دارد 
می باشد. با استفاده از رابطه )2( می توان معادلات متشکله تنش را محاسبه 

کرد: 

)17(
σ α

σ σ σ σ σ

 ∂ ∂ ∂ 
= − − + − ∆   ∂ ∂∂   
= = = = =

22
0 0 0

0 2

( , ) ( , ) ( , )1
( )

2

0

xx f f

yy zz xz yz xy

u x t w x t w x t
E z z T

x xx

مؤلفه های بردار چرخش با استفاده از معادله )3( به صورت زیر خواهد بود.

)18(θ θ= = 0x z
 
,
 
θ

∂
= −

∂
0 ( , )

y

w x t
x

تانسور  با جایگذاری معادله )18( در معادلات )2-ج( و )2-د( می توان 
متقارن انحنا و قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل m را به صورت روابط زیر 

نوشت.

)19(χ χ χ χ χ= = = = = 0xx xz yy zz zy

 
, χ

∂
= −

∂

2
0

2

( , )1
2xy

w x t
x

)20(= = = = = 0xx zz zy yy xzm m m m m  ,
µ

∂
= −

∂

2
2 0

2
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m l

x

با  تیر  میکرو  در  کرنشی  انرژی  و  است  برشی  مدول   
( )

µ
ν

=
+

f
f

f

E

2 1
که 

استفاده از رابطه )1( محاسبه می گردد.

)21(

ε

σ ε χ α µ
Λ

Λ Λ Λ

   ∂ ∂ ∂ ∂ = Λ + Λ = − − + − ∆ Λ + Λ     ∂ ∂∂ ∂    
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 222 2
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0 2 2
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m
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u w w w
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2 222 2
20 0 0 0

0 2 2
0

1 1 1
( )

2 2 2

m

s xx m xy xy f f f

u w w w
U d d m d E z z T d l d

x xx x

z برابر  است.  نیروی توزیع شده بر واحد طول روی میکرو تیر در راستای 
که کار انجام شده توسط آن، به صورت زیر می باشد.

)22(
( ) ( ) ( )
ε ε π 

 = = + +
 −− − 

∫ ∫ ∫ ∫
0 0 2 2 2

0 0 0 0
0 02 4
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q
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W qdw dx dw dx
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تغییر طول خط میانی میکروتیر در صفحه خنثی به صورت رابطه زیر 
می باشد.

)23(
∂ − =  ∂ ∫

2
' 0

0

1
2

L w
L L dx

x

انجام شده  کار   ، aN نیروی محوری  بودن  ثابت  با  این صورت  در  که 
توسط آن به صورت زیر است.

)24(
∂ =  ∂ ∫

2
0

0

1
2

L

N a

w
W N dx

x

lρ برابر است با : انرژی جنبشی میکروتیر با چگالی خطی 

)25(
2 2

0

0 0

1 1
2 2

L L

l l

w u
T dx dx

t t
ρ ρ

∂ ∂   = +   ∂ ∂  ∫ ∫

 W U و   ،T ، که در آن  ( )δ − + =∫
t

t

T U W dt
2

1

0 بر اساس اصل همیلتون 
به ترتیب انرژی جنبشی، انرژی پتانسیل و کار خارجی نیروهای اعمالی به 

میکروتیر هستند. بنابراین معادلات حرکت به صورت زیر به دست می آیند. 

)26(( )
2 2 2 3
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1 1 1 0 22 2 2 3 0l
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k z k z k k l j T N q

x x

= نیز به صورت  ,x L0 شرایط مرزی برای یک میکرو تیر دوسرگیردار در 
رابطه زیر می باشد.

)28(0
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w
u w

x
∂

= = =
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در روابط بالا ضرایب معادلات مطابق روابط زیر می باشند.

)29(

 , 22
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h fk E bz dz
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= ∫  ,
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پیشین  روابط  در  ذکرشده  fE است،   <b h5 که  نازک  تیرهای  برای 
نظر  در  برای  باید  باشد   ≥b h5 اگر  ولی  می شود  جایگذاری  تغییر  بدون 
 ( )ν− 21 fE را بر گرفتن اثر هندسی انقباض تیر پهن نسبت به تیر نازک
 )28( مرزی  شرایط  و   )27( و   )26( معادلات  از  استفاده  کرد]25[.با  تقسیم 
می توان معادله حرکت در راستای قائم را با انتگرال گیری از معادله )26( و در 

c به صورت معادله )30( نوشت. نظر گرفتن ترم میرایی 

)30(
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∫

از  بعد  بدون  پارامترهای  ایجاد  و  شده  متعامد  متغیرهای  از  استفاده  با 
متغیرهای مؤثر می توان رفتار میکرو تیر مدرج تابعی را در یک فرم کامل و 

فشرده به صورت معادله زیر نمایش داد.

)31(
( ) ( ) ( )
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t x wt x x x x w w

در فرم بدون بعد معادله )31(، متغیرها مطابق روابط )32( هستند. شرایط 
صورت  به   ) = ,x 01 ( انتها  و  ابتدا  در   )31( بعد  بدون  معادله  برای  مرزی 
∂ هستند. معادله )31( بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده 

= =
∂
w

w
x

0
l= در آن قرار داده شود، معادله تئوری کلاسیک  نوشته شده است که اگر 0
h< است هر دو  l10 به دست می آید. برای میکروتیرهای مدرج تابعی که 

تئوری نتایج نزدیکی را پیش بینی می کنند. 
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زمانی  مقیاس های  با  جزئی  اختلال  روش  به  حل  شرایط  آنکه  برای 
ترکیبی  ولتاژ  با  میکروتیر  خیز  دهنده  تشکیل  قسمت  دو  باید  شوند،  ایجاد 

و   sw شامل  قسمت  دو  این  گردند.  مجزا  cos( )DC ACV V t+ Ω
هارمونیک  ولتاژ  و   DCV ثابت  ولتاژ  اعمال  با  ترتیب  به  که  هستند   dw

)cos ایجاد می شوند. )ACV tΩ

)33(( ) ( ),s dw w x w x t= +

اگر در معادله )31( از جمله های مشتق زمانی و نیروی تحریک زمان مند 
صرف نظر شود معادله حالت استاتیکی به دست می آید.
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∫ ∫

اگر معادله )34( در معادله )31( قرار داده شود معادله دینامیکی میکروتیر 
حول تعادل استاتیکی نتیجه می شود.
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برای به دست آوردن مودهای ارتعاشی و فرکانس های متناظر آنها باید 
جمله های غیر خطی، نیروی تحریک و ضریب میرایی از معادله )35( حذف 
ام  n ارتعاشی  برای مود  ( , ) ( ) ni t

d nw x t x e ωϕ= شوند و حرکت هارمونیک 
nω فرکانس بدون  nϕ مود ارتعاشی نامیرا و  در نظر گرفته شود. که در آن 
بعد متناظر این مود است، در این صورت مسئله نامیرای خطی مقدار ویژه 

زیر به دست می آید.
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نیز  = است  ,x 01 انتها که  و  ابتدا  در  معادله )36(  برای  شرایط مرزی 
ϕمی باشد. این معادله با استفاده از روش تربیع  ′ =n 0  ϕ =n 0 به صورت  
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و   ( )n xϕ دیفرانسیلی  تربیع  روش  اساس  بر  می شود.  حل  دیفرانسیلی 
ix را می توان به صورت معادلات زیر تقریب  مشتقاتش در هر نقطه دلخواه 

زد ]6 و 14[. 
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ix هر نقطه  های توزیع شده در طول میکروتیر است.  ix تعداد کل  N
از رابطه زیر به دست می آیند.
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ijC ضرایب وزنی 
زیر استخراج می شوند.

)40(
1 ( )

( ) ( )
i

ij
i j j

L xC
x x L x

=
−

, 1,2,...,i j N=
 
i j≠

)41(
1 1

1,

N

ii ij
j j i

C C
= ≠

= − ∑ 1,2,...,i N=

)42(
1

( ) ( )
N

i i j
j

L x x x
=

= −∏ , 1,2,...,i j N= i j≠

ضرایب وزنی مرتبه بالاتر نیز از روابط زیر به دست می آیند.
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معادله استاتیکی )34( با روش عددی ترکیبی تکرار و تربیع دیفرانسیلی 
sw و ضرایب وزنی در  sw به دست آمده است. با جایگذاری  حل شده و 
معادله )36( می توان ماتریس سختی ضرایب را تشکیل داد. نهایتاً می توان 
از  ولتاژ کوچکتر  را در هر  تابعی  ویژه میکروتشدیدگر مدرج  توابع  و  مقادیر 
 ( ) ϕ

=

=∑, ( ) ( )
M

d i i
i

w x t q t x
1

رابطه  اگر  آورد.  به دست  فروکشیدگی  ولتاژ 
با استفاده از مود ارتعاشی اول به دست آمده در معادله 35 قرار داده شود،  
از روش گسسته سازی گلرکین معادله ی دیفرانسیل معمولی غیر  با استفاده 

خطی زیر حاصل می شود.
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که ضرایب مورد استفاده به صورت روابط زیر هستند.
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از آنجا که معمولًا میکروتشدیدگرها در حالت تشدید حول فرکانس اول 
و  اول  ارتعاشی  مود  با  غیر خطی  رفتار  تحقیق  این  در  کار می کنند،  خطی 
چندگانه  مقیاس  روش  از  استفاده  با  می شود.  بررسی  آن  متناظر  فرکانس 
حل معادله )45( به صورت سری زیر در نظر گرفته می شود. این سری رفتار 
بیان  مستقل  پارامتر  چند  از  تابعی  مستقل،  متغیر  یک  جای  به  را  سیستم 
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می کند.

)47(( ) ( ) ( )ε ε ε= + +2 3
1 0 1 2 2 0 1 2 3 0 1 2, , , , , ,q q T T T q T T T q T T T

ε پارامتر کوچکی است که پیمانه یا مقیاس سنجش دامنه است.  که 
آن  در  ارتعاشی  رفتار  عمده  که  است  زمانی  مقیاس  بزرگ ترین   ، =0T t
هستند  کوچکتر  زمانی  مقیاس های   ε=T t22  ، ε=T t1 می دهد.  رخ 
که تعداد این مقیاس های زمانی به تعداد جمله انتخابی سری )47( وابسته 
است. برای حل معادله غیر خطی )45(، تأثیر پارامترهای میرایی و تحریک 
در نظر گرفته می شوند. پاسخ معادله، تابعی از  ε=c c2 و ε=AC ACV V3

∂ و 
=
∂n

n

D
t

از عملگر  با استفاده  T2 است  T1و  ،T0 مشخصه های زمانی 
به صورت زیر   ε توان  قاعده مشتق زنجیره ای، جمله های هم  از  استفاده 

مجزا می شوند.

ε)48- الف( ω+ =2 2
0 1 1: 0D q q
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0 3 3 0 1 2 0 2 1 0 1 2 2 1 1 3 1 1 1: 2 2 2 ACD q q D D q D D q cD q q q FV cos t q D qε ω ξ ξ+ = − − − − + Ω − −

ωاست. پاسخ معادله دیفرانسیل )48- الف( در فرم مختلط  ξ=2
1 که 

به صورت زیر می باشد.

)49(( ) ( )ω ω−= +0 0
1 1 2 1 2, ,i T i Tq A T T e A T T e

A مزدوج آن است. اگر معادله )49( در معادله  A یک عدد مختلط و که 
)48- ب( قرار داده شود و جمله های سکولار1 ایجاد شده حذف شوند، حاصل 
حل  گرفتن  نظر  در  با  است.   = ( )A A T2 بنابراین  و  می شود   =D A1 0

خصوصی معادله )48- ب( می توان نوشت:

)50(( )ω ωξ ξ
ω ω

−= + −0 02 22 22 2
2 2 2

2
3

i T i Tq A e A e AA

برای بررسی رفتار میکروتیر در تشدید اولیه، فرکانس تحریک هارمونیک 
Ω به شکل زیر در نظر گرفته می شود. 

)51(ω ε σΩ = + 2

با جایگذاری معادله )49( و )50( در معادله )48- ج( و صفر کردن ضریب 
جمله های سکولار آن داریم:
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) به فرم قطبی زیر نوشته می شود. )A T2 برای حل معادله 52،

1  Secular terms

)53(( ) β=2
1
2

iA T ae
  

,
 

( )= 2a a T
  

,
  ( )β β= 2T

T2 هستند. با جایگذاری معادله )53( در  β توابع حقیقی از  a و که 
−ω و جداسازی قسمت حقیقی و  i Te 0 معادله )52( و ضرب طرفین معادله در 

موهومی معادله، رابطه زیر به دست می آید.
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است  کافی  ماندگار  پاسخ  یافتن  برای  است.   γ σ β= −T2 که 
γ قرار داده شوند: ′ ′= =a 0

)55(( ) ξξσ ω ω
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= + +  

  

22
2 3 232
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35
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12 8ACF V a a ca

معادله )55( دامنه حرکت پاسخ متناوب a را به صورت تابع صریحی از 
 ξ2 σ، ضرایب سختی درجه دوم  پارامتر تنظیم کننده ی فرکانس تحریک 
c و دامنه تحریک هارمونیک  ξ3 ، ضریب میرایی بدون بعد و درجه سوم 

ACV بیان می کند.

شبیه سازی و نتایج- 3
مشخصات هندسی، نیروی محوری و توان فازی میکروتیر مدرج تابعی 
مورد مطالعه در جدول 3 ذکر شده اند. در رسم نمودارها، از این مشخصات 
∆ استفاده شده مگر این که داده های جدیدی در نمودارها  =T به همراه 1
 )4( رابطه  در  الاستیسته  مدول  مقدار   )11( معادله  از  اگر  باشند.  شده  ارائه 
الاستیسته  مدول  با  خنثی  محور  برای  زیر  رابطه  آنگاه  شود  جای گذاری 

سرامیک و فلز به دست می آید ]26[.

)56(
( )

( )( )
2 1

0
2 1

hn E -E
z =

2 2+n E +nE

n بر موقعیت محور خنثی را برای سه نسبت  شکل 3 تأثیر توان فازی 
که مستقل از دما می باشد، مطابق معادله )56( نشان می دهد. در  =

E
k

E
1

n های نسبتاً بزرگ چون جنس تیر به ترتیب شامل فازهایی با 2 n= و  0
 0z مدول الاستیسته  و است محور فیزیکی و هندسی بر هم منطبق شده و 

به صفر نزدیک می شود.

جدول 3: مشخصات میکروتیرمدرج تابعی
Table 3. The specifications of the FG micro-beam.

h(μm(Na(N(h/lT0(K(g0(μm(L(μm(b(μm(n

0/9033000/34101001



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 1، سال 1398، صفحه 119 تا 132

126

با افزایش n کسر حجمی فاز با مدول الاستیسته  افزایش می یابد، این 
افزایش به دلیل زیاد شدن اثر اندازه فاز سرامیکی منجر به افزایش تفاوت 
بین نتایج تئوری های کلاسیک و تنش کوپل اصلاح شده می شود. در ولتاژ 
فروکشیدگی یک وضعیت ناپایدار برای میکروتیر مدرج تابعی ایجاد می شود، 
این ولتاژ محدوده مناسب برای ولتاژ اعمالی به میکروتشدیدگر را مشخص 
می کند. چون نتایج آزمایشگاهی ثبت شده ای برای اعتبار سنجی مدل سازی 
یک  که   ]27[ مرجع  میکروتیر  مدل  از  ندارد  وجود  تابعی  مدرج  میکروتیر 
میکروتیر همگن است، استفاده می شود. مشخصات میکروتیر این مرجع در 

جدول 4 ذکر شده است.
نتایج مدل سازی تطابق بسیار خوبی با نتایج مرجع ]27[ دارند این نتایج 
فرکانس مد  و  میانی میکروتیر  نقطه  تغییر شکل  ولتاژ فروکشیدگی،  شامل 

ارتعاشی اول می باشد که تمام نتایج در جدول 5 ذکر شده است.
ناپایداری فروکشیدگی در محل تقاطع دو شاخه پایدار پایین و ناپایدار بالا 
بی  ولتاژ  بر حسب  استاتیکی  دامنه  نمودار  نقطه شیب  این  در  می دهد.  رخ 
اندازه  تأثیر  این ولتاژ می تواند تحت  تابعی  نهایت است. در میکروتیر مدرج 
نیروی  و  میکروتیر  ، مشخصه های هندسی  l ، طول مشخصه n فازی توان 

از معادله )34( و  باید  ولتاژ فروکشیدگی  برای محاسبه  باشد.  بین مولکولی 
محاسبه خیز استاتیکی در ولتاژهای مختلف استفاده کرد.  شکل 4 اثر افزایش 
ولتاژ  بر  مولکولی  بین  نیروی  وجود  عدم  و  وجود  حالت  دو  در   g0 فاصله 
فروکشیدگی را به ترتیب با خط چین و خط پر نشان می دهد. در این شکل 
بین  نیروی  اثر  که  می شود  باعث   g0 فاصله  افزایش  که  است  مشخص 
مولکولی  بین  نیروی  مقدار  های کوچک تر،  g0 در اما  یابد،  مولکولی کاهش 
قابل توجه می شود و ولتاژ فروکشیدگی را تغییر می دهد. شکل 5 تأثیر افزایش 
توان فازی ماده مدرج تابعی بر ناپایداری فروکشیدگی را در دو حالت وجود و 
عدم وجود نیروی بین مولکولی به ترتیب با خط چین و خط پر نشان می دهد. 
را نشان می دهد، که  ناپایداری فروکشیدگی  بر  اثر طول مشخصه  شکل 6 
واقع  در  می شود.  فروکشیدگی  ولتاژ  افزایش  باعث  اندازه  به  وابسته  رفتار 
سختی در نظر گرفته شده در تئوری الاستیسته غیر کلاسیک تنش-کوپل 
دیگر  گذشته  تحقیقات  با  که  است  کلاسیک  حالت  از  بیشتر  شده  اصلاح 

منطبق است. 
شکل 7 اثر تغییر دمای یکنواخت در دو حالت وجود و عدم وجود نیروی 
بین مولکولی بر ولتاژ فروکشیدگی را نشان می دهد. در این شکل مشخص 
است که به هر اندازه که اختلاف دما افزایش یابد باعث افزایش اختلاف بین 
نتایج وجود و عدم وجود نیروی بین مولکولی است. این پدیده به این علت 
است که افزایش دما باعث کاهش فاصله میکروتیر تا بستر ثابت شده و همین 
امر اثر نیروی بین مولکولی را به مقدار زیادی افزایش داده و باعث می شود 

ولتاژ فروکشیدگی کاهش یابد.
طبیعی،  فرکانس  به  نسبت   ω=c Q میرایی  ضریب  محاسبه  برای 
Q بر روی  Q= در نظر گرفته شده است. ضریب  1000 ضریب کیفیت 
کیفیت پاسخ فرکانسی مؤثر نیست ولی در مقدار دامنه و نقطه بیشینه آن مؤثر 
است. شکل 8 نشان دهنده مقایسه پاسخ فرکانسی به دست آمده با استفاده 
از روش تحقیق حاضر و نتایج تحقیق نایفه و همکاران در مرجع ]27[ است 
که تطابق بسیار خوبی را نشان می دهد. اگر خاصیت ماده ی مدرج تابعی را 
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Fig. 3.  The effects of pattern the functionally graded material different 
on distance z0

شکل3: تأثیر توان فازی  بر موقعیت محور خنثی

جدول 4: مشخصات میکروتیر مرجع ]27[.
Table 4. The specifications of the micro-beam used in [27].

h(μm(Ef(GPa(Na(N(g0(μm(L(μm(b(μm(

1/51661/56164×10-41/18510100

جدول 5: مقایسه نتایج تحقیق حاضر با مرجع ]27[.
Table 5. Comparing the results with those presented in [27]

فرکانس مد 
ارتعاشی اول

تغییر  شکل 
نقطه میانی

ولتاژ
فروکشیدگی

ولتاژ ثابت 
اعمالی

نتایج 
مدلسازی در

23/950/03533044.78 V2 V]27[ مرجع

23/950/03533044.78 V2 Vتحقیق حاضر
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Fig. 4. The effect of increasing g0 on the pull-in voltage in two cases; 
with and without Casimir forces.

شکل 4: اثر افزایش فاصله g0 در دو حالت وجود و عدم وجود نیروی بین 
مولکولی بر ولتاژ فروکشیدگی
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Fig. 9. The effect of temperature dependency on the fundamental 
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شکل 9: پاسخ فرکانسی متناظر با دو حالت خواص جدول های 1 و 2
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Fig. 8. The frequency response based on the specifications used by 
Nayfeh in [27].

شکل 8: پاسخ فرکانسی متناظر با مشخصات مرجع ]27[.
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Fig. 7. The effect of temperature changes on the pull-in voltage in two 
cases; with and without Casimir forces.

شکل 7: اثر تغییر دمای یکنواخت در دو حالت وجود و عدم وجود نیروی 
بین مولکولی بر ولتاژ فروکشیدگی

Fig. 6. The effect of characteristic length on the pull-in voltage.
شکل 6: تأثیر طول مشخصه بر ناپایداری فروکشیدگی
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Fig. 5. The effect of pattern the functionally graded material different 
on the pull-in voltage.

شکل 5: اثر تغییر توان فازی n در حالت وجود و عدم وجود نیروی بین 
مولکولی بر ولتاژ فروکشیدگی
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Fig. 10. The fundamental resonance with numerical and perturbation.

 VAC=1mV شکل 10: تشدید اولیه متناظر با
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مستقل از دما فرض کنیم و از ضرایب جدول های 1 و 2 برای به دست آوردن 
رفتار فرکانسی  استفاده نشود آن گاه  تابعی  ماده مدرج  فازهای  ماده  خواص 

متفاوتی از میکروتشدیدگر مطابق شکل 9 مشاهده می شود.
برای صحت سنجی پاسخ فرکانسی به دست آمده از روش اختلال جزئی 
مقایسه   10 در شکل   =0 1/  VDCV برای  عددی  انتگرال گیری  روش  با 
شده است. نتایج پاسخ فرکانسی آن ها تطابق خوبی با یکدیگر دارند و روش 
اختلال جزئی دامنه بیشتری را برای حالت تشدید پیش بینی می کند. شکل 
با  حاضر  تحقیق  بعد  بدون  فرکانس  خوب  بسیار  انطباق  دهنده  نشان   11
مشخصات  که  می باشد   ]28[ مرجع  همگن  میکروتیر  آزمایشگاهی  نتایج 
میکروتیر همگن  الاستیسته جنس  مدول  و   4 با جدول  مشابه  آن  هندسی 
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Fig. 11. The dimensionless frequency based on the present theory 
compared to experimental results in [28]

شکل11: مقایسه فرکانس بدون بعد تحقیق حاضر با نتایج مرجع ]28[.

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

a

 T=1

T=0

Fig. 15. The effect of temperature changes on the fundamental 
resonance

شکل 15: اثر تغییر دما در VDC=0.1V  بر تشدید اولیه
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Fig. 14. The effects of different values of VAC on the fundamental 
resonance.

شکل 14: اثر مقادیر مختلف ولتاژ متغیر در VDC=0.1V بر تشدید اولیه
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Fig. 12. The effects of different values of constant applied voltages on 
the fundamental resonance

شکل12: اثر مقادیر مختلف ولثاژ ثابت در تشدید اولیه
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Fig. 13. The effect of pattern the functionally graded material different 
on the fundamental resonance.

شکل 13: تأثیر توان دانه بندی ها مختلف بر تشدید اولیه
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متفاوت  ثابت  ولتاژ  برای سه  آمده  به دست  فرکانسی  پاسخ  شکل 12 
ثابت  ولتاژ  افزایش  می دهد،  نشان  را  طبیعی خطی  فرکانس  محدوده ی  در 
دامنه  افزایش  و  تشدید  فرکانس  کاهش  نرم شوندگی،  رفتار  ایجاد  باعث 
ارتعاش میکروتیر می شود. شکل 13 تأثیر توان فازی n بر پاسخ فرکانسی 
میکروتشدیدگر را نشان می دهد. با توجه به شکل 13 مشاهده می شود که در 
یک فرکانس تحریک ممکن است دامنه پایای یکتایی وجود نداشته باشد. 
بر  است.  غیرخطی  سیستم های  ویژگی های  از  یکی  پاسخ  نبودن  یکتا  این 
اساس آنالیز پایداری پاسخی که بین دو مماس موازی محور قائم قرار دارد 
دامنه  افزایش  با  فرکانسی  پاسخ  در  شوندگی  افزایش سخت  است.  ناپایدار 
ACV در شکل 14 نشان داده شده است. پژوهش های قبلی )مانند  تحریک 

]29[( نیز این رفتار را گزارش کرده بودند.
شکل 15 اثر سخت شوندگی در طول پدیده تشدید با افزایش دما  نسبت 
0= را نشان می دهد که این افزایش سختی به دلیل  300 KT به دمای اولیه 
ξ2 با افزایش دما می باشد.   ξ3 و کاهش اندازه  ی ضریب  افزایش ضریب 

ξ2 بر کیفیت پاسخ فرکانسی بی تأثیر است اما  مثبت یا منفی بودن ضریب
افزایش این ضریب تمایل سیستم به رفتار نرم شونده را بیشتر می کند. شکل 
16 تأثیر طول مشخصه بر رفتار فرکانسی را نشان می دهد. خم شدن منحنی 
ایجاد منطقه چند مقداری1  باعث  به دلیل وجود عوامل غیرخطی است که 
ارتعاشی تشدیدگر است. در واقع در نظر گرفتن  و پدیده ی پرش2 در رفتار 
طول مشخصه، سختی خطی سیستم را افزایش داده و اثرات غیر خطی بر 
دامنه دینامیکی تشدیدگر را کاهش داده است. صرف نظر کردن از نیروی 
بین مولکولی فرکانس بالاتری را برای میکروتیر مدرج تابعی تخمین می زند، 
در حالی که حضور این نیرو باعث افزایش ناپایداری می شود. شکل 17 این 

اثر را در پاسخ فرکانسی نمایش می دهد.

نتیجه گیری- 4
اثر  تحت  تابعی  مدرج  تشدیدگر  میکرو  رفتار  بررسی  به  مقاله  این  در 
نیروهای الکترواستاتیک، نیروی بین مولکولی و تغییر یکنواخت دما پرداخته 
شد.  انرژی کرنشی با استفاده از تئوری تیر اولر – برنولی، کرنش غیر خطی 
گرین تحت فرضیات غیر خطی هندسی ون-کارمن و تئوری تنش - کوپل 
اصلاح شده به دست آورده شد. اثر توان فازی، طول مشخصه و نیروی بین 
بررسی ها  در  گردید.  مطالعه  استاتیکی  فروکشیدگی  ناپایداری  بر  مولکولی 
نشان داده شد که در نظر گرفتن طول مشخصه و افزایش توان فازی باعث 
خود  اول  فرکانس  در  تشدیدگر  چون  می شوند.  فروکشیدگی  ولتاژ  افزایش 
ارتعاش می کند، معادله دینامیکی به دست آمده با استفاده از مد اول ارتعاشی 
با مقیاس  از روش اختلال جزئی  با استفاده  گسسته سازی شد و پاسخ آن 
هارمونیک،  تحریک  دامنه  افزایش  اثرات  گردید.  محاسبه  چندگانه  زمانی 
افزایش توان فازی و افزایش دما در طول پدیده تشدید در پاسخ فرکانسی 
نرم شونده  و  سخت شونده  رفتارهای  ایجاد  در  می توانند  که  شدند،  مشاهده 
مؤثر باشند. همچنین اثر طول مشخصه مور مطالعه قرار گرفت و مشاهده شد 
که افزایش طول مشخصه تمایل میکروتشدیدگر را برای ایجاد رفتار خطی 
افزایش می دهد. از نتایج این تحقیق می توان در طراحی میکروتشدیدگرهای 

مدرج تابعی در حضور منابع حرارتی استفاده کرد.
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