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استفاده از تئوري کلاسيک صفحات در تحليل ارتعاشات صفحه 

 تابعي دايروي کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک

 2عباس راستگو ;1ابراهيميفرزاد 

 چکيده

( کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک براساس FGMتحليل ارتعاشي صفحات دايروي نازک از جنس مواد تابعي )

ده است. مشخصات صفحه تابعي مطابق تابع تواني از جزء حجمي مواد تشکيل تئوري صفحات کرشهف ارائه ش

دهنده در راستاي ضخامت صفحه و ميدان پتانسيل الکتريکي با يک تابع درجه دو طوري مدل شده است که معادله 

تکيه گاه  ماکسول برآورده شود. معادلات ديفرانسيل حرکت براي اولين بار به صورت تحليلي براي صفحه دايروي با

روش تحليلي ارائه شده از طريق مقايسه نتايج با تحقيقات مشابه و نيز با نتايج  يگيردار حل شده است. درست

روش المان محدود سه بعدي تاييد شده است. در مطالعات عددي تاکيد اصلي، بررسي اثر تغيير شاخص گراديان 

اي تحليلي و نتايج حاصل مدل ساده شده اي براي باشد. پاسخهصفحه تابعي بر روي ارتعاشات سازه مرکب مي

 . دهدمطالعه پارامتري و درک مشخصات ارتعاشي صفحات دايروي ايزوتروپ کوپل با لايه هاي پيزوالکتريک ارائه مي

 کلمات کليدي 

 پيزوالکتريک، تئوري صفحات کرشهف لايه هاي ،مواد تابعي

Vibration Analysis of Thin Circular FGM Plate Coupled 

with Piezoelectric Layers  

Farzad Ebrahimi , Abbas Rastgo 

ABSTRACT 

 

Analytical investigation of the vibration behavior of thin circular functionally graded (FG) plates 

integrated with two uniformly distributed piezoelectric actuator layers based on the classical plate theory 

(CPT) is presented. The material properties of the FG substrate plate are assumed to be graded in the 

thickness direction according to the power-law distribution. The differential equations of motion are solved 

analytically for clamped edge boundary condition of the plate. The detailed mathematical derivations are 

presented and numerical investigations are performed while the emphasis is placed on investigating the effect 

of varying the gradient index of FG plate on the vibration characteristics of the structure.  
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 مقدمه -1

به تازگي رده جديدي از مواد تحت عنوان مواد تابعي 

(FGM)  که در آنها خواص ماده به صورت تابعي پيوسته

نسبت به مکان و بخصوص در راستاي ضخامت سازه تغيير 

کند، معرفي شده اند. اين مواد از ديدگاه ميکروسکوپي غير مي

 شوند.همگن بوده و معمولا از ترکيب فلز و سراميک ساخته مي

اي جهت استفاده در سازه هاي پيشرفته طراحي مواد مرکب لايه

شوند اما تغييرات زياد بين خواص هر لايه در سطح تماس مي

اي بسيار باعث ايجاد تنشهاي برشي بين لايه ،دو لايه مجاور

گردد. اين بزرگ و در نتيجه منجر به پديده جداشدگي لايه هامي

پيوسته در خواص مواد همانند  نقطه ضعف با ايجاد تغييرات

بنابراين  گردد.شود برطرف ميديده مي تابعيآنچه در مواد 

قابليت استفاده در سازه هاي پيشرفته را خواهند  تابعيمواد 

هاي مختلف از جمله  تحليل اي در زمينهداشت. تحقيقات گسترده

 و تحليل ]3[، تحليل ديناميکي  ]2[، تحليل دقيق تنش  ]1[کمانش 

  تابعيغيرخطي ترموالاستيک سازه هاي ساخته شده از مواد 

در سالهاي اخير به علت قابليت  همچنينگزارش شده است.  ] 4[

، و رواج استفاده از مواد پيزوالکتريک به عنوان حسگر يا محرک

هاي مختلف تعبيه مطالعه و بررسي اين مواد که بر روي سازه

هشگران قرار گرفته است. شده اند مورد اقبال بسيار زياد پژو

بهره برداري بهينه از خواص حسگري/  يدر اين راستا، برا

د اندرکنش بين سازه اصلي و ماده يمحرکي اين مواد،با

پيزوالکتريک به خوبي شناخته شود. به تازگي مطالعاتي برروي 

قابليتهاي مختلف مواد پيزوالکتريک براي نصب بر روي 

نيز ارائه شده است. به  عيتابصفحات ساخته شده از مواد 

به  تابعي مستطيلي صفحه ]5[عنوان نمونه اوتاوا و تانيگاوا 

همراه لايه پيزوالکتريک تحت بار گذاري گرمايي گذرا را مورد 

 صفحهاند.يک حل سه بعدي نيز براي بررسي قرار داده

کوپل شده با لايه محرک پيزوالکتريک توسط  تابعي مستطيلي

ماتريس انتقال و  يستفاده از روشهابا ا ]6[ردي و چنگ

يک سازه ] 7[گسترش مجانبي پيشنهاد شده است. وانگ و نودا

هوشمند مرکب از سه لايه شامل يک لايه فلزي و يک لايه 

بين آنها را تحليل کرده اند. در  تابعيپيزوالکتريک و يک لايه 

حاليکه يک مدل اجزاء محدود براي مطالعه کنترل شکل و 

حسگرو به همراه لايه هاي  تابعي مستطيلي فحهصارتعاشات 

پيشنهاد شده  ]8[محرک پيزوالکتريک توسط هي و همکاران

 مستطيلي به تازگي نيز رفتار غير خطي ديناميک صفحهاست.

کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک در بالا و پايين آن که  تابعي

در محيط گرمايي ارتعاشات غيرخطي خواهد داشت توسط 

است. تمامي مطالعات  مورد مطالعه قرار گرفته ]9[گ و شنهوان

با شکل مستطيلي صورت  تابعياشاره شده بر روي صفحات 

گرفته است. از مقدمه ارائه شده و بررسي تحقيقات صورت 

شود که تاکنون تحقيقي براي مي دهيگرفته در اين حوزه د

بررسي و مطالعه رفتار ارتعاشي و مشخصات ديناميکي صفحه 

کوپل شده با لايه هاي پيزوالکتريک  تابعيحلقوي يا دايروي 

 ارائه نشده است. 

در همين راستا، تحقيق حاضربه دنبال يافتن پاسخي تحليلي 

براي رفتار ارتعاشي صفحه دايروي نازک ساخته شده از مواد 

به همراه دو لايه بر مبناي تئوري کلاسيک تغيير شکل  تابعي

ديفرانسيل حرکت به صورت تحليلي  باشد.، معادلهصفحات مي

علاوه بر نتايج عددي مربوطه، روش بدست  حل شده است.

آوردن معادلات نيز به صورت کامل ارائه شده است.  کاربرد 

 شاخصمدل پيشنهاد شده با مطالعه اثرات مربوط به تغيير 

بر روي مشخصات ارتعاشي سازه  تابعيگراديان صفحه 

نتايج حاصل از روش  قتو د يدرستبررسي شده است. 

پيشنهادي با مقايسه نتايج آن با نتايج موجود در تحقيقات 

مشابه براي صفحه فلزي و همچنين با مقايسه آن با نتايج 

 حاصل از تحليل سه بعدي اجزاء محدود اثبات شده است.

 و پيزوالکتريک تابعيمواد  -2

مدلهاي تحليلي و محاسباتي مختلفي براي توزيع مکاني 

پيشنهاد شده است. در  تابعييزيکي و مکانيکي مواد خواص ف

اين تحقيق از تابع تواني ساده جزء حجمي مواد تشکيل دهنده 

در راستاي ضخامت صفحه استفاده خواهد شد. لذا براي ماده 

( برقرار 1ساخته شده از مخلوط فلز و سراميک رابطه ) تابعي

 است:

1 cm VV  (1) 

به ترتيب جزء حجميي سيراميک و فليز ميي      mVو cV که در آن 

در راسيتاي ضيخامت صيفحه بيه      cVباشند. همچنيين تغيييرات   

 ]11[گردد:( بيان مي2صورت رابطه)

0,)212(  ghzV g

fc, (2) 

شاخص گرادييان ايين    gو  تابعيضخامت صفحه  fh2 که در آن

و  Eشيود کيه ميدول الاستسسييته     باشيد . فيرم ميي   ماده ميي 

در راستاي ضخامت صيفحه و بير مبنياي     تابعيماده  چگالي

در راسيتاي   υتغيير کنيد در حاليکيه نسيبت پواسيون      (3رابطه )

 .]11[گرددضخامت ثابت فرم مي

mcmc EzVEEzE  )()()(  

mcmc zVz   )()()(  

 )(z  

(3) 

فلييز ترتيييب بييه اجييزاء  بييه cو   mکييه در آن زيرنييويس هيياي 

( در 2پس از جاگيذاري از معادليه )   .شوندوسراميک مربوط مي
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( 4با تيابع تيواني )   تابعيتغييرات خواص در صفحه ( ، 3معادله )

اسيت مشيخص    ]11[که همانند تيابع پيشينهادي ردي و پيراوين   

 شود: مي

m

g

fmc EhzEEzE  )212)(()(  

m

g

fmc hzz   )212)(()(  
(4) 

 اسييتاتيک بييراي يييک ميياده -ي دو بعييدي الاسييتومعادلييه اساسيي

پيزوالکتريک در مختصات قطبي و بير مبنياي تئيوري کلاسييک     

 :]12[است (5صفحات به صورت رابطه )

z

E

rr

Ep

rr EeCC 311211    (5) 

z

E

rr

Ep EeCC 311112     (6) 

   EE

r

EEp

r CCzCC 12111211     (7) 

 kEاجزاي تينش و کيرنش و    به ترتيب معرفkو iکه در آن 

Eباشند. همچنين اجزاي ميدان الکتريکي مي

ijC    اجيزاي مياتريس

ثابت کاهيده نفوذ پذيري ماده پيزوالکترييک بيوده    31eو سختي 

 :]12[( داده شده اند 12و به صورت رابطه )

  EEEE CCCC 33

2

131111   
EE CeCee 3333133131 

 

  EEEE CCCC 33

2

131212  

 ijCمعرف ثابت نفوذ پيذيري مياده  پيزوالکترييک و      eکه در آن 

 درايه هاي ماتريس مدول الاستسسيته هستند.

 معادلات اساسي در ميدان پتانسيل الکتريکي -3

در بيشتر کاربردهاي عملي نسبت شعاع به ضخامت صفحه 

و از فرضيات کرشهف که در آن اثر تغيير  بوده 11بيشتر از 

توان است، مي يمکان برشي و اينرسي دوراني قابل چشم پوش

استفاده نمود. براساس اين تئوري کلي ترين حالت ميدان تغيير 

 :]12[( است8اد شده به صورت رابطه )يمکان براي صفحات 
),,(),,( trwtruu zz    (8) 

r
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


 ),,(   (9) 









r

u
ztruu z),,(  (01) 

 θ و rبه ترتيب تغيير مکانها در راستاي  zuو  θuو  ru که در آن 

لاييه هياي   شود که جهت قطيب در  هستند. همچنين فرم مي zو

باشد و در صورت اعمال پتانسيل مي zپيزوالکتريک در راستاي 

الکتريکي خارجي در اين لايه ها، يک ديفرانسيل کرنش که خيود  

گيردد. در  مش صفحه را به دنبال خواهيد داشيت ، ايجياد ميي    خ

و لايييه هيياي   تييابعياينصييورت اجييزاي کييرنش در صييفحه    

 :]13[شوندمي ( داده12(و)11پيزوالکتريک به صورت روابط )
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بيه   تابعيون هوک مولفه هاي تنش در صفحه حال بر اساس قان

 :]38[شوند ( بيان مي16)-(14صورت روابط)
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 و تيابعي نشان دهنيده متغيير در صيفحه     fکه در آن بالانويس 

E(z)  مدول يانگ صفحهFG ( بييان شيده   4ر معادليه ) است که د

 است. 

مختلفي براي توزيع پتانسيل الکتريکي در لايه مدلهاي 

وجود دارد. در اين تحقيق از تابع درجه دوم زير  پيزوالکتريک

پيشنهاد شده است استفاده  ]14[که توسط وانگ و همکاران 

 شود:مي

    ),,(221
2

trhhhz ppf    (01)  

),,(که در آن  tr       پتانسيل الکتريکيي در صيفحه ميياني لاييه

تيابعي و   صيفحات به ترتيب ضخامت    phو  fh2 و  پيزوالکتريک

تغييير   و Eحال شيدت مييدان الکتريکيي    باشند. مي پيزوالکتريک

در مختصات استوانه اي بيه صيورت روابيط     D الکتريکيمکان 

 ]:15[( خواهد بود21)-(18)

)(1111
r

ED rr
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   rrzz eED 3133  (21) 

ثابتهييياي کاهييييده دي الکترييييک لاييييه     ,1133کيييه در آن

 ]:14[( داده شده اند21پيزوالکتريک بوده و به صورت رابطه )

)( 33

2

333333

ECe 1111  (20) 

 ثابتهاي دي الکتريک لايه پيزوالکتريک هستند. ,3311و

 معادلات حاکم -4

براي بدست آوردن معادلات حاکم بر سيستم صفحه 

کوپل با لايه هاي پيزوالکتريک ابتدا اجزاي  تابعي دايروي

بدست  (22گشتاور خمشي و نيروي برشي را به صورت )

 :]13[شود يآورده م
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( و 7( تا )5( در معادلات )13( تا )11حال با جايگذاري معادلات )

( تيا  22صيل در معيادلات )  ( و جايگذاري معادلات حا16( تا )14)

معادليه حياکم بير صيفحه     در  يانيي ( و جايگيذاري روابيط پا  26)

  کرشهف :
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 آيد: بدست مي (28به صورت رابطه )معادله ديفرانسيل حرکت 
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(28) 

 لاپلاسين در مختصات استوانه اي بوده و پراتوراکه در آن 
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)~(20 ppff hhP    
 

 

و لاييه هياي    تيابعي به ترتيب چگيالي صيفحه     pρو  fρکه درآن  

دله ماکسول، باشند. توجه شود که بر مبناي معاپيزوالکتريک مي

ديورژانس چگالي شار الکتريکي در تميامي نقياط داخيل محييط     

بايستي صفر گردد. اين شرايط با صيفر قيرار دادن انتگيرال    مي

ديورژانس چگالي شار الکتريکي در راستاي ضخامت لايه هياي  

  ( بيرآورده 29بيه صيورت رابطيه )   θ و rپيزوالکتريک براي هير  

 :]15[گرددمي
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(29) 

اپراتييور


اپراتييور گراديييان در مختصييات   (29در معادلييه )  

( در 21( تا )18باشد. حال با جايگذاري معادلات )استوانه اي مي

 شود: حاصل مي (31رابطه ) (29معادله )

0
812 33

31

2

33

11

2








w

ehh pp
  (11) 

 روش حل -5

را  توان ( مي31( و )28در آغاز با حل همزمان معادلات )

 ( بدست آورد:31به صورت رابطه ) wبرحسب 

 

2

2

3331

11

33
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 (10) 

 

و جايگذاري  (31نک با اعمال اپراتور لاپلاسين به معادله)يا

( ،معادله ديفرانسيل از نوع 28رابطه بدست آمده در معادله )

معادله با مشتقات جزئي دي کوپله از مرتبه شش به صورت 

 شود:( حاصل مي32رابطه)

0)(
2

2

02

2

123 










t

w
P

t

w
PwPwP  (12) 

 که در آن:

33011

2

1 12 PhP p

 
33

2

31

3

212 6 ehDDP p  

3311

2

213 12)(  phDDP  (11) 

 : ]39[ شود( ابتدا فرم مي32براي حل معادله )
 tmierwtrw   )(),,( 1  (11) 

عيدد   mفرکانس طبيعي زاويه اي صيفحه مرکيب و    ωکه در آن 

( بير  32موج در راستاي محيطي است. بيا بياز نويسيي معادليه )    

1)(مبناي  rw ( و پس از حيذف جميلات   34و استفاده از معادله )

 شود:حاصل مي 35نمايي رابطه 

010

2

11

2

1213  wPwPwPwP   (11) 

 که در آن:
2222 rmrdrddrd    

ه از روش جداسازي حل کيرد.  توان با استفاد( را مي35معادله )

  در مرکيز صيفحه غيير تکيين    1wبا در نظر گرفتن اين نکتيه کيه   

 توان براي آن پيشنهاد کرد: را مي (36باشد، راه حل کلي )مي





3

1

1 )(
n

nnmnm rZAw   (11) 

 که در آن:

11 x , 22 x , 33 x  (11) 

 1, ,x2, x 3 x ( 37در رابطه)     ( 38ريشيه هياي معادليه مشخصيه) 

 باشند:مي
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2

1
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3

3  PxPxPxP   (18) 
 و
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  (19) 

)(و  =1iو2و3کييه در آن rJ im  و)( rI im   بييه ترتيييب  توابييع

نيک بيراي   يا باشيند. تبه اول معمولي و اصلاح شيده ميي  بسل مر
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5

),,(بدست آوردن جواب مناسبي براي tr  شود:، فرم مي  
 tmiertr   )(),,( 1  (11) 

( حل بر طبق رابطه 31( در معادله )36نک با جايگذاري معادله )يا

1)(( براي 41) r شود:حاصل مي 

  

 )())(

2(16)(

11

2

011

4

21

3

1

2

31

21

33311

rZPDD

ehshAer

nmnn

n

pnnpmn







 




 (10) 

 حل معادلات  -6

حال معادلات مربوط به شرايط مرزي در حالت گيردار به 

 گردد:بيان مي (42صورت رابطه )
)(0 0111 rratdrddrdww    (12) 

 ( خواهد بود:43و معادله مشخصه به صورت رابطه )
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فرکيانس   و   rکه در آن علامت پرايم معرف مشتق نسيبت بيه   

از معادليه   باشيد. پيس از محاسيبه    اي بي بعد ميطبيعي زاويه

بييه  1wهاي مييد ( شييکل42( و )36( و اسييتفاده از معييادلات )43)

 آيد:( بدست مي47صورت )
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(11) 
( پتانسييل  42( و )41( ، )36به عيلاوه بيا اسيتفاده از معيادلات )    

 گردد:( ارائه مي48الکتريکي به صورت رابطه )
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(18) 
قبل ازشروع بحث و بررسي نتايج، براي تاييد نتايج حاصل 

 ]14[به مقايسه آنها با نتايج ارائه شده توسط وانگ و همکاران 

شود. که براي صفحه دايروي فولادي ارائه شده، پرداخته مي

کوپل  تابعيراي صفحه همچنين از آنجا که تاکنون نتايجي ب

هاي پيزوالکتريک در تحقيقات موجود ارائه نشده شده با لايه

است به تاييد نتايج با مقايسه آنها با نتايج حاصل از تحليل 

شود. مدل اجزاء محدود ياجزاء محدود سه بعدي پرداخته م

گره اي با تعداد کل  8ارائه شده شامل المانهاي سه بعدي 

           المان و با سه درجه آزادي 24276گره و تعداد  26951

 تابعي) جابجايي( براي هر گره در مورد المان مربوط به صفحه 

درجه آزادي )سه درجه جابجاي ، دما ، ولتاژ و خواص  6و 

مغناطيسي( براي المان مربوط به لايه هاي پيزوالکتريک خواهد 

 بود.

 و پيزوالکتريک تابعي (: خواص مواد1جدول )

FGM 
Plate 

Ec = 502 Gpa0.0 Em = 500 
ρc =0000 (kg/m3) ρm =0000 

PZT4 
Layers 

e31 (C/m2)=-1.1 e33=11.1 

ρp =0200 (kg/m3) e15 =10.2 

EC11 105 Gpa EC12 01 

11 =0.151 (nF/m) 33 =2.011 

EC13 00,   EC55 52 EC33 112 

 ارائه نتايج حاصل و بحث و بررسي آنها  -7

کوپل  تابعي در اين بخش، صفحه دايروي از جنس مواد

هاي پيزوالکتريک تحت شرايط تکيه گاهي گيردار و شده با لايه

مورد بررسي قرار ( 1ول)خواص فيزيکي مطابق جد يدارا

متر و  6/1شعاع خارجي صفحه دايروي برابرخواهد گرفت. 

 تابعينسبت ضخامت هر لايه پيزوالکتريک به ضخامت صفحه 

در نظر گرفته شده است. اولين سه فرکانس طبيعي  1/1برابر 

ا لايه هاي پيزوالکتريک که با يبدون و  تابعي صفحه دايروي

ائه شده در مقاله حاضر محاسبه استفاده از روش تحليلي ار

اند. اين نتايج با نتايج حاصل ارائه شده 3و2شده اند، در جداول 

 از تحليل اجزاء محدود سه بعدي نيز مقايسه شده است.
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 تابعي : فرکانس هاي طبيعي صفحه دايروي (2جدول )

Power 
Index 

Mode 
no. 

FGM plate 

g m Present 
Method 

Present 
(FEM) 

Diff. 
(%) 

Wang et 
al.[14] 

      

1 1 138842 139827 1861 138848 

1 288815 289871 1857 288821 

2 472855 473845 1819 472879 

     

1 1 134863 135843 1859 - 

 

1 281817 281878 1857 - 

2 459862 461845 1818 - 

     

3 1 132871 133863 1869 - 

 

1 276819 278814 1867 - 

2 453819 454834 1828 - 

     

5 1 132812 133816 1871 - 

 

1 274896 276885 1869 - 

2 451816 452839 1829 - 

     

7 1 131885 132878 1871 - 

 

1 274839 276825 1867 - 

2 451813 451846 1829 - 

     

9 1 131869 132871 1876 - 

 

1 274817 276819 1873 - 

2 449861 451884 1828 - 

     

11 1 131864 132855 1868 - 

 
1 273896 275879 1867 - 

2 449842 451866 1828 - 

 

کوپل با لايه هاي  تابعي صفحه دايروي  ي( : فرکانس ها3جدول )

  تابعيپيزوالکتريک براي مقادير مختلف گراديان 

Power 
Index 

Mode 
no. 

FGM plate 

g m Present 
Method 

Present 
(FEM) 

Diff. 
(%) 

Wang et 
al.[14] 

      

0 

 

0 361341 366341 03.1 3613.3 

3 21.312 100361 03.2 21130. 

2 61031. 612342 0364 610342 

     

3 0 360324 362322 331. - 

 

3 2133.1 21.3.2 3311 - 

2 6..3.6 6.2301 034. - 

     

1 0 31.3.6 360340 3364 - 

 

3 2..311 21236. 3362 - 

2 6.2311 6.4343 03.4 - 

     

. 0 31.303 36030. 336. - 

 3 2..323 213311 3361 - 

2 6.3334 6.63.3 03.. - 

     

. 0 31.3.4 3113.2 336. - 

 

3 2.1341 2103.1 3361 - 

2 6.0310 6.131. 03.. - 

     

1 0 31.342 3113.1 33.3 - 

 

3 2.4360 2103.6 3361 - 

2 6413.1 6.1334 03.0 - 

     

30 0 31.3.. 311343 3364 - 

 
3 2.1311 210363 3362 - 

2 469866 473826 1876 - 

گردد نتايج ( مشخص مي3(و)2همانطور که از جداول )

 يحاصل از روش تحليلي حاضر در حالت صفحه فولادي برابر

و همچنين همخواني قابل  ]14[جع بسيار خوبي با نتايج مر

قبولي با نتايج حاصل از تحليل اجزاء محدود براي گراديانهاي 

 مختلف دارد. تابعي

بر روي  تابعيدر مرحله بعد بررسي اثر تغيير گراديان 

مشخصات ارتعاشي صفحه مربوطه انجام شد. نتايج ارائه شده 

ر گراديان دهد که با افزايش مقدا( نشان مي3( و )2در جداول )

، فرکانس طبيعي مربوط به تمامي مدهاي فرکانسي تابعي

يابد. به علاوه اين روند کاهش فرکانسي براي سيستم کاهش مي

باشد.به عنوان نمونه مقادير کوچکتر گراديان آشکارتر مي

 3به  1(، با افزايش مقدار گراديان از 2مطابق نتايج جدول )

طبيعي مد اول سيستم به  درصد(، فرکانس 211)افزايشي برابر 

يابد در حالي که براي همين درصد کاهش مي 43/1مقدار 

 211)افزايشي برابر  9به  3از   صفحه، با افزايش مقدار گراديان

درصد(، فرکانس طبيعي مربوط به همين مد فرکانسي به مقدار 

يابد. اين روند در مورد مدهاي ديگر درصد کاهش مي 76/1

ا لايه هاي پيزوالکتريک نيز يبدون و  يتابعارتعاشي صفحه 

(، با افزايش 3درست است. به عنوان مثال مطابق جدول شماره )

، فرکانس طبيعي مد سوم سيستم  3مقدار گراديان از صفر به 

 54/3کوپل با لايه هاي پيزوالکتريک به مقدار  تابعيصفحه 

يابد در حالي که براي همين صفحه، با افزايش درصد کاهش مي

، فرکانس طبيعي مربوط به همين مد  11به  5مقدار گراديان از 

دن بهتر ييابد. براي ددرصد کاهش مي 32/1فرکانسي در حدود 

اين روند و بررسي اثرات تغيير گراديان بر روي فرکانسهاي 

( براي نمايش اين 2( و )1طبيعي سيستم، شکلهاي شماره )

ستم ارائه شده اثرات در مورد مدهاي فرکانسي اول وسوم سي

شود يده مي( د2( و )1است. همانطور که از شکلهاي شماره )

روند کاهش فرکانس طبيعي با افزايش مقدار گراديان مربوط به 

تمامي مدهاي فرکانسي سيستم و برجسته بودن اين اثر در 

تر در تمامي حالات مورد مطالعه  مورد مدهاي فرکانسي پايين
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قرار است ولي براي هوشمند بر تابعيسيستم صفحه 

ثابت  ي، فرکانسهاي طبيعي تا اندازه ا7گراديانهاي بزرگتر از 

 مانند.مي

توان نتيجه گرفت که براي گراديانهاي بسيار در واقع مي

تبديل به يک صفحه فلزي و صفحه مرکب  تابعيبزرگ، صفحه 

      مربوطه به يک صفحه هوشمند مرکب داراي هسته فلزي

 گردد. مي
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حاضر يک مدل تحليلي براي ارتعاش  يک صفحه  قدر تحقي

کوپل شده با لايه هاي  تابعيدايروي مرکب از يک صفحه 

پيزوالکتريک براساس تئوري صفحه کرشهف ارائه شده است. 

معادلات ديفرانسيل حرکت براي اولين بار به صورت تحليلي 

ي براي صفحه با شرايط مرزي گيردار حل شده و پاسخها

روش تحليلي ارائه شده از  يتحليلي بدست آمده است. درست

طريق مقايسه نتايج با نتايج ارائه شده در تحقيقات مشابه و 

همچنين با مقايسه با نتايج حاصل از روش  المان محدود سه 

 بعدي تاييد شده است.
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 سومبر روي فرکانس هاي طبيعي مد اول و  تابعياثر گراديان  :(2( و )1شکل )

در مطالعات عددي تاکيد اصلي بر بررسي اثر تغيير 

بر روي مشخصات  تابعيشاخص گراديان صفحه 

باشد. همچنين با مقايسه ارتعاشي سازه مربوطه مي

نتايج روش حاضر و نتايج بدست آمده از روش اجزاء 

محدود تطابق بسيار خوبي مشاهده شده است. همچنين 

نسهاي پايينتر، روش براي تمامي شرايط مرزي در فرکا

تحليلي پيشنهادي نتايج نزديکتري به نتايج حاصل از 

روش المان محدود در مقايسه با فرکانسهاي بالاتر ارائه 

نمايد. به علاوه با افزايش مقدار گراديان، فرکانس مي

طبيعي مربوط به تمامي مدهاي فرکانسي سيستم براي 

ين اين يابد. همچنتمامي شرايط تکيه گاهي کاهش مي

روند کاهش فرکانس براي مقادير کوچکتر گراديان 

يلي و نتايج حاصل ، باشد. پاسخهاي تحلمشهودتر مي

اي براي مطالعه پارامتري و درک مدل ساده شده

کوپل با لايه  تابعي  مشخصات ارتعاشي صفحات دايروي

تواند در هاي پيزوالکتريک ارائه مي دهد. اين نتايج مي

هاي پيزوالکتريک هوشمند شده با لايههاي طراحي سازه

در کاربردهاي صنعتي همچون موتورهاي التراسونيک 

 مورد استفاده قرار گيرد.
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