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چکیده: در این مقاله با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح شده به معرفی المان جدید پوسته استوانه ای پرداخته شده است. از 
آنجا که تئوری کلاسیک قادر به محاسبه صحیح سختی و احتساب اثر اندازه در سازه های میکرو/نانو نمی باشد، تئوری های مرتبه 
بالاتر مانند تئوری تنش کوپل اصلاح شده بسیار مورد توجه قرار گرفته است. در این مقاله با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح 
شده و با استفاده از مدل پوسته به جای مدل تیر، کمانش نانو لوله ها با استفاده از روش اجزاء محدود مورد بررسی قرار گرفته 
است. المان جدید براساس توابع شکل سوپر المان ها تعریف و ماتریس جرم و سختی بدست آمده است. علاوه بر سوپر المان 
پوسته استوانه ای تئوری تنش کوپل اصلاح شده، سوپر المان پوسته استوانه ای کلاسیک با فرض اثر اندازه صفر در روابط بدست 
آمده، قابل تعریف می باشد. در حالت خاص، به منظور بررسی کاربرد روابط بدست آمده کمانش نانو پوسته استوانه ای با استفاده از 
المان پوسته استوانه ای تئوری تنش کوپل اصلاح شده مورد مطالعه قرار گرفته و درستی نتایج با استفاده از نتایج بدست آمده از 
روش تحلیلی نشان داده شده و تاثیر پارامترهایی نظیر اثر اندازه، طول و ضخامت بر کمانش پوسته استوانه ای بررسی شده است.
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مقدمه- 1
مکانیکی،  خواص  سبب  به  میکرو/نانو  اجزای  نانو،  علم  پیشرفت  با 
نانو سازه هایی  و  برترشان، بطور گسترده در میکرو  الکترونیکی  و  شیمیایی 
همچون میکرو الکترومکانیک ها و نانو الکترومکانیک ها بکار گرفته شده اند و 
توجه بسیاری از پژوهشگران را به خود جلب کرده اند. در تمامی این کاربردها، 
اثر اندازه، منطبق با نتایج آزمایشگاهی، نقش بسیار مهمی در مطالعه صحیح 
رفتار این سازه ها خواهد داشت. به همین منظور از آنجا که مکانیک کلاسیک 
محیط پیوسته در پیش بینی صحیح رفتار این سازه ها به سبب فقدان اثر اندازه 
دچار خطا می گردد، استفاده از تئوری های مرتبه بالاتر نظیر تئوری گرادیان 
محاسبات  در  اندازه  اثر  احتساب  به  قادر  که  کوپل  تنش  تئوری  و  کرنش 

می باشند، گسترش یافته است ]1-7[. 
در دهه 1960، تعدادی از پژوهشگران با درنظر گرفتن گرادیان چرخش 
مرتبه بالاتر به عنوان ماتریس تغییر شکل که منجر به صرف نظر کردن از 
تئوری  معرفی  به  می شود،  دوم  مرتبه  شکل  تغییر  گرادیان  متقارن  قسمت 
تنش کوپل پرداختند ]11-8[. پس از معرفی این تئوری که شامل دو پارامتر 
اثر اندازه مرتبه بالا علاوه بر دو ثابت لامه است، یانگ و همکاران به معرفی 
تئوری تنش کوپل اصلاح شده که تنها شامل یک پارامتر اثر اندازه مرتبه بالا 
است، پرداختند ]12[. این تئوری با معرفی معادله جدید تعادل کوپل ها، علاوه 
بر معادلات تعادل نیروها و مومنتوم نیروها، گسترش یافته است. مطالعات 
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به  است.  انجام شده  اصلاح شده  تنش کوپل  تئوری  از  استفاده  با  بسیاری 
عنوان مثال شنگلی و همکاران ]13[ با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح 
شده به بررسی مسائل دینامیکی تیر اویلر-برنولی پرداخته اند و اثر اندازه بر 
ارزیابی  با دو نوع شرایط مرزی، مورد  را مطابق  روی فرکانس های طبیعی 
قرار دادند و تفاوت عمده ای میان نتایج بدست آمده از تئوری تنش کوپل 
اصلاح شده و تئوری محیط پیوسته کلاسیک مشاهده کردند. ردی ]14[ با 
استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح شده، خمش صفحات دایروی متقارن را 
مورد بررسی قرار داده و امکان استفاده از روابط بدست آمده برای گسترش 
پاسخ تحلیلی ارتعاشات آزاد، خمش و کمانش نمونه های خطی را نشان داده 
است. قربان پور آرانی و همکاران ]15[ ارتعاشات غیر خطی و ناپایداری نانو 
از  استفاده  با  را  پسترناک  ویسکو  بستر  در  سیال  حاوی  جداره  دو  لوله های 
تئوری تنش کوپل اصلاح شده مورد بررسی قرار داده و اثر پارامتر اثر اندازه 

را بر ارتعاشات آزاد غیر خطی و ناپایداری را ارزیابی کرده اند.
درنظر  بر  علاوه  سازه ها،  میکرو/نانو  رفتار  پیش بینی صحیح  منظور  به 
از مدل هندسی مناسب جهت مدل سازی  استفاده  اندازه،  اثر  پارامتر  گرفتن 
صحیح سازه ها و المان ها نیز مورد نیاز می باشد. از آنجا که امروزه استفاده از 
نیز  موضوع  این  اهمیت  یافته،  فراوانی  سازه ها گسترش  نانو  در  لوله ها  نانو 
دوچندان شده است ]19-16[. تاکنون مطالعات بسیاری با استفاده از تئوری 
شده  انجام  اویلر-برنولی  و  تیموشنکو  تیر  مدل  و  شده  اصلاح  کوپل  تنش 
است ]23-20[. آکگوز و همکاران ]24[ با استفاده از مدل تیر اویلر-برنولی 
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و تئوری تنش کوپل اصلاح شده پاسخ ارتعاشی میکرو تیر غیریکنواخت را 
مورد بررسی قرار دادند و اثرات خواص مادی و نسبت مخروطی شدن را بر 
روی فرکانس طبیعی نشان دادند. محمدآبادی و همکاران ]25[ به بررسی 
از  استفاده  با  ردی  و  اویلر-برنولی  تیموشنکو،  تیر  میکرو  مدل  سه  کمانش 
تئوری تنش کوپل اصلاح شده پرداختند و اثر ضخامت تیر، پارامتر اثر اندازه 
دادند.  نشان  را  تیرها  بحرانی میکرو  بار کمانشی  بر روی  پواسون  نسبت  و 
کارمن  ون  هندسی  غیرخطی  تئوری  از  استفاده  با   ]26[ همکاران  و  وانگ 
علاوه بر مدل تیر اویلر-برنولی و تئوری تنش کوپل اصلاح شده به بررسی 
ارتعاشات آزاد غیرخطی میکروتیرها پرداخته و وابستگی فرکانس ها بر پارامتر 
اثر اندازه و نسبت پواسون را نشان داده و مشخص نمودند که، فرکانس های 
ارتعاشی غیرخطی بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده بزرگتر از تئوری 
به   ]27[ همکاران  و  طادی  می باشند.  تجربی  نتایج  با  منطبق  و  کلاسیک 
بررسی ناپایداری پولین وابسته به اثر اندازه نانو آیینه های چرخشی با استفاده 
نتایج  میان  مناسبی  تطابق  و  پرداختند  شده  اصلاح  کوپل  تنش  تئوری  از 

آزمایشگاهی و تئوری ارائه شده نسبت به تئوری کلاسیک مشاهده نمودند.
از آنجا که ساختار هندسی نانو لوله ها به صورت پوسته استوانه ای می باشد، 
استفاده از مدل تیر منجر به پیش بینی صحیحی از رفتار نانو لوله ها نخواهد 
شد. به عنوان مثال در بررسی رفتار ارتعاشی نانولوله های چند جداره که سه 
فرکانس طبیعی در سه راستای مختلف برای هر نانو لوله وجود داشته و از 
طرف دیگر نانولوله های چند جداره با نیروهای واندروالس کوپل شده اند، سه 
ایزوله  لوله های  نانو  به  لوله ممکن است نسبت  نانو  از هر  فرکانس طبیعی 
صحیح  پیش بینی  در  پوسته  مدل  از  استفاده  بنابراین  باشند.  متفاوت  شده 
با یک فرکانس طبیعی  نانولوله های چند جداره نسبت به مدل تیر که  رفتار 
می باشد، در پیش بینی صحیح رفتار میکرو/ نانو سازه ها بسیار اثرگذار خواهد 
بود ]28[. امروزه اهمیت این موضوع نظر بسیاری از پژوهشگران را به خود 
با   ]33] و همکاران   مثال سهمانی  عنوان  به   .]29-32[ است  نموده  جلب 
به کارگیری مدل پوسته و تئوری تنش کوپل اصلاح شده به بررسی پاسخ 
استوانه ای  پوسته  میکرو  از  استفاده  با  اندازه  به  وابسته  دینامیکی  پایداری 
ناپایداری  محدوده  افزایش عرض  و  پرداختند  بالاتر  مرتبه  تغییر شکل پذیر 
با کاهش پارامتر اثر اندازه را نشان دادند. قربان پور آرانی و همکاران ]34[ 
از تئوری  با استفاده  نانو لوله های دو جداره را  الکترو-ترمومکانیکال  کمانش 
پوسته استوانه ای پیزو الکتریک نانلوکال مورد بررسی قرار داده و اثر بارهای 
دمایی و الکتریکی بر رفتار کمانشی نانو لوله های دو جداره را ارزیابی کرده و 
نشان داده اند که میدان الکتریکی و جهت آن بر میزان بار بحرانی کمانش اثر 
گذار می باشد.. ضیغم پور و همکاران ]35[ با استفاده از مدل پوسته و تئوری 
تنش کوپل اصلاح شده به بررسی رفتار دینامیکی نانو لوله دو جداره کربنی 
پرداختند و اثر پارامترهایی نظیر اندازه و سرعت سیال بر نتایج بدست آمده از 

تئوری کلاسیک و تئوری تنش کوپل اصلاح شده را نشان دادند. 
موجود  پیچیدگی های  بدلیل  تحلیلی  روش  از  استفاده  آنکه  علت  به 
پیچیده  هندسه  یا  بارگذاری  وجود  همانند  میکرو/نانو،  مقیاس  سازه های  در 

اجزاء  روش  همانند  روش ها  سایر  از  استفاده  نمی باشد،  پذیر  امکان  همواره 
محدود که یکی از روش های رایج بررسی رفتار میکرو/ نانو سازه ها می باشد 
و با روندی ساده به تحلیل و شبیه سازی سازه های پیچیده می پردازد، اهمیت 
این روش استفاده کرده اند  از  تاکنون  ویژه ای می یابد. پژوهشگران بسیاری 
خمشی  رفتار  بررسی  به   ]41[ همکاران  و  متز  مثال  عنوان  به   .]36-40[
پرداخته اند.  محدود  اجزاء  روش  از  استفاده  با  پلیمری  الکترومکانیکال های 
احتساب  و  گره ای  نه  صفحه  المان  از  استفاده  با   ]42[ همکاران  و  تجلی 
صفحه های  میکرو/نانو  دینامیکی  پولین  سیال،  فشار  و  غیرخطی  هندسه 
الکترواستاتیکی را مورد بررسی قرار دادند.. توجه به این نکته ضروری است 
که تمامی این مطالعات براساس تئوری محیط پیوسته کلاسیک انجام شده، 
درحالی که همانگونه که پیش از این نیز اشاره شد، به منظور پیش بینی صحیح 
به  قادر  تنها  نه  کلاسیک  پیوسته  محیط  تئوری  سازه ها،  میکرو/نانو  رفتار 
محاسبه صحیح سختی میکرو/نانو سازه ها نمی باشد، بلکه پارامتر اثر اندازه را 
نیز در محاسبات لحاظ نخواهد کرد. بنابراین این تئوری پیش بینی صحیحی 
از رفتار میکرو/نانو سازه ها نخواهد داشت و به منظور بررسی رفتار این سازه ها 
و درنتیجه در نظر گرفتن اثر اندازه، می باید تئوری های مرتبه بالاتر در روش 

اجزاء محدود مورد استفاده قرار گیرند. 
از طرف دیگر در روش اجزاء محدود به منظور افزایش دقت محاسبات، 
افزایش تعداد المان های مش بندی امری رایج می باشد که منجر به افزایش 
زمان تحلیل می گردد. بنابراین کاهش تعداد المان ها و درجات آزادی بدون 
حجم  کاهش  سبب  به  پژوهشگران  زیاد  توجه  مورد  نتایج  دقت  کاهش 
از  استفاده  از جمله  بسیاری  دارد. روش های  قرار  تحلیل  زمان  و  محاسبات 
سوپر المان ها برای کاهش درجات آزادی و افزایش کارایی محاسبات وجود 
سازه ها  تحلیل  در  المان ها  سوپر  از  استفاده  و  گسترش  امروزه   .]43[ دارد 
از سوپر  استفاده  با   ]44[ لوکاس  مثال،  به طور  است.  یافته  بسیار گسترش 
المان به بررسی مسائل پوسته های الاستوپلاستیک پرداخته است. ارتعاشات 
تیر و صفحه  اجزاء محدود  المان  از سوپر  استفاده  با  آزاد صفحه مستطیلی 
نتایج مناسبی در  و  قرار گرفته  توسط کوکو و همکاران ]45[ مورد مطالعه 
با  . احمدیان و همکاران]46[  با مطالعات دیگر مشاهده شده است  مقایسه 
استفاده از سوپر المان به تحلیل ارتعاشات صفحات مستطیلی اورتوتروپیک 
با شرایط مرزی مختلف و احتساب جابجایی خمشی پرداخته اند و در نهایت 
تطابق بسیار مناسبی میان نتایج بدست آمده از یک سوپر المان و 625 المان 

معمولی را نشان داده اند. 
با توجه به مطالب ذکر شده، در این مقاله با استفاده از روش اجزاء محدود 
و تئوری تنش کوپل اصلاح شده، سوپر المان جدید پوسته استوانه ای معرفی 
شده و ماتریس جرم و سختی با استفاده از توابع شکل بدست آمده و نحوه 
کاربرد المان جدید در بررسی کمانش نانو لوله ها ارائه و نتایج حاصل با نتایج 
بدست آمده از حل تحلیلی تئوری تنش کوپل اصلاح شده مقایسه شده است. 
تاثیر پارامترهایی نظیر اثر اندازه و طول بر کمانش پوسته استوانه ای بررسی 
و مشخص گردیده که استفاده از سوپر المان جدید علاوه بر دارا بودن دقت 
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بالا، حجم محاسبات را کاهش و سرعت همگرایی را افزایش می دهد.  

 تعریف المان- 2
میکرو/نانو  رفتار  صحیح  پیش بینی  منظور  به  شد  گفته  که  همانطور 
از مدل هندسی  استفاده  اندازه،  اثر  پارامتر  گرفتن  درنظر  بر  سازه ها، علاوه 
مناسب جهت مدل سازی صحیح سازه ها و المان ها نیز مورد نیاز بوده و از آنجا 
که ساختار هندسی نانو لوله ها به صورت پوسته استوانه ای می باشد، استفاده 
از مدل تیر منجر به پیش بینی صحیحی از رفتار نانو لوله ها نخواهد شد، در 
نتیجه نیاز به استفاده از مدل پوسته می باشد. از طرف دیگر به منظور رفع 
مشکل بارگذاری یا هندسه پیچیده از یک طرف و افزایش دقت محاسبات 
زمان  کاهش  و  آزادی  درجات  و  مش بندی  المان های  تعداد  افزایش  بدون 
تحلیل در روش اجزاء محدود از طرف دیگر، بدون کاهش دقت نتایج همراه 
با کاهش حجم محاسبات و زمان تحلیل، استفاده از سوپر المان در دستور 
کار قرار گرفته است. در نتیجه با استفاده از روش اجزاء محدود و تئوری تنش 
کوپل اصلاح شده، سوپر المان جدید پوسته استوانه ای معرفی شده و ماتریس 
جرم و سختی با استفاده از توابع شکل بدست آمده و نحوه کاربرد المان جدید 
در بررسی کمانش نانو لوله ها ارائه و نتایج حاصل با نتایج بدست آمده از حل 

تحلیلی تئوری تنش کوپل اصلاح شده مقایسه شده است.
یک سوپر المان استوانه ای 16 گره ای به طول L و شعاع R  و ضخامت 
h، مطابق شکل 1 درنظر گرفته شده و از آن جا که المان مذکور سه بعدی 
المان  بردار مکان در  به منظور توصیف کامل  است، سه مختصات مستقل 

مورد نیاز است. 
دستگاه مختصات استوانه ای )x, θ, r( به عنوان سیستم مختصات کلی 
که x، θ و r به ترتیب مختصات محوری، مماسی و شعاعی مطابق با شکل 1 
می باشند، مورد استفاده قرار گرفته و فرمولاسیون المان بر اساس توابع شکل 

زیر به دست خواهد آمد ]47[:

( )( )( )2
1

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − + +

( )( )( )2
2

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − − +

( )( )( )2
3

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − + +

( )( )( )2
4

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − − +

( )( )( )2
5

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + + +

( )( )( )2
6

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + − +

( )( )( )2
7

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + + +

(1)( )( )( )2
8

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + − +

( )( )( )2
9

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − + −

( )( )( )2
10

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − − −

( )( )( )2
11

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − + −

( )( )( )2
12

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= − − −

( )( )( )2
13

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + + −

( )( )( )2
14

1 cos cos 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + − −

( )( )( )2
15

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + + −

( )( )( )2
16

1 sin sin 1 1
8

N πγ πγ ξ η= + − −

دستگاه مختصات محلی )ξ, η,γ( به صورت زیر تعریف می شود:

(2)2 2 2, , 1x r R
L h

αξ η γ
π

−
= = = −

که در آن:

(3), 0 2 ,
2 2 2 2
L L h hx R r Rθ π− ≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ +

و در نتیجه:

(4)1 , , 1ξ γ η− ≤ ≤

و  نانو  ابعاد  در  محدود  اجزاء  فرمولاسیون  صحیح  توسعه  منظور  به 
پوسته  المان  سوپر  هندسی  سختی  و  جرم  سختی،  ماتریس های  استخراج 

Fig. 1.

شکل 1: سوپر المان پوسته استوانه ای.
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استوانه ای معرفی شده فوق و تعریف صحیح روابط مولفه های کلاسیک و 
غیرکلاسیک برای سوپر المان استوانه ای مذکور که با صفر قرار دادن پارامتر 
اثر اندازه در تئوری تنش کوپل اصلاح شده، قابلیت استخراج نتایج تئوری 
نتایج تئوری تنش کوپل اصلاح شده را  محیط پیوسته کلاسیک علاوه بر 
نیز دارا باشد، از تئوری پوسته نازک به همراه روابط تنش و کرنش تئوری 
تنش کوپل اصلاح شده به شکل روابطی که در ادامه بیان می شوند استفاده 

شده است.

 روابط کرنش-جابجایی- 1- 2
قرار  استفاده  مورد  جابجایی  میدان  بیان  منظور  به  نازک  پوسته  تئوری 
گرفته که بر اساس آن جابجایی یک نقطه از المان استوانه ای در سه راستای 
x, θ, r به ترتیب با مولفه های u, v, w   به شکل زیر  نمایش  داده  شده  

است ]48[:
( , , )( , , , ) ( , , ) W x tu x r t U x t r

x
θθ θ ∂

= −
∂

(5)
( , , )v( , , , ) ( , , ) ( ( , , ))r W x tx r t V x t V x t

R
θθ θ θ

θ
∂

= − −
∂

( , , , ) ( , , )w x r t W x tθ θ=

جابجایی یک نقطه از المان استوانه ای که توسط بردار U در سه راستای 
x, θ, r به ترتیب با مولفه های u, v, w  نمایش داده می شود، با توجه به 

توابع شکل به صورت زیر قابل بیان است:

(6){ }Tu v wU = 

(7)3 1 3 48 48 1× × ×=U N d

که:

(8){ }1 1 1 16 16 16
Tu v w u v w=d 

و Ni ها به عنوان توابع شکل مطابق با رابطه )1( تعریف می گردند.

(9)
1 2 16

1 2 16

1 2 16

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

u

v

w

N N N
N N N

N N N

   
   =   
     

N
N= N

N







با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح شده انرژی کرنشی مطابق رابطه 
زیر به دست می آیند:

(10)( )1 : :
2

U dV
Ω

= +∫ ó å m ÷

در رابطه بالا χij، εij، σij و  mij به ترتیب تانسور تنش کوشی، تانسور 
کرنش، تانسور متقارن گرادیان چرخش و تانسور تنش مرتبه بالاتر است که 

مولفه های کلاسیک و غیر کلاسیک تانسور کرنش برای المان استوانه ای به 
صورت زیر تعریف می شود:

(11)( ), ,
1
2ij i j j iu uε = +

(12)( )1
4ij ipq jpq jpq ipqe eχ η η= +

که  eipq ،ui و ηipq به ترتیب مولفه های بردار جابجایی، نماد جایگشت و 
تانسور گرادیان کشش انحرافی است. مطابق با رابطه )11( مولفه های تانسور 

کرنش به صورت زیر حاصل می شود:

(13)

1, , ,

1 ,

,

1

xx rr

x x

xr rx

r r

u v w w
x r r r

u v
r x
u w
r x
v v w
r r r

θθ

θ θ

θ θ

ε ε ε
θ

γ γ
θ

γ γ

γ γ
θ

∂ ∂ ∂
= = + =
∂ ∂ ∂

∂ ∂
= = +

∂ ∂
∂ ∂

= = +
∂ ∂
∂ ∂

= = − +
∂ ∂

که به فرم ماتریسی به صورت زیر قابل بیان است:

(14)=å LU
که:

(15)

0 0

1 10

0 0

1 0

0

1 10

x

r r

r

r x

r x

r r r

θ

θ

θ

∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂
 ∂ 
 ∂
 ∂ ∂
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

∂ ∂ − ∂ ∂ 

L = 

بیان  قابل  زیر  به صورت   )14( رابطه   ،)7( رابطه  از  استفاده  با  بنابراین 
خواهد بود:

(16)=å LU = LNd = B d

بنابراین:

(17)6 48 6 3 3 48× × ×B  = L  N
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و همچنین مطابق با رابطه )12( مولفه های مرتبه بالاتر تانسور کرنش به 
صورت زیر حاصل می شود:

2 2

2

1 1 1
2rr

u u v
r r r x r

χ
θ θ

 ∂ ∂ ∂
= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 21 1 1
2xx

v v w
r x x r r x

χ
θ

 ∂ ∂ ∂
= − + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 21 1
2

u u v w
r r r x xθθχ

θ θ θ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

(18)

2

2

2 2 2

2 2 2

1
1
4 1 1x x

u v
x r r

v w w
r r r x

θ θ
θχ χ

θ θ

 ∂ ∂
− − ∂ ∂ ∂ = =

 ∂ ∂ ∂
+ − ∂ ∂ ∂ ∂ 

2

2

2 2 2

2 2 2

1 1
1
4 1 1rx xr

u v v
r x r r r

v v w w
r x r r r

θχ χ

θ θ

 ∂ ∂
− − + ∂ ∂ ∂ = =
 ∂ ∂ ∂ ∂
− + + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 2

2 2 2

2 2

1 1
1
4 1 1r r

u u u
r r r r

v w w
r x r x x r

θ θ
θχ χ

θ

 ∂ ∂ ∂
− − + ∂ ∂ ∂ = =
 ∂ ∂ ∂
+ + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

که به فرم ماتریسی به صورت زیر قابل بیان خواهد بود:
(19)χ = L U

که

(20)

11 12 13

21 22 23

31 32 33

41 42 43

51 52 53

61 62 63

L L L
L L L
L L L
L L L
L L L
L L L

 
 
 
 
 
 
 
 
  

L = 

L به صورت زیر بیان می شوند: و مولفه های ماتریس 

2 2

11 12 13
1 1 10, ,
2 2 2

L L L
r x x r r x θ
∂ ∂ ∂

= = − − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

21 2

2

22 23

1 1
2 2
1 1,
2 2

L
r r r

L L
r x r x

θ θ

θ

∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂

(21)
2 2

31 32 332

1 1 1, , 0
2 2 2

L L L
r r r x rθ θ

∂ ∂ ∂
= − + = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
2 2

41 42 2

2 2

43 2 2 2

1 1 1,
2 2 2
1 1

2 2

L L
x r r r r

L
r x

θ θ

θ

∂ ∂ ∂
= = − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= −
∂ ∂

2 2

51 53 2

2 2

52 2 2 2

1 1 1,
2 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

L L
r x r r r

L
r r r r x

θ θ θ
∂ ∂ ∂

= − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= − + − +
∂ ∂ ∂

2 2

61 2 2 2

2 2

62 63

1 1 1
2 2 2

1 1 1,
2 2 2

L
r r r r

L L
r x r x x r

θ

θ

∂ ∂ ∂
= − − +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

بیان  قابل  زیر  به صورت   )19( رابطه   ،)7( رابطه  از  استفاده  با  بنابراین 
خواهد بود:

(22)χ = LU = LNd = B d
بنابراین:

(23)6 48 6 3 3 48× × ×B  = L  N

روابط تنش و کرنش- 2- 2
مولفه های تانسور تنش کوشی و بخش متقارن تانسور تنش مرتبه بالاتر 

با استفاده از رابطه زیر حاصل می شوند:

(24)σ ε= C  = C Bd

(25)χ=m D  = D Bd

که:
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(26)
( )

1 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1 10 0 0 0 0
2

10 0 0 0 0
2

10 0 0 0 0
2

E

ν ν ν
ν ν ν

ν ν ν
ν ν ν

ν ν ν
ν ν ν

ν

− 
 − − − 

− 
 − − −
 − 
 − − −
 +
 
 
 
 
 
 
  

C =           

 
2

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

2
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

l µ

 
 
 
 
 
 
 
 
 

D = 

که E، ν و μ به ترتیب مدول الاستیسیته، ضریب پواسون و مدول برشی 
وl پارامتر اثر اندازه مستقل می باشند.

 ماتریس های سختی، جرم و سختی هندسی المان- 3- 2
با توجه به رابطه )10( و اصل کار مجازی خواهیم داشت:

(27)
( )

T T

T T T B

V V

S S i i
cS

i

dV dV

dS

δε δχ δ

δ δ

+ = +

+

∫ ∫
∑∫

ó m U f

U f U R

که fS،  fBو Rc به ترتیب بار واحد حجمی، بار سطحی اعمالی بر سطح 
کوچک و بار متمرکز می باشند. با توجه به روابط )7(،)16( و )22( خواهیم 

داشت: 

)28-الف(  δ δ=U N d

δε)28-ب( δ= B d

)28-ج(  δχ δ= B d

بنابراین با جایگذاری رابطه )28( در )27( و با استفاده از روابط )24( و 
)25( خواهیم داشت:

)29(  

( )
( ) ( )( )

( )( )

T T

V

TT

V

T T T

V

dV

dV

dV

δ δ

δ δ

δ

+ =

+ =

+

∫
∫

∫

å ó ÷ m

B d CB B d DB

d B CB B DB d

)30(  
( )

T TT B S S i i
cV S

i

T i T B T S
c V S

dV dS

dV dS

δ δ δ

δ

+ + =

+ +

∑∫ ∫

∫ ∫

U f U f U R

d R N f N f

)31(  ( )( ) ( )T T i T B
cV V

dV dV+ +∫ ∫B CB B DB d = R N f

که ماتریس سختی و نیرو به فرم زیر خواهد بود:

)32(  ( )T T

V
dV= +∫K B CB B DB

)33(  i T B
c V

dV+ ∫F = R N f

)34(  ( )1 1 1

1 1 1

2
4 2

T T Lh h R d d dπ η ξ γ η
− − −

+
= +∫ ∫ ∫K B CB B DB

ماتریس جرم که بیان کننده خصوصیات جرم المان است به صورت زیر 
بدست می آید:

)35(  T

V
dVρ= ∫M N N

که پس از انتقال انتگرال به سیستم مختصات محلی خواهیم داشت:

)36(  
1 1 1

1 1 1

2
4 2

T Lh h R d d dπ ηρ ξ γ η
− − −

+
= ∫ ∫ ∫M N N

یا  کاهش  نشانگر  که  المان  هندسی  سختی  ماتریس  محاسبه  برای 
 J ، افزایش سختی به هنگام اعمال نیرو می باشد نیز با تعریف ماتریس های

W  و G به شکل زیر خواهیم داشت:

)37(  
, , ,16

, , ,
1

, , ,

[ ]
i i i i i i

i i i i i i
i

i i i i i i

N x N N r
J N x N N r

N x N N r

ξ ξ ξ

η η η

γ γ γ

θ
θ
θ=

 
 =  
  

∑
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)38(  

,

,

,

,16

,
1

,

,

,

,

0 0
0 0
0 0

0 0
0 0[ ]
0 0
0 0
0 0
0 0

i

i

i

i

i
i

i

i

i

i

N
N
N

N
NW
N

N
N
N

ξ

η

γ

ξ

η

γ

ξ

η

γ

=

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

∑

)39(  

1

1 1 1

1

[ ] 0 0
[ ] 0 [ ] 0 [ ] [ ][ ]

0 0 [ ]

J
J J G J W

J

−

− − −

−

 
 = ⇒ = 
  

 

)40(  [ ][ ]e T

V
S dVσ = ∫[K ] [G] G

که:

)41(  
[ ] 0 0

[ ] 0 [ ] 0
0 0 [ ]

s
S s

s

 
 =  
  

)42(  
0 0 0

0 0 0

0 0 0

[ ]
x xy xz

xy y yz

xz yz z

s
σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

 
 =  
  

)43(  

0

0

0

0

0

0

{ } [ ][ ]{ }

x

y

z

xy

yz

zx

E B d

σ
σ
σ

σ
τ
τ
τ

 
 
 
  = = 
 
 
 
  

نتایج و بحث- 3
ماتریس های  استخراج  و  محدود  اجزاء  فرمولاسیون  توسعه  از  پس 
سختی، جرم و سختی هندسی سوپر المان پوسته استوانه ای معرفی شده در 
این قسمت سعی شده است چگونگی استفاده از سوپر المان پوسته استوانه ای 
شود.  داده  نشان  کمانش  مسئله  حل  در  شده  اصلاح  کوپل  تنش  تئوری 
اندازه  اثر  پارامتر  با صفر قرار دادن  بیان شد  نیز  این  از  همانگونه که پیش 
پیوسته  محیط  تئوری  به  مربوط  نتایج  اصلاح شده،  کوپل  تنش  تئوری  در 

کلاسیک بدست خواهد آمد.
با استفاده از معادله تعادل استاتیکی مطابق رابطه زیر

)44(  [ ]{ } { }K D R=

که }R{ بار اعمالی می باشد، مقادیر بارهای بحرانی کمانش به کمک 
رابطه )45( به دست خواهند آمد:

)45(  det([ ] [ ]) 0K K σλ+ =

به منظور بررسی و صحت نتایج بدست آمده با استفاده از سوپر المان 
از  نتایج بدست آمده  با  المان مذکور  از  با استفاده  نتایج حاصل شده  جدید، 
مراجع دیگر بر اساس حل تحلیلی تئوری تنش کوپل اصلاح شده مقایسه 

خواهد شد.
 R و شعاع سطح مقطع L در این راستا، نانو پوسته استوانه ای به طول
 E=210GPa و شرایط مرزی تکیه گاه ساده با خواص مادی h و ضخامت

و ν=210GPa و ابعاد L/R=0/5 و  h/l=1 مورد بحث قرار گرفته است.
مختلف  نسبت های  برای  آمده  به دست  بعد  بدون  کمانش  بحرانی  بار 

R/h حل تحلیلی
(مرجع ]49]) 

مطالعه حاضر
(5 المان) 

مطالعه حاضر
(10 المان) 

30 0/0310 0/0354 0/0331

35 0/0257 0/0304 0/0276

40 0/0222 0/0246 0/0229

45 0/0193 0/0211 0/0198

50 0/0171 0/0183 0/0173

جدول 1: مقایسه بار بحرانی کمانش بدون بعد برای نسبت های مختلف 
شعاع به ضخامت.

Table 1. 

Fig. 2.

شکل 2: تاثیر نسبت شعاع به ضخامت بر بار بحرانی کمانش بدون بعد.
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سوپر  کارگیری  به  و  محدود  اجزاء  روش  از  استفاده  با  ضخامت  به  شعاع 
شده  داده  نشان   1 جدول  در  تحلیلی  حل  نتایج  با  استوانه ای  پوسته  المان 
و مشخص گردیده است که با افزایش نسبت شعاع به ضخامت، میزان بار 
یافت.  به علت کم شدن سختی، کاهش خواهد  بعد  بحرانی کمانش بدون 
لازم به ذکر است که به منظور کاهش زمان تحلیل ابتدا تعداد 5 المان برای 
تحلیل مساله کمانش نانو پوسته استوانه ای مورد بررسی قرار گرفته و در ادامه 
به منظور بررسی صحت و همگرایی نتایج تعداد 10 سوپر المان استفاده شده 
و نشان داده شده است که با افزایش تعداد المان های مذکور خطا نسبت به 
نتایج حل تحلیلی کاهش یافته، ضمن اینکه میزان خطا به هنگام استفاده از 
5 المان نیز مطابق نتایج به دست آمده قابل قبول بوده که این نکته موید آن 

است که نتایج حاصل دارای دقت مناسبی می باشند.
مقادیر بار ارائه شده در جدول 1 را می توان در شکل 2، به شکل نمودار 
اجزاء  روش  از  حاصل  نتایج  است  که مشخص  همانطور  کرد.  مشاهده  نیز 
محدود با به کارگیری سوپر المان پوسته استوانه ای تئوری تنش کوپل اصلاح 
شده با نتایج حل تحلیلی تئوری تنش کوپل اصلاح شده مطابقت داشته که 
این موضوع موید آن است که استفاده از سوپر المان پوسته استوانه ای تئوری 
بر کاهش حجم محاسبات و زمان تحلیل،  تنش کوپل اصلاح شده علاوه 
دارای دقت بالا و سرعت همگرایی مناسب در تحلیل مسائل مختلف از جمله 

کمانش می باشد.
در ادامه تاثیر نسبت طول به شعاع بر کمانش بحرانی نانو لوله استوانه ای 
در مقادیر مختلف اثر اندازه ، تاثیر پارامتر اثر اندازه برای ضخامت های مختلف 
و اثر تغییرات ضخامت نانو لوله استوانه ای با استفاده از روش اجزاء محدود 
و به کار گیری تنها تعداد 5 عدد سوپر المان پوسته استوانه ای تئوری تنش 

کوپل اصلاح شده نشان داده شده است.
کمانش  بر  شعاع  به  طول  نسبت  تاثیر  بررسی  منظور  به   3 شکل  در 
با خواص  و  تکیه گاه ساده  با شرایط مرزی  استوانه ای  پوسته  نانو  بحرانی، 
مورد   h=0/34mm ثابت   و ضخامت    ν=0/19 و    E=210TPa مادی 

بررسی قرار گرفته است.

همانطور که در شکل 3 نشان داده است افزایش طول منجر به کاهش 
بار کمانش محوری بحرانی در مقادیر مختلف پارامتر اثر اندازه می گردد به 
نحوی که با افزایش پارامتر اثر اندازه تاثیر افزایش پارامتر طول بر کاهش 
بار کمانش بحرانی بیشتر می باشد. مطابق شکل 3 با دو برابر شدن پارامتر 
اثر اندازه )l=2h(  نسبت به زمانی که پارامتر اثر اندازه برابر ضخامت می باشد 
)l=h( بار کمانش محوری بحرانی افزایش خواهد یافت که این افزایش برای 
افزایش  به نحوی که  زیاد می باشد  بسیار  از 20  به شعاع کمتر  نسبت طول 
داشت.  خواهد  دنبال  به  را  بحرانی  محوری  کمانش  بار  برابری  دو  از  بیش 
همچنین با نصف شدن پارامتر اثر اندازه )l=2h(  بار کمانش محوری بحرانی 
کاهش خواهد یافت که این روند کاهشی برای نسبت طول به شعاع کمتر 
از 15 بیشتر می باشد. به عبارت دیگر افزایش طول نانو لوله به علت کاهش 
سختی منجر به کاهش بار کمانش بحرانی می گردد که این میزان کاهش بار 

Fig. 3.

شکل 3: تاثیر نسبت طول به شعاع بر بار کمانش محوری بحرانی.

Fig. 4.

شکل 4: تاثیر نسبت پارامتر اثر اندازه به ضخامت بر بار کمانش محوری 
بحرانی.

Fig. 5.

شکل 5: تاثیر نسبت ضخامت به شعاع بر بار کمانش محوری بحرانی.
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بحرانی برای نانو لوله ها با طول کوتاهتر بیشتر می باشد و تغییرات پارامتر اثر 
اندازه نیز بر آن تاثیر گذار خواهد بود.

استوانه ای و  نانولوله  برای ضخامت های مختلف  اندازه  اثر  پارامتر  تاثیر 
وابستگی رفتار کمانشی نانولوله به اثر اندازه در شکل 4 با استفاده از روش 
اجزاء محدود و به کارگیری سوپر المان پوسته استوانه ای تئوری تنش کوپل 
اصلاح شده نشان داده شده و مشخص گردیده است که افزایش پارامتر اثر 
اندازه منجر به افزایش بار کمانش محوری بحرانی خواهد شد. همانطور که 
نشان داده شده تاثیر پارامتر اثر اندازه بر بار کمانش محوری بحرانی برای 

ضخامت های بالاتر بیشتر می باشد.
در ادامه اثر تغییرات ضخامت نانو لوله استوانه ای بر بار کمانش محوری 
بررسی  مورد  اندازه مطابق شکل 5  اثر  پارامتر  تغییرات  تاثیر  بحرانی تحت 
قرار گرفته و  نشان داده شده که افزایش ضخامت به ویژه در مقادیر بالاتر 
بار کمانش محوری بحرانی  افزایش  تاثیر قابل توجهی بر  اندازه  اثر  پارامتر 

خواهد داشت.
همانطور که در نتایج مشخص گردید با افزایش نسبت شعاع به ضخامت 
که باعث کاهش سختی می گردد، میزان بار بحرانی کمانش کاهش خواهد 
یافت. همچنین افزایش طول نانو لوله به علت کاهش سختی منجر به کاهش 
بار کمانش محوری بحرانی در مقادیر مختلف پارامتر اثر اندازه می گردد به 
نحوی که با افزایش پارامتر اثر اندازه تاثیر افزایش پارامتر طول بر کاهش بار 
کمانش بحرانی بیشتر می باشد. که این میزان کاهش بار بحرانی برای نانو 
لوله ها با طول کوتاهتر بیشتر بوده و تغییرات پارامتر اثر اندازه نیز بر آن اثر 
گذار است. علاوه بر آن افزایش پارامتر اثر اندازه که باعث افزایش سختی 
به نحوی که  بحرانی شده  بار کمانش محوری  افزایش  باعث  نیز  می گردد 
ضخامت های  برای  بحرانی  محوری  کمانش  بار  بر  اندازه  اثر  پارامتر  تاثیر 
بالاتر بیشتر نیز می باشد. همچنین افزایش ضخامت به ویژه در مقادیر بالاتر 
پارامتر اثر اندازه به علت افزایش سختی باعث افزایش بار کمانش محوری 

بحرانی خواهد شد.

نتیجه گیری- 4
در این مقاله با استفاده از تئوری تنش کوپل اصلاح شده و مدل پوسته به 
معرفی سوپر المان جدید پوسته استوانه ای تنش کوپل اصلاح شده که قادر به 
احتساب اثر اندازه در محاسبات در مقیاس نانو می باشد پرداخته شده است. با 
فرض اثر اندازه صفر، دستیابی به المان پوسته استوانه ای کلاسیک علاوه بر  
المان جدید پوسته استوانه ای تنش کوپل اصلاح شده امکان پذیر می باشد. در 
حالت خاص، به منظور بررسی کاربرد روابط بدست آمده، به بررسی کمانش 
پرداخته شده و تاثیر پارامترهایی نظیر طول، ضخامت و شعاع بر بار بحرانی 
کمانش نانو لوله نشان داده شده و به منظور بررسی صحت نتایج، نتایج به 
دست آمده با نتایج تحلیلی مقایسه گردیده و انطباق مناسبی مشاهده شده و 
مشخص گردیده که با افزایش نسبت شعاع به ضخامت، میزان بار بحرانی 
افزایش طول  یافته و  کمانش بدون بعد به علت کم شدن سختی، کاهش 

اثر  پارامتر  مقادیر مختلف  در  بحرانی  بار کمانش محوری  به کاهش  منجر 
اندازه گردیده به نحوی که با افزایش پارامتر اثر اندازه تاثیر افزایش پارامتر 

طول بر کاهش بار کمانش بحرانی بیشتر می باشد.
علاوه بر این نشان داده شده است که افزایش پارامتر اثر اندازه منجر 
به افزایش بار کمانش محوری بحرانی شده و تاثیر پارامتر اثر اندازه بر بار 
کمانش محوری بحرانی برای ضخامت های بالاتر بیشتر می باشد. همچنین 
نشان داده شده که افزایش ضخامت به ویژه در مقادیر بالاتر پارامتر اثر اندازه 
تاثیر قابل توجهی بر افزایش بار کمانش محوری بحرانی خواهد داشت. به 
منظور کاهش زمان تحلیل و حجم محاسبات حداقل تعداد سوپر المان پوسته 
استوانه ای تئوری تنش کوپل اصلاح شده برای تحلیل مسائل مذکور استفاده 
گردیده و نشان داده شده است که نتایج حاصل از روش اجزاء محدود با به 
کارگیری سوپر المان پوسته استوانه ای تئوری تنش کوپل اصلاح شده علاوه 
بر حجم محاسبات و زمان تحلیل کمتر، دارای دقت بالا و سرعت همگرایی 

مناسب در تحلیل مسائل مختلف از جمله کمانش می باشند.
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