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چکیده: سیستم های سیاره ای سرعت بالا، یا به عبارت کلی تر، سیستم های ژیروسکوپی، پایستار انرژی نمی باشند، بنابراین در 
معرض ناپایداری قرار دارند. در این تحقیق پس از استخراج معادلات دینامیکی حاکم بر سیستم سیاره ای دومارپیچ در فضای 
سه بعدی و با در نظر گرفتن شش درجه آزادی برای هر عضو به بررسی پایداری در محدوده سرعت های بحرانی سیستم پرداخته 
می شود. در استخراج معادلات، سفتی درگیری به صورت ثابت فرض شده و اثرات ژیروسکوپی ناشی از دوران بازو در نظر گرفته 
می شود. سرعت های بحرانی سیستم های ژیروسکوپی در سرعت هایی رخ می دهد که در آن یک یا تعداد بیشتری از فرکانس های 
طبیعی سیستم برابر صفر می شود. برای محاسبه سرعت های بحرانی، مسأله مقدار ویژه سیستم از طریق روش های عددی حل 
می گردد. به منظور صحت سنجی معادلات و همچنین روند استخراج سرعت های بحرانی سیستم، نتایج استخراج شده برای یک 
سیستم سیاره ای ساده سرعت بالا با نتایج تحقیق موجود در این زمینه مقایسه می گردد. در پایان با رسم نمودارهای مربوط 
به تغییرات قسمت های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه سیستم سیاره ای دومارپیچ در مقابل بازه ای از سرعت های بازو، پایداری 
سیاره ای  سیستم  که  می دهد  نشان  حاضر  تحقیق  نتایج  می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  بحرانی  سرعت های  نزدیکی  در  سیستم 

دومارپیچ در بعضی از سرعت های بحرانی پایدار و در برخی دیگر در معرض ناپایداری واگرایی قرار دارد.
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مقدمه- 1
سرعت های بحرانی سیستم های ژیروسکوپی در سرعت های خاصی رخ 
سیستم  طبیعی  فرکانس های  از  بیشتری  تعداد  یا  یک  آن  در  که  می دهد 
)یک  استاتیکی  نیروی  یک  بحرانی،  سرعت های  در  می شود.  صفر  برابر 
نیرو با فرکانس نوسان صفر( رزونانس های سیستم را تحریک می کند ]1[. 
بحرانی  ناپایداری در سرعت های  سیستم های چرخدنده ای سیاره ای مستعد 
می باشند، زیرا این نوع سیستم ها در معرض گشتاورهای ورودی و خروجی 
ثابت هستند. سرعت های بحرانی مرزهای ناپایداری واگرایی1 را از یکدیگر 
با  سرعت  مرزهای  و  بحرانی  سرعت های  محاسبه  بنابراین  می کنند.  جدا 
ناپایداری واگرایی در طراحی سیستم های دوار شامل سیستم های سیاره ای 
سرعت بالا مثل موتور توربوفن ها و توربو جت ها ) که دارای سرعتی بیش از 
6000 دور بر دقیقه می باشند( و همچنین مته های دندانپزشکی )که سرعتی 

بین 10000 تا 400000 دور بر دقیقه دارند( اهمیت دارد.
از طرفی یکی از مهم ترین منابع ایجاد نویز و ارتعاشات در سیستم های 
تعداد  در  تغییر  به واسطه  که  می باشد  درگیری  سفتی  تغییرات  چرخدنده ای 
را می توان  تغییرات  این  ایجاد می شود.  دندانه های درگیر  و موقعیت تماس 
را  پارامتریک سیستم  به صورت  که  پریودیک مدل کرد  تابع  به صورت یک 

1  Divergence instability
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در  ناپایداری  ایجاد  باعث  پارامتریک  تحریک  این   .]2[ می کنند  تحریک 
سیستم تحت شرایط کاری خاص خواهد شد و در نتیجه، ایجاد نویز، افزایش 
بارهای دینامیکی سیستم و آسیب رسیدن به دندانه های چرخدنده و خرابی 
پارامتریک در  پایداری  بنابراین مطالعه  یاتاقآن ها را به دنبال خواهد داشت. 

سیستم های چرخدنده ای نیز بسیار مهم خواهد بود.
چرخدنده ای  سیستم های  زمینه  در  موجود  تجربی  منابع  بررسی  با 
می توان گفت، که تقریباً در مورد ارتعاشات سیستم های سیاره ای به خصوص 
بنابراین هیچ  ندارد.  بالا مطالعه تجربی وجود  سیستم های سیاره ای سرعت 
نتیجه تجربی منتشر شده ای در مورد ناپایداری سیستم های سیاره ای موجود 
نیست. تنها مدرک موجود در این زمینه ارتعاشات زیادی است که در صنعت 
در سیستم های چرخدنده ای سیاره ای سرعت بالا مشاهده می شود ]3[. البته 
به  نمی توان  آن ها،  بر  تمرکز  و  تجربی تخصصی  پژوهش های  انجام  بدون 
طور قطعی مشخص کرد که ارتعاشات بسیار زیاد سیستم ناشی از ناپایداری 
مربوط به سرعت های بحرانی سیستم می باشد یا ناپایداری ناشی از تحریک 
پارامتریک حاصل از تغییرات سفتی درگیری این ارتعاشات را به وجود می آورد. 
از این رو برخی از محققان در مورد تعیین سرعت های بحرانی و برخی دیگر 
نیز در مورد پایداری حاصل از تحریک پارامتریک سیستم های ژیروسکوپی 

مطالعاتی داشته اند.
مطالعات متنوعی در مورد تعیین سرعت های بحرانی و پایداری مکانیکی 
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سیستم های ژیروسکوپی، موجود می باشد. این مطالعات شامل سیستم هایی 
 ،]6[ دوار  شفت های   ،]4-5[ نقلیه  وسایل  حرکت  حال  در  محور  مثل 
دوار  اسپیندل های1  و  دیسک ها  همچنین  و   ]7-13 و   1[ دوار  دیسک های 
]15-14[ می باشند. سرعت های بحرانی دیسک های دوار به صورت تجربی 
نیز در مراجع ]1 و 12 و13[ تعیین شده است. تنها مرجع موجود در زمینه 
و  کولی  تحقیق  سیاره ای،  سیستم های  در  بازو  بحرانی  سرعت های  تعیین 
ساده  سیاره ای  مکانیکی یک سیستم  پایداری  به  آن  در  که  می باشد  پارکر 
که  دادند  نشان  پژوهش  این  در  آن ها   .]3[ است  پرداخته شده  بالا  سرعت 
بحرانی  سرعت های  این  با  متناسب  ویژه  بردارهای  و  بحرانی  سرعت های 
نوع  دارای سه  به ویژه، سیستم های سیاره ای ساده  دارند.  خواص مشخصی 
دسته  سه  به  مربوطه  مود  شکل  با  متناسب  که  می باشند  بحرانی  سرعت 

سرعت های بحرانی سیاره ای، پیچشی و انتقالی تقسیم بندی می شوند.
بررسی منابع موجود در سیستم های سیاره ای نشان می دهد که در زمینه 
در  رو  این  از  ندارد.  وجود  مرجعی  دومارپیچ  سیاره ای  سیستم های  پایداری 
تحقیق حاضر به بررسی پایداری یک سیستم سیاره ای دومارپیچ با در نظر 
سرعت های  محدوده  در  ثابت  درگیری  سفتی  و  ژیروسکوپی  اثرات  گرفتن 
در  ناپایداری  انواع  ابتدا  منظور  همین  به  می شود.  پرداخته  بازو  بحرانی 
حاکم  کلی  معادلات  سپس  می شود.  داده  توضیح  ژیروسکوپی  سیستم های 
بر یک سیستم سیاره ای دومارپیچ در فرم ماتریسی به همراه نحوه استخراج 
سرعت های بحرانی سیستم ارائه می گردد. در بخش بعدی از طریق مقایسه 
نتایج برای یک سیستم سیاره ای ساده سرعت بالا با نتایج تحقیق کولی و 
در  می گردند.  صحت سنجی  کار  انجام  روند  و  مربوطه  معادلات   ]3[ پارکر 
بخش پایانی نیز با رسم نمودارهای مربوط به تغییرات قسمت های حقیقی و 
موهومی مقادیر ویژه سیستم در مقابل بازه ای از سرعت های بازو، در مورد 

پایداری سیستم در نزدیکی سرعت های بحرانی بحث می گردد.

انواع ناپایداری در سیستم های ژیروسکوپی- 2
ناپایداری  نوع  دو  مستعد  بالا  سرعت های  در  ژیروسکوپی  سیستم های 

1  Spindle

واگرایی و ناپایداری دوشاخه شدگی2 قرار دارند. ناپایداری واگرایی همان طور 
که در شکل 1- الف مشاهده می شود، زمانی رخ می دهدکه یکی از مقادیر 
ویژه موهومی سیستم، به صورت یک عدد حقیقی و مثبت درآید. ناپایداری 
دوشاخه شدگی مطابق با شکل 1- ب زمانی اتفاق می فتد که دو مقدار ویژه 
موهومی محض، با یکدیگر برابر شده و به صورت یک عدد مختلط با قسمت 
می افتد،  اتفاق  شاخه شدگی  دو  ناپایداری  که  زمانی  درآیند.  مثبت  حقیقی 
حرکت نوسانی با افزایش دامنه ارتعاشات به صورت نمایی رخ می دهد. حالت 
در  است که  این  رخ دهد  است  با شکل 1- پ ممکن  دیگری که مطابق 
تغییری  بدون هیچ گونه  اما  برابر صفر شوند  ویژه  مقدار  دو  بحرانی  سرعت 
قبل و بعد از سرعت بحرانی همچنان به صورت موهومی محض وجود داشته 

باشند. در این حالت سیستم پایدار خواهد بود.
ناپایداری  سرعت  به  مربوط  ناحیه  در  سیاره ای  سیستم  یک  که  زمانی 
قرار می گیرد، مدل های تحلیلی، پاسخ  سیستم را به صورت بی کران پیش بینی 
خواهند کرد. در واقعیت، نیز در چنین شرایطی دامنه ارتعاشات سیستم زیاد 
می باشد که به واسطه خواص غیرخطی سیستم و همچنین میرایی آن محدود 
می گردد. این دامنه های بزرگ حرکت، باعث ایجاد نویز در سیستم می شود. 
آن ها  از  کردن  دوری  برای  سرعت  نواحی  این  صحیح  پیش بینی  بنابراین 
سیستم  یک  واگرایی  ناپایداری  روی  بر  حاضر  تحقیق  می باشد.  ضروری 

سیاره ای دومارپیچ در محدوده سرعت های بحرانی متمرکز است.

مدل سازی دینامیکی سیستم سیاره ای دومارپیچ- 3
برای استخراج مدل در فضای سه بعدی، برای هر عضو 6 درجه آزادی 
گرفته  نظر  در  دورانی،  آزادی  درجه  سه  و  انتقالی  آزادی  درجه  سه  شامل 
از  بر در نظر گرفتن سفتی درگیری، سفتی ناشی  می شود. همچنین علاوه 
زیر که  از فرضیه های  وارد می شود. در ضمن  نیز در مدل  یاتاقآن ها  اثرات 

برخی از آن ها در مراجع ]18-16[ نیز بیان شده است، استفاده می گردد:
بدنه تمامی چرخدنده های درگیر به صورت جسم صلب فرض می شوند.  )1

مدل  خطی  فنرهای  توسط  چرخدنده ها  درگیری  پذیری  انعطاف   )2
می شوند که بر روی صفحه عمل عمود بر سطح دندانه های چرخدنده 

2  Flutter instability

)پ()ب()الف(
Fig. 1. a) Divergence instability, b) Flutter instability, and c) Stability state

(The circles indicate initial eigenvalues and the vectors indicate the variation direction of the eigenvalue versus the carrier speed changes

شکل 1: )الف( ناپایداری واگرایی، )ب( ناپایداری دوشاخه شدگی، )پ( حالت پایدار
)دایره ها در شکل نشان دهنده مقدار اولیه مقادیر ویژه خواهد بود و بردارها جهت تغییرات مقادیر ویژه با تغییر سرعت بازو را نشان می دهد(
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اثر می کنند.
از متغیر با زمان بودن سفتی درگیری صرف نظر می شود ]19-20[.  )3

فرض می شود دندانه های چرخدنده در ناحیه درگیری همیشه با یکدیگر   )4
تماس دارند و هیچ گونه جدایشی رخ نمی دهد.

یکدیگر  مشابه  سیاره ای  چرخدنده های  تمامی  که  می شود  فرض   )5
می باشند.

به  یکدیگر  روی  بر  دندانه ها  لغزش  واسطه  به  که  اصطکاکی  نیروی   )6
وجود می آید، ناچیز فرض می شود ]21[.

سمت چپ و راست چرخدنده های دو مارپیچ به جز جهت دندانه ها که   )7
عکس یکدیگر می یاشند، یکسان فرض می شود.

موقعیت  در  خطا  مرکزی،  از  خروج  مثل  بالقوه  خطاهای  از  گروهی   )8
بازو  و  چرخدنده ها  ساخت  از  ناشی  که  غیره  و  سیاره ها  پین  سوراخ 

می باشد، نادیده گرفته می شود.
از میرایی سیستم صرف نظر می شود.  )9

10( اثرات ژیروسکوپی ناشی از دوران بازو در نظر گرفته می شود.

سیاره  یک  با  دومارپیچ  سیاراه ای  سیستم  یک  نشان دهنده   2 شکل 
برای  دینامیکی  معادلات  ابتدا  بالا،  فرضیه های  گرفتن  نظر  در  با  می باشد. 
یک سمت از چرخدنده های درگیر نوشته می شود. سپس از آن جایی که سمت 
چپ و راست چرخدنده ها مشابه یکدیگر فرض شده اند، معادلات به سمت 
دیگر نیز تعمیم داده می شود. در پایان هم با استفاده از روش المان محدود و 
به کمک المان های تیر اویلر معادلات سمت چپ و راست با یکدیگر ترکیب 

شده تا معادلات کلی سیستم استخراج گردند.
استخراج  برای  سه بعدی  فضای  در  گشتاور  و  نیرو  اساسی  معادلات 

معادلات حرکت هر جفت چرخدنده درگیر به صورت زیر خواهند بود:

)1(),,( zyxim ii =∑ = aF

)2(( , , )i i i i x y zθ= =∑T I 

iI به ترتیب بردار  iθ و   ، ia  ، iT  ، iF m جرم،  در روابط )1( و )2(، 
نیرو، بردار گشتاور، بردار شتاب خطی، بردار شتاب زاویه ای و ماتریس ممان 

درگیری   برای  را   )2( و   )1( روابط  بایستی  حال  می باشند.  جرمی  اینرسی 
تا  داد  بسط  سیاره  بازو-  و  سیاره  رینگ-  سیاره،  خورشید-  چرخدنده های 
معادلات دینامیکی مربوط به هر کدام از جفت چرخدنده های درگیر استخراج 

 شود.

معادلات دینامیکی چرخدنده های خورشید- سیاره i ام- 1- 3
مجموعه معادلات دینامیکی مربوط به درگیری چرخدنده های خورشید- 

سیاره i ام در فرم ماتریسی به صورت رابطه )3( بیان می گردد ]16-18[:

)3(
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pi به ترتیب نشان دهنده چرخدنده های  s و  در رابطه )3(، زیرنویس های 
 q  ، q G ماتریس ژیروسکوپ،  M ماتریس جرم،  خورشید و سیاره i ام، 
bK ماتریس سفتی  q به ترتیب بردارهای جابه جایی، سرعت و شتاب،  و 
spik میانگین سفتی درگیری بین چرخدنده های خورشید و سیاره  یاتاقان، 
و  بین چرخدنده های خورشید  درگیری  تبدیل سفتی  ماتریس   spiK ام،   i
 ،z بازو حول محور  cΩ سرعت  ام در جهات مختصاتی مختلف،   i سیاره 
به   spif و   sif  ، smf ژیروسکوپی،  اثرات  از  ناشی  ماتریس سفتی   gK

ترتیب تحریک های ناشی از گشتاور خارجی و خطای انتقال استاتیکی بین 
چرخدنده های خورشید و سیاره i ام می باشند.

معادلات دینامیکی چرخدنده های رینگ- سیاره i ام- 2- 3
به درگیری چرخدنده های رینگ-  دینامیکی مربوط  مجموعه معادلات 

سیاره i ام در فرم ماتریسی مطابق رابطه )4( می باشد ]16-18[:

)4(
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22

2

r r r r

pi pi pi pi

rpi rpibr
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rpi r

pigr
c

gpi

rm ri

rpi

(t) (t)
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k
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      =  
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M 0 q G 0 q
0 M q 0 G q

K KK 0
K0 0 q

qK 0
0 K

f f
f

 

 

rpk میانگین  r نشان دهنده چرخدنده  رینگی،  در رابطه )4(، زیرنویس 

Fig. 2. Lumped mass model of double helical planetary gear system 
with one planet

شکل 2: مدل جرم گسسته یک سیستم سیاره ای دومارپیچ با یک سیاره
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rpiK ماتریس تبدیل  سفتی درگیری بین چرخدنده های رینگ و سیاره i ام، 
مختلف  جهات  در  ام   i سیاره  و  رینگ  چرخدنده های  بین  درگیری  سفتی 
گشتاور  از  ناشی  تحریک های  ترتیب  به   rpif و   rif  ، rmf مختصاتی، 
ام   i سیاره  و  رینگ  چرخدنده های  بین  استاتیکی  انتقال  خطای  و  خارجی 

می باشند.

معادلات دینامیکی بازو- سیاره i ام- 3- 3
مجموعه معادلات دینامیکی مربوط به درگیری بازو- سیاره i ام در فرم 

ماتریسی به صورت رابطه )5( بیان می گردد ]16-18[:

)5(
11 12

22

2

c c c c

pi pi pi pi

cpi cpibc

cpi c

pigc
c

gp

(t) (t)
(t) (t)

sym. (t)
(t)

       
+ +      
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        =    

     Ω     

M 0 q G 0 q
0 M q 0 G q

K KK 0
K0 0 q 0

q 0K 0
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سفتی  ماتریس   cpiK و  بازو  نشان دهنده   c زیرنویس   ،)5( رابطه  در 
درگیری بین بازو با سیاره i ام می باشند.

معادلات کلی سیستم- 4- 3
 مجموعه معادلات کلی حاکم بر سیستم سیاره ای دومارپیچ با N سیاره 
) درجه آزادی( پس از ترکیب معادلات سمت چپ و  )N +18 3 )با مجموع 
راست چرخدنده های درگیر با استفاده از المان های تیر اویلر در فرم ماتریسی 

به صورت رابطه )6( درمی آید ]16-18[:

)6(2( ) ( ) ( ) ( )m b c gt t t t+ + + −Ω =Mq Gq (K K K )q F 

tF)( بردار تحریک ناشی  mK ماتریس سفتی درگیری و  در رابطه )6(، 
از گشتاورهای خارجی و تحریک ناشی از خطای انتقال استاتیکی می باشند. 
جزئیات مربوط به نحوه محاسبه بردارها و ماتریس های ارائه شده در رابطه 

)6( در مراجع ]18-16[ داده شده است.

سیستم - 4 یک  برای  بحرانی  سرعت های  استخراج  روند 
سیاره ای دومارپیچ

و  پارامترها  تمامی  ابتدا  بحرانی،  سرعت های  استخراج  به منظور 
ماتریس های سیستم، نسبت به پارامترهای چرخدنده سیاره بی بعد می شوند. 
 exp( )tλ= Φq سپس با استفاده از روش جداسازی متغیرها و قرار دادن 
در رابطه )6( معادله مقدار ویژه برای فرم همگن رابطه )6( به صورت رابطه 

)7( به دست می آید:

)7(2 2( )b m c gλ λΦ + Φ + + −Ω Φ =M G K K K 0

همان طور که قبلًا نیز بیان شد، در سرعت های بحرانی، حداقل یکی از 
λ برابر  مقادیر ویژه سیستم صفر خواهد شد. بنابراین، در رابطه )7( مقدار 

صفر قرار داده می شود تا رابطه )8( استخراج گردد:

)8(2( )b m crit g+ Φ −Ω Φ =K K K 0

باعث  آن  حل  که  می باشد  ویژه  مقدار  مسأله  یک  واقع  در   )8( رابطه 
می شود تا سرعت های بحرانی سیستم که در واقع همان مقادیر ویژه رابطه 

)8( می باشد، محاسبه گردد.

صحت سنجی معادلات و روند استخراج سرعت های بحرانی- 5
در این قسمت به منظور صحت سنجی معادلات و همچنین روند استخراج 
سرعت های بحرانی سیستم، نتایج مربوط به یک سیستم سیاره ای ساده با 
نتایج ارائه شده در مرجع ]3[ مقایسه می گردد. جدول 1 پارامترهای اساسی 

جدول 1: پارامترهای اساسی سیستم سیاره ای ساده ]3[
Table 1. Basic parameters of a spur planetary gear system [3]

چرخدنده پارامتر
خورشیدی

چرخدنده 
سیاره ای

چرخدنده 
بازورینگی

)kg( 31/867/6412جرم
ممان اینرسی 
تقسیم بر مربع 
)kg( شعاع مبنا

1/751/258/096/8

)mm( 55/7527109/788/6قطر مبنا
سفتی درگیری 

)N/ μm(100100
سفتی یاتاقان در 

y و x جهت
)N/ μm(

201010050

سفتی پیچشی 
)N/ μm( 100100-20یاتاقان

-202020زاویه فشار )درجه(

جدول 2: مقایسه سرعت های بحرانی استخراج شده در این تحقیق با نتایج 
داده شده در مرجع ]3[ برای یک سیستم سیاره ای ساده با چهار سیاره

Table 2. Comparison of extracted critical speeds in this research with the 
presented results in Ref. [3] fora spur planetary gear system with four planet

ردیف
سرعت های بحرانی بی بعد شده

نتایج ارائه شده در 
مرجع ]3[

نتایج استخراج شده 
درصد اختلافدر این تحقیق

0%)2( 0/7422)2( 10/7422 و 2
0%)2( 1)2( 31 و 4
0%)2( 1/068)2( 51/068 و 6
0%)2( 1/356)2( 71/356 و 8

91/441/4397%0/02
0%)2( 1/528)2( 101/528 و 11

124/324/3198%0/005
0/002%)2( 5/2439)2( 135/244 و 14
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جدول 3: پارامترهای اساسی سیستم سیاره ای دومارپیچ ]16[
Table 3. Basic parameters of a double- helical planetary gear system [16]

چرخدنده پارامتر
چرخدنده چرخدنده سیارهخورشیدی

بازورینگی

-4739125تعداد دندانه

مدول نرمال 
(mm)1/81-

زاویه مارپیچ 
-21/5)درجه(

زاویه فشار 
-22/5نرمال )درجه(

شعاع مبنا 
(mm)41/834/7111/2-

(kg) 1/221/692/40/651جرم

سفتی 
درگیری

(N/µm) 
564531-

سفتی یاتاقان در 
y و x جهات
(N/µm) 

1001001000-

سفتی پیچشی 
یاتاقان 

(1e6Nm/rad)
5510-

)ب()الف(
Fig. 3. Diagram of variation of the real and imaginary parts of the eigenvalue versus non- dimensional carrier speed for spur planetary gear system: 

a) The presented results in Ref. [3], b) The extracted results in this research
شکل 3: نمودار تغییرات قسمت های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه سیستم سیاره ای ساده در مقابل تغییرات سرعت بازوی بی بعد شده:

)الف( نتایج ارائه شده در مرجع ]3[، )ب( نتایج استخراج شده در این تحقیق.

جدول 4: سرعت های بحرانی محاسبه شده برای سیستم سیاره ای دومارپیچ
Table 4. Calculated critical speeds for a double- helical planetary gear system

سرعت بحرانی بی بعد شدهردیف

10/36593
20/423762

30/5079 و 4
50/613155
60/66565
70/682561
80/825623
90/861494
100/891546
110/993094

121 و 13 و 14
151/022982
161/150256
171/187226
181/322876
191/377269
201/46643
211/562354
221/717047
231/758118
241/77044
251/954988
262/039967
272/28581
282/45034
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سیستم سیاره ای داده شده در مرجع ]3[ را نشان می دهد. جدول 2 نیز مقایسه 
سرعت های بحرانی محاسبه شده با سرعت های بحرانی داده شده در مرجع 
]3[ برای یک سیستم سیاره ای ساده با چهار سیاره را نشان می دهد. مقایسه 
سرعت های بحرانی داده شده در جدول 2 نشان دهنده صحت روابط و روند 

استخراج سرعت های بحرانی سیستم می باشد.
قسمت های  تغییرات  نمودار  بعدی  مرحله  در  بیشتر،  اطمینان  به منظور 
تغییرات  مقابل  در  ساده  سیاره ای  سیستم  ویژه  مقادیر  موهومی  و  حقیقی 
سرعت بازوی بی بعد شده ترسیم می گردد. همانطور که در شکل 3 مشخص 
می باشد، نمودار استخراج شده با نمودارهای ارائه شده در مرجع ]3[ به طور 
کامل مطابقت داشته و قسمت موهومی مقادیر ویژه در سرعت های بحرانی 

سیستم که در جدول 2 داده شده است، برابر صفر می باشد.

استخراج سرعت های بحرانی و بررسی پایداری برای یک - 6
سیستم سیاره ای دومارپیچ

در جدول 3 پارامترهای اساسی یک سیستم سیاره ای دومارپیچ ارائه شده 
است. جدول 4 سرعت های بحرانی محاسبه شده برای این سیستم سیاره ای 
دومارپیچ را نشان می دهد. اعداد ارائه شده در جدول 4 بر اساس روندی که 

در بخش چهارم این تحقیق بیان گردید، محاسبه شده است.
موهومی  و  حقیقی  قسمت های  تغییرات  نمودار  نشان دهنده   4 شکل 
مقادیر ویژه سیستم سیاره ای دومارپیچ در مقابل تغییرات سرعت بازوی بی بعد 
شده می باشد. همانطور که در این شکل مشاهده می شود، قسمت موهومی 
مقادیر ویژه در سرعت های بحرانی سیستم که در جدول 4 داده شده است، 

برابر صفر می باشد.
بازو،  بحرانی  در محدوده سرعت های  پایداری سیستم  تحلیل  به منظور 
بایستی از شکل های 1- الف و 1- پ استفاده نمود. در ضمن بهتر است، نمودار 
تغییرات قسمت های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه سیستم در محدوده های 
کوچکتری از سرعت های بازوی بی بعد شده ترسیم  گردد. از این رو شکل های 
و موهومی  تغییرات قسمت های حقیقی  نمودار  ترتیب  به  تا 5-ث  الف   -5

/ c< Ω <0 5 1  ، /c< Ω <0 0 5 بازه های  در  را  سیستم  ویژه  مقادیر 
>c/ نشان می دهد. Ω <2 2 5 / و  c< Ω <1 5 2  ، /c< Ω <1 1 5  ،

با بررسی شکل های 1- الف، 1- پ و5- الف تا 5-ث، نتایج زیر حاصل 
می شود:

، سیستم در  ● /c< Ω <0 0 5 در محدوده سرعت بازوی بی بعد شده 
واگرایی شده  ناپایداری  دچار  بی بعد شده 0/36593  بحرانی  سرعت 

است و در سرعت بحرانی بی بعد شده 0/423762 پایدار می باشد.
، سیستم در  ● / c< Ω <0 5 1 در محدوده سرعت بازوی بی بعد شده 

بی بعد شده 0/5079، 0/613155، 0/682561،  بحرانی  سرعت های 
ناپایداری  معرض  در   1 و   0/891546  ،0/861494  ،0/825623
واگرایی قرار دارد و در سرعت های بحرانی بی بعد شده 0/66565 و 

0/993094 پایدار می باشد.
، سیستم در  ● /c< Ω <1 1 5 در محدوده سرعت بازوی بی بعد شده 

سرعت های بحرانی بی بعد شده 1/022982، 1/150256، 1/322876 
در سرعت های  و  تجربه می کند  را  واگرایی  ناپایداری  و 1/377269 

بحرانی بی بعد شده 1/187226 و 1/46643 پایدار می باشد.
، سیستم در  ● / c< Ω <1 5 2 در محدوده سرعت بازوی بی بعد شده 

سرعت های بحرانی بی بعد شده 1/717047 و 1/77044 دچار ناپایدار 
واگرایی شده است و در سرعت های بحرانی بی بعد شده 1/562354، 

1/758118 و 1/954988 پایدار می باشد.
سیستم  ●  ، /c< Ω <2 2 5 شده  بی بعد  بازوی  سرعت  محدوده  در 

در سرعت  بحرانی بی بعد شده 2/039967 دچار ناپایدار واگرایی شده 
 2/45034 و   2/28581 شده  بی بعد  بحرانی  سرعت های  در  و  است 

پایدار می باشد.
ناپایداری سیستم سیاره ای دومارپیچ در سرعت های بحرانی  پایداری و 
را با توجه به شکل های 1- الف و 1- پ می توان این گونه توجیه کرد که در 
سرعت هایی که مقدار ویژه موهومی سیستم حقیقی و مثبت می شود، سیستم 
در معرض ناپایداری واگرایی قرار دارد. این در حالی است که در سرعت هایی 
که مقدار ویژه سیستم برابر صفر شود، اما بدون هیچ گونه تغییری قبل و بعد 
باشد،  داشته  وجود  موهومی محض  به صورت  همچنان  بحرانی  از سرعت 

سیستم، پایدار خواهد بود.

Fig. 4. Diagram of variation of the real and imaginary parts of the 
eigenvalue versus non- dimensional carrier speed for double- helical 

planetary gear system
شکل 4: نمودار تغییرات قسمت های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه سیستم 

سیاره ای دومارپیچ در مقابل تغییرات سرعت بازوی بی بعد شده
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)ب()الف(

)ت()پ(

)ث(
Fig. 5. Diagram of variation of the real and imaginary parts of the eigenvalue:

(a) 0 0.5c< Ω < . (b) 0.5 1c< Ω < . (c) 1 1.5c< Ω < . (d) 1.5 2c< Ω < . (e) 2 2.5c< Ω < .

شکل 5: نمودار تغییرات قسمت های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه سیستم سیاره ای دومارپیچ در مقابل بازه های مختلف تغییرات سرعت بازوی بی بعد شده: 
. /c< Ω <2 2 5 . )ث(  / c< Ω <1 5 2 . )ت(  /c< Ω <1 1 5 . )پ(  / c< Ω <0 5 . )ب( 1 /c< Ω <0 0 5 )الف( 
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نتیجه گیری- 7
از  مستقل  دینامیکی خطی  مدل  استخراج یک  از  پس  تحقیق  این  در 
زمان در فضای سه بعدی و با در نظر گرفتن شش درجه آزادی برای هر عضو 
و در نظر گرفتن اثرات ژیروسکوپی ناشی از دوران بازو به برررسی پایداری 
یک سیستم سیاره ای دومارپیچ پرداخته شده است. به همین منظور، پس از 
استخراج معادلات حاکم بر سیستم، سرعت های بحرانی بازو که در آن یک 
یا چند عدد از مقادیر ویژه سیستم صفر می شود، محاسبه می گردد. سپس با 
رسم نمودار تغییرات قسمت های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه سیستم در 
مقابل بازه ای از سرعت های بازوی بی بعد شده، مرز های ناپایداری واگرایی 
سیستم تعیین می گردد. ناپایداری واگرایی در سرعت های بحرانی زمانی اتفاق 
می افتد که یکی از مقادیر ویژه موهومی سیستم، به صورت یک عدد حقیقی 
مقدار  بحرانی،  سرعت های  در  اگر  که  است  حالی  در  این  درآید.  مثبت  و 
ویژه موهومی سیستم برابر صفر شود اما بدون هیچ گونه تغییری قبل و بعد 
باشند،  از سرعت بحرانی همچنان به صورت موهومی محض وجود داشته 
سیستم، پایدار خواهد بود.  نتایج این تحقیق نشان می دهد که در یک سیستم 
سیاره ای دومارپیچ، در برخی از سرعت های بحرانی، ناپایداری واگرایی اتفاق 

می افتد و در برخی دیگر پایدار می باشد.

فهرست علائم
علائم انگلیسی

aبردار شتاب خطی
eخطای انتقال استاتیکی
fبردار نیرو مربوط به درگیری یک جفت چرخدنده
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