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1- مقدمه
پیامدهای ناشی از شکست سازه ها در اثر وجود ترک در اعضای 
آن ها می تواند باعث خسارات جانی و مالی گسترده و جبران ناپذیری 
گردد. وجود ترک باعث کاهش مقاومت نهایی و در نتیجه گسیختگی 

مواد در تنش هایی کمتر از تنش های مجاز می شود.
در تحلیل مسائل  ترک، پیچیدگی های بسیاری در روند محاسبات 
وجود دارد که اغلب یافتن پاسخی تحلیلی را برای آن ها بسیار دشوار 
راه  توان محاسباتی،  در  پیشرفت های چشم گیر  ناممکن می نماید.  یا 
را برای استفاده از روش های عددی در حل مسائل پیچیده و دشوار 
مکانیک شکست هموار کرده است. امروزه در بسیاری از صنایع پیشرفته 
سعی بر آن است که بتوان سازه هایی سبک تر که قابلیت تحمل بارهای 
بیشتری را نیز داشته باشند، جایگزین سازه های موجود نمود. بنابراین 
شناخته  کامپوزیت ها  نام  به  عمدتاً  که  مهندسی  مصالح  از  نوعی 
از جنس مواد ناهمسانگرد هستند، به سرعت در  می شوند و معمولاً 
پیشرفته  سازه های  مختلف  بخش های  در  به کارگیری  و  توسعه  حال 

مهندسی هستند. از این رو اتلوری و همکاران ]1[ با استفاده از روش 
اجزاء محدود به تحلیل مسائل مکانیک شکست در مواد کامپوزیت در 
حالت دو بعدی پرداختند. با توجه به تکینگی تنش در نوک ترک و 
ناپیوستگی جابجایی در راستای عمود بر وجوه ترک، استفاده از روش 
محدود  آن  و گسترش  ترک  مسائل  در حل  محدود کلاسیک  اجزاء 
شده است. در این راستا، روش اجزاء محدود توسعه یافته جهت حل 
از  استفاده  با  نیز   ]2[ و همکاران  آمد. سوکومار  بوجود  ترک  مسائل 
روش اجزاء محدود توسعه یافته به مدل سازی سه بعدی مسائل ترک 
و تعیین ضرایب شدت تنش برای ترک سه بعدی سطحی پرداختند. 
و  معتمدی   ،]4[ بلیچکو  و  هیون   ،]3[ محمدی  و  اسدپور  همچنین 
محمدی ]5[ از روش اجزاء محدود توسعه یافته برای تحلیل مسائل 

دارای ترک، در مواد ناهمسانگرد استفاده کردند.
اجزاء  روش های  در  مش  به  وابستگی  از  ناشی  مشکلات  وجود   
است.  شده  المان  فاقد  عددی  روش های  گسترش  به  منجر  محدود، 
در روش های فاقد المان، معمولا به جای المان از توزیع ذرات درون 
جسم استفاده می شود و بنابراین مشکلات مش بندی مجدد و اعوجاج 
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المان ها، موجود در روش اجزاء محدود، در این روش وجود ندارد. بر 
این اساس بلیچکو و همکاران ]6[ از روش بدون المان گالرکین برای 
بررسی مسائل مکانیک شکست و رشد ترک در حالت دو بعدی در 
مصالح همسانگرد استفاده کردند. فلمینگ و همکاران ]7[ نیز روش 
المان غنی شده گالرکین را برای بررسی میدان های الاستیک  بدون 
نوک ترک به کار بردند. فکور و مهری خوانساری ]8[ نیز با ارائه  یک 
روش عددی بر اساس تئوری ویسکوالاستیک و با استناد به سری های 
در  ترک  نوک  اطراف  ناحیه  مکانیکی  خواص  شبیه سازی  به  پرونی، 
مواد ارتوتروپ پرداختند. کمالی و شجاع ]9[ یک روش نیمه تحلیلی 
مبتنی  تغییراتی  روش  اساس  بر  را  گره گذاری  و  المان بندی  فاقد 
جسم  یک  در  الاستیک  میدان های  تعیین  برای  )ریتز(  جابجایی  بر 
همگن ناهمسانگرد دارای ترک گسترش دادند. میدان جابجایی درون 
جسم به صورتی انتخاب شده است که تکینگی تنش در نوک ترک و 
ناپیوستگی جابجایی در راستای عمود بر وجوه ترک قابل اعمال باشد.

جابجایی،  بر  مبتنی  تغییراتی  روش های  در  اینکه  به  توجه  با 
همگرایی مقادیر تنش ها کندتر از مقادیر جابجایی است، جهت برآورد 
دقیق تر تنش ها و به دنبال آن ضرایب شدت تنش، در مطالعه حاضر، بر 
اساس تعمیم کار انجام شده در مرجع ]9[، یک روش نیمه تحلیلی فاقد 
المان بندی مبتنی بر فرمول بندی ترکیبی در جسم همگن ناهمسانگرد 
دارای ترک لبه یا ترک داخلی ارائه شده است. در مرجع ]9[ بر اساس 
روش تغییراتی مبتنی بر جابجایی، فقط میدان جابجایی درون جسم 
تقرییب زده می شود و میدان تنش با استفاده از روابط ساختاری بر 
حسب مشتق میدان جابجایی بدست می آید. در کار حاضر، با استفاده 
از فرمول بندی ترکیبی رایزنر، علاوه بر میدان جابجایی، میدان تنش 
تنش  میدان  در روش حاضر،  زده می شود.   تقریب  درون جسم  نیز 
مستقیماً تقریب زده می شود ولی در مرجع ]9[، میدان تنش از مشتق 
میدان جابجایی بدست می آید و با توجه تقریبی بودن میدان جابجایی 
از دقت میدان تنش کاسته می شود و لذا سرعت همگرایی روش حاضر 
بیشتر از روش مرجع ]9[ می باشد. همچنین در روش حاضر، بر خلاف 
روش مرجع ]9[، امکان اعمال شرایط مرزی طبیعی نیز وجود دارد. 
مزیت روش حاضر نسبت به روش المان محدود توسعه یافته، عدم نیاز 
به تولید المان است و در مقایسه با روش های بدون المان، این روش 
نیازی به تولید ذرات ندارد و اعمال شرایط مرزی اساسی نیز با سهولت 
بیشتری قابل اعمال است. در این مطالعه، میدان های جابجایی و تنش 

مجهول  با ضرایب  معلوم  توابع  یک سری  مجموع  بصورت  در جسم 
بیان می شوند. این توابع طوری انتخاب می شوند که تکینگی میدان 
تنش در نوک ترک و ناپیوستگی میدان جابجایی در راستای عمود بر 
وجوه ترک برآورده شود. در این روش شرایط مرزی اساسی و طبیعی 
همگن و غیر همگن به صورت دقیق ارضا می شوند و معادلات تعادل 
و سازگاری به فرم معادله تغییراتی با دقت موردنظر قابل اعمال است. 
حل معادله تغییراتی منجر به یک دستگاه معادلات خطی می شود. در 
محاسبه برخی عناصر ماتریس، انتگراهایی وجود دارد که  توابع زیر 
انتگرال در نوک ترک تکین هستند. برای محاسبه انتگرال های تکین 
از تبدیل دافی1 ]9 و 10[ استفاده شده است. با بدست آوردن ضرایب 
مجهول، توابع جابه جایی و تنش در جسم معلوم می شوند و به سهولت 

بازشدگی ترک و ضرایب شدت تنش محاسبه خواهند شد. 

2- فرمولاسیون ترکیبی
انرژی  تغییرات  معادله  اساس  بر  را  ترکیبی  فرمول بندی  ریزنر 
از  و تنش های خارج  تعریف میدان جابه جایی  با  و  مینیمم  پتانسیل 
صفحه در صفحات چند لایه بسط داد. ریزنر معادله تغییراتی خود را 
در یک جسم سه بعدی، در غیاب نیروهای خارجی و حجمی به صورت 

رابطه )1( ارائه داده است]11 و 12[:
           

 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 
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δ، بیانگر تغییرات و U انرژی کرنشی جسم بر اساس  که در آن 
کرنش های بدست امده از روابط کرنش- جابجایی و تنش های تعریف شده 
i, تنش های خارج از صفحه هستند  =1 2  iτ σ و  در مدل می باشد.  
کرنش های بدست  ( , )i = 1 2   iγ ε و  که در مدل تعریف می شوند. 
امده از قانون هوک، بر حسب تنش های تعریف شده در مدل هستند.

ترک دار،  صفحه  مسئله  حل  برای  پژوهش،  این  در 
فرمولاسیون  و  رایزنر  تغییرات  اصل  از  استفاده  با 
می شود: ارائه  زیر  تغییراتی  معادله   ،]13[ ترکیبی 

( )1 0
2

T T
G M M G H edA Lδ ε σ σ ε ε δ + − − = 

 ∫∫     )2(

1  Duffy Transformation
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که در آن زیرنویس G نمایانگر کرنش های بدست امده از روابط 
کرنش-جابجایی به صورت زیر است:

, ,
1 ( )
2ijG i j j iu uε = +   )3(

معکوس  از  شده  محاسبه  کرنش های  نشان دهنده   H زیرنویس 
قانون هوک است:

[ ] [ ][ ]H MSε σ=   )4(

اندیس M معرف تنش های تعریف شده در مدل، S ماتریس ضرایب 
eL نیز بیانگر کار نیروهای خارجی وارد بر جسم است. الاستیک و 

مؤلفه های رابطه )2( به صورت ماتریسی زیر می باشد:
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3-میدان های جابجایی و تنش برای ترک لبه
لبه  ترک  دارای  الاستیک  همگن  محیط  یک   ،1 شکل  مطابق 
قطبی  مختصات  مبدأ دستگاه  گرفته می شود.   نظر  در   a به طول 
محور  است.  شده  فرض  ترک  نوک  در  دکارتی  مختصات  دستگاه  و 
.  π θ π− < < و  می شود  گرفته  نظر  در  ترک  امتداد  در   1x

توابع   ،[9] جابجایی  روش  بر  مبتنی  فرمول بندی  حالت  در 
و  طیفی  سری  یک  از  مجموعی  صورت  به  جسم،  در  جابجایی 
است. بیان  قابل   )6( رابطه  به صورت  جمله ای  چند  سری  یک 
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و در حالت فرمول بندی ترکیبی، علاوه بر بیان میدان جابجایی 
به صورت رابطه )6(، میدان تنش نیز به صورت رابطه )7( بیان 

می شود:
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1 ، به ترتیب در معادلات )6( و )7(، 
r

r و  ترم های شامل 
تکینگی تنش در نوک ترک را مدل می کنند.

در  را  الاستیک  میدان های  ناپیوستگی    F ( ), , ,...n nθ = 2 4 تابع 
n ) متناظر با  )Fn θ امتداد عمود بر وجوه ترک در نظر می گیرد و 

) نیز  )G  n θ  های فرد در امتداد عمود بر وجوه ترک پیوسته است و 
تابعی پیوسته می باشد، که به صورت زیر تعریف می شوند:
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n

θ θ

θ θ π θ π

+ =  
 
 = − ≤ ≤ 
 

  )8( 

، به ترتیب برای برای ارضای  ( )ij 1 2 g ,x x و  ( )i 1 2 f ,x x توابع 
و   ( )i 1 2B ,x x توابع  ناهمگن،  طبیعی  و  اساسی  مرزی  شرایط 
) ، به ترتیب جهت ارضای شرایط مرزی اساسی و طبیعی  )ij 1 2h ,x x

) جهت ارضای شرط مرزی  )ij  z θ همگن در نظر گرفته شده اند. تابع 
طبیعی همگن در وجوه ترک، در نظر گرفته شده است و باید مقدار 
θ برابر صفر  π  ] تنها در وجوه ترک یعنی   ],π π− آن در بازه 
شود. این تابع منحصر بفرد نیست و در واقع هر تابع پیوسته ای که در 
θ باشد، مناسب است   π  ] تنها دارای ریشه های   ],π π− بازه 

و بصورت رابطه )9( قابل بیان است.

 
: جسمی جامد الاستیک  همگن همسانگرد دارای  1شکل 

 ترک لبه با راستای دلخواه
 

  

شکل 1 : جسمی جامد الاستیک  همگن همسانگرد دارای ترک لبه با 
راستای دلخواه

Fig. 1. An anisotropic  homogeneous elastic solid with an 
arbitrarily oriented edge crack
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 )9(( )

( ) ( )
12 22

1 cos
; 0, 0

lim lim 1 cos 0, 1,2, 2

ij

ij

z

z i j
θ π θ π

θ θ

θ π σ σ
θ θ

→± →±

= +

→ ± = =

= + = = =
   

i, کرنش های  =1 2     iu با استفاده از میدان جابجایی تعریف شده 
Gε به صورت زیر محاسبه می شوند:   
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(9)  

 

   
12 22

1 cos
; 0, 0

lim lim 1 cos 0, 1,2, 2
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z i j
   

 

   
 

 

 

   

    

 

𝑢𝑢𝑖𝑖  ,i  با استفاده از میدان جابجایی تعریف شده  1  :شوندمیصورت زیر محاسبه به  𝜀𝜀𝐺𝐺 هایکرنش 2
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تعریف  هایتنشو  𝜀𝜀𝐻𝐻و  𝜀𝜀𝐺𝐺 هایکرنش. قراردادن شوندمینیز با استفاده از قانون هوک و ماتریس نرمی محاسبه  𝜀𝜀𝐻𝐻 هایکرنش
، که با حل آن مقدار شودمیحسب ضرایب مجهول  ، منجر به یک دستگاه معادلات خطی بر(2)ی رابطه ، در معادله تغییرات𝜎𝜎𝑀𝑀شده 

 میدان الاستیک را در هر نقطه بدست آورد. توانمیو به راحتی  شودمیضرایب مجهول تعیین 

 جابجایی و تنش برای ترک داخلی یهادانیمتعریف  -4

بدأ دستگاه مختصات کارتزین ر نظر بگیرید. مد 2 را مطابق شکل a2یک محیط دو بعدی همگن الاستیک شامل ترک داخلی به طول 
,𝑟𝑟1)مختصات قطبی  هایدستگاه شودمیدر امتداد ترک انتخاب شده است. فرض  𝑥𝑥1در وسط ترک و  محور  𝜃𝜃1)  و(𝑟𝑟2, 𝜃𝜃2) مطابق ،

i, در دو نوک ترک قرار دارند و 2شکل  1 2 −π < θi < π,   . 

 )10(

H     نیز با استفاده از قانون هوک و ماتریس نرمی   

 

 H G و    

کرنش های 
 و تنش های تعریف 

    H  

 

 H G و   و   

    H  

 

 H G و  محاسبه می شوند. قراردادن کرنش های   
، در معادله تغییراتی رابطه )2(، منجر به یک دستگاه   

M شده  
معادلات خطی بر حسب ضرایب مجهول می شود، که با حل آن مقدار 
ضرایب مجهول تعیین می شود و به راحتی می توان میدان الاستیک را 

در هر نقطه بدست آورد.

4- تعریف میدان های جابجایی و تنش برای ترک داخلی
یک محیط دو بعدی همگن الاستیک شامل ترک داخلی به طول 
2a را مطابق شکل 2 در نظر بگیرید. مبدأ دستگاه مختصات کارتزین 

1x در امتداد ترک انتخاب شده است. فرض  در وسط ترک و  محور 
، مطابق  2 2( , )r θ 1 و  1( , )r θ می شود دستگاه های مختصات قطبی 

  . iπ θ π,     .   ,i =1 2 شکل 2 در دو نوک ترک قرار دارند و 
مشابه حالت ترک لبه، توابع جابجایی ]9[ و تنش برای ترک داخلی 

نیز به صورت روابط )11( و )12( تعریف می شوند
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همگن همسانگرد دارای ترک  الاستیکجسمی جامد  :2شکل 

 دلخواه راستایداخلی با 

 .شوندمیتعریف ( 12)و  (11)و تنش برای ترک داخلی نیز به صورت روابط  ]9[مشابه حالت ترک لبه، توابع جابجایی       

 

   
  

   
  

1 2 1 2

1
0 0

1 2
1 12

2

2
0 0

2 2

1

1 20 0

( , ) ( , )

{ [

1 cos

]

1 cos

}, 1,2

r

r

i

i i i

m
n n

m n

i i
mn n mn n

m
n n

m n

i i
mn n mn n

p p j u j k
jkj k

u F x x B x x

r
a

r r A F B G
a

r
a

E F D G

x x i





 



 





 

 



 

 

  
  

  
     
   
 

  
  

  
     
   
 

 

 

 

 

                                  )11( 

 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 

 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله مورد
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 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 
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 )8( معادله  در  شده  ذکر  بصورت   ( )nG iθ و   ( )nF iθ توابع 
ناحیه  روی  باید  تنش  و  جابجایی  توابع  آنجایی که  از  می باشند. 
صورت  به   ( )nF iθ توابع  ناپیوسته  ترم  باشد،  پیوسته   1x a≥

می شود. اصلاح   ( )n 2F θ  ( )11 cosθ− و   ( )n 1F θ  ( )21 cosθ−

، به ترتیب برای ارضای شرایط  ( )ij 1 2 G ,x x و ( )i 1 2 F ,x x توابع  
 ، ( )ij 1 2H ,x x ) و  )i 1 2B ,x x مرزی اساسی و طبیعی ناهمگن، توابع 
به ترتیب جهت ارضای شرایط مرزی اساسی و طبیعی همگن در نظر 
مرزی طبیعی  ارضای شرط  ) جهت  )ij 1 2  Z ,θ θ تابع   گرفته شده اند. 

 

همگن همسانگرد دارای  : جسمی جامد الاستیک2شکل 
 ترک داخلی با راستای دلخواه

 

  

شکل 2: جسمی جامد الاستیک همگن همسانگرد دارای ترک داخلی با 
راستای دلخواه

Fig. 2. An anisotropic  homogeneous elastic solid with an 
arbitrarily oriented interior crack
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همگن در وجوه ترک، در نظر گرفته شده است و باید مقدار آن در بازه 
 ( ) ( )1 2, ,θ θ π π= ± یعنی  ترک  وجوه  در  تنها   1 2,π θ θ π− ≤ ≤

تابع  هر  واقع  در  و  نیست  بفرد  منحصر  تابع  این  شود.  صفر  برابر 
ریشه های   دارای  تنها   1 2,π θ θ π− ≤ ≤ بازه  در  که  پیوسته ای 
) باشد، مناسب است و بصورت رابطه )13( قابل  ) ( )1 2, ,θ θ π π= ±

بیان است. 
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|𝑥𝑥1|که توابع جابجایی و تنش باید روی ناحیه . از آنجاییباشندمی (8)بصورت ذکر شده در معادله  Gn(𝜃𝜃𝑖𝑖)و  Fn(𝜃𝜃𝑖𝑖)توابع  ≥
𝑎𝑎  پیوسته باشد، ترم ناپیوسته توابعFn(𝜃𝜃𝑖𝑖)  1)به صورت − cos𝜃𝜃2) Fn(𝜃𝜃1)  1)و − cos𝜃𝜃1) Fn(𝜃𝜃2)  شودمیاصلاح. 

,Fi(𝑥𝑥1  توابع  𝑥𝑥2) و Gij(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) به ترتیب برای برای ارضای شرایط مرزی اساسی و طبیعی ناهمگن، توابع ،Bi(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)  و
Hij(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) تابع   .اندشدهدر نظر گرفته  شرایط مرزی اساسی و طبیعی همگن ، به ترتیب جهت ارضای  Zij(𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2)  جهت ارضای

𝜋𝜋−شرط مرزی طبیعی همگن در وجوه ترک، در نظر گرفته شده است و باید مقدار آن در بازه  ≤ 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2 ≤ 𝜋𝜋 وه ترک تنها در وج
,𝜃𝜃1)یعنی  𝜃𝜃2) = ±(𝜋𝜋, 𝜋𝜋)  که در بازه  یاوستهیپبرابر صفر شود. این تابع منحصر بفرد نیست و در واقع هر تابع−𝜋𝜋 ≤ 𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2 ≤

𝜋𝜋  یهاشهیرتنها دارای  (𝜃𝜃1, 𝜃𝜃2) = ±(𝜋𝜋, 𝜋𝜋) قابل بیان است. (13)و بصورت رابطه  باشد، مناسب است 
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 :شودمیمحاسبه  (14)از رابطه  𝜀𝜀𝐺𝐺برای ترک داخلی میدان کرنش 

 )13(

برای ترک داخلی میدان کرنش  از رابطه )14( محاسبه می شود:

 

8 
 

(14)  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
1

1 2

1 2 1 2 1

1 1
1 1 1

1 1
1 2

1 1 2

1
2

2 2

2 2
22

2

2

1 2 1 2 1

( , , , , , ) ( , , , , , )

( , , , ,1

1

, )

  

( , , , , , )

( , , , , , )

( , , , , ,

G

G

u u u cos
x x r

u usin cos
r r

u sin
r

x x r r x x r r

x x r r x x r r

x x r r

xu
x

x ru r

 



   

   

 


 






  
  
  

 
 

 





 
 


2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
1

2 1

2 2
1 2

1 1 2

2
2

2 2

1 2 1 1
12

2

1

1 2

) ( , , , , , )

( , , , , , ) ( , , , , , )

( , , , , , )

( , , , , , ) ( , , ,

1

,

1

2 G

x x r r

x x r r x x

u sin
x r

u uco r r

x x r r

x x r

s sin
r r

u cos
r

u u u u
x

r x x r r
x x



 

  

   

 








  




 
 

 
 





   

   
   1

1

1 1
1 2

1 1 2

1

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2
2

2

1 2 1 2 1 2

2 1

2 2
1

1

1 2

1 1

, )

( , , , , , ) ( , , , , , )

( , , , ,

1

1 , ) ( , , , , , )

( , , , , , ) ( , , , ,1 , )

x x r r x x r r

x x

sin
r

u ucos sin
r r

u ucos
r x
u ucos

r r x x r r

x x r r x sin
r r

x r r



   

  



 










   


 

 
 

 
 

 
 

 
  1

2 2
2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 2

2
2

2

1( , , , , , ) ( , , , , , )x x ru ucos sr x x r r in
r r

   



 


 
 

 

 

 محاسبه ضریب شدت تنش -5

تنش  هایمیدانبا محاسبه  . در روش حاضر، متعاقباً باشدمیبسیار مهم در علم مکانیک شکست  فاکتورهایاز  1تنش شدتضریب 
و برای ترک داخلی  (16)و  (15) ضرایب شدت تنش را در هر دو مود اول و دوم ترک برای ترک لبه با روابط توانمی، دارترکدر صفحه 

 محاسبه کرد:( 20( تا )17) با روابط
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1 Stress Intensity Factor 
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5- محاسبه ضریب شدت تنش
مکانیک  علم  در  مهم  بسیار  فاکتورهای  از  تنش1  شدت  ضریب 
شکست می باشد. در روش حاضر، متعاقباً با محاسبه میدان های تنش 
در صفحه ترک دار، می توان ضرایب شدت تنش را در هر دو مود اول و 
دوم ترک برای ترک لبه با روابط )15( و )16( و برای ترک داخلی با 

1  Stress Intensity Factor

روابط )17( تا )20( محاسبه کرد:
     )15(
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6-  مطالعه عددی
به منظور صحت سنجی و بررسی کارایی روش ارائه شده در این 
مقاله در تعیین میدان های الاستیک جسمی دو بعدی دارای ترک، به 
ترک  دارای  ورق مستطیلی  در یک  ترک  اول  مد  دو مسئله  بررسی 
 .)6-2 و   6-1 )مثال های  است  شده  پرداخته  مرکزی  ترک  و  گوشه 
علاوه بر این یک مسئله مد ترکیبی ترک در یک ورق مستطیلی دارای 
ترک لبه را در دو حالت ایزوتروپ و ارتوتروپ نیز بررسی شده است 
)مثال 3-6(. در مثال های عددی، ضرایب شدت تنش و حداکثر باز 

شدگی ترک2 به صورت روابط )21( و )22( نرمال شده اند.

0/ ( ), ,K K a I IIα α σ π α= =       )21(

amax m x 0* / ( )COD COD E aσ=       )22(

6-1- ورق مستطیلی با ترک لبه تحت تنش کششی یکنواخت
در این مثال یک ورق مستطیلی به عرض W =20 واحد و طول 
a در نظر گرفته شده است  H =40 واحد دارای ترک لبه  به طول 
 1x شکل 3. مبدأ مختصات دکارتی و قطبی در نوک ترک و محور 
 می باشد. جسم از مصالح 

در نظر گرفته شده  aواحد دارای ترک لبه  به طول  H =40 واحد و طول W= 20در این مثال یک ورق مستطیلی به عرض 
πدر امتداد ترک قرار دارد و  1x. مبدأ مختصات دکارتی و قطبی در نوک ترک و محور 3است شکل  π   جسم باشدمی .

x/ هایلبهدر  0کششی یکنواخت  ساخته شده است. این ورق تحت تنش ν=25/0 از مصالح ایزوتروپ با ضریب پواسون H 2 2 
 .باشدمیقرار گرفته است. این مثال یک مسئله مد اول ترک 

 

در امتداد ترک قرار دارد و 
ایزوتروپ با ضریب پواسون ν=0/25 ساخته شده است. این ورق تحت 
گرفته  قرار   /x H= ±2 2 لبه های  در   0σ یکنواخت  کششی  تنش 

است. این مثال یک مسئله مد اول ترک می باشد.

2  Maximum Crack Opening Displacement



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 5، سال 1398، صفحه 1119 تا 1130

1124

شرایط مرزی طبیعی حاکم بر مسئله به صورت زیر است:
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با توجه به شرایط مرزی حاکم بر مسئله و تقارن نسبت به محور ، 
میدان های جابجایی و تنش به صورت زیر بیان می شوند:
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: ورقی مستطیلی همسانگرد دارای ترک لبه تحت 3  شکل

 تنش کششی یکنواخت

 

  

شکل 3: ورقی مستطیلی همسانگرد دارای ترک لبه تحت تنش کششی 
یکنواخت

Fig. 3. An isotropic rectangular plate with an edge crack 
under uniform tensile stress
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یکنواخت برای حالت  ارتوتروپ دارای ترک لبه تحت تنش برشی
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a/Wدر حالت  KІنرمال شده مود اول،  4و  3خط  1پاراگراف  8 8 = نشان داده شده   0/1
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KІ، [19]و مرجع   1/358 = KІІو  8/958 = 1/356 
تر نزدیک [18]دارد. البته نتایج روش حاضر به نتایج مرجع 
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تنش نرمال شده مود اول، 
2/1039 همگرا شده است که با مقدار تحلیلی مرجع ]14[، 2/1098 
انطباق خوبی می باشد.   بیانگر  دارای خطای نسبی 0/28% است، که 
 maxCOD شکل 5 روند همگرایی حداکثر باز شدگی نرمال شده ترک، 
maxCOD    توسط کمالی و شجاع ]9[ برای  را نشان می دهد. مقدار 
این مسئله 12/230  گزارش شده است و همانطور که از مقادیر شکل 
خوبی  نسبتاً  دارای همگرایی   maxCOD مقادیر  مشاهده می شود   5
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W = 0.5 
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 به مقدار KІنشان داده شده است.   KІتنش نرمال شده مود اول،  2خط  1پاراگراف  7 6
 برحسب طول ترک نرمال شده، KІتغییرات  6 در شکل 9خط  1پاراگراف  7 7

a/Wدر حالت  KІنرمال شده مود اول،  4و  3خط  1پاراگراف  8 8 = نشان داده شده   0/1
 همگرا شده است 1/0191به مقدار   KІاست.  

KІ، [7,16,17]مراجع  8خط  1پاراگراف  10 9 = KІІو  10/250 =  .دارد 1/372
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 5و  4، 3خط  1پاراگراف  11 11
KІ، [18]تطابق خوبی با نتایج مرجع  = KІІو  8/695 =

KІ، [19]و مرجع   1/358 = KІІو  8/958 = 1/356 
تر نزدیک [18]دارد. البته نتایج روش حاضر به نتایج مرجع 

 برای  مقادیر مختلف  KІІو  KІنتایج  1است.  در جدول 
 

تغییرات   6 در شکل  می باشد. 
a/ نشان داده شده است و با نتایج حل تحلیلی مقایسه شده است  W

که نشان از همخوانی خوب نتایج دارد.

6-2- ورق مستطیلی با ترک داخلی تحت تنش کششی یکنواخت
عرض20  به  مستطیلی  ورق  یک   7 شکل  مطابق  مثال،  این  در 
 2a طول  به  مرکزی  ترک  دارای  واحد   H=40 طول  و  واحد   W=2
در   ( )1 2,x x دکارتی  مختصات  مبدا  است.   شده  گرفته  نظر  در 
مبدا مختصات  و  دارد  قرار  ترک  امتداد  در   1x و محور  ترک  مرکز 

) در دو نوک ترک، مطابق شکل 7 قرار  )2 2,r θ ) و  )1 1,r θ قطبی 
ð می باشد. فرض می شود که جسم  ð,   iθ− < <  ,i =1 2 دارند و
ترک دار، ایزوتروپ و دارای ضریب پواسون ν =0/25 می باشد. ورق در 

0σ قرار دارد. راستای طول تحت تنش یکنواخت 
شرایط مرزی طبیعی حاکم بر این مسئله به صورت زیر قابل بیان است.
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: ورقی مستطیلی همسانگرد دارای ترک مرکزی 7شکل 

 تحت تنش کششی یکنواخت

 

  

شکل 7: ورقی مستطیلی همسانگرد دارای ترک مرکزی تحت تنش 
کششی یکنواخت

Fig. 7. An isotropic rectangular plate with a center crack 
under uniform tensile stress
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 /a W = به منظور مطالعه ترک میانی در محیط بینهایت، 0/1 
تنش  شدت  ضریب  همگرایی  روند   8 شکل  در  است.  شده  انتخاب 
a/  نشان داده شده  W =  در حالت 0/1 
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نرمال شده مود اول، 
با مقدار تحلیلی   به مقدار 1/0191 همگرا شده است که 
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 به مقدار KІنشان داده شده است.   KІتنش نرمال شده مود اول،  2خط  1پاراگراف  7 6
 برحسب طول ترک نرمال شده، KІتغییرات  6 در شکل 9خط  1پاراگراف  7 7

a/Wدر حالت  KІنرمال شده مود اول،  4و  3خط  1پاراگراف  8 8 = نشان داده شده   0/1
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 برای  مقادیر مختلف  KІІو  KІنتایج  1است.  در جدول 
 

است. 
مرجع ]14[، 1/0114  دارای خطای نسبی 0/76% است، که دارای 

انطباق خوبی می باشد.
maxCOD را  شکل 9 روند همگرایی باز شدگی نرمال شده ترک، 
با  برابر  روش  این  در  آمده  بدست   maxCOD مقدار  می دهد.  نشان 
3/79 می باشد که دارای انطباق خوبی با حل دقیق، 3/75 ]15[ می باشد.
6-3- صفحه مستطیلی یک سر گیردار تحت ترک ترکیبی مود اول و دوم

مطابق شکل 10، یک ورق همگن ناهمسانگرد با ابعادW=7 واحد و 
Wa   می باشد در  = 2 H=16 واحد که دارای یک ترک گوشه به طول

نظرگرفته شده است. دستگاه مختصات دکارتی در نوک ترک تنطیم شده 
x  قرار دارد.  =2 x  و0 <1 است بطوریکه ترک  قبل از بارگذاری در ناحیه 0
Hx گیردار شده است. لبه دیگر در  −=2 2 یک لبه از ورق به مختصات 
0 قرار دارد. در این  Hx  تحت تنش برشی یکنواخت    =2 2 مختصات 
حالت، مسئله ترک ترکیبی مود اول و دوم می باشد که هر دو شرایط مرزی 
طبیعی و شرایط مرزی اساسی همگن را دارا می باشد. شرایط مرزی این 

مسئله به صورت زیر بیان می شود:

 
برای صفحه مستطیلی دارای  𝑲𝑲І: روند همگرایی 8شکل 

 1/0یکنواخت برای حالت  ترک مرکزی تحت تنش کششی
𝒂𝒂
𝑾𝑾 = 

 

  

مرکزی  ترک  دارای  مستطیلی  صفحه  برای   
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W = 0.1 
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یکنواخت برای حالت  ارتوتروپ دارای ترک لبه تحت تنش برشی
a
W = 0.5 
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کششی یکنواخت برای حالت  دارای ترک مرکزی تحت تنش
1/0 𝒎𝒎
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maxCOD برای صفحه مستطیلی دارای ترک مرکزی  شکل9:  روند همگرایی
=

a
W

تحت تنش کششی یکنواخت برای حالت 0/1 
Fig. 9. Trend of convergence of maxCOD  for the rectangular 
plate with an edge crack under uniform tensile stress for 

the case of  0.1=
a
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ای ارتوتروپیک دارای ترک صفحه مستطیلی طره :10شکل 

 b- جزییات هندسی  a-گوشه تحت تنش برشی یکنواخت 
 گیری فیبرجهت

 

  

شکل 10: صفحه مستطیلی طره ای ارتوتروپیک دارای ترک گوشه تحت 
تنش برشی یکنواخت a- جزییات هندسی  b- جهت گیری فیبر

Fig. 10. An orthotropic cantilever rectangular plate with 
an edge crack under uniform shear stress: (a) geometric 

details,  (b) fiber orientation
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ضرایب  همگرایی  روند  می باشد،  همسانگرد  ورق  حالتی که  در 

IIK بر  IK و  شدت تنش نرمال شده مودهای 1 و 2، به ترتیب،  

 

  

 
برای صفحه مستطیلی  𝑲𝑲𝑰𝑰: مقایسه روند همگرایی  11شکل 

 تحت تنش برشی ای همسانگرد دارای ترک لبهطره
5/0𝒂𝒂𝑾𝑾یکنواخت برای حالت  بین روش حاضر و روش   =

 [9مرجع ]

 برای صفحه مستطیلی طره ای همسانگرد دارای 
IK شکل 11 : مقایسه روند همگرایی 

  بین روش حاضر و روش 
=

a
W

ترک لبه تحت تنش برشی یکنواخت برای حالت 0/5 
مرجع ]9[

Fig. 11. Comparison of the trend of convergence of  IK  
for the isotropic cantilever rectangular plate with an edge 
crack under uniform tensile stress between the present 

work and the work of Ref.[9] for the case of  0.5=
a
W

 

  

 
برای صفحه مستطیلی  𝑲𝑲𝑰𝑰𝑰𝑰: مقایسه روند همگرایی 12شکل 

 تحت تنش برشیای همسانگرد دارای ترک لبه طره
𝒂𝒂 5/0یکنواخت برای حالت 

𝑾𝑾 بین روش حاضر و روش  =
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 برای صفحه مستطیلی طره ای 
IIK شکل 12: مقایسه روند همگرایی 

 =
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W
همسانگرد دارای ترک لبه تحت تنش برشی یکنواخت برای حالت 0/5 

بین روش حاضر و روش مرجع ]9[
Fig. 12. Comparison of the trend of convergence of IIK  
for the isotropic cantilever rectangular plate with an edge 
crack under uniform tensile stress between the present 

work and the work of Ref.[9] for the case of  0.5=
a
W
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اساس روش حاضر با روش مرجع ]9[ در شکل های 11 و 12 مقایسه 
شده است. شکل های 11 و 12 نشان می دهند که سرعت همگرایی 

و   IK مقادیر  و  می باشد   ]9[ مرجع  روش  از  بیشتر  حاضر  روش 

  1/376 و  مقادیر 1/252  به  ترتیب  به  حاضر  روش  اساس  بر   IIK
 همگرا شده است که همخوانی خوبی با نتایج مراجع ]7، 16، 17[،

دارد. IIK²²K = IK و 1/372  =10/250 

 GPa الاستیک  با خواص  ارتوتروپیک  ماده  از  ورق  حالتی که  در 

 12G =  9/66 GPa ، 12  ν = 0/21 ، 2E =  11/7 GPa ، 1E =  144/8
 .X

2
X1و  محورهای  امتداد  در  فیبرها  راستای  و  باشد،  شده  ساخته 

 13 شکل های  در   IIK و   IK شکست، پارامترهای  همگرایی  باشد، 
IIK به ترتیب به مقادیر  IK و  و 14 نشان داده شده است. مقادیر 
8/7059  و 1/3621 همگرا شده است که تطابق خوبی با نتایج مرجع 
IK و IIK²²K و مرجع ]19[، 8/958= IK و 1/358= =8/695 ،]18[ 

 ]18[ مرجع  نتایج  به  حاضر  روش  نتایج  البته  دارد.   IIK²²K =1/356  
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لبه تحت تنش برشی یکنواخت برای حالت 0/5 
Fig. 13. Trend of convergence of 
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 اصلاح گردد. زیربه صورت  K̅اندیس ، 11تا  1 لطفا در موارد

 نیز اصلاح گردد. φ، 5در مورد 
 

برای صفحه مستطیلی دارای ترک لبه  KІروند همگرایی  4شکل  4عنوان شکل  6 1
aتحت تنش کششی یکنواخت برای حالت 

W = 0.4 

برای صفحه مستطیلی دارای  aw  بر حسب   KІتغییرات  6شکل  6عنوان شکل  6 2
 ترک لبه تحت تنش کششی یکنواخت

برای صفحه مستطیلی دارای ترک  KІروند همگرایی  8شکل  8عنوان شکل 8 3
aیکنواخت برای حالت  مرکزی تحت تنش کششی

W = 0.1 

 13عنوان شکل  10 4
ای برای صفحه مستطیلی طره KІروند همگرایی  13شکل 

یکنواخت برای حالت  ارتوتروپ دارای ترک لبه تحت تنش برشی
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W = 0.5 

 1عنوان جدول  10 5
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ارتوتروپ با ترک لبه تحت تنش برشی یکنواخت برای حالات 
 φمختلف امتداد فیبر، 

 به مقدار KІنشان داده شده است.   KІتنش نرمال شده مود اول،  2خط  1پاراگراف  7 6
 برحسب طول ترک نرمال شده، KІتغییرات  6 در شکل 9خط  1پاراگراف  7 7

a/Wدر حالت  KІنرمال شده مود اول،  4و  3خط  1پاراگراف  8 8 = نشان داده شده   0/1
 همگرا شده است 1/0191به مقدار   KІاست.  

KІ، [7,16,17]مراجع  8خط  1پاراگراف  10 9 = KІІو  10/250 =  .دارد 1/372
 14و13های شکلدر   KІІو  KІهمگرایی پارامترهای شکست،  4خط  2پاراگراف  10 10

 5و  4، 3خط  1پاراگراف  11 11
KІ، [18]تطابق خوبی با نتایج مرجع  = KІІو  8/695 =

KІ، [19]و مرجع   1/358 = KІІو  8/958 = 1/356 
تر نزدیک [18]دارد. البته نتایج روش حاضر به نتایج مرجع 

 برای  مقادیر مختلف  KІІو  KІنتایج  1است.  در جدول 
 

 for the orthotropic 
cantilever rectangular plate with an edge crack under 

uniform tensile stress for the case of  0.5=
a
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ای برای صفحه مستطیلی طره 𝑲𝑲𝑰𝑰𝑰𝑰: روند همگرایی  14شکل 
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 برای صفحه مستطیلی طره ای ارتوتروپ 
IIK شکل 14 : روند همگرایی 
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دارای ترک لبه تحت تنش برشی یکنواخت برای حالت 0/5 

Fig. 14. Trend of convergence of  IIK  for the orthotropic 
cantilever rectangular plate with an edge crack under 

uniform tensile stress for the case of  0.5=
a
W

 

 𝝋𝝋ای ارتوتروپ با ترک لبه تحت تنش برشی یکنواخت برای حالات مختلف امتداد فیبر، برای صفحه مستطیلی طره𝑲𝑲ІІ و  𝑲𝑲І:  مقادیر 1جدول 
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0/45 0/3 1/3621 1/356 1/358  8/2 12/0 7059/8 958/8 695/8 0 

-0/12 0/45 1/3703 1/372 1/364  5/2 35/0 8176/8 047/9 787/8 10 

-0/3 0/27 1/3988 1/403 1/395  9/1- 27/0 0384/9 219/9 014/9 20 

0/45 0/38 1/4375 1/431 1/432  9/0- 18/0 2949/9 381/9 278/9 30 

0/54 0/55 1/4459 1/438 1/438  2/0- 2/0 4939/9 513/9 475/9 40 

1/39 0/32 1/4368 1/417 1/432  09/0- 21/0 4709/9 462/9 451/9 50 

1/34 0/31 1/3874 1/369 1/383  36/0 24/0 3277/9 294/9 305/9 60 

1/79 0/34 1/2643 1/242 1/260  0/08 19/0 1315/9 124/9 114/9 70 

1/77 0/3 1/1124 1/093 1/109  -10/0 14/0 9558/8 957/9 943/8 80 

1/57 0/29 1/0401 1/024 1/037  0/14 15/0 8796/8 867/8 866/8 90 

Fig. 1. An anisotropic  homogeneous elastic solid with an arbitrarily oriented edge crack 

Fig. 2. An anisotropic  homogeneous elastic solid with an arbitrarily oriented interior crack 

Fig. 3. An isotropic rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

Fig. 4. Trend of convergence of  ІK  for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

for the case of  a 0.4
w
  

Fig. 5. Trend of convergence of  maxCOD for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile 
stress for the case of a 0.4

w
  

Fig. 6. Variation of ІK  versus  a
w

 for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

Fig. 7. An isotropic rectangular plate with a center crack under uniform tensile stress 

Fig. 8. Trend of convergence of  
ІK  for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

for the case of  0.1
a
W

 

Fig. 9. Trend of convergence of maxCOD  for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile 
stress for the case of  0.1

a
W

 

Fig. 10. An orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack under uniform shear stress: (a) 
geometric details,  (b) fiber orientation 

Fig. 11. Comparison of the trend of convergence of  
ІK  for the isotropic cantilever rectangular plate with an 

edge crack under uniform tensile stress between the present work and the work of Ref.[9] for the case of  

0.5
a
W

 

Fig. 12. Comparison of the trend of convergence of  
ІІK  for the isotropic cantilever rectangular plate with an 

edge crack under uniform tensile stress between the present work and the work of Ref.[9] for the case of  

0.5
a
W

 

Fig. 13. Trend of convergence of  
ІK  for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack 

under uniform tensile stress for the case of  0.5
a
W

 

Fig. 14. Trend of convergence of  
IIK  for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack 

under uniform tensile stress for the case of  0.5
a
W

 

Table. 1. Values of   
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ІІK  for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack under 
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 اصلاح گردد. زیربه صورت  K̅اندیس ، 11تا  1 لطفا در موارد

 نیز اصلاح گردد. φ، 5در مورد 
 

برای صفحه مستطیلی دارای ترک لبه  KІروند همگرایی  4شکل  4عنوان شکل  6 1
aتحت تنش کششی یکنواخت برای حالت 
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a
W = 0.5 

 1عنوان جدول  10 5
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 برحسب طول ترک نرمال شده، KІتغییرات  6 در شکل 9خط  1پاراگراف  7 7

a/Wدر حالت  KІنرمال شده مود اول،  4و  3خط  1پاراگراف  8 8 = نشان داده شده   0/1
 همگرا شده است 1/0191به مقدار   KІاست.  

KІ، [7,16,17]مراجع  8خط  1پاراگراف  10 9 = KІІو  10/250 =  .دارد 1/372
 14و13های شکلدر   KІІو  KІهمگرایی پارامترهای شکست،  4خط  2پاراگراف  10 10

 5و  4، 3خط  1پاراگراف  11 11
KІ، [18]تطابق خوبی با نتایج مرجع  = KІІو  8/695 =

KІ، [19]و مرجع   1/358 = KІІو  8/958 = 1/356 
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 for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack under uniform shear stress 
for different cases of fiber orientation,

Fig. 1. An anisotropic  homogeneous elastic solid with an arbitrarily oriented edge crack 

Fig. 2. An anisotropic  homogeneous elastic solid with an arbitrarily oriented interior crack 

Fig. 3. An isotropic rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

Fig. 4. Trend of convergence of  ІK  for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

for the case of  a 0.4
w
  

Fig. 5. Trend of convergence of  maxCOD for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile 
stress for the case of a 0.4

w
  

Fig. 6. Variation of ІK  versus  a
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 for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

Fig. 7. An isotropic rectangular plate with a center crack under uniform tensile stress 

Fig. 8. Trend of convergence of  
ІK  for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile stress 

for the case of  0.1
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W

 

Fig. 9. Trend of convergence of maxCOD  for the rectangular plate with an edge crack under uniform tensile 
stress for the case of  0.1
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Fig. 10. An orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack under uniform shear stress: (a) 
geometric details,  (b) fiber orientation 

Fig. 11. Comparison of the trend of convergence of  
ІK  for the isotropic cantilever rectangular plate with an 

edge crack under uniform tensile stress between the present work and the work of Ref.[9] for the case of  
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Fig. 12. Comparison of the trend of convergence of  
ІІK  for the isotropic cantilever rectangular plate with an 

edge crack under uniform tensile stress between the present work and the work of Ref.[9] for the case of  

0.5
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Fig. 13. Trend of convergence of  
ІK  for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack 

under uniform tensile stress for the case of  0.5
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W

 

Fig. 14. Trend of convergence of  
IIK  for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack 

under uniform tensile stress for the case of  0.5
a
W

 

Table. 1. Values of   
ІK  , 

ІІK  for the orthotropic cantilever rectangular plate with an edge crack under 
uniform shear stress for different cases of fiber orientation, φ   
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IIK برای مقادیر مختلف  IK و  نزدیک تر است. در جدول 1 نتایج 
ϕ داده شده است و با   ، 1x زاویه بین راستای فیبرها با امتداد محور 
مقادیر مراجع ]18 و 19[ مقایسه شده است. جدول 1 نشان می دهد 

که نتایج روش حاضر با نتایج مرجع ]18[ انطباق بیشتری دارد.

7- نتیجه گیری
فرمول بندی  بر  مبتنی  تحلیلی  نیمه  روش  پژوهش، یک  این  در 
ترکیبی برای تعیین میدان های الاستیک در یک جسم دو بعدی همگن 
ناهمسانگرد دارای ترک لبه یا ترک داخلی ارائه شده است. ویژگی های 
روش ارائه شده شامل این موارد است: 1( لحاظ کردن تکینگی تنش 
در نوک ترک، 2( مدل کردن ناپیوستگی میدان جابجایی در راستای 
عمود بر وجوه ترک، 3( ارضای دقیق شرایط مرزی اساسی همگن و 
غیرهمگن، 4( ارضای دقیق شرایط مرزی طبیعی همگن و غیرهمگن 
و 5( ارضای معادلات تعادل و معادلات سازگاری با استفاده از معادلات 
تغییراتی رایزنر با دقت مورد نظر. در روش حاضر بر خلاف روش های 
اجزاء محدود و روش های فاقد المان گالرگین و بازتولید ذره هسته، 
بدست  تنش  شدت  ضرایب  ندارد.  گره  ایجاد  و  مش بندی  به  نیازی 
آمده از روش حاضر که مبتنی بر فرمول بندی ترکیبی می باشد، دارای 
سرعت همگرایی بیشتری نسبت به روش تغییراتی مبتنی بر جابجایی 
مراجع  در  موجود  تحلیلی  نتایج  با  خوبی  انطباق  دارای  و  می باشند 

هستند.
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