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صوت لزج  محوری مافوق ی جريان تقارنددسازی عشبيه

تفاضل مرکزی حول مخروط سرپخ با استفاده از روش 

 با دقت مرتبه چهارم ،ضمنی

  2مجيد مرادي باستانی ;٭ 1محمد مهدي رشيدي

 چكيده

 زكنا-استوکس لايه-ناوير معادلاتو  چهارم هبا دقت مرتبمرکزی  تفاضلبا استفاده از روش  مقالهدر اين 

(TLNS،) حول مخروط سرپخ صورت برازش شوك بهصوت مافوقدائم و لزج در رژيم  محوری،جريان تقارن

، اين انفصال عددی مشتقاتدر  بسط سری تيلورمرتبه بالای های عبارتعلت استفاده از بهاست. سازی شدهشبيه

. استعددی )خطای پراکندگی( کمتر های مرتبه پايين دارای دقت بيشتر و نيز خطاهای نسبت به روشروش 

چگونگی انفصال عددی مشتقات در روی مرزها و نقاط مجاور آن در پايداری اين روش نقش بسزايی دارد. با 

-بيم"توان نتايجی بسيار نزديک به نتايج شبکه ريزِ روش استفاده از اين روش در يک شبکه نسبتاً درشت، می

دست آورد. با ريز شدن شبکه در اين روش، دقت بالای آن نسبت به ست، بهکه دارای دقت مرتبه دوم ا "وارمينگ

 تر خواهد شد. اين روش قابليت همگرايی تا دقت ماشين را نيز دارد.  محسوس "وارمينگ-بيم"روش 

  صوت لزج، برازش شوك، جريان مافوقچهارممرتبه روش ، TLNSمعادلات  ی :کليدکلمات 

Numerical Simulation of Axisymmetric Supersonic 

Viscous Flow Over Blunt Cone by Using Implicit 

Fourth Order Finite Difference Method 
M.M. Rashidi; M. Moradi Bastani  

ABSTRACT 

In this paper, by using implicit fourth order central difference method and TLNS equations, the 

numerical solution of the steady axisymmetric viscous supersonic flow is implemented over blunt cone 

with shock-fitting method. Because of using high order terms of Taylor series in discretization of 

derivatives, this method has high accuracy and low numerical error (dispersion error) compared with low 

order method. The boundary-closure scheme has an important role in stability of this method. By using a 

coarse grid in this method, the results of numerical solution are found to be very close to those obtained 

with a fine grid employing the second order (Beam-Warming) method. Higher accuracy of this method is 

identified relative to the second order method when the grid is being refined. The convergence of this 

method can be adjusted to accommodate the computational hardware capabilities.  

KEYWORDS : TLNS equations, Fourth order method, Supersonic viscous flow, Shock-fitting 
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 مقدمه -1

هاي عددي که از مسلماً يكی از خصوصيا  مهم روش

است، دقت آنها در تقريب پيشنهاد شده پژوهشگرانسوي 

سازي هايی که در شبيه. دقت روشاستعددي معادلا  حااکم 

 پذير، بررسی هاي تراکمهاي مغشوش، جريانعددي جريان

روند، می کاربهها و ... هاي مرزي گذرا و ديناميك گردابهلايه

هاي تفاضل گروهی از روش 1993در سال  .استبسيار مهم 

ارائه  [1]ماهشِ محدود مرتبه بالا با دقت بسيار خوبی توسط

باعث توسعه انواع  هاي با دقت مرتبه بالاشد. اهميت روش

 .[2] هاي تقريبی مرتبه بالا و بررسی جامع آنها شدروش

مرزي ( لايهDNSسازي عددي مستقيم )راي شبيهب، زونگ

از  ،صو  گذرا بر روي يك دماغه با شوک کمانی قويءماورا

بالا  با دقت مرتبه برازش شوک محدوديك روش تفاضل 

-لايهحاالت مغشوش جريان و نيز با توجه به  .[8] استفاده کرد

هاي با دقت بالا بسيار مورد نياز استفاده از روش ،مرزي گذرا

 .است

هاي با دقت هاي اخير پژوهشگران با ترکيب روشدر سال

، و ... TVD،Roe  ،ENO ،WENOهايی نظير مرتبه بالا با روش

و کوستا ، 2002در سال اند. به بررسی معادلا  مدل پرداخته

و ترکيب آن با روش  WENOبا استفاده از روش  همكارش

تفاضل محدود مرکزي مرتبه بالا به حال مسايل بقايی غيرخطی 

پرداختند. آنها معادله غيردائم اويلر يك بعدي را با ترکيب روش 

پنج و روش تفاضل محدود مرتبه  WENOتفاضل محدود 

 . [4]مرکزي مرتبه شش )روش هيبريد(، مورد بررسی قرار دادند 

روش تفاضل مرکزي مرتبه استفاده از  در اين مقاله با

 معادلا حال به  ،حال عددي ضمنی و يك الگوريتمچهارم 

-بهلزج  يمحوررنتقابراي حاالت  "نازک–لايه استوکس-ناوير"

در اين روش تمامی . شودمی شوک پرداختهصور  برازش 

-مشتقا  مورد استفاده در روابط معادلا  حااکم از قبيل عبار 

صور  تفاضل ها و ... بايستی بههاي شار لزج، غيرلزج، متريك

مرکزي با دقت مرتبه چهارم منفصل شوند. انفصال عددي 

آن نقش مهمی در  ورنقاط مجامشتقا  در نقاط مرزي و 

-د، بطوريكه در برخی موارد بايستی بهنپايداري حال عددي دار

   منظور پايداري حال، دقت روش در اين نقاط پايين آورده شود.

 ذاتاً داراي خطاي هاي تفاضل مرکزيبا توجه به اينكه روش

ا  ناشی از حال دامنه نوسان اهشمنظور کبهند، هست پراکندگی

اين هاي ميراکننده به معادلا  انفصالی  عباربايستی ، عددي

توان علاوه بر در روش ضمنی می .[5] دنشوها اضافه روش

استفاده  هاي اتلافی ضمنی نيزجملا  اتلافی صريح از عبار 

 ،حاالت دائمروش و حال  بودن ()دلتا فرم نمود. در صور  

هاي نهايی نخواهند جملا  اتلافی ضمنی تأثيري در دقت جواب

ها را داشت ولی جملا  اتلافی صريح در هر حاال دقت جواب

 . [1] دهندتحت تأثير قرار می

از آنجا که در اين روش براي انفصال عددي مشتقا  از 

است، لاي بسط سري تيلور استفاده شدههاي مرتبه باعبار 

 شود، کوچكبه صور  پراکندگی وارد حال می که خطايی مقدار

يكی از رو نتايج داراي دقت بالايی هستند. است؛ از اين

بسيار حاساس  روش مرتبه دقتمتغيرهاي جريان که نسبت به 

، دماي روي سطح )در گيردمیاست و کمتر مورد توجه قرار 

علت استفاده از روش برازش شوک  باشد.يك( میحاالت آديابات

خصوص دماي روي نيز در اين است که متغيرهاي جريان به

سطح داراي دقت بالاتري نسبت به روش تسخير شوک هستند. 

در روش برازش شوک، محل شوک به عنوان مرز خارجی 

گيرد؛ بنابراين خطاهايی که در روش تسخير ميدان حال قرار می

آيد، وجود میوسانا  حال در محل شوک بهشوک به سبب ن

دنبال آن، اين روش به اتلاف عددي شود و بهوارد مسأله نمی

 کوچكتري نياز دارد؛ بنابراين داراي دقت بالاتري است. 

شايان ذکر است که در اين مقاله جريان آرام فرض شده 

 است و علت آن نيز وجود يك شوک کمانی بسيار قوي 

شود )تا ها میکه باعث افت شديد سرعت در جلوي بدنه است

يك دهم سرعت جريان آزاد(. همچنين با ابعاد در نظر گرفته 

هاي فضايی(، شده جسم براي حال عددي )ابعاد مربوط به شاتل

فرصت انتقال رژيم جريان از حاالت آرام به گذرا و مغشوش 

وجود ندارد و ديگر اينكه يكی از خصوصيا  مهم بدنه سرپخ 

 اندازد. ت که مغشوش شدن جريان را به تأخير میاين اس

هاي روش تفاضل مرکزي مرتبه چهارم نسبت يكی از مزيت

هاي متداول که عموماً مرتبه دوم هستند، اين است که به روش

در ميدان حال عددي به تعداد نقاط کمتري نيازمند است، بدين 

شت، ترتيب که با استفاده از اين روش در يك شبكه نسبتاً در

هاي توان نتايجی بسيار نزديك به نتايج شبكه ريزِ روشمی

متداول به دست آورد. گفتنی است که سرعت همگرايی اين 

هاي متداول در يك روش در يك شبكه درشت، بيشتر از روش

شبكه ريز است. با ريز شدن شبكه در اين روش، دقت بالاي آن 

خطا نسبت تر خواهد شد؛ بدين ترتيب که شيب کاهش محسوس

شود. نكته مهم ديگر در اين هاي متداول بيشتر میبه روش

 روش، قابليت همگرايی آن تا دقت ماشين است.

منظور تأييد صحت محاسبا ، روش مرتبه چهارم مورد به

که روشی با دقت مرتبه دوم  "وارمينگ-بيم"مطالعه، با روش 

، مقايسه [2]است است و به عنوان حال پايه مورد قبول واقع شده
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(8) 

(4) 

 شود. می

 حاکم معادلات -2

که  "نازک-استوکس لايه-ناوير"در اين تحقيق، از معادلا  

سازي عددي جريان دارند، شبيه درخوبی  بسيارکارايی 

هاي لزج در حاذف عبار است. اين معادلا  که با استفاده شده

هايی که داراي عدد ، در جرياندآيندست میامتداد جريان به

تقريب بسيار مناسبی از مرزي نازک(، هرينولدز بالا هستند )لاي

 استوکس-ناويرمعادلا   .هستنداستوکس -معادلا  کامل ناوير

فرم بقايی در مختصا  کارتزين با توجه به تغيير به نازک-لايه

 اند:الخط انتقال داده شدهمتغيرهاي زير به مختصا  منحنی

(1)     yxyx ,,,   
در جهت عمود برر جسرم و برا     با درنظر گرفتن متغير مستقل

در جهررت هرراي لررزج  عبررار  نظرکررردن از مشررتقا  صرررف

جريان   در مختصرا    نازک-لايه استوکس-ناوير، معادلا

 فرم بقايیمحوري بهحاالت تقارنبراي  ،بعد شدهبی محاسباتی و

 :شوندنوشته می صور  زيربه

(2) 
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در دامنرره  Vو Uهرراي غيرفيزيكرری جريرران )پررادوردا( مؤلفرره

 شوند:صور  زير بيان میمحاسباتی به

(5) ,t x y t x yU u v V u v           

لزوم تشكيل مجدد  و برازش شوکبا توجه به استفاده از روش 

و  شبكه بين جسم و شوک در هر بار تكرار برنامه، مشرتقا   

    .نسبت به زمان نيز وارد محاسبا  خواهند شد 

نياز بين متغيرهاي جريان با توجه به معادلة روابط مورد 

 :ندصور  زيرآل بهحاالت گاز ايده
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صرور   بعرد بره  بعد کردن متغيرها، پارامترهاي بری منظور بیبه

 اند:زير درنظر گرفته شده
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 جملا  متريك عبارتنداز:

(3) , ,  ,  x y x yJy Jx Jy Jx            

 ژاکوبين تبديل برابر است با:
 

(9) 
 xyyxJ 1 

 عددی حلروش  -3

تفاضل مرکزي روش رفته،  کاربهروش اختلاف محدود 

تقريبی،  هشدالگوريتم فاکتورگيري شاملاست که مرتبه چهارم 

بندي اين . فرمولاست( دلتا )شكل بهضمنی، غيرتكراري و 

 صور  زير است:روش عددي به

 :جاروب در جهت
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که برا حارل    هستندقطري سهدستگاه  صور  دوبهفوق معادلا  

جرواب    ، در نهايرت مقرادير برردار   آنها توسط الگروريتم تومراس  
1

,

n

i j


U آيد:دست میمربوط به هر نقطه به 

(12) 1

, , ,

n n n

i j i j i j

   U U U 

شرود، بردارهراي شرار    مشاهده مری  (10)طور که در معادله همان

) داخلررررری نقررررراط در لرررررزج و غيرلرررررزج
max3 i i 2   و  

max3 j j 2   انرد. برراي  (، با دقت مرتبه چهارم منفصل شرده 

انفصال عددي اين مشتقا  در نقاط نزديك مرز، بره علرت عردم    

برراي   .ابه استفاده کرداز روابط مشتوان وجود نقاط کافی، نمی

اسرتفاده از روابرط   ، در صور  (F,Gبردارهاي شار غيرلزج )

ايجاد شرده  ناپايداري در اين نقاط،  يكطرفه با دقت مرتبه چهارم

منظرور  بنرابراين بره   ؛دشرو مری  يری آن واگراباعث در حال عددي 

نقراط  افزايش پايداري حال عرددي، بايسرتی دقرت روش در ايرن     

حاتی اگر دقت روش يك مرتبره   در اين مورد،پايين آورده شود. 

کاهش يابد و از روابط با دقت مرتبه سوم اسرتفاده شرود، حارل    

منظرور پايرداري روش در نقراط    بنرابراين بره   ؛واگرا خواهد شرد 

تر آورد و از روابرط برا دقرت    نزديك مرز، بايد دقت آن را پايين

 کرد:صور  زير استفاده مرتبه دوم به

i براي 2 و 
maxi i -1 : 
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j براي 2 و 
maxj  j -1: 
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G GG 

تروان از روابرط   (، مری Sدر نقاط نزديك مرز بردار شرار لرزج )  

يكطرفه با همان دقت روش استفاده کرد، بدون اينكره ناپايرداري   

  بنرابراين روابرط زيرر بكرار گرفتره       ؛در حال عددي ايجراد شرود  

 :نداشده

jبراي  2: 
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براي 
maxj  j -1: 

 

(11) , 3 , 2 , 1

, , 1 4

,

6 18

       10 3
( )

12

i j i j i j

i j i j

i j 
 

  



   
     

  
 

S S S

S SS 
 

آيد که در نقاط مجاور مرز، بردارهاي شار از مطالب فوق برمی

غيرلزج داراي حاساسيت بيشتري نسبت به بردارهاي شار لرزج  

 د.هستن

S,در تعريف بردارهاي شار لزج ) T (4)رابطه ( در ،

مشتقاتی وجود دارند که آنها نيز بايستی با دقت مرتبه چهارم 

انفصال عددي اين مشتقا  در نقاط داخلی، مانند  منفصل شوند.

شود و در نقاط مجاور جام میبردارهاي شار لزج و غيرلزج ان

شود؛ استفاده می (11)و  (15)مرز نيز از روابطی مشابه 

دقت روش در نقاط  حافظنه تنها نيز بنابراين در اين مورد 

شود، بلكه اگر در نمیايجاد ناپايداري عددي  سببنزديك مرز، 

اين نقاط از روابط با دقت مرتبه سوم استفاده شود، باعث ايجاد 

 خواهد شد.  نتايج حال عددينوسان در 
بردارهاي ها در نقاط داخلی مشابه انفصال عددي متريك

در نقاط نزديك مرز از شود و شار لزج و غيرلزج انجام می

و در نقاط روي مرز از روابط زير  (11)و  (15)روابطی مشابه 
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 است:که همگی آنها با دقت مرتبه چهارم هستند، استفاده شده
 

iبراي  1: 

(12) 
, 1, 2,

3, 4, 4

25 48 36

       16 3
( )

12

i j i j i j

i j i j

x x x

x xx


 

 

 

   
     

   
 

 

براي 
maxi i: 

(13) 
, 1, 2,

3, 4, 4

25 48 36

       16 3
( )

12

i j i j i j

i j i j

x x x

x xx


 

 

 

  
     

   
 

 

 .خواهد شدها نيز به طريق مشابه عمل براي ساير روابط متريك

 منظور کاهش خطاي پراکندگیبهطور که قبلاً ذکر شد، همان

بايستی جملا  اتلاف  ،هاي تفاضل مرکزيروشموجود در 

ه آنها اضافه شوند. در روش تفاضل مرکزي مرتبه مصنوعی ب

    چهارم مورد استفاده در اين مقاله نيز جملا  اتلافی خطی 

د. نشواضافه می (10)صور  صريح به سمت راست معادله به

جملا  اتلافی از طرفی بايستی نوسانا  ذاتی ناشی از روش را 

 بنابراين ؛نند و از طرف ديگر دقت روش را حافظ نمايندحاذف ک

افزار استخراج معادله اصلاحای روش مورد مطالعه توسط نرمبا 

Mathematica  رابطه در آن، و نيز با توجه به جمله خطاي غالب

 زير به عنوان اتلاف عددي صريح به دست آورده شد:

(19)    
3 31

E ED J J            
  

U 

در رابطه فوق کره فقرط برراي نقراط داخلری )     
max4 i i 3    و

max4 j j 3  گيررد، ( مورد استفاده قرار می U    طبرق رابطره

تعريف شده و  (8) 
3

J   U صور  زير خواهد بود: به 

(20) 
3, 2,

1, ,3 6

1, 2,

3,

( ) 6( )

15( ) 20( )
( ) /( )   

15( ) 6( )

( )

i j i j

i j i j

i j i j

i j

J J

J J
J

J J

J

  

 



 



 
 
  

     
 
  

U U

U U
U

U U

U

 

به علرت پهنراي   به طريق مشابه عمل خواهد شد. نيز  در جهت

ن حاالرت  ، نقاط نزديرك مررز در اير   (20)اي رابطه بازه هفت نقطه

 د. از آنجرا کره در ايرن   نکنگستردگی و پيچيدگی بيشتري پيدا می

 ؛شرود مری آورده مرتبه مشتق در نقاط نزديك مرز پرايين  مورد 

هرر يرك از   در بنابراين بر اسراس پهنراي برازه مرورد اسرتفاده      

هاي مختلفی در ترکيب آنهرا برا يكرديگر بوجرود     حاالت مشتقا ،

اشراره   در نقاط نزديرك مررز   آيد. در زير به چند نوع ترکيبمی

 است:شده

در نقاط  چهارم مشتق مشتق پنجم در نقاط دورتر و -

  تر مرز نزديك

   دورتر و مشتق سوم در نقاط مشتق پنجم در نقاط -

 تر مرز نزديك

  مشتق پنجم در نقاط دورتر و مشتق دوم در نقاط -

 تر مرزنزديك

 و ...

جب واگرايی حال هاي اشاره شده در فوق موتمامی حاالت

بنابراين بهترين حاالتی که باعث همگرايی روش  ؛خواهند شد

کار بردن مشتق چهارم در نقاط دورتر مرزها و هشود، بمی

 .  است تر مرز مشتق سوم در نقاط نزديك

اتلاف مصنوعی خطی  جملا ، (11)و  (10)روابط در 

)ضمنی 
ID  وID  )شوند:ر  زير تعريف میصوهب 

(21) 1

I ID J J       
1ΔI ID J J      

 

E وI  ميرايرری  ه ترتيررب ضررريببرر، (21)و  (19)روابررط در

Eصرور  باشند که در اين مقاله بره صريح و ضمنی می t   

2Iو   t   منظرور افرزايش نرر     بره  انرد. شرده  گرفتره  نظر در

 بيشرينه  اساس بر و فرض شده متغير (t) م زمانیهمگرايی، گا

   صرور  زيرر تعريرف   بره ( CFLکورانرت ) مقادير ويژه و عردد  

      گردد:می
 

(22) 
max

CFL
t


  

 

فصرال عرددي   ذکر است که تمرامی روابرط مربروط بره ان     شايان

کارگيري نقراط قبرل و   ههاي متفاو ، بر اساس بمشتقا  با دقت

  Mathematicaافرزار  از نرم بعد از آن )همسايگی آن(، با استفاده

  .دست آورده شدبه

 L2 ي نُرمخطاخطاي بيشينه و  هايعبار در اين مقاله 

 شوند:صور  زير تعريف میبه
 

  maxError = حاداکثر خطا در ميدان حال/   نیگام زما 

 

(28)  
2

1 1

1
j ni m

i j

L2 - Norm Error
m n



 

 

 

 

معررررررف خصوصررررريا  جريررررران از    (28)در رابطررررره 

آنهرا در ايرن   از  يرك  هرر  که با اسرتفاده  است pو،u،vقبيل

 در نظرر گرفتره   ي نُررم  رابطه، مقدار بيشينه آن بره عنروان خطرا   

برا  توليرد شربكه از روش جبرري    برراي   در ايرن مقالره   شود.می

ج هاي لزدر جريان. استاستفاده شده 01/1ضريب کشش برابر 

لازم است که از ضريب کشش بسيار کوچك اسرتفاده شرود ترا    

 حال در ناحاية لزج داراي دقت کافی باشد. 

 1و عدد ما   81250 عدد رينولدز ،براي انجام محاسبا 

درجه درنظر گرفته  2رأس هزاويحاول مخروط سرپخ با نيم

 است.  شده
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 و شرايط اوليه اعمال شرايط مرزی -3-1

 شرط مرزي ديواره
 uمقادير ،ان لزج با توجه به شرط عدم لغزشبراي جري

د. براي شرط مرزي فشار از نروي جسم برابر صفر vو

 شود:زير استفاده می همعادل

(24)    2 2 0x x y y x yp p          

صور  تفاضل مرکزي با دقرت  به (24)با انفصال عددي معادله 

قطرري حااصرل   مرتبه چهرارم، روابطری بره شركل مراتريس پرنج      

1jشود که براي نقاط داخلی روي مرز )می  به صور  زير )

 است:   

(25) 
 

 

2,1 1,1

1,1 2,1

,1 ,2 ,32 2

,4 ,5

8

8

25 48 36
0

       16 3

i i

x x y y

i i

i i i

x y

i i

p p

p p

p p p

p p

   

 

 

 

 
     

   
     

 

قطري بودن روابرط و  منظور حافظ پنجمرزها به در نقاط مجاور

شرود. بردين   نيز پايداري روش، از دقت مرتبه سوم استفاده مری 

2iترتيب در   دست خواهد آمد:رابطه زير به 

(21) 
 

 

1,1 ,1

1,1 2,1

,1 ,2 ,32 2

,4 ,5

4 6

12 2

25 48 36
0

         +16 3

i i

x x y y

i i

i i i

x y

i i

p p

p p

p p p

p p

   

 



 

  
     

   
    

 

1maxiو در i - اريم:د 

(22) 
 

 

2,1 1,1

,1 1,1

,1 ,2 ,32 2

,4 ,5

2 12

6 4

25 48 36
0

       16 3

i i

x x y y

i i

i i i

x y

i i

p p

p p

p p p

p p

   

 

 



 
     

   
     

 

برراي دمرا    یابرط مشرابه  ودليل آدياباتيك برودن ديرواره از ر  به

 است.استفاده شده

 شرط مرزي جريان ورودي
شوک بر روي جسم انطباق  ابتدا ،در روش برازش شوک

ير شود و سپس متغيرهاي پشت شوک که در واقع مقادداده می

-دهند، با استفاده از روابط رانكينرا تشكيل می خارجیمرز 

بعدي براي حاالت روابط شوک يك .آينددست میهوگونيت به

1.4گاز کامل    باشد:میبه صور  زير 

(23) 

2 1

1 2

,
u

u




   

2

2 1

2

1 1

2.4
,

0.4 2

M

M







   

  2 2

1 12

2

1 1

1 0.2 7 1
,

7.2

M MT

T M

 
   

22
1

1

7 1
.

6 6

P
M

P
  

 شرط مرزي جريان خروجی
خروجی از در مرز  ،صو  بودن جرياندليل مافوقبه

 :استاستفاده شدهصور  زير به سوم مرتبهيابی برون

(29) 
 

imax-1,j imax-2,j
imax,j

imax-3,j imax-4,j

312 342

168 33

 
    

U U
U

U U

 

2

imax,j2
0,

x






U

 

 شرط مرزي صفحة تقارن
 .استاي( استفاده شدهدر اين مرز از شرط تقارن )آينه

-اي براي کميتبا استفاده از تحليل آيزنتروپيك توزيع اوليه

دليل لزج است. بهدست آمدهسرعت بههاي فشار، چگالی و 

  درونهاي فوق براي کميتبودن جريان يك توزيع اوليه خطی 

است. هرچه شرايط اوليه حادسی به مرزي درنظر گرفته شدهلايه

تكرار براي همگرايی  تر باشند، تعدادهاي نهايی نزديكجواب

 .کاهش خواهد يافت

 شبكه مطالعه -4

مستقل از شبكه بايستی  حال عدديدست آمده از نتايج به

براي هر  مورد استفاده مناسب شبكهابتدا بايد  بنابراين ؛باشد

شود. به منظور مقايسه انجام  سپسو  يددست آروش به

از  لازم است نتايج حااصل ،انتخاب شبكه مناسب براي هر روش

چند نوع شبكه با يكديگر مقايسه شوند و پس از اطمينان از عدم 

وابستگی نتايج به شبكه، شبكه مناسب انتخاب شود. البته از 

آنجا که دقت روش تفاضل مرکزي مرتبه چهارم بالاتر از روش 

تر براي آن توان از يك شبكه درشتاست، می "وارمينگ-بيم"

 هايلعه شبكه و انجام آزمايشبنابراين پس از مطا ؛استفاده کرد

عددي مختلف براي هر روش، شبكه مورد استفاده براي روش 

و براي روش تفاضل مرکزي   30*120برابر  "وارمينگ-بيم"

منظور مقايسه، انتخاب شد. به 80*40مرتبه چهارم برابر 

 شرايط مورد نياز در هر دو روش يكسان درنظر گرفته 

در قسمت بعد نتايج عددي ذکر است که شايان شوند. می

مربوط به مطالعه شبكه براي روش تفاضل مرکزي مرتبه 

 است. چهارم آورده شده

  عددی نتايجبررسی  -5

شبكه مورد استفاده براي تحليل عددي نشان ( 1)شكلدر 

شبكه در نزديكی جسم فشرده بوده و با  اين است.داده شده

 (2)شكلدر  شود.، تراکم آن کاسته میور شدن از جسمد

مرتبه چهارم و چگونگی روش  بردارهاي سرعت مربوط به

 . استارائه شده تشكيل لايه مرزي روي جسم

روي سطح   زيع دمايتو (8)شكلمنظور مطالعه شبكه، در به
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 روشتوزيع ضريب اصطكاک روي سطح توسط ( 4)شكلو در 

با  50*10و  80*40، 14*15براي سه شبكه  مرتبه چهارم

نتايج  ،شودطور که مشاهده میاند. همانيكديگر مقايسه شده

كه که شب 50*10با نتايج شبكه  80*40حااصل از شبكه 

بنابراين با اطمينان  ؛، تطابق بسيار خوبی دارداستريزتري 

را  80*40توان شبكه کامل از عدم وابستگی نتايج به شبكه، می

 شاياناي مناسب براي روش مرتبه چهارم انتخاب کرد. شبكه

نيز مطالعه شبكه در  "وارمينگ-بيم"ذکر است که براي روش 

توجه به عدم وابستگی  هاي ريزتر انجام شد و بامحدوده شبكه

است که  گفتنیانتخاب گرديد.  30*120نتايج به شبكه، شبكه 

(، با توجه (4)شكلچگونگی توزيع ضريب اصطكاک روي سطح )

 .استمورد تأييد  [3]به مرجع 

توزيع  (1)شكلو در  توزيع فشار روي سطح( 5)شكلدر 

-بيم"مرتبه چهارم و روش کمك روش بهدماي روي سطح 

طور که در بخش مطالعه شبكه همان .استشده ارائه "وارمينگ

درشت و  از يك شبكه ممرتبه چهارروش اشاره شد، براي 

ريز از شبكه  درشتعلاوه بر شبكه  "وارمينگ-بيم"روش براي 

منظور مقايسه و تمايز بهتر نمودارها است. بهنيز استفاده شده

 دارند،با هم  از يكديگر، از بزرگنمايی که مقياس بزرگی برابري

با توجه به  ،شودمشاهده میطور که است. هماناستفاده شده

براي توزيع دست آمده مقادير به، شبكه نقاطتعداد  تفاو  زياد

 يكديگرتفاو  زيادي با  روشدر هر دو  فشار روي سطح

( واضح است که 1)شكلاما در  ؛ندهستندارند و بر هم منطبق 

با يك شبكه  مدماي روي سطحی که توسط روش مرتبه چهار

آيد، بسيار نزديك به دماي می دسته( ب80*40درشت )نسبتاً 

با يك شبكه  "وارمينگ-بيم"روش روي سطحی است که توسط 

با توجه به مطالب فوق،  شود.( حااصل می30*120بسيار ريز )

حاساسيت  بهعلاوه بر دقت بالاي روش مرتبه چهارم،  توانمی

نيز اشاره بيشتر دماي روي سطح نسبت به فشار روي سطح 

 .    کرد

دما ثابت  و خطوط فشار ثابتبه ترتيب  (3( و )2)شكلدر 

است. اين نمودارها نيز براي هر دو روش نشان داده شده

حااصل از روش مرتبه چهارم و دقت بالاي آن را  صحت نتايج

 کنند. ييد میأت

( uحنی توزيع سرعت در امتداد محور افقی )من (9)لشكدر 

 عمودي از سطح هبر حاسب فاصل
NY  7070/2در 

NS / R = 

  بيشترين تغييرا  سرعت در داخل لايه مرزي است.ترسيم شده

032 /
NY 0تطابق  ،شودطور که مشاهده می. همانوجود دارد

 شبكه ريز با ممرتبه چهارروش  شبكه درشت بين بسيار خوبی

 وجود دارد.  "وارمينگ-بيم"روش 

عكس  بر حاسب هر دو روش L2خطاي نُرم  (10)شكلدر 

. در اين شكل به ستابا يكديگر مقايسه شده هتعداد نقاط شبك

و  1200 ،100 ،881چهار شبكه با تعداد نقاط از نوان نمونه ع

 همگرا در هر دو روش  10-8 خطاي بيشينهکه تا  2100

مل أ. در اين شكل چند نكته قابل تاستهاستفاده شد ،اندشده

است: نخست آنكه با افزايش تعداد نقاط شبكه در هر دو روش، 

خطا در روش  کاهشنر  يابد. ديگر آنكه مقدار خطا کاهش می

با  ايننابرب ؛است "وارمينگ-بيم"ر از روش بيشت ممرتبه چهار

نكته  .است ترمحسوسروش دو اختلاف دقت ريز شدن شبكه، 

در يك شبكه خاص، دقت روش مرتبه ديگر اينكه از طرفی 

جاي استفاده از بهتوان از طرف ديگر می و بالاتر است مچهار

، همگرا شده است یمعلومتا يك دقت که  "وارمينگ-بيم"روش 

از روش مرتبه چهارم با تعداد نقاط کمتر و با همان دقت 

ذکر است که با توجه به نتايج ارائه شده،  شاياناستفاده کرد. 

اينكه دقت روش تفاضل مرکزي مرتبه چهارم در يك شبكه  با

در يك شبكه ريز برابري  "وارمينگ-بيم"درشت با دقت روش 

اين روش در يك شبكه درشت نيز  کند، سرعت همگرايیمی

در يك شبكه  "وارمينگ -بيم"بيشتر از سرعت همگرايی روش 

ريز است. در جدول زير دقت و سرعت همگرايی هر دو روش 

 براي چهار شبكه فوق، با يكديگر مقايسه شده است. 
 

 "وارمينگ-بيم"(: مقايسه دقت و سرعت همگرايی روش مرتبه چهارم با روش 1جدول )
 

 2177 1277 377 333 داد کل نقاط شبكهتع

روش 

-بيم

 وارمينگ

 E2722/3 0-E1071/2 0- E2802/1 0-E 0880/0-0 دقت حال

 3130/320 1018/023 277/2720 322/0018 (sمد  زمان )

روش 

مرتبه 

 چهارم

 E8200/2 0-E 2301/1 0-E 0133/0 0-E 2701/1-0 دقت حال

 11732/227 20012/017 0130/2373 7322/11782 (sمد  زمان )
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با توجه به همسانی دقت  ،شودطور که مشاهده میهمان

اي( و دقت نقطه 1200روش مرتبه چهارم در يك شبكه درشت )

اي(، سرعت نقطه 2100در يك شبكه ريز ) "وارمينگ-بيم"روش 

همگرايی اين روش در يك شبكه درشت بيشتر از سرعت 

 ك شبكه ريز است. در ي "وارمينگ -بيم"همگرايی روش 

يكی از خصوصيا  مهم هر دو روش قابليت همگرايی آنها 

را بر  L2خطاي نُرم  (11)شكل. استتا خطاهاي بسيار پايين 

حاسب تعداد تكرارهاي برنامه براي همگرايی هر دو روش تا 

 مشاهده  طور کهدهد. هماننشان می 10-10 خطاي بيشينه

 است.کاهش يافته 10-15شود ميزان خطاي نُرم تامی

در پايان به مقايسه نتايج روش مرتبه چهارم مورد مطالعه 

شود. در با نتايج عددي معتبر و نتايج تجربی پرداخته می

حال  مرتبه چهارم باتوزيع فشار روي سطح روش  (12)شكل

دست  شود که مقادير بهمشاهده می. استمقايسه شده [9] لرکات

ندارند و تقريباً بر هم منطبق با يكديگر  آمده تفاو  زيادي

مرتبه توزيع دماي روي سطح روش  (18)شكلدر  د.هستن

 کامل که از حال معادلا  [10] ويند و قاضیيو با نتايجچهارم 

است  گفتنیاست. ، مقايسه شدهندادست آمده استوکس به-ناوير

و  ندهستويند و قاضی جزو معتبرترين نتايج عددي يکه نتايج و

. دناگرفته مورد پذيرش قرار ،عنوان مبنايی براي مقايسه نتايجهب

قبولی بين دماي روي سطح شود که تطابق قابلمشاهده می

دو شكل فوق ويند وجود دارد. يومرتبه چهارم و نتايج روش 

اي را که قبلاً به آن اشاره شد، مورد تأييد توانند همان نتيجهمی

برخلاف توزيع فشار  توزيع دماي روي سطحقرار دهند که 

است که فقط  نیگفت .استبيشتري  يتحاساسروي سطح داراي 

حال عددي روش مرتبه چهارم با عدد ( 18( و )12)شكلدر

حاول مخروط سرپخ با  94/2 و عدد ما  2/2* 10 5رينولدز 

منظور  به در نهايتاست. زاويه رأس صفر درجه انجام شدهنيم

تبه روش مرنتايج دماي روي سطح  محاسبا ،تأييد صحت 

تطابق  (14)شكل. استمقايسه شده [11] با نتايج تجربیچهارم 

بسيار خوب توزيع دماي روي سطح روش مرتبه چهارم را با 

ذکر است که فقط در  شاياندهد. نتايج تجربی نشان می

           حال عددي روش مرتبه چهارم با عدد رينولدز (14)شكل
زاويه حاول مخروط سرپخ با نيم 15/4و عدد ما   5/1*  10 1

 است.رأس صفر درجه انجام شده

 گيری بحث و نتيجه -6
دليل ايجاد خطاي تفاضل مرکزي مرتبه چهارم به روش

، داراي دقت "وارمينگ-بيم"روش  پراکندگی کمتر نسبت به

صور  تفاضل مرکزي بالاتري است. انفصال عددي مشتقا  به

خصوص مشتقا  بردارهاي غيرلزج، جملا  مرتبه چهارم به

اتلاف مصنوعی صريح و محاسبه دما و فشار روي سطح از 

ترين عواملی هستند که در کارآيی روش مرتبه چهارم مهم

که چگونگی انفصال عددي مشتقا   مؤثرند. لازم به تذکر است

در نقاط مرزي و نزديك آنها در همگرايی اين روش نقش 

با استفاده از اين روش در يك شبكه نسبتاً  بسزايی دارند.

 توان نتايجی بسيار نزديك به نتايج شبكه ريزِ روشدرشت، می

دست آورد. با افزايش تعداد نقاط شبكه، دقت به "وارمينگ-بيم"

تر خواهد شد، بدين ترتيب که شيب ن روش محسوسبالاي اي

شود. اين بيشتر می "وارمينگ-بيم"کاهش خطا نسبت به روش 

توسط اين  روش قابليت همگرايی تا دقت ماشين را نيز دارد.

روش حاساسيت بالاي دماي روي سطح نسبت به فشار نيز 

است که با انجام اجراهاي عددي  گفتنیگرفت. مورد تأييد قرار 

تلف مشخص گرديد که سرعت همگرايی روش تفاضل مخ

مرکزي مرتبه چهارم در يك شبكه درشت، بيشتر از شبكه ريز 

    .است "وارمينگ-بيم"روش 

 ضمائم -7
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مرتبه  روشروی سطح توسط  مقايسه توزيع دمای (:3)شکل
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مقايسه توزيع ضريب اصطکاك روی سطح توسط روش  (:1)شکل

 .27*37و  37*17، 11*12 مرتبه چهارم در سه شبکه

 

X

Y

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1 1.5 2

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

8

8.1

8.2

8.3

∞
T

/  
su

r
T

 

NR/ S  

Implicit Fourth Order Method 14×15 

Implicit Fourth Order Method 30×40 

Implicit Fourth Order Method 50×60 

 

Implicit Fourth Order Method 14×15 

Implicit Fourth Order Method 30×40 

Implicit Fourth Order Method 50×60 

 

f
C

 

NR/ S  



  9831پاييز /  2 / شمارهچهل و دوسال  مهندسی مکانيک/ اميركبير/ 

 

00 

    

مرتبه  روشتوسط توزيع فشار روی سطح  همقايس (:2)شکل

 ."وارمينگ-بيم"روش و  چهارم

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

مرتبه  روشمقايسه توزيع دمای روی سطح توسط  (:3)شکل 

 ."وارمينگ-بيم"روش و  چهارم
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و  مرتبه چهارم روشکمک  بهثابت  دماخطوط  همقايس (:0)شکل

 ."وارمينگ-بيم"روش 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 

و  مرتبه چهارم روشاز پروفيل سرعت با استفاده  همقايس (:8)لشک

2.0708NS/Rدر  "وارمينگ-بيم"روش  =. 

 

      
 

س تعداد نقاط شبکه برحسب عک L2نرُم  یمقايسة خطا (:17)شکل

 ."وارمينگ-بيم"روش و  مرتبه چهارم روشبرای 
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برنامه  برحسب تعداد تکرارهای L2نرُم ی خطا همقايس(: 11)شکل

 ."وارمينگ-بيم"روش و  مرتبه چهارم روشبرای 
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مرتبه چهارم با  روشسطح  فشار روی مقايسه توزيع (:12)شکل

 .[8]نتايج عددی کاتلر 
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روش مرتبه چهارم با سطح  دمای روی مقايسه توزيع (:13)شکل
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(: مقايسه توزيع دمای روی سطح روش مرتبه چهارم با 11)شکل
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