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خلاصه:  در این تحقیق معادلات کوپل یک بعدی انتقال رطوبت و حرارت در محیط متخلخل به روش تحلیلی، حل و 
بررسی شده است. این معادلات به دستگاه معادلات لوییکف معروف است. این دستگاه معادلات دارای مشتقات جزئی به 
صورت کوپل و ناهمگن بوده که با فرض عدم وابستگی ضرایب معادلات به مکان، زمان و متغیرهای وابسته، بصورت خطی 
در نظر گرفته می شوند. در روش ابتکاری ارائه شده در این مطالعه، با توجه به کوپلینگ معادلات حاکم، ابتدا با فرض 
دستگاه معادلات مستقل از هم،  جواب عمومی معادلات با استفاده از روش جداسازی متغیرها بدست می آید. سپس با در 
نظر گرفتن معادلات کوپل با استفاده از تبدیل لاپلاس جواب های خصوصی معادلات به دست آمده است. در این پژوهش 
تاثیر ضرایب بی بعد همچون عدد لوییکف، عدد فوریه و ضریب تغییر فاز بر میزان انتقال حرارت و رطوبت مورد بررسی 
قرار گرفته است. نتایج بدست آمده بیانگر تاثیر عدد لوییکف بر میزان کوپلینگ معادلات انتقال حرارت و رطوبت در جسم 
متخلخل موئینه می باشد. همچنین نتایج حاکی از وابستگی بسیار ناچیز ضریب تغییر فاز بر انتقال رطوبت است که این 
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1- مقدمه
اهمیت  از  متخلخل،  مواد  در  رطوبت  و  حرارت  انتقال  پدیده 
از  نیز  مویینه  متخلخل  مواد  است.  برخوردار  نوین  علوم  در  زیادی 
صنایع  مانند  مختلف  صنایع  در  که  هستند  پرکاربردی  مواد  جمله 
غذایی، ساختمان و غیره مورد استفاده قرار می گیرند. جسم متخلخل 
دارد.  نام  جامد  شبکه  اصطلاحا  که  است  استخوان بندی  یک  دارای 
گازهای  انتقال  که  است  میکروسکوپی  مجراهای  متخلخل  ناحیه 
انتقال  غیر قابل تراکم، مایع و بخار در آنجا صورت می گیرد. معادلات 
حرارت و رطوبت در مواد متخلخل موئینه توسط لوییکف ]1[ مطرح 
شد. این معادلات، معادلاتی با مشتقات جزئی، ناهمگن، غیرخطی و 
جفت )کوپل( هستند. وابستگی ضرایب این معادلات به دما، رطوبت 
موجب  زمان  و  مکان  مانند  مستقل  پارامترهای  همچنین  و  فشار  یا 
غیرخطی شدن دستگاه معادلات مورد بررسی می شود. به منظور حل 
ارائه  تحلیلی  و  عددی  مختلف  روش های  لوییکف  معادلات  همزمان 
شده  ارائه  حل  روش های  بررسی  به  مختصر  طور  به  که  است  شده 

پرداخته ایم. لوییکف ]2[، برای اولین بار یک روش برای حل همزمان 
معادلات انتقال جرم و حرارت حاکم برای مواد متخلخل ارائه کرد که 
انتقال رطوبت نشان می داد. میخایلف و  بر  را  تاثیر تغییر دما  میزان 
اوزشیک ]3[، با استفاده از تبدیلات کلاسیک انتگرالی به یک راه حل 
تحلیلی برای حل این معادلات دست یافتند. لوبو و همکاران ]4[ یک 
روش برای اثبات وجود مقادیر ویژه مختلط در این سیستم معادلات 
ارائه کردند. آن ها اثر مقادیر ویژه مختلط بر نتایج توزیع دما و رطوبت 
را برای یک مثال خاص، خشک کردن ورقی از مواد متخلخل مرطوب 
در تماس با یک صفحه داغ بررسی نمودند. تأثیر ریشه های مختلط 
بر روی دمای بدون بعد، رطوبت و میزان خشک شدن محلی در کار 
پاندی و همکاران ]5[، برای مثال خاصی در مورد خشک شدن یک 
ورق متخلخل مرطوب در تماس با توزیع حرارت و رطوبت یکنواخت 
مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. ریبیرو و همکاران ]6[، با استفاده 
از روش ترکیبی تحلیلی-عددی به حل این معادلات پرداختند. در این 
روش از تبدیلات انتگرالی عمومی به همراه مقادیر ویژه و توابع ویژه 
از محاسبه  تحلیلی برای حل استفاده شده است. این روش آن ها را 
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مقادیر ویژه مختلط بی نیاز می نمود. کین و همکاران ]7[، برای اولین 
از  ادامه  بردند و در  بهره  تبدیل لاپلاس  از  این مسئله  برای حل  بار 
لیو و چنگ ]8[، معادلات خطی  استفاده کردند.  توابع  انتقال  روش 
برای یک ورقه چوب در حال خشک شدن مورد بررسی  را  لوییکف 
را  معادلات  کوپلینگ  پتانسیل  توابع  از  استفاده  با  آن ها  دادند.  قرار 
برطرف کرده اند. در نهایت، آن ها نتایج به دست آمده از حل معادلات 
کردند.  مقایسه  آزمایشگاهی  داده های  با  را  چهارم  مرتبه  کوپل  غیر 
آن ها نتایج عددی به دست آمده با نتایج منتشر شده اجزای محدود 
نمودند.  مقایسه  صنوبر  از چوب  نمونه هایی  برای  تجربی  داده های  و 
و  حرارت  انتقال  معادلات  عددی  برای حل   ،]9[ فرگوسن  و  لوئیس 
رطوبت مواد متخلخل موئینه تحت تاثیر گرادیان فشار از آنالیز المان 
که  ارائه شده،  ریاضی  مدل  آنان  تحقیق  در  کردند.  استفاده  محدود 
تا حدی غیرخطی است، و در آن برخی از خصوصیات مواد در طول 
با یک مدل  را  آن ها جواب خود  است.  مانده  باقی  ثابت  فرآیند حل 
کاملا غیرخطی مقایسه نموده اند که در آن همه خواص مواد مجاز به 
تغییر در طی فرآیند حل می باشند. کومینی و لوئیس ]10[ یک روش 
عددی برای حل این معادلات در دو بعد ارائه کردند، که در این روش 
از توابع وزنی و همچنین تئوری گرین برای رسیدن به پاسخ استفاده 
آجر، خشک  کردن  مثال، خشک  سه  قالب  در  حل  این  است.  شده 
انتقال حرارت و  کردن عایق الکتریکی سرامیکی و همچنین بررسی 
رطوبت در مصالح ساختمانی بتن مورد بررسی قرار گرفته است. ژانگ 
انتقال  بر  حاکم  معادلات  حل  برای  تحلیلی  روش  یک   ،]11[ هو  و 
حرارت و رطوبت درطی خشک کردن مواد غذایی ارائه کردند. آن ها 
در این پژوهش از تبدیلات محدود سینوسی و لاپلاس به منظور حل 
بهره برده اند. این روش معیاری مناسب برای بررسی دقت و صحت، 
و  دانتاس  می باشد.  عددی  مختلف  روش های  اثربخشی  و  همگرایی 
تحلیلی- روش  که  انتگرالی  عمومی  تبدیل  روش  با   ]12[ همکاران 

عددی است، معادلات یک بعدی لوییکف را به کمک مقدار ویژه کمکی 
حل کردند. در مرجع ]13[ جدیدترین تحقیقات محاسباتی و تئوری 
حل عددی معادلات انتقال حرارت و رطوبت در اجسام متخلخل به 
نحوی پیوسته گردآوری شده است. مجموعه مذکور، تحقیقات مرتبط 
با علوم مختلف شامل مکانیک، شیمی، عمران و کشاورزی دررابطه با 
انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل را جمع آوری و تبیین نموده 
مواد  در  فشار  و  جرم  حرارت،  انتقال   ،]14[ ایرودایاراج  و  وو  است. 

غذایی پایه نشاسته را در قالب یک مدل دوبعدی و با فرض خواص 
غیرخطی، با استفاده از روش المان محدود مورد بررسی قرار دادند. 
با جواب دقیق مورد ارزیابی قرار دادند.  المان محدود را  آن ها روش 
مدل ارزیابی شده المان محدود برای پیش بینی دما و رطوبت و فشار 
در سیستم های غذایی مبتنی بر نشاسته استفاده شده است. مقایسه 
آزمایشگاهی  نتایج  با  فشار  و  رطوبت  حرارت،  انتقال  پیش بینی های 
موجود نشان از نتایج قابل قبول این روش حل است. چانگ و ونگ 
]15[ برای حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در مواد متخلخل، 
روش تحلیلی پیشنهاد کردند که در آن معادلات دیفرانسیل جزئی و 
شرایط مرزی در ابتدا تحت تبدیل لاپلاس قرار می گیرند، و معادلات 
حاکم به معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه چهارم تبدیل می شوند. 
آن ها راه حل تحلیلی را برای یک مثال خاص )ورقه چوبی( با استفاده 
از تکنیک رفع کوپلینگ مورد بررسی قرار دادند . سیلوا و همکاران 
]17[ با خطی سازی معادلات لوییکف با استفاده از تعمیم قوانین فوریه 
البته برای فرآیندهای غیر مارکوویکی )انتشار غیر مستقیم(  و فیک 
از  معادلات  این  حل  منظور  به  آن ها  کردند.  استخراج  را  معادلاتی 
تبدیل لاپلاس و سری فوریه استفاده کردند و در نهایت آن ها دستگاه 
معادلات یک بعدی را مورد آنالیز قرار دادند. در این پژوهش به حل 
مویینه  متخلخل  مواد  در  رطوبت  و  حرارت  انتقال  معادلات  تحلیلی 
معادلات  دستگاه  از  مواد  این  بر  حاکم  فیزیک  است.  شده  پرداخته 
را  حاکم  معادلات  تحلیلی،  حل  منظور  به  می کند.  پیروی  لوییکف 
اغلب با فرض ثابت بودن خواص ترموفیزیکی و نادیده گرفتن جملات 
غیر ضروری ساده سازی می کنند. انتقال جرم از طریق نفوذ و حرکت 
می گیرد.  صورت  موئینگی  پدیده  و  فشار(  حضور  )احتساب  فیلتری 
البته انتقال فیلتراسیون به دلیل وجود گرادیان فشار رخ می دهد. با 
فیلتراسیون( و همچنین  )انتقال  با فشار  انتقال جرم  رابطه  به  توجه 
( که در آن 
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وجود رابطه ای بین انتقال جرم و رطوبت )
زیرنویس های i =0 بیانگر بدنه خشک، i =1 بخار آب و i =2 آب مایع 
می باشد و کوپل بودن معادلات انتقال رطوبت و انتقال حرارت تاثیرات 
مایع  انتقال  بود.  مشهود خواهد   ]9[ حاکم  معادلات  در  فشار  جمله 
انتشار نفوذی و به شکل جذب مویینگی  در جسم متخلخل بوسیله 
با صرف نظر  پژوهش  این  در  ما  است.  موئینگی  پتانسیل  تاثیر  تحت 
کردن از انتقال فیلتراسیون که به معنای ثابت بودن فشار کل هوای 
مرطوب در داخل جسم متخلخل می باشد معادلاتی مستقل از فشار 
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با  نیز  انتقال حرارت  نحوه  مورد  در   .]2[ دادیم  قرار  بررسی  مورد  را 
توجه به اینکه مقدار میانگین عدد رینولدز در مواد متخلخل موئینه 
کمتر از 20 می باشد و زمانی که مقدار ضرب دو عدد بی بعد گراشف و 
رینولدز کمتر از هزار باشد، )Gr.Re<1000( می توان از اثر انتقال 
حرارت جا به جایی در مقایسه با اثر انتقال حرارت هدایت صرف نظر 
کرد]2[. به منظور ساده سازی معادلات حاکم، فرضیات ذکر شده در 
معادلات مورد بررسی اعمال شده است. فرضیات در نظر گرفته شده 
در این پژوهش ضمن بی نیاز ساختن ما از توابع و مقادیر ویژه مختلط 
از  حاصل  نتایج  استناد  به  می شود  حل  روش  پیچیدگی  موجب  که 
مطالعات کولاسیری و وودهید ]16[ و لوییکف ]2[ تا حدود زیادی به 

نتایج واقعی نزدیک می باشد.
در تحقیق حاضر، به منظور حل معادلات کوپل، غیردائم و یک بعدی 
حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت در مواد متخلخل موئینه، ابتدا پاسخ 
عمومی معادلات حاکم را از حل معادلات غیرکوپل به دست آورده ایم. 
بین  کوپلینگ  رفع  فرض  با  ابتدا  پژوهش  این  در  نوآورانه  روش  در 
دستگاه معادلات، مقادیر و توابع ویژه جداگانه ای برای هریک از معادلات 
با  معادلات  عمومی  است. سپس، جواب  محاسبه شده  رطوبت  و  دما 
توجه به شرایط اولیه و مرزی با استفاده از روش جداسازی متغیرها به 
دست می آیند. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت 
و رطوبت می توانند متفاوت باشند. این در حالی است که در تحقیق 
قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]16[ مقادیر و توابع ویژه 
معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف پذیری 
جواب های بدست آمده می کاهد. برای بدست آوردن جواب خصوصی، 
در این قسمت معادلات به شکل کوپل در نظر گرفته می شوند. سپس 
به کمک مقادیر و توابع ویژه به دست آمده در مرحله قبل، از معادلات 
تبدیل لاپلاس گرفته و جواب خصوصی معادلات را می یابیم. در نهایت 
با استفاده از روش جمع آثار جواب عمومی و خصوصی معادلات، پاسخ 
نهایی معادلات حاصل می گردند. نتایج حاصل از حل دستگاه معادلات 
لوییکف نیز برای یک نمونه خاص )سرامیک متخلخل( به صورت نمودار 

مورد بررسی قرار داده شده است.

2- معادلات حاکم
با  متخلخل  مواد  در  رطوبت  و  حرارت  انتقال  بر  حاکم  معادلات 
نادیده گرفتن تاثیر فشار )فرض عدم انتقال جرم از طریق فیلتراسیون(، 

اولین بار توسط لوییکف به صورت زیر مطرح شد ]2[.
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ها راه حل تحلیلی را برای یک مثال خاص )ورقه چوبی( شوند. آنو معادلات حاکم به معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه چهارم تبدیل می
تعمیم سازی معادلات لوییکف با استفاده از با خطی [17]با استفاده از تکنیک رفع کوپلینگ مورد بررسی قرار دادند . سیلوا و همکاران 

ل این ها به منظور حقوانین فوریه و فیک البته برای فرآیندهای غیر مارکوویکی )انتشار غیر مستقیم( معادلاتی را استخراج کردند. آن
در این  ها دستگاه معادلات یک بعدی را مورد آنالیز قرار دادند.معادلات از تبدیل لاپلاس و سری فوریه استفاده کردند و در نهایت آن

هش به حل تحلیلی معادلات انتقال حرارت و رطوبت در مواد متخلخل مویینه پرداخته شده است. فیزیک حاکم بر این مواد از دستگاه پژو
کند. به منظور حل تحلیلی، معادلات حاکم را اغلب با فرض ثابت بودن خواص ترموفیزیکی و نادیده گرفتن معادلات لوییکف پیروی می

کنند. انتقال جرم از طریق نفوذ و حرکت فیلتری )احتساب حضور فشار( و پدیده موئینگی صورت سازی میجملات غیر ضروری ساده
دهد. با توجه به رابطه انتقال جرم با فشار )انتقال فیلتراسیون( و گیرد. البته انتقال فیلتراسیون به دلیل وجود گرادیان فشار رخ میمی

و رطوبت )ای بین انتقال جرم همچنین وجود رابطه
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بخار آب  i=1بیانگر بدنه خشک،  i=0های ( که در آن زیرنویس

مشهود خواهد  [9]باشد و کوپل بودن معادلات انتقال رطوبت و انتقال حرارت تاثیرات جمله فشار در معادلات حاکم آب مایع می =2iو 
نفوذی و به شکل جذب مویینگی تحت تاثیر پتانسیل موئینگی است. ما در این پژوهش بود. انتقال مایع در جسم متخلخل بوسیله انتشار 

 باشد معادلاتینظر کردن از انتقال فیلتراسیون که به معنای ثابت بودن فشار کل هوای مرطوب در داخل جسم متخلخل میبا صرف
ت نیز با توجه به اینکه مقدار میانگین عدد رینولدز در مواد [. در مورد نحوه انتقال حرار2مستقل از فشار را مورد بررسی قرار دادیم ]

( می Gr.Re<1000بعد گراشف و رینولدز کمتر از هزار باشد، )که مقدار ضرب دو عدد بیباشد و زمانیمی 20متخلخل موئینه کمتر از 
سازی معادلات حاکم، [. به منظور ساده2کرد]جایی در مقایسه با اثر انتقال حرارت هدایت صرف نظر بهتوان از اثر انتقال حرارت جا

نیاز ساختن ما از توابع فرضیات در نظر گرفته شده در این پژوهش ضمن بی فرضیات ذکر شده در معادلات مورد بررسی اعمال شده است.
[ و لوییکف 16هید ]شود به استناد نتایج حاصل از مطالعات کولاسیری و وودو مقادیر ویژه مختلط که موجب پیچیدگی روش حل می

 باشد.[ تا حدود زیادی به نتایج واقعی نزدیک می2]

بعدی حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت در مواد متخلخل موئینه، ابتدا پاسخ در تحقیق حاضر، به منظور حل معادلات کوپل، غیردائم و یک
نوآورانه در این پژوهش ابتدا با فرض رفع کوپلینگ بین  ایم. در روشعمومی معادلات حاکم را از حل معادلات غیرکوپل به دست آورده

ای برای هریک از معادلات دما و رطوبت محاسبه شده است. سپس، جواب عمومی معادلات دستگاه معادلات، مقادیر و توابع ویژه جداگانه
ت این فرض در این است که رفتار معادله آیند. اهمیبا توجه به شرایط اولیه و مرزی با استفاده از روش جداسازی متغیرها به دست می

[ مقادیر و 16توانند متفاوت باشند. این در حالی است که در تحقیق قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]حرارت و رطوبت می
ی بدست آوردن جواب برا کاهد.های بدست آمده میپذیری جوابتوابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف

شوند. سپس به کمک مقادیر و توابع ویژه به دست آمده در مرحله قبل، از معادلات خصوصی، در این قسمت معادلات به شکل کوپل در نظر گرفته می
 عادلات، پاسخدر نهایت با استفاده از روش جمع آثار جواب عمومی و خصوصی م یابیم.تبدیل لاپلاس گرفته و جواب خصوصی معادلات را می

گردند. نتایج حاصل از حل دستگاه معادلات لوییکف نیز برای یک نمونه خاص )سرامیک متخلخل( به صورت نهایی معادلات حاصل می
 نمودار مورد بررسی قرار داده شده است.

 حاکم معادلات -2

)فرض عدم انتقال جرم از طریق فیلتراسیون(، معادلات حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت در مواد متخلخل با نادیده گرفتن تاثیر فشار 
 [.2اولین بار توسط لوییکف به صورت زیر مطرح شد ]
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در این معادلات μ محتوای رطوبت ) نسبت جرم رطوبت به جرم 
بدنه خشک(، θ درجه حرارت، τ متغیر معرف زمان، a ضریب نفوذ 
T ضریب نفوذ رطوبت در دمای 

ma حرارت، am ضریب نفوذ رطوبت، 
فاز  تغییر  ضریب   ε و  تبخیر  نهان  گرمای   r ویژه،  گرمای   c ثابت، 
است. بدیهی است در جدارهای با طول بسیار بیشتر از ضخامت، در 
سیلندرهای با طول زیاد و کره می توان فرض انتقال حرارت و رطوبت 
ثابت بودن ضرایب معادلات حاکم  با فرض   ]1[. را نمود  تک بعدی 
سایر  و   am جرم  انتقال  نفوذ   ،  aحرارت انتقال  نفوذ  ضرایب  شامل 
ضرایب c  و  ε و همچنین با فرض انتقال جرم و حرارت  در یک بعد، 

معادلات فوق به شکل زیر نوشته می شوند:
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. پردازیمه میبا استفاده از شرایط مرزی دیریشل موئینه در مواد متخلخل رطوبت در این پژوهش به حل معادلات حاکم بر انتقال حرارت و
 :زیر است به صورت ب( 2الف( و ) 2) به ترتیب شرایط مرزی برای معادلات انتقال رطوبت و حرارت

{𝜕𝜕(0, 𝜕𝜕) = 𝜕𝜕∞   , (𝑋𝑋 = 0)               
𝜕𝜕(𝑙𝑙, 𝜕𝜕) = 𝜕𝜕∞   , (𝑋𝑋 = 𝐿𝐿)                

الف( 3)   
 
 

{ 𝜃𝜃(0, 𝜕𝜕) = 𝜃𝜃∞  , (𝑋𝑋 = 0)
𝜃𝜃(𝑙𝑙, 𝜕𝜕) = 𝜃𝜃∞    , (𝑋𝑋 = 𝐿𝐿)  

ب( 3)  

 :باشندبرای معادلات انتقال رطوبت و حرارت به این ترتیب می شرایط اولیه نیز

{ 𝜕𝜕(𝑋𝑋, 0) = 𝜕𝜕𝑖𝑖              0 < 𝑋𝑋 < 1
 𝜃𝜃(𝑋𝑋, 0) = 𝜃𝜃𝑖𝑖             0 < 𝑋𝑋 < ج( 3)                                                                                                     1  

که مقدار یک تابع مستقل در یک مکان خاص دارای مقدار مشخص هنگامی ای فرضی از مساله مورد نظر آمده است.هندسه 1در شکل
دیریشله )شرط -حالت خاصی از شرایط مرزی دقیق ترکیبی نیومن . اصولا شرط مرزی دیریشلهباشد شرط مرزی از نوع دیریشله است

 د. باشمرزی رابین( می

 
 : هندسه مساله با شرایط مرزی نوع اول دیریشله1شکل

)2 الف( 
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ب( 2)  

. پردازیمه میبا استفاده از شرایط مرزی دیریشل موئینه در مواد متخلخل رطوبت در این پژوهش به حل معادلات حاکم بر انتقال حرارت و
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ma ،ضریب نفوذ رطوبت در دمای ثابت c  ،گرمای ویژهr  گرمای نهان تبخیر وε  ضریب تغییر فاز
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Tضریب نفوذ رطوبت،  ma حرارت،
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𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑋𝑋2 + 𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑇𝑇 𝜕𝜕2𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑋𝑋2 
الف( 2)  

 
 

𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑎𝑎 𝜕𝜕2𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑋𝑋2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 

ب( 2)  

. پردازیمه میبا استفاده از شرایط مرزی دیریشل موئینه در مواد متخلخل رطوبت در این پژوهش به حل معادلات حاکم بر انتقال حرارت و
 :زیر است به صورت ب( 2الف( و ) 2) به ترتیب شرایط مرزی برای معادلات انتقال رطوبت و حرارت

{𝜕𝜕(0, 𝜕𝜕) = 𝜕𝜕∞   , (𝑋𝑋 = 0)               
𝜕𝜕(𝑙𝑙, 𝜕𝜕) = 𝜕𝜕∞   , (𝑋𝑋 = 𝐿𝐿)                

الف( 3)   
 
 

{ 𝜃𝜃(0, 𝜕𝜕) = 𝜃𝜃∞  , (𝑋𝑋 = 0)
𝜃𝜃(𝑙𝑙, 𝜕𝜕) = 𝜃𝜃∞    , (𝑋𝑋 = 𝐿𝐿)  
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شرایط اولیه نیز برای معادلات انتقال رطوبت و حرارت به این 
ترتیب می باشند:
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سایر  و ma نفوذ انتقال جرم ،a نفوذ انتقال حرارت با فرض ثابت بودن ضرایب معادلات حاکم شامل ضرایب [.1]تک بعدی را نمود 
 شوند:وشته مییک بعد، معادلات فوق به شکل زیر ندر  با فرض انتقال جرم و حرارت  و همچنین ε  و  c ضرایب

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝜕𝜕2𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑋𝑋2 + 𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑇𝑇 𝜕𝜕2𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑋𝑋2 
الف( 2)  

 
 

𝜕𝜕𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 𝑎𝑎 𝜕𝜕2𝜃𝜃

𝜕𝜕𝑋𝑋2 + 𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑐𝑐

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 

ب( 2)  
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 : هندسه مساله با شرایط مرزی نوع اول دیریشله1شکل

)3 ج( 

است.  آمده  نظر  مورد  مساله  از  فرضی  هندسه ای  شکل1  در 
هنگامی که مقدار یک تابع مستقل در یک مکان خاص دارای مقدار 
از نوع دیریشله است. اصولا شرط مرزی  مشخص باشد شرط مرزی 
دیریشله حالت خاصی از شرایط مرزی دقیق ترکیبی نیومن-دیریشله 

)شرط مرزی رابین( می باشد. 
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نظر،  مورد  مساله  بر  موثر  متغیرهای  تعداد  کاهش  منظور  به 
بر  لوییکف  معادلات  ضرایب  تاثیر  بررسی  و  پارامتری  مطالعه  بهبود 
انتقال حرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی بعد بازنویسی 
و  حرارت  انتقال  بر  حاکم  بعد  بدون  معادلات  نهایت  در  می کنیم. 
رطوبت اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می آیند ]12[.

4 
 

اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)4 الف( 

4 
 

اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)4 ب( 

پوسنف،  عدد   Pn لوییکف،  عدد   Lu بی بعد،  معادلات  این  در 
Ko عدد کسویچ می باشند. بی بعدسازی شرایط مرزی و شرایط اولیه 

معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت 
زیر انجام شده است:

شرایط اولیه دما و رطوبت:

4 
 

اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)5 الف(

انتقال  و  رطوبت  انتقال  بعد  بی  معادله  بر  حاکم  مرزی  شرایط 
حرارت به ترتیب به این صورت می باشند:

4 
 

اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)5 ب( 

4 
 

اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)5 ج( 

3- روش حل معادلات
در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در 
محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
معادله  رفتار  که  است  این  در  فرض  این  اهمیت  می شود.  استخراج 
در  که  است  حالی  در  این  باشد.  متفاوت  می تواند  رطوبت  و  حرارت 
مقادیر   ]16[ وودهید  و  کولاسیری  توسط  شده  انجام  قبلی  تحقیق 
و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از 
انعطاف پذیری جواب های بدست آمده می کاهد. اما در روش ارائه شده 
از رفع کوپلینگ، محاسبه  ویژه پس  توابع  و  این پژوهش مقادیر  در 
با حذف جملات  معادلات  کوپلینگ  رفع  است.  آمده  بدست  و  شده 
وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و جملات وابسته 
به انتقال رطوبت از معادلات انتقال حرارت صورت می پذیرد. در نهایت 
معادلات غیرکوپل انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر به 

دست می آیند:

4 
 

اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)6 الف( 
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اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)6 ب( 

برای حل معادلاتی که رفع کوپلینگ شده اند و در روابط )6 الف( 
و )6 ب( نشان داده شده اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر 

استفاده می کنیم:
روش جداسازی متغیرها در معادله غیر وابسته رطوبت )رابطه )6 

الف(( به صورت زیر است:
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اهش تعداد متغیرهای موثر بر مساله مورد نظر، بهبود مطالعه پارامتری و بررسی تاثیر ضرایب معادلات لوییکف بر انتقال کبه منظور 
دون بعد حاکم بر انتقال حرارت و رطوبت کنیم. در نهایت معادلات ببعد بازنویسی میحرارت و رطوبت، معادلات حاکم را به صورت بی
 .[12]آیند اجسام متخلخل موئینه به صورت زیر به دست می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2  (4 )الف  

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡  ب( 4)   

شرایط مرزی و شرایط اولیه بعدسازی یباشند. بعدد کسویچ می Koعدد پوسنف،  Pnعدد لوییکف،  Luبعد، یدر این معادلات ب
 :معادلات انتقال حرارت و رطوبت مواد متخلخل موئینه نیز به صورت زیر انجام شده است

 ط اولیه دما و رطوبت:یشرا

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = 1           0 < 𝑥𝑥 < 1        
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = 1          0 < 𝑥𝑥 <  الف( 5)         1

 باشند:ط مرزی حاکم بر معادله بی بعد انتقال رطوبت و انتقال حرارت به ترتیب به این صورت مییشرا

{𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑢𝑢(1, 𝑡𝑡) = 0        𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ب( 5)     (1

 
 

{𝑇𝑇(0, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 = 0)
𝑇𝑇(1, 𝑡𝑡) = 0         𝑎𝑎𝑡𝑡 (𝑥𝑥 =  ج( 5)      (1

 معادلات حل روش -3

در این تحقیق به منظور حل معادلات انتقال حرارت و رطوبت در محیط متخلخل موئینه، مقدار و تابع ویژه هر معادله به طور جداگانه 
 الی است که در تحقیقتواند متفاوت باشد. این در حشود. اهمیت این فرض در این است که رفتار معادله حرارت و رطوبت میاستخراج می

ی پذیر[ مقادیر و توابع ویژه معین و مفروض در نظر گرفته شده است. این فرض از انعطاف16قبلی انجام شده توسط کولاسیری و وودهید ]
بدست کاهد. اما در روش ارائه شده در این پژوهش مقادیر و توابع ویژه پس از رفع کوپلینگ، محاسبه شده و های بدست آمده میجواب

وابسته به انتقال رطوبت  جملات وابسته به انتقال حرارت از معادلات انتقال رطوبت و معادلات با حذف جملات آمده است. رفع کوپلینگ
 :آیندبه دست می انتقال رطوبت و حرارت به ترتیب به صورت زیر غیرکوپل پذیرد. در نهایت معادلاتاز معادلات انتقال حرارت صورت می

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 
 الف( 6)

 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 (6 )ب  

اند، از روش جداسازی متغیرها به ترتیب زیر نشان داده شدهب(  6الف( و ) 6اند و در روابط )ی که رفع کوپلینگ شدهحل معادلاتی برا
 :کنیماستفاده می

 :الف(( به صورت زیر است 6ر وابسته رطوبت )رابطه )یله غمعاد روش جداسازی متغیرها در

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉(𝑥𝑥)𝜓𝜓(𝑡𝑡) (7 
 الف(

 

)7 الف( 

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

)7 ب( 

نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط )7 ج( و )7 د( 
آورده شده است: 

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

)7 ج( 

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

)7 د( 

 همچنین با جایگذاری روابط )7 ج( و )7 د( در رابطه )7 الف( 
معادله زیر به دست می آید:

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در
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𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
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 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:
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 : هندسه مساله با شرایط مرزی نوع اول دیریشله1شکل

  

شکل1: هندسه مساله با شرایط مرزی نوع اول دیریشله
Fig. 1: Problem geometry with deirshele first type bound-

ry condition
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الف( به آن اشاره شد به  از شرایط مرزی که در رابطه  )5  استفاده 
ترتیب زیر حاصل می شود.
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𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  
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𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

)9 ب( 

نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط )9 ج( و )9 
د( آورده شده است:

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

)9 ج( 

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

)9 د( 

با جایگذاری معادلات )9 ب( و )9 ج( در معادله )9 الف( رابطه 
زیر به دست می آید:

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

 )10(

مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی 
معادله انتقال حرارت:

5 
 

 

𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

 )11(
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𝜉𝜉"(𝑥𝑥)
𝜉𝜉(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆′ (7 )ب 

 د( آورده شده است:  7) وج(  7)نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها در روابط 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 (7 )ج 

𝜉𝜉(𝑥𝑥) =  𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥   (7 )د 

 آید:معادله زیر به دست می الف( 7)در رابطه د(  7) وج(  7)روابط با جایگذاری همچنین  

𝐿𝐿(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑐𝑐3𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑐𝑐1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥) (8 
 الف(

اشاره شد به ترتیب الف( به آن  5) رابطه  که در با استفاده از شرایط مرزیالف(  8)ت با حل رابطه مقدار و تابع ویژه معادله انتقال رطوب
 شود.زیر حاصل می

 ب( 8)
 

𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2 

𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) ج( 8) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜆𝜆′𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥) 
 

 :گرددر دیگر از روش جداسازی متغیرها استفاده میبا ،به منظور دستیابی به پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت

 :باشدب(( به صورت زیر می 6ر وابسته دما )رابطه )یمعادله غ روش جداسازی متغیرها در

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜂𝜂(𝑥𝑥)𝜑𝜑(𝑡𝑡)    (9  )الف 

𝜂𝜂"(𝑥𝑥)
𝜂𝜂(𝑥𝑥) = 𝜑𝜑′(𝑡𝑡)

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = −𝜔𝜔   (9 )ب  

 د( آورده شده است: 9) وج(  9) نتیجه حاصل از روش جداسازی متغیرها، در روابط

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆 (9 )ج  

𝜂𝜂(𝑥𝑥) =  𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 (9 )د  

 :دیآیبه دست م ریرابطه ز الف( 9)در معادله  ج( 9ب( و ) 9) معادلات یگذاریبا جا

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝑑𝑑3𝑒𝑒−𝜔𝜔𝜆𝜆(𝑑𝑑1 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 √𝜔𝜔𝑥𝑥 + 𝑑𝑑2 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥)   (10) 

 مقدار و تابع ویژه حاصل از بررسی شرایط مرزی در پاسخ عمومی معادله انتقال حرارت:

𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝜆𝜆′
𝑛𝑛 = 𝑠𝑠2𝜋𝜋2   (11)  

𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 √𝜔𝜔𝑥𝑥 = 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝜋𝜋𝑥𝑥)  (12) 

 داریم:ویژه و توابع ویژه در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت و تساوی مقادیر  ب( 7ب( و ) 9) با توجه به رابطه

 )12(

با توجه به رابطه )9 ب( و )7 ب( و تساوی مقادیر ویژه و توابع ویژه 
در معادلات غیر وابسته انتقال رطوبت و حرارت داریم:
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

 )13(

با جایگذاری روابط )11( و )12( در معادلات )7 الف( و )9 الف( 
به نتایج زیر دست می یابیم:
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)14 الف( 
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)14 ب(

حال روابط )14 الف( و )14 ب( را با توجه به تساوی هایی که در 
معادلات )11( تا )13( ذکر شده است، در معادلات اساسی )معادلات 

)4 الف( و )4 ب(( قرار داده و بازنویسی می کنیم:
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)15 الف( 

6 
 

𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

6 
 

𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)15 ب( 
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

با توجه به اینکه معادلات بالا یک مجموعه متعامد هستند به ازای 
تمام مقادیر n ضرایب )sin(nπx  برابر با صفر خواهند بود.
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
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(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)16 الف( 
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 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
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|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
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(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)16 ب( 

( برای به دست  ( ) ( )f Ft s→ در مرحله بعد، از تبدیل لاپلاس )
آوردن )φn (t و )ψn (t استفاده می کنیم:
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𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)17 الف( 

6 
 

𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)17 ب(

از دستگاه معادلات )17 الف( و )17 ب( نتایج زیر بدست می آید:
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)18 الف( 
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(

)18 ب( 

با استفاده از روابط بالا و روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر 
به دست می آید:
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𝜂𝜂"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝜉𝜉"𝑛𝑛(𝑥𝑥) = −𝜔𝜔𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥) (13) 

 یابیم:الف( به نتایج زیر دست می 9الف( و ) 7( در معادلات )12( و )11با جایگذاری روابط )

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 

 الف( 14)
 
 
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝜂𝜂𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1
= ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) (14 )ب 

 معادلات) یاساس معادلات رد ،است شده ذکر (13( تا )11) معادلات در که ییهایتساو به توجه با را ب( 14الف( و ) 14) روابط حال
 :میکنیم یسیبازنو و داده قرار( ب( 4الف( و ) 4)

∑(𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡))

∞

𝑛𝑛=1
𝑐𝑐𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0 

(15 
 الف(
 

∑(𝜑𝜑′
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

∞

𝑛𝑛=1
+ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′

𝑛𝑛(𝑡𝑡))𝑑𝑑𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑠𝑠𝑛𝑛𝑥𝑥) = 0  
(15 

 ب(
 .بود خواهند صفر با برابر    sin(nπx) بیضرا n ریمقاد تمام یازا به هستند متعامد مجموعه کی بالا معادلات نکهیا به توجه با

𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 الف(
𝜑𝜑′

𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝜓𝜓′
𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 0    (16 

 ب(
از تبدیل لاپلاس ) ،در مرحله بعد   f Ft s)  برای به دست آوردن(t) nφ و (t) nψ کنیم:استفاده می 

(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔𝑛𝑛)𝛹𝛹𝑛𝑛 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 =  𝜓𝜓𝑛𝑛(0)         (17 
 الف(

𝑠𝑠𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝛷𝛷𝑛𝑛 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ (𝑠𝑠𝛹𝛹𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) + 𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 𝜓𝜓𝑛𝑛(0)   (17 
 ب(

 آید:نتایج زیر بدست می (ب 17)الف( و  17از دستگاه معادلات )

𝛹𝛹𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
| 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 ∗ 𝜔𝜔) −(𝑙𝑙𝑢𝑢 ∗ 𝑃𝑃𝑠𝑠 ∗ 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 ∗ 𝐾𝐾 ∗ 𝑠𝑠) |

  
(18 

الف(
 
 

𝛷𝛷𝑛𝑛(𝑠𝑠) =
|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0)

(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾)𝜑𝜑𝑛𝑛(0)|

|(𝑠𝑠 + 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜔𝜔) −(𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑠𝑠 𝜔𝜔)
(𝑠𝑠 + 𝜔𝜔) (𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐾𝐾 𝑠𝑠) |

ب( 18)      

آید:روش تبدیل لاپلاس معکوس نتایج زیر به دست میبا استفاده از روابط بالا و   
𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡 (19 

 الف(
)19 الف( 
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𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡  (19 
 ب(

ب(  14الف( و ) 14ب( در معادلات ) 19الف( و ) 19جایگذاری معادلات  ) باباشند. یم نیمع 2s،1s نیهمچن و A، B، C، Dدر آن  که
 آیند:شکل کلی معادلات به صورت زیر در می

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) (𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡)   

(20 
 الف(
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) (𝐶𝐶𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡)     (20 )ب  

 پردازیم.می nd و ncدیر حال در گام پایانی حل معادلات، به بررسی شرایط اولیه حاکم بر معادلات به منظور دستیابی به مقا
 

 الف( 21)
 
 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = ∑ 𝑐𝑐𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) = ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) = 1 

 ب( 21)
𝑇𝑇(𝑥𝑥, 0) = ∑ 𝑑𝑑𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) 𝜑𝜑𝑛𝑛(0) = ∑ 𝐷𝐷𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) = 1 

 
 

 توان نوشت:باشند. مطابق تعریف سری فوریه میبرابر می  nD و nCمقادیر  یابیم کهبا توجه به معادلات در می
(22) 

𝐶𝐶𝑛𝑛 = 𝐷𝐷𝑛𝑛 = ∑ 2
𝑛𝑛𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
(1 − (−1𝑛𝑛)) 

 
 

 آید:پاسخ نهایی معادلات حاکم بر انتقال رطوبت و حرارت در جسم متخلخل موئینه به ترتیب به صورت زیر بدست می
 

𝑢𝑢(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 2
𝑛𝑛𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
(1 − (−1𝑛𝑛)) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) (𝐴𝐴𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐵𝐵𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡)

𝜑𝜑𝑛𝑛(0)  
(23 

 الف(
 

𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑ 2
𝑛𝑛𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
(1 − (−1𝑛𝑛)) sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥) (𝐶𝐶𝑒𝑒𝑠𝑠1𝑡𝑡 + 𝐷𝐷𝑒𝑒𝑠𝑠2𝑡𝑡)

𝜑𝜑𝑛𝑛(0) ب( 23)   

  ضرایبی معین می باشند. با رارتح و رطوبت توزیع صریح جواب معادلات به صورت اخیر معادلات

 نتایج  -4
 کولاسیری از پژوهشمده آبه دست  نتیجهبا از تحقیق حاضر حاصل  ایهنتیج ،به منظور صحت سنجی روش ارائه شده در این پژوهش

حیطی ثابت تحت دما و رطوبت م x=0/1mجداری با طول بلند به ضخامت  ]16[در فرضیات مرجع  [ مقایسه شده است.16] و وود هید
kJ/kg 2400=r ،/h2m 6-10×3/0=ma ،CokJ/kg 1284=c ، 0/12=kقرار گرفته است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت: 

Co W/m،C o10=iT ،Co80=ambientT، 0/5=iu  0/12و=ambientu جمله از سری جواب، توزیع رطوبت و دما  20باشند. با فرض می
[ و مطالعه 16توزیع دمای جسم متخلخل بر حسب زمان، حاصل از مطالعه کولاسیری و وودهید ] 2شکل  با زمان محاسبه شده است. در

)19 ب( 

با  می باشند.  معین   s1،s2 همچنین  Dو    ،C  ،B  ،A آن  در  که 
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 توان نوشت:باشند. مطابق تعریف سری فوریه میبرابر می  nD و nCمقادیر  یابیم کهبا توجه به معادلات در می
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 آید:پاسخ نهایی معادلات حاکم بر انتقال رطوبت و حرارت در جسم متخلخل موئینه به ترتیب به صورت زیر بدست می
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 نتایج  -4
 کولاسیری از پژوهشمده آبه دست  نتیجهبا از تحقیق حاضر حاصل  ایهنتیج ،به منظور صحت سنجی روش ارائه شده در این پژوهش
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kJ/kg 2400=r ،/h2m 6-10×3/0=ma ،CokJ/kg 1284=c ، 0/12=kقرار گرفته است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت: 

Co W/m،C o10=iT ،Co80=ambientT، 0/5=iu  0/12و=ambientu جمله از سری جواب، توزیع رطوبت و دما  20باشند. با فرض می
[ و مطالعه 16توزیع دمای جسم متخلخل بر حسب زمان، حاصل از مطالعه کولاسیری و وودهید ] 2شکل  با زمان محاسبه شده است. در
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حال در گام پایانی حل معادلات، به بررسی شرایط اولیه حاکم بر 
معادلات به منظور دستیابی به مقادیر cn و dn می پردازیم.
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𝜑𝜑𝑛𝑛(0)  
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𝜑𝜑𝑛𝑛(0) ب( 23)   

  ضرایبی معین می باشند. با رارتح و رطوبت توزیع صریح جواب معادلات به صورت اخیر معادلات

 نتایج  -4
 کولاسیری از پژوهشمده آبه دست  نتیجهبا از تحقیق حاضر حاصل  ایهنتیج ،به منظور صحت سنجی روش ارائه شده در این پژوهش

حیطی ثابت تحت دما و رطوبت م x=0/1mجداری با طول بلند به ضخامت  ]16[در فرضیات مرجع  [ مقایسه شده است.16] و وود هید
kJ/kg 2400=r ،/h2m 6-10×3/0=ma ،CokJ/kg 1284=c ، 0/12=kقرار گرفته است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت: 

Co W/m،C o10=iT ،Co80=ambientT، 0/5=iu  0/12و=ambientu جمله از سری جواب، توزیع رطوبت و دما  20باشند. با فرض می
[ و مطالعه 16توزیع دمای جسم متخلخل بر حسب زمان، حاصل از مطالعه کولاسیری و وودهید ] 2شکل  با زمان محاسبه شده است. در

)21 ب(

برابر    Dn و   Cn مقادیر  که  می یابیم  در  معادلات  به  توجه  با 
می باشند. مطابق تعریف سری فوریه می توان نوشت:
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ب(  14الف( و ) 14ب( در معادلات ) 19الف( و ) 19جایگذاری معادلات  ) باباشند. یم نیمع 2s،1s نیهمچن و A، B، C، Dدر آن  که
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 نتایج  -4
 کولاسیری از پژوهشمده آبه دست  نتیجهبا از تحقیق حاضر حاصل  ایهنتیج ،به منظور صحت سنجی روش ارائه شده در این پژوهش

حیطی ثابت تحت دما و رطوبت م x=0/1mجداری با طول بلند به ضخامت  ]16[در فرضیات مرجع  [ مقایسه شده است.16] و وود هید
kJ/kg 2400=r ،/h2m 6-10×3/0=ma ،CokJ/kg 1284=c ، 0/12=kقرار گرفته است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت: 

Co W/m،C o10=iT ،Co80=ambientT، 0/5=iu  0/12و=ambientu جمله از سری جواب، توزیع رطوبت و دما  20باشند. با فرض می
[ و مطالعه 16توزیع دمای جسم متخلخل بر حسب زمان، حاصل از مطالعه کولاسیری و وودهید ] 2شکل  با زمان محاسبه شده است. در

 )22(

پاسخ نهایی معادلات حاکم بر انتقال رطوبت و حرارت در جسم 
متخلخل موئینه به ترتیب به صورت زیر بدست می آید:
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  ضرایبی معین می باشند. با رارتح و رطوبت توزیع صریح جواب معادلات به صورت اخیر معادلات

 نتایج  -4
 کولاسیری از پژوهشمده آبه دست  نتیجهبا از تحقیق حاضر حاصل  ایهنتیج ،به منظور صحت سنجی روش ارائه شده در این پژوهش

حیطی ثابت تحت دما و رطوبت م x=0/1mجداری با طول بلند به ضخامت  ]16[در فرضیات مرجع  [ مقایسه شده است.16] و وود هید
kJ/kg 2400=r ،/h2m 6-10×3/0=ma ،CokJ/kg 1284=c ، 0/12=kقرار گرفته است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت: 

Co W/m،C o10=iT ،Co80=ambientT، 0/5=iu  0/12و=ambientu جمله از سری جواب، توزیع رطوبت و دما  20باشند. با فرض می
[ و مطالعه 16توزیع دمای جسم متخلخل بر حسب زمان، حاصل از مطالعه کولاسیری و وودهید ] 2شکل  با زمان محاسبه شده است. در

)23 الف(
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kJ/kg 2400=r ،/h2m 6-10×3/0=ma ،CokJ/kg 1284=c ، 0/12=kقرار گرفته است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت: 
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)23 ب( 

معادلات اخیر جواب معادلات به صورت صریح توزیع رطوبت و 
حرارت با ضرایبی معین می باشند. 

4- نتایج 
به منظور صحت سنجی روش ارائه شده در این پژوهش، نتیجه ای 
حاصل از تحقیق حاضر با نتیجه به دست آمده از پژوهش کولاسیری و 
وود هید ]16[ مقایسه شده است. در فرضیات مرجع ]16[ جداری با طول 
بلند به ضخامت x=0/1m تحت دما و رطوبت محیطی ثابت قرار گرفته 
 r=2400 kJ/kg :است. ضرایب ترموفیزیکی جدار و محیط به صورت 
 k=0/12 W/m oC ،c=1.284 kJ/kgoC ،am=3/0×10-6 m2/h، 
،ui=0/5، Tambient=80oC ، Ti=10oC  و uambient=0/12 می باشند. 
با فرض 20 جمله از سری جواب، توزیع رطوبت و دما با زمان محاسبه 
شده است. در شکل 2 توزیع دمای جسم متخلخل بر حسب زمان، 
حاصل از مطالعه کولاسیری و وودهید ]16[ و مطالعه انجام شده در 

این تحقیق مقایسه شده است. نتیجه مقایسه به طور تقریبی نشان 
دهنده انحرافی کمتر از %1 بوده که بیانگر یکسان بودن جواب حاصل 
از هر دو روش می باشد. مقایسه صورت گرفته روش حل مورد بررسی 

در تحقیق حاضر را تایید می کند.
و  انتقال حرارت  بر  معادلات حاکم  تحلیلی  از حل  نتایج حاصل 
رطوبت مواد متخلخل موئینه که به صورت معادلات )23 الف( و )23 
این  آمده است.  اینجا  برای مثال خاص )سرامیک متخلخل( در  ب( 
نمودارها بر اساس تغییر ضرایب بی بعد در معادلات حاکم از جمله عدد 
لوییکف )Lu(، عدد فوریه )Fo( و ضریب تغییر فاز , )ε( به منظور 

بررسی رفتار جسم متخلخل ترسیم شده است.
در شکل3 توزیع دما به ازای ضرایب تغییر فاز )ε( مختلف نمایش 
جسم  در  فاز  تغییر  عدم  معنای  به   ε=0 واقع  در  است.  شده  داده 
متخلخل می باشد. در اینصورت رطوبت در محیط متخلخل به شکل 
فاز مایع منتقل می شود، اما وقتی که  ε=1 ، به این معناست که کل 
مایع داخل جسم متخلخل امکان تغییر فاز تا %100 را خواهد داشت. 
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به ازای بیشترین و کمترین ضرایب تغییر فاز ε=0/1 و ε=1 رسم شده 
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مطالعه انجام شده در این  (== =((x,t(T)مرکز جسم متخلخل( کولاسیری و وودهید  x=0/05: تغییر دما به ازای زمان در مکان 2شکل
 ((x,t(T)...تحقیق

  

شکل2: تغییر دما به ازای زمان در مکان x=0/05 )مرکز جسم 
متخلخل( کولاسیری و وودهید T)x,t((== =( مطالعه انجام شده در این 

))T)x,t...(تحقیق
Fig. 2: Temperutre change per direction in x=0.05(center 
of porous media) kolasiry and vorhid t,x)T))---) study in 

this reserch  T(x,t,…)))
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شکل 3: تغییر دمای بی بعد )

Fig. 3: Non dimantion temperture  per non demation location (x) for deffernt phase change cofficient(ε )

)Ko=49, Lu=0.2, Pn=0.084) 
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دارد.  وجود  فاز صددرصدی  تغییر  امکان  که  می کند  رفتار  به گونه ای 
لذا، به این منظور لازم است تا توزیع دمای یکنواختی در طول جسم 
متخلخل وجود داشته باشد. پس عمده انرژی حرارتی ابتدا صرف تغییر 
فاز سیال می شود و تغییر دمای بدنه جسم متخلخل یکنواخت تغییر 
می کند. لذا شایان ذکر است که، قابلیت انتقال حرارت به مایع با افزایش 
ضریب تغییر فاز افزایش می یابد، در نتیجه به ازای ضریب تغییر فاز 1 

نسبت به سایر مقادیر ε شاهد انتقال حرارت بیشتری به مایع هستیم.
برای بررسی تاثیر و مقایسه اهمیت و بزرگی نفوذ حرارت و نفوذ 
اجسام  رطوبت  و  حرارت  انتقال  معادلات  حرارت،  انتقال  در  رطوبت، 
متخلخل در رابطه های )4 الف( و )4 ب( به سادگی به صورت زیر قابل 

بازنویسی است:

10 
 

به معنای عدم تغییر فاز در جسم متخلخل  ε=0در واقع  .شده است( مختلف نمایش داده εتوزیع دما به ازای ضرایب تغییر فاز ) 3در شکل
به این معناست که کل مایع داخل ،  ε=1، اما وقتی که شودبه شکل فاز مایع منتقل میمتخلخل رطوبت در محیط  در اینصورت .باشدمی

که توزیع دما به ترتیب به ازای  (ε=1، )3لو شک (ε=0/1، )3با مقایسه شکل. اشتخواهد درا  %100 تا تغییر فاز امکانجسم متخلخل 
شاهد این هستیم که گرادیان دما در طول جسم متخلخل به ازای  ،رسم شده است ε=1و  ε=0/1بیشترین و کمترین ضرایب تغییر فاز 

0/1=ε 1زمان های مختلف بسیار بیشتر از گرادیان دما به ازای  در=ε  1است. زمانی که=ε جسم متخلخل به به این معناست که ،است
به این منظور لازم است تا توزیع دمای یکنواختی در طول جسم  . لذا،درصدی وجود داردصدکند که امکان تغییر فاز ای رفتار میگونه

شود و تغییر دمای بدنه جسم متخلخل یکنواخت . پس عمده انرژی حرارتی ابتدا صرف تغییر فاز سیال میمتخلخل وجود داشته باشد
در نتیجه به ازای ضریب  ،یابدقابلیت انتقال حرارت به مایع با افزایش ضریب تغییر فاز افزایش می لذا شایان ذکر است که، .کندیتغییر م

 شاهد انتقال حرارت بیشتری به مایع هستیم. εنسبت به سایر مقادیر  1تغییر فاز 

ت، در انتقال حرارت، معادلات انتقال حرارت و رطوبت اجسام برای بررسی تاثیر و مقایسه اهمیت و بزرگی نفوذ حرارت و نفوذ رطوب
 ب( به سادگی به صورت زیر قابل بازنویسی است: 4الف( و ) 4های )متخلخل در رابطه

,𝑢𝑢(𝑥𝑥�𝜕� الف( 24) 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2                                                 

,𝑇𝑇(𝑥𝑥�𝜕� ب( 24) 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃) 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2                                 

 
 :کنیم( به صورت زیر تعریف میHtMب(، را با عدد بی بعد ) 24نسبت قدر مطلق نفوذ حرارتی به نفوذ جرمی در معادله انتقال حرارت )

(25) 
𝐻𝐻𝑡𝑡𝐻𝐻 =

(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃) 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

                   

 

یابیم که با حضور فاز بخار در داخل جسم متخلخل یعنی با افزایش در می 4ترسیم شده است. با توجه به شکل 4در شکل  HtMکمیت 
ε  0/2مقادیر کوچکتر ازتا  =εشود، انتقال نفوذ حرارتی نسبت به نفوذ جرمی از دو تا شش فقط اندکی حرارت صرف تغییر فاز می ، که

 تر گرما از داخل جسم استدهنده انتشار سریعنشانهای بیشتر( که شود. به ویژه به ازای ضریب نفوذ حرارتی بیشتر یا )فوریهبرابر می
 پیدا بیشتری قوت رطوبت صورت به حرارت انتقال سهم شده، فاز تغییر صرف حرارت، ،εشود. با افزایش عدد این عدد خیلی بیشتر می

 .دهدیم یحرا توض یوار منحنو رفتار مجانب کندمی
 

)24 الف( 
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)24 ب(

انتقال  نفوذ جرمی در معادله  به  نفوذ حرارتی  نسبت قدر مطلق 
تعریف  زیر  صورت  به   )HtM( بعد  بی  عدد  با  را  ب(،   24( حرارت 

می کنیم:

10 
 

به معنای عدم تغییر فاز در جسم متخلخل  ε=0در واقع  .شده است( مختلف نمایش داده εتوزیع دما به ازای ضرایب تغییر فاز ) 3در شکل
به این معناست که کل مایع داخل ،  ε=1، اما وقتی که شودبه شکل فاز مایع منتقل میمتخلخل رطوبت در محیط  در اینصورت .باشدمی

که توزیع دما به ترتیب به ازای  (ε=1، )3لو شک (ε=0/1، )3با مقایسه شکل. اشتخواهد درا  %100 تا تغییر فاز امکانجسم متخلخل 
شاهد این هستیم که گرادیان دما در طول جسم متخلخل به ازای  ،رسم شده است ε=1و  ε=0/1بیشترین و کمترین ضرایب تغییر فاز 

0/1=ε 1زمان های مختلف بسیار بیشتر از گرادیان دما به ازای  در=ε  1است. زمانی که=ε جسم متخلخل به به این معناست که ،است
به این منظور لازم است تا توزیع دمای یکنواختی در طول جسم  . لذا،درصدی وجود داردصدکند که امکان تغییر فاز ای رفتار میگونه

شود و تغییر دمای بدنه جسم متخلخل یکنواخت . پس عمده انرژی حرارتی ابتدا صرف تغییر فاز سیال میمتخلخل وجود داشته باشد
در نتیجه به ازای ضریب  ،یابدقابلیت انتقال حرارت به مایع با افزایش ضریب تغییر فاز افزایش می لذا شایان ذکر است که، .کندیتغییر م

 شاهد انتقال حرارت بیشتری به مایع هستیم. εنسبت به سایر مقادیر  1تغییر فاز 

ت، در انتقال حرارت، معادلات انتقال حرارت و رطوبت اجسام برای بررسی تاثیر و مقایسه اهمیت و بزرگی نفوذ حرارت و نفوذ رطوب
 ب( به سادگی به صورت زیر قابل بازنویسی است: 4الف( و ) 4های )متخلخل در رابطه

,𝑢𝑢(𝑥𝑥�𝜕� الف( 24) 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2                                                 

,𝑇𝑇(𝑥𝑥�𝜕� ب( 24) 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝑡𝑡 = (1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃) 𝜕𝜕2𝑇𝑇

𝜕𝜕𝑥𝑥2 − 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2                                 

 
 :کنیم( به صورت زیر تعریف میHtMب(، را با عدد بی بعد ) 24نسبت قدر مطلق نفوذ حرارتی به نفوذ جرمی در معادله انتقال حرارت )

(25) 
𝐻𝐻𝑡𝑡𝐻𝐻 =

(1 + 𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝑃𝑃𝑃𝑃) 𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑥𝑥2

𝐾𝐾𝐾𝐾 𝜀𝜀 𝐿𝐿𝑢𝑢 𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

                   

 

یابیم که با حضور فاز بخار در داخل جسم متخلخل یعنی با افزایش در می 4ترسیم شده است. با توجه به شکل 4در شکل  HtMکمیت 
ε  0/2مقادیر کوچکتر ازتا  =εشود، انتقال نفوذ حرارتی نسبت به نفوذ جرمی از دو تا شش فقط اندکی حرارت صرف تغییر فاز می ، که

 تر گرما از داخل جسم استدهنده انتشار سریعنشانهای بیشتر( که شود. به ویژه به ازای ضریب نفوذ حرارتی بیشتر یا )فوریهبرابر می
 پیدا بیشتری قوت رطوبت صورت به حرارت انتقال سهم شده، فاز تغییر صرف حرارت، ،εشود. با افزایش عدد این عدد خیلی بیشتر می

 .دهدیم یحرا توض یوار منحنو رفتار مجانب کندمی
 

 )25(

کمیت HtM در شکل 4 ترسیم شده است. با توجه به شکل4 در 
می یابیم که با حضور فاز بخار در داخل جسم متخلخل یعنی با افزایش 
ε تا مقادیر کوچکتر ازε = 0/2، که فقط اندکی حرارت صرف تغییر 
فاز می شود، انتقال نفوذ حرارتی نسبت به نفوذ جرمی از دو تا شش 
برابر می شود. به ویژه به ازای ضریب نفوذ حرارتی بیشتر یا )فوریه های 
بیشتر( که نشان دهنده انتشار سریع تر گرما از داخل جسم است این 
عدد خیلی بیشتر می شود. با افزایش عدد ε، حرارت، صرف تغییر فاز 
شده، سهم انتقال حرارت به صورت رطوبت قوت بیشتری پیدا می کند 

و رفتار مجانب وار منحنی را توضیح می دهد.
با توجه به اینکه در ماده مورد بررسی این پژوهش عدد پوسنف 
)نشان دهنده تغییرات در رطوبت ناشی از گرادیان درجه حرارت نسبت 
به کل تغییر رطوبت است( دارای مقادیر کوچکی است امکان تغییرات 
محسوس رطوبت وجود ندارد. نکته قابل تامل دیگر در شکل 5 این 
است که ضریب تغییر فاز تاثیر ملموسی بر انتقال رطوبت ندارد. طبق 
بعد  بدون  معادلات  روی  بر  لوییکف  توسط  گرفته  صورت  پژوهش 

انتقال حرارت و انتقال رطوبت مواد متخلخل موئینه، اعداد بدون بعد 
موثر برانتقال حرارت )Ko, ε( و عدد بدون بعد موثر بر انتقال رطوبت 
)Pn( می باشد ]2[. در شکل  5 ملاحظه می شود که با تغییر ضریب 
تغییر فاز از 0/2 تا 1 رطوبت تغییر زیادی نمی کند، که این موضوع 
موید پژوهش لوییکف است. همچنین، با توجه به شکل 5 با افزایش 
ضریب تغییر فاز در اعداد فوریه بیش از 2 توزیع یکنواختی از رطوبت 
رطوبت  توزیع  به  رسیدن  زمان  واقع  در  هستیم.  شاهد  در جسم  را 

یکنواخت در عدد فوریه 2 محقق می شود.
( بیانگر نسبت ضریب نفوذ رطوبت به دما  maLu

a
= عدد لوییکف )

است. بدین ترتیب، این عدد نحوه ارتباط فرآیندهای انتقال رطوبت و 
انتقال حرارت را مشخص می کند. عدد لوییکف مهمترین پارامتر برای 
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محیط  در  حرارت  و  رطوبت  انتقال  معادلات  کوپلینگ  میزان  تحلیل 
با توجه به تحقیقات صورت گرفته توسط مندز و  متخلخل می باشد. 
فیلیپی ]15[ نتیجه ای حاصل شد که طبق آن برای مقادیر کوچک 
لوییکف )Lu<0/001(  می توانیم از کوپلینگ معادلات صرف نظر کنیم.

مطابق شکل6 با افزایش ضریب نفوذ رطوبت دیده می شود که با 
گذشت زمان، دمای یکنواخت تری درجسم بوجود آید. علت این است 
که رطوبت دارای نفوذ بیشتری در طول جسم است، لذا انتظار می رود 

که این اتفاق موجب توزیع دما یکنواختی درطول جسم شود.
کمیت HtM به ازای تغییرات عدد لوییکف در شکل 7 ترسیم 
شده است. با توجه به شکل 7 در می یابیم که با افزایش نسبت ضریب 
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Fig. 7: Change (HtM) to the number of Luikov (Lu) for 
different Februarys
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مطابق شکل 8 با افزایش ضریب نفوذ رطوبت am ، شاهد کاهش 
میزان رطوبت در جسم هستیم. افزایش ضریب نفوذ حرارتی و انتقال 
برای  ویژه  به  رطوبت  توزیع  یکنواخت شدن  رطوبت، سبب  راحت تر 
مقادیر بزرگ تر لوییکف می گردد. به عبارت دیگر انتقال رطوبت بهتر 

سبب افزایش انتقال حرارت است.

5- نتیجه گیری
برای  و رطوبت  انتقال حرارت  بر  معادلات حاکم  تحقیق  این  در 
ماده خاص )سرامیک متخلخل( مورد بررسی قرار گرفت. برای حل این 
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شکل 8: تغییر محتوای رطوبت بی بعد

Fig. 8: Change the dimensionless moisture content 
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according to the dimensionless location (x) for different Luikov numbers

نفوذ رطوبت به ضریب نفوذ حرارت که بیانگر افزایش عدد لوییکف و 
شاهد   ،Lu<0/9 ازای به  ویژه  به  رطوبت می باشد،   افزایش حضور 
همگرایی مقادیر HtM به عددی نزدیک به 2 هستیم. لذا برای مقادیر 
فوریه کمتراز 0/2 شاهد افزایش نسبت انتقال حرارت بر انتقال رطوبت 
هستیم. همچنین شکل 7 مقادیر لوییکف بحرانی و تغییرات صورت 
گرفته در انتقال حرارت جسم متخلخل موئینه را در معادلات انتقال 
حرارت در اختیار ما قرار می دهد. بیشترین تغییر مشاهده شده در 
معادلات انتقال حرارت به ازای فوریه 10 می باشد که در شکل 7 نیز 

قابل مشاهده می باشد. 
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معادلات به طور همزمان، از روش رفع کوپلینگ و روش های جداسازی 
متغیرها و تبدیل لاپلاس استفاده گردید. می دانیم که انتقال رطوبت 
مثال  در  پوسنف  آنجا که عدد  از  است.  پوسنف جسم  از عدد  متاثر 
مورد بررسی در این تحقیق، کوچک فرض شده است، انتقال حرارت 
صرفا تابعی از ضریب تغییر فاز محاسبه گردید ]2[. بنابراین می توان 
رطوبت  انتقال  بر  چندانی  تاثیر  فاز  تغییر  ضریب  که  گرفت  نتیجه 
ندارد. تغییرات عدد لوییکف که بیانگر نسبت نفوذ رطوبت به انتقال 
مقادیر کوچک تر  در  است که  این موضوع  نشان دهنده  است  حرارت 
افزایش مقادیر لوییکف شاهد  با  تاثیر رطوبت ناچیز است و  لوییکف 
تاثیر رطوبت بر میزان انتقال حرارت هستیم. این موضوع نشان دهنده 
اهمیت عدد لوییکف در کوپلینگ معادلات می باشد. در روابط )4 الف( 
و )4 ب( نیز مشاهده می شود، هنگامی که عدد لوییکف به سمت صفر 
میل می کند معادله انتقال حرارت صرفا تابعی از تغییر دما می شود. با 
افزایش بیشتر عدد لوییکف و نزدیک شدن این عدد به 1 که به مفهوم 
افزایش ضریب نفوذ رطوبت می باشد، مشاهده می شود که ضریب نفوذ 
رطوبت با انتقال حرارت مقابله کرده و مانع از افزایش محسوس دما 

می شود.

فهرست علائم
m2 /s    ضریب نفوذ حرارتی         a

m2/s ضریب نفوذ جرمی      am

J/(kg K(       حرارت مخصوص جسم مرطوب        c
  W/m  حرارت مخصوص جسم مرطوب        k

kJ/kg  انتالپی تغییر فاز      r
T      دمای بدون بعد 

u      محتوای رطوبت بی بعد

علائم یونانی
  K دما       θ

kg (water(/kg (dry body( محتوای رطوبت       μ
  s زمان       τ

δ      ضریب گرادیان حرارتی 

ε     ضریب تغییر فاز

اعداد بی بعد
HtM         نسبت ضریب کل انتقال حرارت به رطوبت

Lu          عدد لوییکف

Pn             عدد پوسنف

Ko         عدد کسویچ

Fo       عدد فوریه
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