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خلاصه: در این مقاله، یک حل تقریبی بر مبنای روش رایلی، برای تحلیل رفتار مودال تیر اویلر-برنولی دارای ترک روی 
بستر الاستیک ارائه می‌شود. مدل‌سازی بستر الاستیک با استفاده از تئوری فنر ارتجاعی وینکلر انجام و میزان سفتی فنر، 
متناظر با خواص مادی بستر الاستیک مشخص می‌گردد. تابع دلتای دیراک برای اعمال مود باز شدگی ترک در معادله 
رایلی بکار گرفته می‌شود که در آن ضریب مربوط به این تابع می‌تواند برحسب ضریب سفتی یک فنر پیچشی متناظر و 
با درنظر گرفتن پارامترهای مادی و هندسی ترک مشخص گردد. در تحلیل حاضر، روابط صریح جدیدی برای محاسبه‌ 
فرکانس طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در سه شرط مرزی ساده-ساده، گیردار-گیردار و گیردار-آزاد ارائه 
می‌شود. در این روش، فرکانس طبیعی در مود اول ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیک به صورت نسبت انرژی 
پتانسیل غنی‌شده ماکزیمم و انرژی جنبشی ماکزیمم تعیین می‌گردد. اثرات عمق ترک، محل ترک و بستر الاستیک 
روی پاسخ فرکانس‌ طبیعی تیر بر پایه روابط استخراج شده بررسی می‌شود. نتایج تحلیل‌ها نشان می‌دهد که با افزایش 
عمق ترک، فرکانس طبیعی تیر ترک‌خورده کاهش می‌یابد؛ درحالی‌که بستر الاستیک موجب افزایش فرکانس‌ طبیعی تیر 
دارای ترک می‌شود. مقایسه نتایج روابط پیشنهاد شده با نتایج مدل‌سازی کامل سازه در نرم‌افزار آباکوس نشان می‌دهد 

که تحلیل حاضر از دقت مناسبی برخوردار است. 
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1- مقدمه
در تحليل سازه‌هايي نظير پي ساختمان‌ها، بزرگراه‌ها و ريل‌هاي 
راه‌آهن، نياز به مدل‌سازي تير روی بستر ارتجاعي مي‌باشد. محيط‌های 
ارتجاعی مانند خاک به خاطر طبيعت ناهمگن و ناهمسان، داراي رفتار 
افزایش  موجب  تیرها  در  ترک  وجود  آنجایی‌که  از  است.  پيچيده‌اي 
پیچیدگی تحلیل می‌شود، از این‌رو مهندسين جهت مدل‌سازي رفتار 
سازه‌های دارای ترک روی بستر الاستیک همواره به دنبال استفاده از 
مدل‌هاي ساده و در عين حال دقيق مي‌باشند. در این مطالعه، دو نوع 
فنر شامل فنر پیچشی و فنر خطی ارتجاعی به ترتیب برای مدل‌سازی 

ترک و بستر الاستیک استفاده می‌شود. 
مدل‌سازی ترک با استفاده از فنر پیچشی برای اولین بار در سال 
توسط  سال 1957  در  و  معرفی  کایس ]1[  و  ایروین  توسط   1954
ایروین ]2[ تکمیل گردید. در مقاله اخیر، مدل‌سازی ترک به کمک 

فنر پیچشی خطی و با استفاده از مفاهیم مکانیک شکست برای تعیین 
ضریب شدت تنش انجام شده است. پس از آن، تحقیقات زیادی برای 
انجام  تحلیل‌های مختلف  بکارگیری آن در  و  این مدل‌سازی  توسعه 
گردید. بعنوان نمونه، بایوندی و کادمی ]3[ در سال 2005، یک حل 
دقیق از تیرهای اویلر برنولی دارای ناپیوستگی را ارائه نمودند. در این 
به  و  پیچشی  فنر  یک  با  متناظر  ترک  از  ناشی  ناپیوستگی  تحقیق، 
صورت یک تابع دلتای دیراک اعمالی بر سفتی خمشی در معادلات 
وارد شد. در ادامه، کادمی و کایلو ]4[ در سال 2009، با استفاده از 
این مدل‌سازی یک حل دقیق برای مودهای ارتعاشی تیر اویلر-برنولی 
فنر  به ضریب سفتی  مربوط  روابط  دادند.  انجام  را  ترک  دارای چند 
ویولا ]5[،  و  ریسی  مانند  محققینی  توسط  ترک  با  معادل  پیچشی 
آن‌ها  در  که  شد  پیشنهاد   ]7[ دیمارگونوس  و   ]6[ چن  و  یوکویاما 
براساس نرخ آزادسازی انرژی، توابعی برای این ضریب سفتی برحسب 

خواص مادی و هندسی سازه دارای ترک ارائه شده است. 
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فنرهای  از  استفاده  با  می‌تواند  نیز  الاستیک  بستر  مدل‌سازی   
و  متداول  مدل‌هاي  از  ارتجاعی  فنرهاي  مدل  انجام ‌شود.  ارتجاعي 
با  و سازه  بین خاك  اندرکنشی  رفتار  زمینه مدل‌سازي  در  پرکاربرد 
فرض رفتار ارتجاعی براي خاك است. به‌طوری‌که در چند دهه گذشته 
افزایش  مذکور  مدل  دقت  تا  است  گرفته  صورت  زیادي  تلاش‌هاي 
مي‌توان  راستا،  این  در  شده  ارائه  مدل‌های  مهم‌ترین  جمله  از  یابد. 
اشاره  ولاسوو4  و  فلوننکو-برودیچ3  وینکلر2،  پاسترناک1،  مدل‌هاي  به 
کرد. مدل وینکلر که در این مقاله از آن استفاده شده است، يکي از 
ارتجاعي می‌باشد  بر روي بستر  تيرها  برای تحلیل  رايج‌ترين مدل‌ها 
که نخستين بار توسط وینکلر در سال 1867 ارائه گردید و سپس در 
اهمیت موضوع  به دلیل  يافت.  سال 1877 توسط زیمرمان5 توسعه 
تاکنون  الاستیک  بستر  روی  ترک  دارای  تیرهای  در  تحقیق  حاضر، 
انجام شده  تحقیقات  از مهم‌ترین  اینجا گزارشی  در  داشته که  ادامه 
در این راستا ارائه می‌گردد. در یکی از نخستین تحقیقات انجام شده، 
تغییرات فرکانس طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک توسط 
ولید ]8[در سال 1995 بررسی گردید. در این مطالعه، اثرات سفتی 
فنر پیچشی که وابسته به شدت ترک‌خوردگی است، توسط یک فنر 
پیچشی بدون جرم معادل می‌شود و از یک روش آشفتگی برای تعیین 
در  ارتعاشی  تحلیل  یک  همچنین،  است.  شده  استفاده  ویژه‌  مقادیر 
تیرهای دارای ترک روی بستر الاستیک که تحت بارگذاری محوری 
قرار دارند، با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی توسط هسوو ]9[ 
در سال 2005 انجام شده است. در این تحقیق، تیرهای اویلر-برنولی 
دارای ترک منفرد روی بستر الاستیک در شرایط مرزی گیردار-آزاد 
با  ویژه  مقدار  معادله‌  و  گرفته  قرار  بررسی  مورد  عددی  صورت  به 
روش  ادامه،  در  می‌گردد.  دیفرانسیلی حل  مربعات  روش  از  استفاده 
مربعات دیفرانسیلی برای تحلیل ارتعاشی تیرهای مدرج دارای ترک 
و  نصار  توسط  گیردار-آزاد  مرزی  شرایط  تحت  الاستیک  بستر  روی 
همکاران ]10[ در سال 2013 بکارگرفته شده است. در این تحقیق از 
دو مدل بستر ارتجاعی وینکلر و پاسترناک استفاده شد. یک مطالعه 
روی ارتعاشات آزاد تیری که دارای تعداد محدودی ترک عرضی است 
همکاران  و  شین  توسط  می‌باشد،  تماس  در  الاستیک  بستری  با  و 
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]11[ در سال 2006 انجام گردید. در این مطالعه، برای تحلیل تیرها 
و  وینکلر  مدل  دو  از  الاستیک  بستر  برای  و  اویلر-برنولی  تئوری  از 
برای  بدون جرم  فنر  تحقیق،  این  در  است.  استفاده شده  پاسترناک 
مدل‌سازی ترک به کار برده شد و با ثابت فرض کردن بستر الاستیک، 
فرکانس  پاسخ  آن روی  تعداد  و  ترک  ابعاد  ترک،  تغییر محل  اثرات 
دینامیکی  پاسخ  و  طبیعی  فرکانس‌های  گردید.  بررسی  تیر  طبیعی 
تیرهای مدرج دارای ترک روی بستر الاستیک، تحت بار متحرک با 
سرعت ثابت توسط یان و همکاران ]12[ در سال 2011 انجام شد. 
با یک  به هم  ریز-بخش متصل شده  دو  توسط  تیر  مطالعه،  این  در 
فنر پیچشی خطی، مدل‌سازی شده و معادلات حرکت با استفاده از 
اصل همیلتون، استخراج و به کمک روش گالرکین حل شده است. 
در این تحقیق اثر تغییر محل ترک، عمق ترک، ویژگی‌های گرادیان 
مواد، سرعت بار متحرک و پارامترهای سفتی بستر روی فرکانس‌های 
طبیعی و پاسخ دینامیکی تیر در شرایط مرزی مختلف بررسی شده 
است. در تحقیقی دیگر، ارتعاشات آزاد تیرهای ترک‌خورده روی بستر 
سال  در   ]13[ بختیاری‌نژاد  و  میرزابیگی  توسط  بعدی  دو  الاستیک 
2014 مورد بررسی قرار گرفت. در این پژوهش، برای تحلیل تیر از 
تئوری تیرهای اویلر-برنولی و برای مدل‌سازی ترک و بستر الاستیک 
از فنرهای پیچشی به ترتیب در محل ناپیوستگی و در دو انتهای تیر و 
نزدیک تکیه‌گاه استفاده شده است؛ که با استفاده از معادلات حرکت 
و روش تبدیل دیفرانسیل، فرکانس‌های بدون بعد تیر استخراج گردید. 
در ادامه، ارتعاش آزاد یک تیر تیموشنکو با چندین ترک، با استفاده 
از شبکه‌ای از فنرها توسط عطار و همکاران ]14[ در همان سال مورد 
پایه‌  دو  توسط  ترک  دارای  تیر  مطالعه،  این  در  گرفت.  قرار  مطالعه 
الاستیک مهار و اثرات تغییر شکل برشی و خمشی تیر با استفاده از 
تئوری تیر تیموشنکو لحاظ و تیر دارای ترک توسط شبکه‌ای از فنرها 
گسسته‌سازی شده است که در آن رابطه‌ بین سفتی فنرها و ویژگی‌های 
الاستیک سازه شناسایی می‌شود. در ادامه و در سال 2014، قاسمی 
و آریایی ]15[ با استفاده از تئوری اویلر-برنولی و تکنیک المان‌های 
گسسته یک فرمول‌بندی جامع را برای تحلیل ارتعاشی تیرهای دارای 
این  از  استفاده  با  نمودند.  ارائه  وینکلر  الاستیک  بستر  روی  بر  ترک 
ترک  ابعاد  و  فرکانس‌های طبیعی سازه، محل  تعیین  و  فرمول‌بندی 
شناسایی می شود. آنالیز ارتعاش آزاد تیر گیردار-آزاد دارای ترک روی 
بستر وینکلر-پاسترناک توسط آکباس ]16[ انجام شد. در این مطالعه، 
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معادلات دیفرانسیل حرکت با استفاده از اصل همیلتون استخراج و اثر 
موقعیت ترک، عمق ترک و سفتی بستر الاستیک روی فرکانس‌های 
طبیعی و شکل مودها بررسی شده است. در این تحقیق، تیر از نقطه 
به  پیچشی  فنر  یک  با  بخش  دو  این  که  تقسیم  بخش  دو  به  ترک 
یکدیگر متصل و این تیر ترک‌دار مدلسازی شده با استفاده از روش 
عرضی  ارتعاشات  تحلیل  می‌گیرد.  قرار  بررسی  مورد  محدود  اجزای 
تیر‌های ترک‌خورده با مقطع مستطیلی روی بستر الاستیک پاسترناک 
از دو  انجام و در آن  باتیان و کادیوگلو ]17[ در سال 2016  توسط 
شده  استفاده  تیرها  تحلیل  برای  تیموشنکو  و  اویلر-برنولی  تئوری 
فرکانس‌های  ترک،  نشان می‌دهد که وجود  این تحقیق  نتایج  است. 
طبیعی را کاهش می‌دهد، در حالی‌که بستر الاستیک، موجب افزایش 
سفتی سیستم و در نتیجه افزایش فرکانس‌ طبیعی می‌شود. خنجری 
و بنامار ]18[ در سال 2017 یک مدل فیزیکی گسسته برای تحلیل 
ارائه  الاستیک  پایه‌های  روی  ترک‌خورده  تیرهای  ارتعاشی غیرخطی 
به ‌صورت  و  مارپیچ  فنر  یک  توسط  ترک‌  اثر  مدل،  این  در  کردند. 
کاهش سفتی مقطع مدل‌سازی شده و سفتی بستر وینکلر با استفاده 
از فنر‌های عمودی خطی در نظر گرفته شده است. استفاده از روش 
رایلی برای تحلیل ارتعاشی تیرها مورد نظر بسیاری از محققان بوده 
است که در مرجع ]19[ گزارش کاملی از آن ارائه می‌گردد. در سال 
تحلیلی  روش  از سه  استفاده  با   ]20[ همکاران  و  علی‌جانی   ،2018
)حل دقیق(، تقریبی )گالرکین( و عددی )المان محدود( یک تحلیل 
استاتیکی را برای تیرهای دارای ترک روی بسترالاستیک ارائه نمودند. 
در روش تحلیلی برای مدل‌سازی ترک از تابع دلتای دیراک استفاده 
تابع  یک  شود  وارد  خمشی  سفتی  بر  تابع  این  چنانچه  است.  شده 
ناپیوسته از سفتی خمشی در راستای محور تیر ایجاد می‌گردد. ضریب 
تابع دلتای دیراک می‌تواند متناسب با عمق ترک یا متناظر با یک فنر 

پیچشی در نقطه‌ ترک تعیین شود.  
تحقیق  توسعه‌  در  و  شده  ذکر  مقاله‌  آخرین  گرفتن  نظر  در  با 
مذکور، در اینجا یک تحلیل مودال برای تیر دارای ترک قرار گرفته بر 
بستر الاستیک ارائه می‌شود. بدین ترتیب نوآوری اصلی مقاله‌ حاضر، 
)با توجه به مرجع ]20[ مربوط به تحلیل استاتیکی( ارائه یک تحلیل 
مودال برپایه‌ روش رایلی و استفاده از تابع دلتای دیراک در این تحلیل 
می‌باشد. در این مقاله، روابطی جدید برای استخراج فرکانس طبیعی 
الاستیک  بستر  روی  شده  داده  قرار  ترک  دارای  اویلر-برنولی  تیر 

دیراک  دلتای  تابع  از  ترک  مدل‌سازی  منظور  به  می‌شود.  پیشنهاد 
توسط  تابع  این  و ضریب  استفاده شده  دیفرانسیل حاکم  معادله  در 
بستر  مدل‌سازی  می‌گردد.  تنظیم  ترک  مادی  و  هندسی  مشخصات 
الاستیک توسط یک توزیع گسترده از فنرهای خطی انجام که ضریب 
بر اساس مشخصات بستر مشخص می‌گردد. دو مشخصه‌  سفتی آن 
ارزشمند روابط صریح استخراج شده، سادگی معادلات و دقت مناسب 
نتایج می‌باشد. دقت نتایج به دست آمده توسط یک مدل‌سازی کامل 
بستر  و  ترک، مکان ترک  اثرات عمق  و  ارزیابی  آباکوس  نرم‌افزار  در 
تیر  طبیعی  فرکانس  نتایج  روی  مختلف  مرزی  شرایط  در  الاستیک 

بررسی می‌شود.

2- فرمول‌بندی
برای دستیابی به یک فرمول‌بندی صریح برای فرکانس ارتعاشی 
تیر دارای ترک روی بسترالاستیک، در ادامه روابط در سه زیربخش 
شامل مدل‌سازی ترک، مدل بستر وینکلر و روش رایلی ارائه می‌شود.

1-2-مدل‌سازی ترک 
تابع  اعمال یک  از  استفاده  با  در تحلیل حاضر، مدل‌سازی ترک 
دلتای دیراک بر سفتی خمشی تیر انجام می‌گیرد. در این مدل فرض 
می‌شود که گشتاور دوم سطح در نقطه‌ ترک دارای یک ناپیوستگی 

است و این تابع ناپیوسته به فرم رابطه‌ )1( بیان می‌شود ]3[:

( ) ( )( )0 01EI x EI x xγδ= − − �)1(

تابع دلتای دیراک تابعی است که مقدار آن در همه‌ نقاط غیر از 
0x فاصله مکان ترک از انتهای  محل ترک صفر است. در رابطه‌ )1(، 
γ شدت ناپیوستگی را مشخص می‌کند. بکارگیری  سمت چپ تیر و 
این مدل )تابع ناپیوسته سفتی خمشی( می‌تواند متناظر با مدل فنر 
sk یعنی ضریب  γ و  پیچشی در نظر گرفته شود به‌شرطی‌که بین 

سفتی فنر پیچشی رابطه ذیل برقرار باشد ]4[.

0

ˆ1
s

Ak EIγ
γ
−

= �)2(

 γ ˆ در نظر گرفته می‌شود ]3[. چنانچه  /A = 2 013 که در آن، 
sk نوشته شود خواهیم داشت: برحسب 
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0

0
ˆ

s

EI
k AEI

γ =
+

�)3(

را  ترک  شبیه‌سازی  برای  متناظر  مدل  دو  1)ج(  و  1)ب(  شکل 
شکل  با  مطابق  ترک  دارای  تیر  یک  با  معادل  که  می‌نماید  معرفی 
سفتی  ناپیوسته  مدل  از  حاضر  مودال  تحلیل  در  می‌باشد.  1)الف( 
خمشی )شکل 1)ب(( استفاده شده است. در مدل اخیر تعیین ضریب 
 γ sk می‌توان  γ ضروری است که مطابق با رابطه )3( با تعیین 
sk می‌تواند برحسب عمق  را بدست آورد. ضریب سفتی فنر پیچشی 

ترک و خواص مادی و هندسی تیر تعیین شود. 
روابط متعددی برای تعیین سفتی فنر پیچشی در مود بازشدگی 
نرخ  براساس  روابط  این  همگی   .]5-7[ است  شده  پیشنهاد  ترک 
انرژی و تعیین ضریب شدت استخراج شده‌اند. در تحلیل  آزادسازی 
تعیین  در   ]5[ ویولا  و  ریسی  توسط  شده  ارائه   )4( رابطه  از  حاضر 

ضریب سفتی فنر پیچشی استفاده می‌شود:

( )2

00

2 11 1 1a

s c

v
da

k E I I
−  

= − 
 
∫ �)4(

γ بدست آمده و با  بنابراین با جایگذاری رابطه )4( در )3( مقدار 
استفاده از معادله )1( تابع سفتی خمشی در طول تیر حاصل می‌شود.

2-2-مدل بستر الاستیک وینکلر 
الاستیک،  بسترهای  تحلیل  در  مرسوم  مدل‌سازی‌های  از  یکی 
مطابق  وينکلر  الاستیک خطی  توزیعی  فنرهای  مجموعه  از  استفاده 
شکل 2 می‌باشد. در این مدل، محيط خاک به صورت محيطي همگن، 

همسانگرد و داراي رفتار کشسان خطي فرض مي‌گردد ]21[. 

3-2- روش رایلی
روش رایلی یکی از روش‌های مناسب برای حل تقریبی مسائلی 
است که برای آن‌ها راه‌حل تحلیلی دقیقی وجود ندارد و یا در صورت 
وجود، بسیار پیچیده‌اند ]22[. در روش رایلی، فرکانس‌ طبیعی سازه 
تعیین  بیشینه‌  جنبشی  و  پتانسیل  انرژی‌های  نسبت  استخراج  با 
می‌گردد. در اینجا، برای محاسبه انرژی کل تیر دارای ترک روی بستر 
الاستیک می‌بایست انرژی پتانسیل و جنبشی در طول تیر ترک‌خورده 
با درنظر گرفتن اثرات بستر الاستیک تعیین شود. انرژی پتانسیل تیر 
دارای ترک با درنظرگرفتن رابطه‌ )1( بصورت رابطه )5( ارائه می شود 

( )
22

0 0 2
0

1 1
2

L
B
c

wEI x x dx
x

γδ
 ∂

 Π = − −    ∂ 
∫ �)5(

1-3-2- انرژی پتانسیل تیر دارای ترک روی بستر الاستیک
صورت  به  الاستیک  بستر  روی  ترک  دارای  تیر  پتانسیل  انرژی 
مجموع انرژی پتانسیل تیر دارای ترک و انرژی پتانسیل بستر، مطابق 

رابطه )6( تعریف می‌شود. 

0
st B F
c cΠ = Π +Π �)6(

( به صورت رابطه‌  0
FΠ که در آن انرژی پتانسیل بستر الاستیک )

)7( ارائه می‌گردد.
2

0
0

1
2

L
F

fk w dxΠ = ∫ �)7(

 )الف( 

 )ب(   

 )ج( 
Fig. 1: a) Euler-Bernoulli cracked beam; b) discontinuous model of flexural stiffness; c) rotational spring 

model  
 خمشی؛ ج( مدل فنر پیچشی سفتی ناپیوستهبرنولی دارای ترک؛ ب( مدل -الف( تیر اویلر: 1شکل 

 

  

 
 
Fig. 2 : Model of Winkler elastic foundation in cracked beam  

 تیر دارای ترک در  بستر الاستیک وینکلرمدل  :2 شکل
 

  

شکل 1: الف( تیر اویلر-برنولی دارای ترک؛ ب( مدل ناپیوسته سفتی 
خمشی؛ ج( مدل فنر پیچشی

Fig. 1: (a) Euler-Bernoulli cracked beam;  (b) discon-
tinuous model of flexural stiffness; (c) rotational spring 

model

شكل 2: مدل بستر الاستیک وینکلر در تیر دارای ترک
Fig. 2: Model of Winkler elastic foundation in cracked 

beam
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 )ب(   

 )ج( 
Fig. 1: a) Euler-Bernoulli cracked beam; b) discontinuous model of flexural stiffness; c) rotational spring 

model  
 خمشی؛ ج( مدل فنر پیچشی سفتی ناپیوستهبرنولی دارای ترک؛ ب( مدل -الف( تیر اویلر: 1شکل 

 

  

 )الف( 

 )ب(   

 )ج( 
Fig. 1: a) Euler-Bernoulli cracked beam; b) discontinuous model of flexural stiffness; c) rotational spring 

model  
 خمشی؛ ج( مدل فنر پیچشی سفتی ناپیوستهبرنولی دارای ترک؛ ب( مدل -الف( تیر اویلر: 1شکل 
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2-3-2- انرژی جنبشی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک
صورت  به  الاستیک  بستر  روی  ترک  دارای  تیر  جنبشی  انرژی 

رابطه )8( ارائه می‌شود.

0
st B F
c cK K K= + �)8(

که در آن: 
2

0

1
2

L
B

c
wK A dx
t

ρ ∂ =  ∂ ∫ �)9(

فنرهای  مدل  از  الاستیک  بستر  مدل‌سازی  برای  آنجایی‌که  از 
نتیجه  در  می‌باشد؛  ناچیز  فنر  جرم  و  است  شده  استفاده  ارتجاعی 

.) 0
FK انرژی جنبشی بستر برابر صفر در نظر گرفته می‌شود )0=

3-3-2- اعمال شرایط مرزی
تیر، یک  ارضای شرایط مرزی  به منظور  رایلی  در روش تقریبی 
) حدس  )X x تابع جابجایی متناسب با تغییر شکل مودال تیر نظیر 
دقت  افزایش  موجب  تابع  این  دقیق‌تر  هرچه  تخمین  می‌شود.  زده 
اولیه  پاسخ فرکانس‌های طبیعی تیر می‌گردد. به منظور یک تقریب 
مناسب برای تابع جابجایی، با توجه به شرایط مرزی و قیدهای تیر، 
یک معادله‌ پایه سینوسی برای حرکت تیر مطابق رابطه )10( فرض 

می‌گردد.

( ) ( ), sinw x t X x tω= �)10(

با جایگذاری معادله )10( در روابط )5( الی )9( بیشینه انرژی پتانسیل 
و جنبشی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک استخراج می‌گردد.

( ) ( )( )2 2 2
0 0 0

0 0 0

1 1 1
2 2 2Max

L L L
st
c fEI X dx EI x x X dx k X dxγδΠ = − − +′′ ′′∫ ∫ ∫

� )11(

( ) ( )( )2 2 2
0 0 0

0 0 0

1 1 1
2 2 2Max

L L L
st
c fEI X dx EI x x X dx k X dxγδΠ = − − +′′ ′′∫ ∫ ∫

2
2

02Max

L
st
cK AX dxω ρ= ∫ �)12(

فرض  ارتعاش  حال  در   ω طبیعی فرکانس  با  تیر  صورتی‌که  در 
گردد، بیشینه انرژی پتانسیل هنگامی رخ می‌دهد که جابجایی تمام 
نقاط تیر حداکثر و سرعت آن‌ها صفر باشد. به‌طور معکوس، بیشینه 
انرژی جنبشی هنگامی اتفاق می‌افتد که تیر از مکان تعادل عبور کرده 
و سرعت تمام نقاط در راستای طولی تیر بیشینه شود. از آنجایی‌که 

باید  همواره  )13-الف(  معادله  با  مطابق  پایستار  سیستم  کل  انرژی 
ثابت باشد، بنابراین میزان فرکانس طبیعی می‌تواند با استفاده از روش 

رایلی مطابق معادله )13-ج( تعیین ‌شود.

Constantst B
c cKΠ + = )13-الف(�

پتانسیل  و  جنبشی  انرژی‌های  ماکزیمم  نقاط  نظرگرفتن  در  با 
خواهیم داشت:

Max Max

st st
c cKΠ = )13-ب(�

که فرکانس طبیعی سازه به فرم زیر می‌تواند از آن استخراج شود:

2

0

1
2

Max

st
c

L
AX dx

ω
ρ

Π
=

∫
)13-ج(�

سالم  تیر  یک  ارتعاشی  مود  شکل  یا  شده  فرض  جابجایی  تابع 
به  برای سه شرایط مرزی ساده-ساده، گیردار-گیردار و گیردار-آزاد 
ترتیب در روابط )14( ارائه می‌گردد. ذکر این نکته ضروری است که 
در  پیوستگی  شامل  پیوستگی  شرط  سه  ترک،  نقطه  همسایگی  در 
خیز(  )مشتق سوم  برشی  نیروی  و  خیز(  دوم  )مشتق  گشتاور  خیز، 
است.  ناپیوسته  ترک  نقطه  در  شیب  درحالی‌که  است؛  برقرار   ]20[
منظور از پیوستگی، برابری پارامترها در مجاورت سمت چپ و سمت 
راست نقطه ترک می‌باشد. بنابراین مطابق با پیوستگی خیز در طول 
تیر، شکل مود یا تابع جابجایی فرض شده یک تیر سالم )رابطه )14(( 
می‌تواند برای تیر ترک‌دار نیز استفاده شود. بر این اساس و با درنظر 
گرفتن شکل مود تیر سالم در شرایط مرزی مختلف، این شکل مود در 
تعیین انرژی پتانسیل تیر ترک‌دار به دلیل پیوستگی مشتق دوم خیز 
در طول تیر و در تعیین انرژی جنبشی تیر ترک‌دار به علت پیوستگی 

خیز در طول تیر می‌تواند استفاده شود.

sin xX
L
π =  
 

)14-الف(�

21 cos xX
L
π = −  

 
)14-ب(�

1 cos
2

xX
L

π = −  
 

)14-ج(�

با جایگذاری روابط )14( در روابط )11( و )12(، فرکانس طبیعی 
تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در سه شرایط مرزی مذکور به 

ترتیب مطابق معادلات )15( ارائه می‌گردد.
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 به صورت روابط )16-الف( و 
2

0
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که در آن پارامترهای 
)16-ب( تعریف می‌شوند.
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4-2-مدل‌سازی عددی
بستر  روی  ترک  دارای  تیر  عددی  مدل‌سازی  مقاله،  این  در 
روش  دو  می‌شود.  انجام   ]23[ آباکوس  نرم‌افزار  محیط  در  الاستیک 
افزار  نرم  در  محدود  اجزای  روش  به  ترک  مدل‌سازی  برای  رایج 
آباکوس، عبارتند از روش کانتور انتگرال و روش اجزای محدود توسعه 
یافته1. روش کانتور انتگرال زمانی‌که از رشد ترک صرف‌نظر شود مورد 
توسعه  محدود  اجزای  روش  در  حالی‌که  در  می‌گیرد؛  قرار  استفاده 
مطالعه  این  در  می‌شود.  گرفته  نظر  در  نیز  ترک  رشد  اثرات  یافته، 
برای مدل‌سازی ترک از روش نخست )روش کانتور انتگرال( استفاده 
مرحله مدل‌سازی  دو  در  ترک  این روش، مدل‌سازی  در  است.  شده 
هندسی و رفتاری انجام می‌گیرد. در مرحله مدل‌سازی هندسی، ترک 
با یک ناپیوستگی )ضعف هندسی( در المان‌ها ایجاد می‌شود و برخی 
پارامترهای مهم، نظیر جبهه ترک و زاویه ترک معرفی می‌گردد. در 
مرحله مدل‌سازی رفتاری ترک، میزان چسبندگی بین دو وجه ترک، 
ترک  تحلیل  مود  و  ترک  انرژی  آزادسازی  نرخ  تعیین  روش  انتخاب 
مشخص و به نرم‌افزار معرفی می‌شود. به‌عبارت دیگر برای مدل‌سازی 
روش  از  استفاده  با  ترک  عمق  با  معادل  هندسی  ضعف  یک  ترک، 

1   Extended Finite Element Method (XFEM)

کانتور انتگرال در مقطع تیر ایجاد شده و بازشدگی ناشی از ترک در 
مود اول مدل‌سازی می‌گردد.

برای مدل‌سازی بستر الاستیک به روش تقریبی و اجزای محدود از 
یک یا چند فنر معادل، مطابق با شکل 2 استفاده می‌شود. مدل‌سازی 
بستر الاستیک به روش اجزای محدود، در نرم افزار آباکوس در سه 
و  مادی  هندسی،  مدل‌سازی  از:  عبارتند  که  می‌گیرد  انجام  مرحله‌ 
رفتاری. در مرحله نخست، مدل‌سازی هندسی بستر الاستیک با ایجاد 
 ) fh ( بستر  ارتفاع  مرحله  این  در  انجام می‌شود.  اولیه  یک هندسه 
( معادل با طول تیر فرض شده  fL معادل با ارتفاع فنر و طول بستر )
مدول  الاستیک،  بستر  مادی  مدل‌سازی  برای  دوم  مرحله  در  است. 
(، مطابق  fk ( به صورت تابعی از سفتی فنر ) fE الاستیسته بستر )
با رابطه‌ )17( تعیین شده و به نرم‌افزار معرفی می‌گردد. مقدار پارامتر 
n در رابطه مذکور می تواند براساس تعداد فنرهای به کار رفته در 
زیر تیر )یک یا بیشتر( تنظیم ‌گردد. در مرحله سوم برای شبیه‌سازی 
تحتانی  سطح  بین  اندرکنشی  و  تماسی  اثرات  بسترالاستیک،  رفتار 
تماسی و ضریب اصطکاک  قیود  با معرفی  بستر  فوقانی  تیر و سطح 
در بین دو سطح انجام شده و رفتارهای نرمال و مماسی سطح تماس 
به  الاستیک  بستر  مدل‌سازی  بنابراین،  می‌شود.  تعریف  نرم‌افزار  در 
صورت یک بخش مجزا و با تعریف مشخصات هندسی و مادی معادل 
با فنرهای ارتجاعی انجام می‌شود و ضریب اصطکاک بین تیر و بستر 
الاستیک 0/2 فرض می‌گردد. ذکر این نکته ضروری است که تغییر 
فرکانس  نتایج  بر  را  ناچیزی  تاثیر   )1 تا   0 )بین  اصطکاک  ضرایب 
طبیعی نشان می‌دهد. توصیف کمی این نکته در شکل 3 برای شرایط 
مرزی مختلف ارائه می‌شود. همانطورکه در شکل 3 نشان داده شده 
است با توجه به ساختار مساله، استفاده از ضرایب اصطکاک مختلف 
دلیل  به  است  مناسب‌تر  اما  داشت  نخواهد  نتایج  در  چندانی  تاثیر 
پایداری جواب‌ها بین ضرایب اصطکاک 0/2 تا 1 از ضریب اصطکاک 

0/2 در تحلیل استفاده شود. 
 به دلیل جرم ناچیز فنرهای ارتجاعی، چگالی بستر الاستیک برابر 
صفر در نظر گرفته می‌شود و مدول الاستیسته آن با استفاده از رابطه‌ 

)17( به صورت تابعی از سفتی فنرهای ارتجاعی تعریف می‌گردد. 

f f f
f

f

k L hE
nA

= �)17(

n تعداد  fk ضریب سفتی فنرهای ارتجاعی بستر،  که در آن 



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 5، سال 1399، صفحات 1229 تا 1244

1235

الاستیسیته  مدول   fE ارتجاعی،  فنرهای  مقطع  سطح   fA فنرها،
fh ارتفاع بستر )طول فنر ارتجاعی( تعریف  fL طول بستر و  بستر، 
می‌گردد. در نتیجه با فرض یک بستر ارتجاعی کاملا پیوسته در زیر 
(، ضریب سفتی فنر ارتجاعی معادل بستر از رابطه )18(  n تیر )1=

استخراج می‌گردد.

f f
f

f f

A Ek
L h

= �)18(

f است و  fA b L= × با در نظر گرفتن رابطه‌ )18( که در آن 
با بررسی رابطه‌ )15( مشاهده می‌شود که رابطه استخراج شده برای 
b( وابسته  فرکانس طبیعی در هر سه شرط مرزی به ضخامت تیر )

نبوده و این پارامتر از صورت و مخرج کسر حذف خواهد شد.  

3- نتایج
در این بخش ابتدا صحت و دقت روش رایلی برای تحلیل مودال 

تیرهای دارای ترک روی بستر الاستیک مورد بررسی قرار می‌گیرد. 
در این بررسی، مقادیر فرکانس طبیعی بدست آمده از روش تقریبی 
رایلی با مقادیر روش عددی از مدل‌سازی در نرم‌افزار آباکوس مقایسه 
فرکانس‌های  روی  ترک  محل  و  عمق  تغییر  اثرات  سپس  می‌گردد. 
مرزی ساده-ساده،  در سه شرط  بستر  روی  ترک  دارای  تیر  طبیعی 

گیردار-گیردار و گیردار-آزاد بررسی می‌شود. 

1-3- مطالعه موردی
اینجا مشخصات مادی و هندسی تیر دارای ترک روی بستر  در 

الاستیک مطابق جدول 1 ارائه می‌شود.

2-3- صحت‌سنجی نتایج با تغییر عمق ترک
فرکانس  مقادیر  تغییر  شده،  پیشنهاد  مدل  دقت  بررسی  برای 
با  تیر،  مقطع  ارتفاع   0-0/5 از  ترک  عمق  افزایش  از  ناشی  طبیعی 
آباکوس  نرم‌افزار  در  عددی  شبیه‌سازی  و  رایلی  روش  از  استفاده 

 
 )الف(

 
 )ب(

 

   
 )ج(

Fig. 3: Effect of the friction coefficient between beam and foundation on natural frequency in different boundary 
conditions; a) Clamped-clamped; b) Simply supported-simply supported; c) Clamped-free 

 آزاد-ساده؛ ج( گیردار-گیردار؛ ب( ساده-اثرضریب اصطکاک بین تیر و بستر بر روی فرکانس طبیعی در شرایط مرزی مختلف؛ الف( گیردار :3شکل 
 

  

شکل 3: اثرضریب اصطکاک بین تیر و بستر بر روی فرکانس طبیعی در شرایط مرزی مختلف؛ الف( گیردار-گیردار؛ ب( ساده-ساده؛ ج( گیردار-آزاد
Fig. 3: Effect of the friction coefficient between beam and foundation on natural frequency in different boundary 

conditions; a) Clamped-clamped; b) Simply supported-simply supported; c) Clamped-free
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مقایسه و در سه شرط مرزی مختلف مطابق با شکل‌های 4، 5 و 6 
ارائه می‌گردد. محل ترک در میانه تیر فرض شده است. علاوه بر آن، 
L بر نتایج در سه 

h
 
 
 

یک بررسی بر روی اثر نسبت طول به ارتفاع 
L برابر با 

h
 
 
 

شرط مرزی انجام می‌شود که در آن برای سه نسبت 
5، 10و 20 رفتار فرکانسی تیر مورد بررسی قرار می‌گیرد. مطابق با 
جدول 1 برای افزایش یا کاهش نسبت طول به ارتفاع، طول بصورت 
ارتفاع بصورت ثابت درنظر گرفته شده است. مقایسه تغییر  متغیر و 

فرکانس طبیعی ناشی از تغییر عمق ترک در شرایط مرزی ساده-ساده 
با دو روش تقریبی و عددی مطابق شکل 4 ارائه می‌شود.

مقایسه نتایج حاصل از دو روش تقریبی و عددی در شرایط مرزی 
ساده-ساده و برای سه نسبت طول به ارتفاع نشان می‌دهد که چنانچه 
نسبت طول به ارتفاع کاهش یابد به علت نادیده گرفتن اثرات برشی 
در روش رایلی اختلاف بین دو روش افزایش می‌یابد. یک نگاه مقداری 
به شکل 4 نشان می‌دهد حداکثر اختلاف بین نتایج دو روش در سه 
نسبت 5، 10 و 20 به ترتیب تقریبا 20%، 10/36% و 3/5% می‌باشد. 
همچنین با مقایسه شکل 4ج با دو شکل 4الف و 4ب مشاهده می‌شود 
، نتایج آباکوس بالای نتایج روش رایلی قرار می‌گیرد.  L

h
= که در 20

این رفتار متفاوت نتایج فرکانس طبیعی در شرایط مرزی مختلف )با 
های متفاوت ناشی از تاثیر شرایط  L

h
مراجعه به شکل‌های 5 و 6( و 

مرزی و هندسه سازه بر سفتی و استحکام آن و در نهایت بر معادلات 
محدود  اجزای  روش  نتایج  دیگر،  بعبارت  می‌باشد.  شده  استخراج 
)آباکوس( با توجه به درنظر گرفتن اثرات برشی و نتایج روش رایلی 
)معادلات استخراج شده براساس تئوری تیر اویلر-برنولی( پاسخ‌های 

 مشخصات هندسی و مادی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک :1 جدول
Table 1: Geometric and material characteristics of the 
cracked beam on the elastic foundation  

 مشخصات هندسی مشخصات مادی

 N / mE   9 2200 10   mL  3  
/ 0 3  /  mh 0 3  

f 0 / / /a h  0 0 0 5  
 N / m  37860  0 /x L  0 1  

 N / mfE   7 24 10   mfL  3  

 N / mfk   8 21 10  /  mfh 0 4  
 

  

جدول 1: مشخصات هندسی و مادی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک
Table 1: Geometric and material characteristics of the 

cracked beam on the elastic foundation

 
 )ب(

 
 )الف(

 
 )ج(

Fig. 4: Comparison of approximate and numerical methods for determining the natural frequency in terms 

of the crack depth in simply supported-simply supported boundary condition; a) 5L
h

; b) 10
L
h

 and 

c) 20
L
h

 

 

؛ الف( ساده-طبیعی برحسب عمق ترک در شرایط مرزی ساده فرکانسمقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین : 4 شکل 5L
h

؛ 

10L
h

و   20L
h

 

 

  

= 20L
h 10L= و 

h ؛  = 5L
h شكل 4: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین فرکانس‌ طبیعی برحسب عمق ترک در شرایط مرزی ساده-ساده؛ الف( 

Fig. 4: Comparison of approximate and numerical methods for determining the natural frequency in terms of the crack 
depth in simply supported-simply supported boundary condition; a) 5=

L
h

; b) 10=
L
h

 and c) 20=
L
h
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 )ب(

 
 )الف(

 
 )ج(

Fig. 5: Comparison of approximate and numerical methods for determining the natural frequency in terms 

of the crack depth in clamped-clamped boundary condition; a) 5L
h

; b) 10
L
h

 and c) 20
L
h

 

؛ الف( گیردار-طبیعی برحسب عمق ترک در شرایط مرزی گیردار فرکانس: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین 5 شکل 5L
h

؛ 

10L
h

و   20L
h

 

 

  

 
 )ب(

 
 )الف(

 
 )ج(

Fig. 6: Comparison of approximate and numerical methods for determining the natural frequency in terms 

of the crack depth in clamped-free boundary condition; a) 5L
h

; b) 10
L
h

 and c) 20
L
h

 

؛ الف( آزاد-طبیعی برحسب عمق ترک در شرایط مرزی گیردار فرکانس: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین 6 شکل 5L
h

؛ 

10L
h

و   20L
h

 

 

  

= 20L
h

10L= و 
h

؛  = 5L
h

شكل 5: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین فرکانس‌ طبیعی برحسب عمق ترک در شرایط مرزی گیردار-گیردار؛ الف( 
Fig. 5: Comparison of approximate and numerical methods for determining the natural frequency in terms of the crack 

depth in clamped-clamped boundary condition; a) 5=
L
h

; b) 10=
L
h

 and c) 20=
L
h

= 20L
h

10L= و 
h

؛  = 5L
h

شكل 6: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین فرکانس‌ طبیعی برحسب عمق ترک در شرایط مرزی گیردار-آزاد؛ الف( 
Fig. 6: Comparison of approximate and numerical methods for determining the natural frequency in terms of the crack 

depth in clamped-free boundary condition; a) 5=
L
h

; b) 10=
L
h

 and c) 20=
L
h
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یکسانی نسبت به تغییر سفتی و استحکام سازه نشان نمی‌دهند.
روش  دو  مقایسه  گیردار-گیردار،  مرزی  شرایط  برای   5 شکل 
تقریبی و عددی و همچنین تاثیر عمق‌های مختلف ترک بر فرکانس 
طبیعی در سه نسبت طول به ارتفاع مختلف را نشان می‌دهد. مطابق 
شکل 5، حداکثر اختلاف بین دو روش رایلی و آباکوس در سه نسبت 
طول به ارتفاع 5، 10 و 20 به ترتیب تقریبا %25/5، 10/9% و %2/8 
می‌باشد. تحلیل مشابه برای شرایط مرزی گیردار-آزاد در شکل 6 نیز 
نشان می‌دهد که اختلاف بین نتایج تحلیل آباکوس و رایلی با افزایش 
نسبت طول به ارتفاع، کاهش می‌یابد. همچنین همانطورکه در شکل 
مقدار  از  ارتفاع  به  طول  نسبت  چنانچه  است  شده  داده  نشان  6ج 
مشخصی بیشتر شود عمق ترک تاثیر چندانی بر روی فرکانس نخواهد 
داشت و پارامتر تاثیرگذار و غالب در تحلیل، سفتی بستر خواهد بود. 
در تشریح رفتار شرایط مرزی مختلف می‌توان ذکر نمود که شرایط 
مرزی گیردار-گیردار، ساده-ساده و گیردار-آزاد به ترتیب بیشترین تا 
همچنین  می‌دهند؛  نشان  را  شکل  تغییر  برابر  در  مقاومت  کمترین 
تا  بیشترین  ترتیب  به  نیز   L

h
= 20 و   L

h
=10، L

h
= 5 با  تیرهایی 

نتیجه  یکسان  تکیه‌گاهی  و  مادی  شرایط  در  را  استحکام  کمترین 
می‌دهند. از مطلب فوق استنتاج می‌شود که در شکل‌های 4، 5 و 6 
چنانچه استحکام و پایداری سازه کاهش یابد )افزایش نسبت طول به 
نتایج  گیردار-آزاد(؛  یا  ساده-ساده  مرزی  شرایط  بکارگیری  و  ارتفاع 
آباکوس بالای نتایج روش رایلی و چنانچه استحکام سازه افزایش یابد 
)کاهش نسبت طول به ارتفاع یا بکارگیری شرط مرزی گیردار-گیردار( 
نتایج آباکوس پایین‌تر از نتایج روش رایلی خواهد بود. چشم‌پوشی از 
اثرات برشی در روش رایلی )مبتنی بر تئوری تیر اویلر-برنولی( و از 
سوی دیگر درنظر گرفتن اثرات برشی در روش عددی می‌تواند علت 

اصلی این رفتار متفاوت باشد. 
با در نظر گرفتن روش عددی به عنوان جواب مرجع، خطای روش 
، در شکل 7 ارائه می‌شود.  L

h
تقریبی برحسب عمق ترک برای 10=

بیشترین مقدار خطا در شرایط مرزی گیردار-گیردار و کمترین مقدار 
نشان  بررسی  این  می‌شود.  دیده  گیردار-آزاد  مرزی  شرایط  در  خطا 
می‌دهد که با افزایش عمق ترک با وجود افزایش خطا، روش تقریبی 
بستر  روی  ترک  دارای  تیرهای  مودال  رفتار  تحلیل  برای  شده  ارائه 

الاستیک، از دقت مطلوبی برخوردار است.
شکل 7 و بررسی مقادیر فرکانس طبیعی در تیرهای بدون ترک 

در  رایلی  و  آباکوس  نتایج  بین  اختلافی  که  می‌دهد  (نشان  (a
h
=0(

( وجود دارد. یکی از عوامل موثر اختلاف نتایج  (L
h
< 20 تیرهای کوتاه 

دو تحلیل، صرف‌نظر کردن از اثرات برشی در روش رایلی می‌باشد که 
تاثیر بیشتری بر نتایج تیرهای کوتاه به ویژه در شرایط مرزی گیردار-

گیردار خواهد داشت. بدین ترتیب برای بررسی تاثیر افزایش نسبت 
طول به ارتفاع بر نتایج، جدول 2 ارائه می‌شود که بطور مشخص نشان 
می‌دهد با افزایش نسبت طول به ارتفاع، اختلاف نتایج بین دو روش 
در تیر بدون ترک کاهش می‌یابد؛ هر چند منابع دیگر اختلاف که در 

ادامه ذکر می‌گردند می‌توانند سبب اختلاف کوچک باقیمانده شوند.

3-3- صحت‌سنجی نتایج با تغییر محل ترک
مدل  از  حاصل  طبیعی  فرکانس  مقدار  دقت  بخش،  این  در 
پیشنهادی بررسی می‌شود؛ که در آن محل ترک بین 0-1 طول تیر 
تغییر می‌کند و عمق ترک، نصف ارتفاع تیر فرض می‌شود. در اینجا 

 
Fig. 7: Error of the approximate method with increasing the 

crack depth in 10
L
h

 

 10در نسبت طول به ارتفاع  ی روش تقریبی با افزایش عمق ترکخطا :7 شکل
 

  

شكل 7: خطای روش تقریبی با افزایش عمق ترک در نسبت طول به 
ارتفاع 10

Fig. 7: Error of the approximate method with increasing 
the crack depth in 10=

L
h  

سه نسبت طول  برایگیردار -رایلی و آباکوس در تیرهای بدون ترک بر روی بستر الاستیک گیردارتحلیل : بررسی اختلاف نتایج 2جدول 
 به ارتفاع 

Table 2: Investigation of the difference between results of Rayleigh and ABAQUS analysis in clamped-
clamped perfect beams resting on the elastic foundation for three length to height ratios  
 
 

 

L/h اختلاف آباکوس رایلی (%) 
5 4430/173 3528/8 25/54332 
10 1125/349 1042/4 7/957495 
20 344/8317 343/28 0/452025 

 

جدول2: بررسی اختلاف نتایج تحلیل رایلی و آباکوس در تیرهای بدون 
ترک بر روی بستر الاستیک گیردار-گیردار برای سه نسبت طول به 

ارتفاع
 Table 2: Investigation of the difference between results

 of Rayleigh and ABAQUS analysis in clamped-clamped
 perfect beams resting on the elastic foundation for three

length to height ratios
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شرط  سه  تحت  ارتعاش،  اول  مود  در  طبیعی  فرکانس  مقدار  تغییر 
مرزی با دو روش رایلی و آباکوس مقایسه می‌گردد. نتایج این بررسی 

برای شرایط مرزی ساده-ساده مطابق شکل 8 ارائه می‌شود.
مقایسه تغییر فرکانس طبیعی ناشی از تغییر محل ترک در شرایط 
مرزی ساده-ساده نشان می‌دهد که با تغییر محل ترک از تکیه‌گاه تا 

میانه تیر، میزان خطا از 1/5 تا 10/36 درصد افزایش پیدا می‌کند.
مرزی  شرایط  در  عددی  و  تقریبی  مدل‌سازی  روش  دو  مقایسه 
خطاها  مقادیر  که  می‌دهد  نشان   9 شکل  مطابق  گیردار-گیردار 
زمانی‌که ترک حدودا در 0/2 و 0/8 طول تیر قرار دارد، مینیمم )7/48 
درصد( می‌باشد. همچنین زمانی‌که ترک در ابتدا، میانه و انتهای تیر 
قرار دارد میزان خطاها بیشینه و به ترتیب برابر 12/1، 11/3 و 12/1 

درصد گزارش می‌شود.
تاثیر مکان ترک بر فرکانس طبیعی،  شکل 10 علاوه بر بررسی 
نتایج 3 معادله استخراج شده در تعیین فرکانس تیر با شرایط مرزی 
گیردار-آزاد براساس 3 شکل مود متفاوت را نیز ارائه می‌نماید. شکل 
مود ابتدایی در نظر گرفته شده برای شرایط مرزی گیردار-آزاد یعنی 
را  گیردار  طرف  در  هندسی  مرزی  شرط  تنها   ، cos xX

L
π  = −   
  

1 1
2

؛ در حالی‌که شرط مرزی طبیعی  ( ) ( )( )'X X= =1 10 0 0 ارضاء می‌نماید 
بررسی  با  اما   . ( ) ( )( )'' ''',X X≠ ≠1 10 0 0 0 نمی‌شود  ارضاء  آزاد  طرف  در 
 cos xX

L
π  = −   

  

21 گیردار-گیردار  مرزی  شرایط  مودهای  شکل 
sin مشاهده می‌شود که شکل مودهای  xX

L
π  =   
  

و ساده-ساده 
بکارگرفته شده شرایط مرزی را در دو طرف تکیه‌گاه بطور کامل ارضاء 

می‌نمایند. 
مرزی  شرایط  برای  ابتدایی  مود  شکل  در  نقص  این  به  توجه  با 

X و α α α    = − +    
    

2 3 4
2

2 1
3 6

گیردار-آزاد، دو شکل مود دیگر 
x/ معرفی می‌شود؛ که علاوه  Lα = ) با  )X α α α= − +2 3 6

3 45 20  

بر شرط مرزی هندسی در طرف گیردار، شرط مرزی در طرف آزاد را 
نیز ارضاء نمایند. براساس این دو شکل مود اخیر، روابط صریح فرکانس 
طبیعی برای شرایط مرزی گیردار-آزاد استخراج و در ضمائم الف و ب 
ارائه شده است. نتایج حاصل از این روابط در شکل 10 نشان می‌دهد دو 
نمودار حاصل از شکل مودهای جدید رفتاری مشابه با نتایج شکل مود 
ابتدایی دارد. بعبارت دیگر بهبود اعمال شده بر روی شکل مود و در ادامه 
بر روی روابط فرکانس طبیعی، پاسخ‌ها را حداکثر چهار درصد کاهش 
داده؛ درحالی‌که این بهبود تاثیر چندانی بر روی تغییر رفتار نتایج روش 

رایلی ایجاد ننموده است. نتایج شکل 10 نشان می‌دهد؛ چنانچه ترک 
از ابتدای گیردار تا نیمه تیر قرار گیرد نتایج آباکوس به نتایج فرکانس 

 
Fig. 8: Comparison of approximate and numerical methods for 
determining the natural frequency in terms of the crack 
position in simply supported-simply supported boundary 
condition 

طبیعی برحسب  فرکانسمقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین  :8 شکل
 محل ترک در شرایط مرزی دوسر ساده

 

  

 
Fig. 9: Comparison of approximate and numerical methods 
for determining the natural frequency in terms of the crack 
position in clamped-clamped boundary condition 

طبیعی برحسب  فرکانسمقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین  :9 شکل
 محل ترک در شرایط مرزی دوسر گیردار

 

  

شكل 8: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین فرکانس‌ طبیعی 
برحسب محل ترک در شرایط مرزی دوسر ساده

Fig. 8: Comparison of approximate and numerical 
methods for determining the natural frequency in terms of 
the crack position in simply supported-simply supported 

boundary condition

شكل 9: مقایسه دو روش تقریبی و عددی برای تعیین فرکانس‌ طبیعی 
برحسب محل ترک در شرایط مرزی دوسر گیردار

Fig. 9: Comparison of approximate and numerical methods 
for determining the natural frequency in terms of the crack 

position in clamped-clamped boundary condition

 
Fig. 10: Comparison of numerical method and three different 
formulations of Rayleigh method for determining the natural 
frequency in terms of the crack position in clamped-free 
boundary condition 

برای تعیین بندی مختلف روش رایلی فرمولو سه عددی  روشمقایسه  :10 شکل
 آزاد-طبیعی برحسب محل ترک در شرایط مرزی گیردار فرکانس

 

  

شكل 10: مقایسه روش عددی و سه فرمول‌بندی مختلف روش رایلی برای 
تعیین فرکانس‌ طبیعی برحسب محل ترک در شرایط مرزی گیردار-آزاد

Fig. 10: Comparison of numerical method and three 
different formulations of Rayleigh method for determining 
the natural frequency in terms of the crack position in 

clamped-free boundary condition
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حاصل از این دو شکل مود جدید نزدیک‌تر است. اما چنانچه ترک در 
نیمه تیر تا انتهای آزاد آن قرار گیرد؛ نتایج فرکانس حاصل از شکل مود 
ابتدایی نزدیک‌تر به جواب آباکوس خواهد بود. با نگاهی کلی به شکل 
10 مشاهده می‌شود که بکارگیری دو شکل مود اصلاح شده و استخراج 
معادلات مربوط به آن )ضمیمه( سبب کاهش فرکانس طبیعی نسبت به 
شکل مود ابتدایی گردیده است. بیشینه اختلاف بین نتایج روش رایلی 

و آباکوس 7/15 درصد گزارش می‌شود.
خطای روش تقریبی برحسب محل ترک، برای سه شرط مرزی در 
شکل 11 ترسیم شده است؛ که در آن معیار سنجش خطا، نتایج روش 
عددی در تعیین فرکانس طبیعی می‌باشد. این شکل نشان می‌دهد که 
روش تقریبی ارائه شده برای تحلیل رفتار مودال تیرهای دارای ترک 
روی بستر الاستیک با تغییر محل ترک از دقت مطلوبی برخورداراست.

پنج منبع اصلی ایجاد اختلاف بین نتایج روش تقریبی و عددی به 
شرح ذیل اشاره می‌شود.

فنر  با  متناظر  دیراک  دلتای  تابع  توسط  ترک  مدل‌سازی  الف( 
پیچشی: چنانچه ترک در محلی قرار گیرد که تاثیر بیشتری بر روی 

سفتی سازه داشته باشد؛ میزان خطا افزایش خواهد یافت. 
ب( مدل‌سازی بستر الاستیک توسط فنرهای ارتجاعی گسترده: 
فنرهای  از  توزیع  یک  با  الاستیک  بستر  مادی  جنس  معادل‌سازی 

گسترده می‌تواند از عوامل ایجاد اختلاف باشد.
ج( روش تقریبی رایلی: استفاده از روش‌های تحلیلی بجای روش 

تقریبی رایلی می‌تواند این اختلاف را کاهش دهد.
به  طول  نسبت  به  توجه  با  برشی:  اثرات  از  کردن  صرف‌نظر  د( 
ارتفاع تیر، استفاده از تئوری تیر تیموشنکو به‌جای تیر اویلر-برنولی 

می‌تواند موجب افزایش دقت محاسبات شود.

ه( تحلیل یک‌بعدی: با توجه به تحلیل دو‌بعدی مسئله به کمک 
یک‌بعدی  تحلیل  یک  از  استفاده  آباکوس،  نرم‌افزار  در  عددی  روش 
عوامل  از  دیگر  یکی  می‌تواند  دو‌بعدی  تحلیل  نتایج  با  آن  مقایسه  و 

اختلاف ارزیابی گردد.

3- بحث و نتایج
تیر دارای ترک روی بستر  این بخش پاسخ فرکانس‌ طبیعی  در 
از  نتایج حاصل  با تغییر عمق و محل ترک بحث می‌شود.  الاستیک 
این بررسی، رفتار مودال سازه را تشریح می‌نماید. مطابق با شکل 12 
در شرایط مرزی ساده-ساده، در صورتی‌که مکان ترک از تکیه‌گاه به 
سمت میانه تیر حرکت نماید همواره مقدار فرکانس طبیعی در تمامی 
عمق‌های ترک کاهش یافته و مجددا با تغییر محل ترک از میانه به 

سمت تکیه‌گاه مقابل، مقدار فرکانس افزایش می‌یابد. 
با استفاده از حل عددی، شکل مود اول ارتعاشی تیر دارای ترک 
روی بستر الاستیک وینکلر در شرایط مرزی ساده-ساده مطابق شکل 

13 ارائه می‌شود.

 
Fig. 11: Error of the approximate method in terms of crack 
position 

 محل ترک برحسب ی روش تقریبیخطا :11 شکل
 

  

شكل 11: خطای روش تقریبی برحسب محل ترک
 Fig. 11: Error of the approximate method in terms of

crack position

 
Fig. 12: The response of the natural frequencies of cracked 
beam on the elastic foundation in terms of different depths 
and positions of the crack in simply supported-simply 
supported boundary condition 

طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک  یهافرکانسپاسخ  :12شکل 
 ساده-سادهدر شرایط مرزی  برحسب عمق و محل ترک

 

  

 
Fig. 13: First mode shape of cracked beam vibration resting 
on the elastic foundation in simply supported-simply 
supported boundary condition 

مود اول ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در شرایط  :13شکل 
 ساده-سادهمرزی 

 

  

شكل 13: مود اول ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در شرایط 
مرزی ساده-ساده

Fig. 13: First mode shape of cracked beam vibration 
resting on the elastic foundation in simply supported-

simply supported boundary condition

شكل 12: پاسخ فرکانس‌های طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک 
برحسب عمق و محل ترک در شرایط مرزی ساده-ساده

Fig. 12: The response of the natural frequencies of cracked 
beam on the elastic foundation in terms of different depths 
and positions of the crack in simply supported-simply 

supported boundary condition
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همچنین نتایج بررسی‌ها در شرایط مرزی گیردار-گیردار مطابق 
حدود  تا  تکیه‌گاه  از  ترک  محل  تغییر  با  می‌دهد  نشان   ،14 شکل 
0/2 طول تیر، فرکانس طبیعی تا بیشترین مقدار خود )حالت بدون 
ترک( افزایش پیدا می‌کند و با تغییر محل ترک از 0/2 طول تیر تا 
میانه، فرکانس طبیعی تا کمترین مقدار خود کاهش می‌یابد. همچنین 
تیر  در  مقابل  تکیه‌گاه  تا  میانه  از  ترک  تغییر محل  با  قرینه  رفتاری 

دارای ترک روی بستر الاستیک مشاهده می‌گردد. 
شکل مود اول ارتعاشی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک وینکلر 

در شرایط مرزی گیردار-گیردارمطابق شکل 15 ارائه می‌شود.
تغییر  با  مطابق شکل 16،  گیردار-آزاد،  مرزی  در شرایط  نهایتا، 
محل ترک از تکیه‌گاه تا انتهای آزاد همواره مقدار فرکانس‌های طبیعی 
تیر دارای ترک روی بستر الاستیک افزایش پیدا می‌کنند. به‌طوری‌که 
0 قرار دارد، فرکانس طبیعی  0 /x L≤ وقتی ترک در محدوده 0/9≥
یکسان  ترک  بدون  تیر  طبیعی  فرکانس  با  تقریبا  ترک  دارای  تیر 

می‌باشد.

شکل مود اول ارتعاشی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک وینکلر 
در شرایط مرزی گیردار-آزاد مطابق شکل 17 ارائه می‌شود.

شکل 18 تاثیر ضریب سفتی بستر الاستیک را بر روی فرکانس 
در  که  همانگونه  می‌دهد.  نشان  مختلف  مرزی  شرایط  در  طبیعی 
بسترالاستیک  سفتی  ضریب  افزایش  با  می‌شود  مشاهده  نمودارها 
بسترالاستیک  ضریب  تغییر  تاثیر  می‌یابد.  افزایش  طبیعی  فرکانس 
می‌باشد  مرزی  شرایط  سایر  از  بیشتر  گیردار-آزاد  مرزی  شرایط  در 
فرکانس  الاستیک،  بستر  ضریب  برابری   5 افزایش  با  به‌طوری‌که 
طبیعی تقریبا دو برابر افزایش پیدا می‌کند؛ اما این افزایش فرکانس 
در شرایط مرزی ساده-ساده و گیردار-گیردار به ترتیب حدود 25 و 

8 درصد می باشد.

4- نتیجه‌گیری
در این مقاله، روابط جدیدی برای تحلیل مودال تیر اویلر-برنولی 
هندسی  پارامترهای  شد.  پیشنهاد  الاستیک  بستر  روی  ترک  دارای 

 
Fig. 14: The response of the natural frequencies of cracked 
beam on the elastic foundation in terms of different depths 
and positions of the crack in clamped-clamped boundary 
condition 

طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک برحسب  یهافرکانسپاسخ  :14شکل 
 گیردار-گیرداردر شرایط مرزی  عمق و محل ترک

 

  

 
Fig. 15: First mode shape of cracked beam vibration resting 
on the elastic foundation in clamped-clamped boundary 
condition 

مود اول ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در شرایط مرزی  :15شکل 
 گیردار-گیردار

 

  

شكل 14: پاسخ فرکانس‌های طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک 
برحسب عمق و محل ترک در شرایط مرزی گیردار-گیردار

 Fig. 14: The response of the natural frequencies of cracked
 beam on the elastic foundation in terms of different depths
 and positions of the crack in clamped-clamped boundary

condition

شكل 15: مود اول ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در شرایط 
مرزی گیردار-گیردار

Fig. 15: First mode shape of cracked beam vibration 
resting on the elastic foundation in clamped-clamped 

boundary condition

 
Fig. 16: The response of the natural frequencies of cracked 
beam on the elastic foundation in terms of different depths and 
positions of the crack in clamped-free boundary condition 

طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک برحسب  یهافرکانسپاسخ  :16 شکل
 آزاد-در شرایط مرزی گیردار عمق و محل ترک

 

  

شكل 16: پاسخ فرکانس‌های طبیعی تیر دارای ترک روی بستر الاستیک 
برحسب عمق و محل ترک در شرایط مرزی گیردار-آزاد

 Fig. 16: The response of the natural frequencies of
 cracked beam on the elastic foundation in terms of
different depths and positions of the crack in clamped-

free boundary condition

 
Fig. 17. First mode shape of cracked beam vibration resting 
on the elastic foundation in clamped-free boundary 
condition 

در شرایط مرزی  ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیکاول مود  :17 شکل
 آزاد-گیردار

 

  

شكل 17: مود اول ارتعاش تیر دارای ترک روی بستر الاستیک در شرایط 
مرزی گیردار-آزاد

Fig. 17. First mode shape of cracked beam vibration 
resting on the elastic foundation in clamped-free boundary 

condition
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و مادی تیر همچنین عمق ترک، مکان ترک، ضریب سفتی بستر و 
روی  بر  آن‌ها  تاثیر  و  روابط مشاهده  در  به‌طور صریح  مرزی  شرایط 
سازه  از  کامل  مدل‌سازی  یک  گردید.  بررسی  تیر  طبیعی  فرکانس 
در نرم‌افزار آباکوس اعتبار‌ توابع پیشنهادی را برای فرکانس طبیعی 

ارزیابی نمود. 
اصلی  منبع  پنج  به  حاضر  تحقیق  نتایج  در  خطا  اصلی  عوامل 
دیراک  دلتای  تابع  از  استفاده  با  ترک  مدل‌سازی  الف(  شد:  تقسیم 
ب( مدل‌سازی بستر الاستیک با فنرهای ارتجاعی گسترده ج( روش 
برشی  اثرات  از  کردن  صرف‌نظر  د(  مسئله  حل  برای  رایلی  تقریبی 
ه( مدل‌سازی یک‌بعدی تیر. حداکثر هم‌پوشانی خطاها در مطالعات 
از جواب مرجع  انحراف  ایجاد حدود 12 درصد  موردی حاضر سبب 
از 0/5  شد؛ هرچند که در بسیاری از شرایط دیگر، خطاهایی کمتر 

درصد مشاهده گردید.
مقایسه نتایج تاثیر شرایط مرزی روی پاسخ فرکانس طبیعی تیر 
دارای ترک روی بستر الاستیک نشان داد که شرایط مرزی گیردار-

 
 )الف(

 
 )ب(

   
 )ج(

 
Fig. 18: Effect of stiffness factor of elastic foundation on natural frequency in different boundary conditions; a) 

Clamped-clamped; b) Simply-supported-simply supported; c) Clamped-free 
ساده؛ ج( -گیردار؛ ب( ساده-گیردار الف( ؛در شرایط مرزی مختلفبر روی فرکانس طبیعی و مکان ترک اثر ضریب سفتی بستر الاستیک  :18شکل 

 آزاد-گیردار
بالاترین و شرایط مرزی گیردار-آزاد کمترین مقدار فرکانس‌   گیردار 

طبیعی را دارا است.
افزایش عمق ترک، موجب کاهش فرکانس طبیعی تیر می‌شود؛ در 
حالی‌که بستر الاستیک مقدار فرکانس‌ها را افزایش می‌دهد. در شرایط 
مرزی دوسرگیردار، چنانچه مکان ترک در حدود 0/2 یا 0/8 طول تیر 
قرار گیرد؛ افزایش عمق ترک تاثیر چندانی روی مقدار فرکانس‌های 
طبیعی در مود اول ندارد و مقدار فرکانس به مقدار فرکانس تیر فاقد 

ترک نزدیک می‌شود. 

ضمائم
 ضمیمه الف

صورت  به  گیردار-آزاد  مرزی  شرایط  برای  مود  شکل  چنانچه 
 /x Lα = درنظرگرفتن  با  شود  فرض   X α α α   = − +   

   
2 3 42 1

3 6
حاصل  زیر  بصورت  رایلی  روش  از  استفاده  با  طبیعی  فرکانس 

می‌شود:

شکل 18: اثر ضریب سفتی بستر الاستیک و مکان ترک بر روی فرکانس طبیعی در شرایط مرزی مختلف؛ الف( گیردار-گیردار؛ ب( ساده-ساده؛ ج( 
گیردار-آزاد

Fig. 18: Effect of stiffness factor of elastic foundation on natural frequency in different boundary conditions; a) Clamped-
clamped; b) Simply-supported-simply supported; c) Clamped-free
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چنانچه شکل مود دیگری برای شرایط مرزی گیردار-آزاد بصورت 
X در نظر گرفته شود؛ معادلات فوق برای  α α α= − +2 3 645 20

فرکانس طبیعی بصورت زیر تغییر می‌یابد:

95
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که در آن:
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120 3090 x xE b h
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= − + 
 
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با  مشابه  )ب-1(  رابطه  در  استفاده  مورد  پارامترهای  سایر 
پارامترهای ارائه شده در ضمیمه الف می‌باشد.
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