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 و ديمق يبعد سه ياضربه مانور سازيبهينه مسئله حل

 يزمان دينامق

  2يصنعت محمد ؛٭ 1يمحمد نواب

 چكيده
دارد. منظور از انتقال  يدر هر ماموريت فضاي ياها، جايگاه ويژهها بين مداريا انتقال ماهواره يمدار يهامانور

 يانجام انتقال است. مسئله انتقال بهينه مدار يبرا )ضربه( مورد نياز يبهينه، صرف حداقل ميزان انرژ ياضربه

خاص مسئله، حل آن در مقالات کمتر مورد  يعلت پيچيدگبه ياست ول ياز مسائل کاربرد يسه بعد ياضربه

حل هر حالت است.  يو حل اين مسئله بسيار مشکل بوده و نيازمند ابتکار برا يسازقرار گرفته است. بهينه يبررس

نسبت به  ياوليه، هدف و انتقال يمدارها يبيان هندسه يبرا يسازعلاوه بر استخراج معادلات بهينه در اين مقاله

مدار اوليه و هدف بيان  يمختلف قرارگير يهااولين بار حالت ي، براييکديگر با استفاده از بحث مثلثات کرو

و حل شود. از  يبررس يقيد زمان، اين مسئله در دو حالت مقيد و ناميتوجه به مسائل کاربرد شود. بايم

 يبه پاسخ کل يدستياب ياست که برا يمتعدد يمحل يها، دارا بودن حداقليسازاين مسئله بهينه يهايويژگ

 يا، نتايج مانور ضربهييک مثال عدد يشود. برايمستقل ارائه م يهامسئله، تغييرات تابع ضربه بر حسب متغير

است که نتايج در يک حالت خاص با حل مسئله لمبرت مقايسه شده که هارائه شد يسه بعد يبهينه در فضا

ها در بدست آوردن همه عوامل مورد دقت مناسب استخراج معادلات و محاسبات و کامل بودن آن يدهندهنشان

 نياز است. 

 اي، مثلثات کروي، مدار انتقالي، مسئله لمبرتهاي مداري ضربهمانور:  كليدي كلمات

Optimal Impulsive Orbital 3D Maneuver with or 

without Time Constraint 
M. Navabi and M. Sanatifar 

ABSTRACT 

Orbital transfers are an inevitable part of space missions. An optimal impulsive maneuver is one that 

consumes the minimum amount of energy to accomplish the transfer. The problem of optimal impulsive 

orbital 3D maneuver has been the subject of very few published researches due to its particular 

complications. Finding the optimized solution to this problem needs innovations in every aspect. 

However, this paper tries to turn this special kind of transfer into an applicable concept. In this paper, 

optimization equations to express the geometry of initial, target and transfer orbits with respect to each 

other are derived using the spherical trigonometry. Moreover, several cases for positioning the initial and 

target orbits relative to each other are presented. Based on actual applications, the problem is solved for 

both unconstrained and time-constrained cases. Comprising several local minimums is a characteristic of 

this optimization problem, consequently, variations of the delta-V are presented as a function of 

independent variables to achieve the general solution. The numerical results for the optimal impulsive 

orbital 3D maneuver are presented for a case study, and it is verified by comparing the results in a 

particular case with those from the Lambert problem. The illustrated results show the appropriate accuracy 

of the derived equations and performed computations. 
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 مقدمه -1

ها پس از پرتاب در مدار پارک قرار به طور معمول ماهواره

ازمند يخود ن يتيانتقال به مدار مامور ين برايرند بنابرايگيم

 ياغتشاش يهارويعلت نهن بيچن. هم[1]د هستن يمدار يهامانور

د، ماهواره از مدار شونيکه به ماهواره وارد م يمختلف

د يها باجه مدار ماهوارهيخود خارج شده و درنت يتيمامور

ها ماهواره ياتيعمل يها. مدار[2] ح شوديتصح يابصورت دوره

توانند از نظر شکل مدار، يف شده، ميت تعريبا توجه به مامور

 يدگيچين موضوع، پياندازه مدار و نوع مدار متفاوت باشند که ا

دهد. انتقال به مدار يش ميرا افزا ين مداريلات بمسئله انتقا

 ينصب شده رو 1يهاشرانيپ، به طور عموم توسط يتيمامور

مصرف  يسازجه حداقليشود و در نتيماهواره انجام م

انتقال، همواره مورد توجه قرار  ياز برايسوخت مورد ن

 يهاج که موتوريرد. با توجه به روش در دسترس و رايگيم

ک به يک فرض نزديبا  ين مداريستند، بحث انتقالات به يراکت

سرعت است  يار لحظهيين فرض، تغيشود. ايم يت بررسيواقع

تر شيه، بياول يهايبخصوص طراح ييفضا يهاکه در بحث

زان ي، ميارد. در انتقالات ضربهيگيمورد استفاده قرار م

 .[8]انتقال رابطه دارد  يااز بريمورد ن vبا  يسوخت مصرف

 يتوانند براساس هندسهيم ياضربه يانتقالات مدار

ر ييه و هدف، تعداد ضربات مورد استفاده، تغياول يهامدار

. در مراجع [4]شوند  يبندميا ثابت بودن آن تقسي يصفحه مدار

ه ياول يهامدار يساده برا يهندس يهاتر به حالتشيمختلف، ب

ل اجتناب يرسد  به دلياست که به نظر م شدهو هدف پرداخته 

 گونه مسائل استنيا يو هندس ياضيخاص ر يهايدگيچياز پ

 يرويدا يهان مدارين حالت، مسئله انتقال بيتر. در ساده[2]

 ين بار توسط هومن، مداريشود که اوليصفحه مطرح مهم

و  2يکينزدن مدار در نقاط يا .[6]شد  ين انتقال طراحيا يبرا

 يو ماهواره رو هه و هدف مماس بودياول يهابه مدار 8اوجش

نکه يا برعکس )بسته به ايض تا اوج و ين مدار از نقطه حضيا

مايد. يپيرا م ا شعاع مدار هدف(يتر است شيه بيشعاع مدار اول

ن يا هومن شناخته شده است. يانتقالعنوان مدارن نوع مدار، بهيا

ز بکار روند. به ين يخاص يهاحالت يبراتوانند ينوع انتقالات م

ا اوج به نقطه يض ين نوع انتقالات، که ماهواره از نقطه حضيا

شود. در يگفته م« گونههومن»د، انتقالات يمقابل سفر نما

ه و ياول يهاتر انتقال، مانند حالتي که مداردهيچيپ يهاحالت

 يحالتا يو  صفحه باشندرهميمحور و غر هميغ يهايضيهدف ب

معمول قادر به حل مسئله  يهاروش، د باشديکه زمان انتقال مق

 ياضربه ين مقاله مسئله انتقال مداريدر ا ستند.ينه نيانتقال به

صفحه مورد رهميمحور و غرهميغ يضويب يهان مداريب

ن بار در مرجع ياول ين نوع انتقالات برايرد. ايگيمطالعه قرار م

ان شد اما پس از آن به يآن ب يبرا يمطرح شده و معادلات [7]

ن يچنمختلف و هم يهاها و حالتل دشوار بودن هندسه مداريدل

به آن نه از نظر  يگريبودن معادلات، در مرجع د يخطريغ

حل  يها پرداخته نشد. براآن يمعادلات و نه حل عدد يدرست

 ياز به بررسيده، نيچيپ يهان هندسهيبا ا يمسائل مانور مدار

ن مرحله يتراست و دشوار يمدار يريممکن قرارگ يهاتحال

 يها. حالت[7]موجود خواهد بود  يايافتن زوايمحاسبات، 

و هدف،  يه، انتقالياول يهامدار يرياز قرارگ يمختلف ناش

 قرار نگرفته است.  يمورد بررس يچ مرجعيتاکنون در ه

 ياستخراج و بررس -1ن مقاله به يبطور خلاصه در ا

ان و يب -2، يانتقال سه بعد يسازنهيمعادلات به يدرست

و  يه، انتقالياول يهامدار يريمختلف قرارگ يهاحالت يبررس

و  يابيدست -4معادلات و  يحل عدد -8گر، يکديهدف نسبت به 

 شود. يمسئله پرداخته م يارائه پاسخ کل

در دو حالت انتقال  يک مثال عددي يروابط بدست آمده برا

شود. از آنجا که پاسخ ياجرا م يد زمانيو نامق يد زمانيمق

سه نمود، يتوان با حل مسئله لمبرت مقايرا م يد زمانيانتقال مق

رد. البته حل مسئله يگيقرار م يابيپاسخ مورد ارز يدرست

از عوامل مورد  يف آن فقط برخيت تعريلمبرت، با توجه به ماه

همه عوامل لازم  دهد، اما در روش ارائه شده،ياز را ارائه مين

، بدست خواهند آمد. يمانور مدار يسازنهيحل مسئله به يبرا

ن يروش حل ارائه شده، آخر يدرست يبررس ين، برايچنهم

آمده است، دوباره حل  [3]مثال حل شده مرتبط که در مرجع 

محور هستند ر هميصفحه و غن مثال مدارها همياست. در اشده

مشابه  يهاا روشياز روش هومن  توانيجه؛ اول نمينتکه در 

که در آن  يک مثال عدديحل  ين برايچنآن استفاده نمود و هم

 يد معادلات برايصفحه هستند، باه و هدف همياول يمدارها

ن مقاله انجام يشوند که در ا يسيصفحه دوباره بازنومسئله هم

 ياضيده ريچيک روش پين مثال با ي[ ا3شده است. در مرجع ]

سنده ينو يآن بدست آمده و حت يکه فقط دو پاسخ براحل شده 

مسئله  يها، پاسخ کلاز پاسخ يکيز احتمال داده که يمرجع ن

تم ارائه شده  پاسخ ين مقاله، با استفاده از الگورياست اما در ا

ن يدهنده دقت مناسب اج نشانيمسئله بدست آمده است. نتا يکل

 ل لازم است.روش و کامل بودن آن در بدست آوردن عوام

 مسئله فيتعر -2
مدار  يرو ياشود، انتقال از نقطهيان مسئله فرض ميب يبرا

(، 2مدار هدف، مانند نقطه ) يرو يا( به نقطه1ه، مانند نقطه )ياول

ن يچنو هم يه و انتقاليمدار اول ين نقاط که نقطه تلاقيباشد. ا

 دهينام يو هدف هستند، نقاط تلاق يمدار انتقال ينقطه تلاق



 1931زمستان  / 2شماره /  چهل و چهارسال  مهندسي مکانيک / ميركبير/ا 
 

33 

ن نقاط از يت ايشوند. براي مشخص نمودن موقعيم

ه، هدف و ياول يهامدار ياستفاده خواهد شد. نما 4يتروآنومال

 ( است.1شکل)بصورت  ينقاط تلاق

1

 

 و هدف و نقاط انتقال اوليه يها(: مدار1شکل)

انجام  ياز برايمورد ن يزان ضربهيم يسازهدف، حداقل

د يمنظور بانيا يد است. برايا نامقيد و يانتقال در زمان انتقال مق

ر مستقل بدست يلازم و زمان بر حسب چند متغ يزان ضربهيم

مستقل يهارين متغيند. ايآ
1αمدار  ي( رو1نقطه ) ي، تروآنومال

ه، ياول
2α ن يچنمدار هدف و هم ي( رو2نقطه ) يتروآنومال

را يشوند زيدر نظر گرفته م p، يمدار انتقال يشکم مدارمين

ن يو زمان برحسب ا Vجه توابع يو در نت يانير عوامل ميسا

 طور که در مرجعمستقل مشخص خواهند شد. همان يهاريمتغ

معادلات  ياضير يهايگدهيچياست، پ ز به آن اشاره شدهي[ ن7]

ن ينبودن ا يه و هدف سبب کاربردياول يهامدار يو هندس

 معادلات است.  

 يزمان دينامق و ديمق ينگيبه طيشرا  -3

ان يد بيمق ينگيط بهيشرا ين قسمت توابع لازم برايدر ا

 ياربهضشوند. مقدار کل ضربه لازم با فرض انتقال دويم

 شود.يمحاسبه م (1)بصورت رابطه 

(1) 
1 2  ( )V V FV       

شاران،  يرات کل سرعت در مانور توسط ساامانه پ يي؛ تغVکه

1Vاول يرات سرعت در ضربهيي؛ تغ  ،
2Vرات سرعت يي؛ تغ

مستقل  ؛ سه متغيردوم و يدر ضربه
1α  و

2α وp .هستند 

مستقل بصورت رابطه  يهاريز بر حسب متغيزمان انتقال ن

 شود.يان ميب (2)

(2)  G   

 د زمانينه بدون قيمسئله انتقال به -3-1

منظور از انتقال بهينه بدون قيد زمان، انتقالي است که هدف 

سازي ميزان مصرف سوخت باشد و براي زمان آن فقط حداقل

ه باشد. براي انتقال بهينه بين دو انتقال، هيچ قيدي وجود نداشت

 Vاست که بايد گراديان تابع مدار بدون قيد زمان؛ بديهي

 هاي مستقل صفر شود:نسبت به متغير

(8) 0
V

p





  

(4) 
1

0
V







  

(2) 
2

0
V







  

 2و  1و  pکه در پايان اين روابط براي سه متغير مساتقل  

 حل خواهند شد.

 د زمانينه همراه با قيمسئله انتقال به -3-2

، انتقال منظور از مسئله انتقال بهينه همراه با قيد زمان

مداري است که در زمان مشخصي بين دو مدار انجام شود و 

نسبت به انتقالات ديگر که بين همان دو مدار در زمان مشخص 

تري مصرف نمايد. براي توانند انجام شوند، انرژي کمشده مي

 رقرار باشند. ب (1)تا  (6)منظور بايد روابط اين

(6) 
0 0    

(7) 0
V

k
p p

 
 

 
  

(3) 
1 1

0
V

k


 

 
 

   

(1) 
2 2

0
V

k


 

 
 

 
  

و  pاين معادلات براي سه متغير مستقل 
1  و

2 چناين  و هم

 (7)توان در رواباط  حل خواهند شد. البته مي kضريب لاگرانژ 

مسائله انتقاال   را حذف نمود. در نتيجه  باراي   kضريب  (1)تا 

 برقرار باشند. (11)و  (11)، (7)بهينه مقيد زماني، بايد روابط 

(11) 
1 1

0
V V

p p

 

 

   
 

   
  

(11) 
2 2

0
V V

p p

 

 

   
 

   
  

 2و  p، 1ه در پايان اين روابط براي ساه متغيار مساتقل    ک

 حل خواهند شد.

 مستقل يهاريمتغ با زمان و V ارتباط -4

اي هو زمان با متغير Vبراي بدست آوردن ارتباط 

ها با عوامل مستقل نياز به بيان عوامل مياني و ارتباط آن

و زمان براساس اين عوامل مياني  Vمستقل است زيرا توابع 

 شوند.مطرح مي
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نسبت به  يانيعوامل م يياستخراج مشتقات جز -4-1

 مستقل  يهاريمتغ

( را موقعيت ضربات در نظر بگيريم، 2( و )1اگر نقاط )

هاي آنها با طور که گفته شد، تروآنوماليمانه
1  در صفحه(

مداري مدار اوليه( و 
2  )در صفحه مداري مدار نهايي(

(( که فواصل آنها از مرکز جسم 1شکل)شوند )مشخص مي

جذاب 
1r  و

2r هاي اوليه خواهد بود. از اين رو در صفحات مدار

( 12)و هدف معادله حرکت مسئله دوجسمي بصورت رابطه 

 [ :1خواهد بود ]

(12) 1 2

1 2

1 1 2 2

     ,     
1 1

p p
r r

e cos e cos 
 

 
  

  6شااکم مااداريناايم، pو  2کااز ماادار، خااروج از مرeکااه در آن 

 ،است. در صفحه مدار انتقالي
1f  و

2f  نقااط   هااي تروآنوماالي

 توان نوشت:شوند و درنتيجه ميدرنظر گرفته مي( 2( و )1)

(18)    1 1 1 2 2 21 1p r e cosf r e cosf      
 خواهيم داشت: eو  pبا حل معادله براي 

(14) 
 1 2 1 2 2 1

1 1 2 2 1 1 2 2

cos  
   ,     

   

r r f cosf r r
p e

rcosf r cosf rcosf r cosf

 
 

 
  

اگر زاويه مرکزي انتقال که ماهواره در مدار انتقالي 

 ناميده شود، خواهيم داشت: پيمايد، مي

(12) 
2 1f f    

(16) 
 

 
1 2

1

2 1

tan cot
sin

r p r
f

r p r


  

 
  

(17) 
 

 
2 1

2

1 2

tan cot
sin

r p r
f

r p r


   

 
  

ي باا  ه با صافحه مادار انتقاال   ين صفحه مدار اوليب يويهاز
1γ  و

بااا بااا صاافحه ماادار هاادف  يصاافحه ماادار انتقااال يزاويااه
2γ 

،  شود. مقادير ذاري مينامگ
1γ  ،2γ   و زاويه بين دو صافحه

و  ديگار زوايااي موجاود، از بحاث      هاي اوليه و هادف  مدار

شاود،  کامل بررساي ماي  به طور  -6مثلثات کروي که در بخش 

بدست خواهند آمد. اما در اين قسمت نياز به معرفي ارتباط باين  

اين زوايا با سه متغير مستقل براي بدست آوردن مشتقات آنهاا  

 هستند. (13)است. اين روابط بصورت رابطه 

(13) 

 

   

1 1 2 2

1 1 2 2

cos cos cos( )

sin sin   cos

   

   

    

  
  

1 2

1 2

cos cos cos

sin sin cos  

 

 

  


  

2 2
1

sin( )
sin sin

sin

 



  


  

 1 1

2

sin
sin sin

sin

 



 



 

 

1 2 2 2 2

1 1 1 1

cos cos cos sin cos sin

cos cos sin cos sin

    

   

    

   
 

ها و در ابتدا نياز به مشخص شدن مشتقات جزيي اين متغير

هاي وابستگي آنها به متغيرهاي مستقل است. وابستگي متغير

( آمده است. 1جدول )هاي مستقل در مياني نسبت به متغير

مياني شود، متغيرطور که ديده ميمثال همانعنوانبه
1r  فقط به

متغير مستقل 
1 .وابسته است 

 هاي مستقلهاي مياني نسبت به متغيروابستگي متغير :(1جدول )

 از يتوابع رهايمتغ

1r 1 

2r 2 
 1 2  ,    

 

1 2  ,   
 

1 2 ,γ γ
 

1 2 ,  f f
 1 2  ,   , p 

 
e 1 2  ,   , p 

 

هاي هاي مياني نسبت به متغيردر نتيجه، گراديان متغير

، محاسبه (13)تا  (18)( و معادلات 1جدول )مستقل، بر اساس 

شود که پس از انجام عمليات رياضي و مرتب نمودن و مي

هاي مياني نسبت به تقات متغيرسازي معادلات، مشساده

براي استفاده  (81)تا  (11)هاي مستقل، بصورت روابط متغير

 شوند.در بخش بعد، ارائه مي

(11) 
2 21 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

sin     ,       sin
r e r e

r r
p p

 
 

 
 

   

(21) 

1 1 2 2

1

2 2 1 1
1

2 2 1 1

2

1 1 2 2
2

cos( )sin( )cos

sin

cos( )sin( )
cos       ,  

sin

cos( )sin( )cos
 

sin

cos( )sin( )
cos

sin

    



   


    



   


  


 

 
  



  


 

 
 

  

(21) 

 

 

2 2

1 1
12

1 1

2 2

2

1

1 2

2 22

2

2

1

cos sin( )sinφ 

sin cot       
cos sin

cos sin

cos sin
sin

  sin
cos sin sin

cos sin

 
 


 

 


 


 






 

 
  

 

  
 

 
  

   
 

  

  

(22) 

 

 

1 1

2

2

2 1

1 11

1

2

2

1 1

2 2
22

2 2

cos sin

cos sin
sin

sin   
cos sin sin

cos sin

cos sin( )sinφ 

sin cot  
cos sin

 


 


 





 
 


 

  
 

 
    

   
 

  


 

 
    

 
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(28) 

 

 

  

 

 

  

1 2 12

1

1 2 21 1 2

2 2 
1 22 1

1 2 12

2

1 2 22 1 2

2
 

1 2

sin
cos

sin

sin

sin
cos

sincos

  sin

r r p r
f

r r p rf r r

p e r r sinr p r

r r p r
f

r r p rf cosf f

ep sin p r p r

   
 

       
  

    
 

      
   

  

(24) 

   

  

   

  

21
1

1

1
2 2 1

1 1

22  

2 1

1
1 2 2 1

1 1

2
 

2 1

1
1 1 2 1 2

1

cos

sin

sin sin

r r p r   sin cos

sin

1  
cos cos sin  – sin cos

 

f
f

r
p r r p r

r p r

r
p r

r p r

e p
f f f

sin ep



 

 

 






  
     
 

  
 
   

       
   

 
   

 
  

  

  

(22) 

 

  

  

  

21
1

2

2
1 2 1

2 2

22  

2 1

2
1 2 1 2

2 2

2
 

2 1

1 2
2 2 2

2

cos

sin

sin sin

  sin cos

sin

cos
cos sin sin

sin

f
f

r
r r p r

r p r

r
r p r p r r

r p r

f e p
f

ep



 

 

 






  
    
 

  
 
   

      
   

 
   

 
   

    

(26) 

 

  

  

  

22
2

1

1
1 2 2

1 1

22  

1 2

1
2 2 1 1

1 1

2
 

1 2

2 1
1 1 1

1

cos

sin

sin sin

  sin cos

sin

cos
cos sin sin

sin

f
f

r
r r p r

r p r

r
r p r p r r

r p r

f e p
f

ep



 

 

 






  
   

  
  

 
   

      
   

 
   

 
  

    

(27) 

   

  

   

  

22
2

2

2
1 1 2

2 2

22

1 2

2
1 2 1 2

2 2

2

1 2

2
2 2 1 2 1

2

cos

sin

sin sin

  sin cos

sin

1

f
f

r
p r r p r

r p r

r
r r p r p r

r p r

e p
cos cosf sinf sin cosf

sin ep



 

 

 






  
    

 
  

 
   

       
   

   

 
   

  

  

(23)  

1 2
1 1 2 2 2 1

2

1 1 2 2

2 1 2 1

1 2

sin sin ( )

cos cos

1

f f
r f r f r r

p pe

p r f r f

sinf sinf e sinf sinf

sin r r p psin

  
   

    
 

  
    

    

(21) 

 

 

1
1 1 2 2

1

2

1 1 1 2 2

1 1 2
1 1 1 2 2 2 1

1 1 1

2

1 1 2 2

2 1
1 1 1

1

r cosf r cosf

( cos cos )

cos sin sin

( cos cos )

sin
sin cos sin

sin

r

e

r f r f

r f f
f f r r f r r

r f r f

f e p
e f

p





  

 


 

 
 

 

   
   

   



 
  

  

  

(81) 

 

 

2
1 1 2 2

2

2

2 1 1 2 2

2 2 1
2 2 2 1 1 2 1

2 2 2

2

1 1 2 2

1 2
2 2 2

2

r cosf r cosf

( cos cos )

cos sin sin

( cos cos )

sin
sin cos sin

sin

r

e

r f r f

r f f
f f r r f r r

r f r f

f e p
e f

p





  

 




 
 

 

   
    
   



 
   

  

  

 هاي ميانيو زمان انتقال، به متغير Vوابستگي توابع  -4-2

؛ مولفه شعاعي سرعت و uاگر در صفحه حرکت مداري، 

vتوان نوشت: ؛ مولفه انتقالي سرعت باشد، مي 

(81)   ,  
p

u esinf v
p r


   

بعناوان   - هااي   و ثابت جاذبه است. اگر پاانويس  که در آن 

هاي قبال و بعاد از ضاربه در نظرگرفتاه شاوند، خاواهيم       المان

 داشت.

(82) 1 1 1 1 1

1

    ,   u e sin u esinf
p p

 
  

  

(88) 2 2 2 2 2

2

    ,   u esinf u e sin
p p

 
  

  

(84)  1

1 1

1 1

 
   ,   

pp
v v

r r

  

  

(82)   2 

2 2

2 2

   
   ,   

p p
v v

r r

 
  

  
براي تغييرات سرعت در صفحه مدار انتقالي از قانون دست 

در امتداد  xکه در آن محور  Ixyzراست و سيستم مختصات 

ي حرکت و محور عمود بر آن و در برا  yبردار موقعيت، محور 

z  نيز عمود بر صفحه مداري خواهد بود، استفاده شده است

]8[. 

براي مولفه 
ix  :خواهيم داشت 

(86) i i ix u u    
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هاااي بااراي مولفااه
iy  و

iz  ( کااه در آن 2شااکل )بااا توجااه بااه

هاي سرعت در صافحه افام محلاي ترسايم شاده      دياگرام مولفه

 توان نوشت:است، مي

(87) cosi i i iy v v       
(83) sini i iz v     
(81) cosi i i iy v v      
(41) sini i iz v     

v
i
-

v
i
+

y
i
+

y
i
-

z
i
+ z

i
-

 

 يدر نقاط تلاق يسرعت در صفحه افق هايمولفه(: 2شکل )

 توان نوشت:درنتيجه مي

(41) 1
1 1 1

1

sin sin
e e

x f
p p

 
 

  
 
   

(42) 
 1 1 1

1

cosy p p
r


 

  
(48) 

1

1 1

1

sin
p

z
r




  

(44) 2
2 2 2

2

sin sin
e e

x f
p p

 
 

  
 
   

(42)  2 2 2

2

cosy p p
r


 

  

(46) 2

2 2

2

sin
p

z
r




  
 توان نوشت:که در نتيجه براي کل ضربه مورد نياز انتقال مي

(47)  
1

2 2 2 2
i i iV x y z     

  ,هاااي مياااني از طرياام متغياار  (47) رابطااه ,   ,  i i ie r fγ   بااا

هاي مساتقل  متغير
1 2,    ,   p     مشاتم   وابساتگي دارناد. باراي

باه   Vر اسات  تا هااي مساتقل، سااده   گرفتن نسبت به متغيار 

 شود:( نوشته 43)صورت رابطه 

(43)  
1

2 2 2
i i iV x h  

  
که در آن 

ih :عبارت است از 

(41)  2 2 2

2
2 cosi i i i i i

i

h y z p p pp
r


    

  
 :]8[بايد از معادله کپلر استفاده نمود  براي محاسبه زمان

 (21) sinM E e E   

است کاه   3اکسنتريک آنومالي ؛Eو 7آنوماليمين ؛Mکه در آن 

 ل محاسبه است:( قاب21)بر حسب تروآنومالي بصورت رابطه 

(21) 
21 sin

sin
1 cos

e f
E

e f




  
 توان زمان را محاسبه نمود:( مي22)با استفاده از رابطه 

(22) 
3

( )pM t t
a


 

  
زمان،؛ tکه در آن

ptزمان عبور از نقطه نزديکاي ماداري،    ؛ ؛

نيم قطر اصالي مادار اسات کاه از     ؛ aثابت جاذبه جسم جذاب و

 شود:( محاسبه مي28)رابطه 

(28) 
21

p
a

e


  
بار چرخش  Nن انتقال بين ضربات را پس از در پايان زما

 محاسبه نمود: (24)توان از رابطه کامل روي مدار انتقالي مي

(24)  
3

2 1 2
a

M M N 


  

  

 ينگيبه معادلات استخراج -5

و  Vبراي استخراج معادلات بهينگي نياز به گرايان توابع 

زمان نسبت به سه متغير مستقل
1 2,    ,   p  است. براي

اي عمل نمود. ي مشتقات زنجيرهاساس قاعدهمنظور بايد براين

 توان نوشت:بنابراين مي

(22) 
21 1

2

i i
i

i

V x h
x

V  

   
  

    


  
 ود:هاي هادي استفاده نماز کسينوس توانچنين ميهم

(26)      ,             ,      i i i
i i i

i i i

x y z
S T W

V V V
  
    

که در آن 
iS  ،iT  و

iW هاي هادي هساتند. باا   معرف کسينوس

 خواهيم داشت: (26)و  (22)استفاده از روابط 

(27) 
21

2

i i
i

i

V x h
S

V  

  
 

   


  
 (23)بصورت رابطه  pنسبت به متغير مستقل  Vمشتم تابع

 است: 

(23) 

2

1 1
1

1

2

2 2
2

2

1
x 0.5

1
x 0.5

V x h

p V p p

x h

V p p

   
   

    

  
 

     
با استفاده از روابط مشتقات جزيي نسبت  (23)ادله هاي معجمله

 قابل محاسبه هستند: pبه متغير مستقل 

(21) 

1

1
1 1 1

13

μ 1
sin f cosf e p sin  

2

1
sin 2 tan

2 2

x

p

e f
e f

p p p p

e f
p








   
       

 
  

 
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2

1
2 2 2

23

μ 1
sin f cosf e p sin

2

1 2tan
sin

2 2

x

p

e f
e f

p p p p

e f
p








   
        

 
   

   
 و

(61) 

2
1 11 1

2

1 1

p cosγμ
1

h y

p r r pp

 
   

   

2
2 22 2

2

2 2

p cosγμ
1

h y

p r r pp

 
    

     
 توان نوشت:مي (23)در  (61)و  (21)با جايگذاري 

(61) 

 

1 2
1 1

1 2
2 23

2 1

1

2

tan

2

S cos S
q T

sin

V S S cos
q T

p p sin

S S



   
   

  
    

    
   

  
 
    

 عبارت است از: iqکه 

(62)  1i
i i

i

p
q ecosf

r
  

  
نسابت باه    Vبطور مشاابه باراي مشاتم تاابع     

1  تاوان  ماي

 نوشت: 

(68) 

2

1 1
1

1 1 1 1

2

2 2
2

2 1 1

1
x 0.5

1
x 0.5

V x h

V

x h

V

  

 

   
   

    

  
 

     
 واهند آمد:بدست خ (64)هاي آن از روابط که جمله

(64) 

1 1 1
1 1 1

1 1 1 1

2 1 1
1 1 1

1 1

e1
μ sin f cos f e cosα

p

sin cot cos

x fe

p

esinf cos e p
p e

p sin p p

  


 

   
    

     

 
    

 

  

2 2
2 2

1 1 1

1
1 1 1

1

1
μ sin f cosf e

p

1
sin cos sin

x e f

e
e f p

sin p p

  


 

    
     

     

 
  

   

 

1
1 1 1

1

1
1 1 12

11

3

1 1

1
1 1 1 1 1

1

1 1 1 1

  1

2 pp r sin γ

 

2 p p 2 pp cos γ

μ

sin cot sin

2

1 cos sin

r

h

r

e
z q y p

p

p p
q e

p p









 



 

 
 

 
 

  
   



 
   

 
  
        

2

2 2 1
2 2 2 22

1 2 1  

μ γ sin
2 pp sin γ 2

sin

h
q z

r p

 

 

 
  

    

با روابط ارائه شده در  (68)هاي بطور مشابه، اگر جمله

نسبت به  Vشود، رابطه مشتم تابع  جايگزين (64)
1  بدست

 خواهد آمد:

(62) 

1 2
1

1
1 1 1

1

1 1
1 1

1 2
2

1

1 tan

2

S cos S
T

sin

e
esinf cos psin

p

V p
S cos

p p

W W
q

sin
sin

W

 








   
   

  
  

  
  
 

         
  

   
   

   
  
  
     

بطور مشابه براي مشتقات مربوط به 
2 توان نوشت: مي 

(66) 

2

1 1
1

2 1 2 2

2

2 2
2

2 2 2

1
x 0.5

1
x 0.5

V x h

V

x h

V

  

 

   
   

    

  
 

     
سازي مشاابه قبال   گيري و سادهکه با استفاده از عمليات مشتم

 هاي آن نوشت:توان براي جملهمي

(67) 

1 1
1 1

2 2 2

1
μ sin f cosf e

p

x e f

  

    
   

     

2 2 2
2 2 2

2 2 22

e 1
μ cosα sin f cosf e

p

x e f

p  

    
    

     

 
2

1 1
1 12

2 1 2

γ
2 sin γ

h
pp

r



 

 


 

 

2
2 2 2

2

2
2 2 22

22

3

2 2

2 sin γ

 

2 2 cos γ

pp r

r
p p pp

h

r










 
 

 
 

  
  


  

با روابط  (66)هاي رابطه هدر پايان نيز با جايگذاري جمل

 آيد. دست ميبه (63)،  رابطه  (67)ارائه شده در 

(63) 

2

1 2 2
2 2 2 2

2

2 1
1

2 2 2

2 2 tan

2

V

p

S S cos e
T esinf cos psin

sin p

W W
q

p sin
S cos sin

p W





 

 


 



    
    

   
 

   
                

     

Vتا اينجا به استخراج روابط مشتم

p




، 

1

V






و  

2

V






 پرداخته شد. 

چنين براي تابع زمان که از معادله کپلر بدست آمد هم
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56 

هاي مستقل مشتم گرفت و در نتيجه توان نسبت به متغيرمي

 خواهيم داشت:

(61) 

3 3

2 2
2 1

3

2

1
/

2  

a M a M

N a

 
 






     
    

     
    

         

اس در نتيجه مشتقات بر اس
3

2a  وM  مورد نياز هستند. بر

 (1جدول ) براساس است و fو  eتابعي از  Mاساس رابطه کپلر، 

متغير  8تابعي از 
1 ،2   وp توان نوشت: خواهد بود. مي 

(71) 

 

 2 2

1 cos sin

1 1
sin

M E e
e E E

e E e e
f

q q

  

 

  
   

  

   


   
 سپس

(71) 
2

2

1 sin

1

E e f f e

q e  

   
 

    
 خواهيم داشت: (71)در  (71)با جايگذاري 

(72) 

 

   

2 2

2

2

3
2 22

2 2

1 1

1

1
sin

1 1 1
sin

eM e f sinf e

q q e

e e
f

q

e e qf e
f

q q

  



 

   
  

  

 




   


   
توان مله نيم قطر اصلي نيز مانند روند فوق ميبراي ج

 نوشت: 

(78) 

 

3
3 2
2

5
2 2

3

1

ep e
a

e
 

 


 
  

 در نتيجه:

(74) 

 

3
3 3 2
2 2

3 3

2 2

52 2
2 2

1 3

1
1

M a
a M a M

p f q e eMp e
sinf

q e
e

  

  

   
   

   

    
      

  
 در پايان:

(72) 

2
223

2

1
12

1

1 1
cot

1 1 1
cot sin

f e
f

q ep

f e e
f Y

q e e

 

 

  

   
       

  
             

  

 تعريف شده است:  (76)، بصورت رابطه Yکه در آن 

(76)  

2

3

2 2 1 12

2 1

1 1
3 21

1

e e
Y p q sinf q sinf

e sin
cotf cotf




  
   

   
     

  

مشتم تابع زمان نسبت به  (72)در نتيجه با توجه به رابطه 

1  و
2 اهد آمد:بدست خو 

(77) 
3 2

1 1 1

1 1 1 1

1 p r e sin e
Ysin

e pp sinf

 

  

  
    

    

(73) 
3 2

2 2 2

2 2 2 2

1 p r e sin e
Ysin

e pp sinf

 

  

  
    

    

هااي  با جايگاذاري جملاه  
1

e






و  

2

e






 (81)و  (21)از رواباط   

 خواهيم داشت:

(71) 

 

1 1 1 13

1 1
1 1 1 1

1 1

2 1 1 1 1

sin

sin s

sin

sin

in

W re
rV p

q p f
e p

Y f S q T e f





 

 
   

  
    

(31) 

 

2 2 2 23

2 2
2 2 2 2

2 2

1 2 2 2 2

sin

sin sin

sin sin

W r e
rV p

q p f
e p

Y f S q T e f





 

 
   

  
    

 توان نوشت:مي pنسبت به  3/2aبراي مشتم 

(31) 

 

3

2

5
2 2

3

2 1

pAa

p
e





  

 شود:( تعريف مي32)بصورت رابطه  Aکه در آن 

(32)  
 2 12 2

2
1 2 1

e sinf sinfe
A e ep e

p sin


     

   
 توان نوشت: مي (72)با  (32)و  (31)با ترکيب 

(38) 

 

   

 

3 3

2 2

2

3 22
2 2

1

2 

13

2 1
1

qa M p f
sinf

p q p ep

qpA eM
sinf

qe e
e

   
   

  

 
 

 
  

   
 سازي خواهيم داشت:در نتيجه پس از ساده

(34) 

 

   

2 1
3

2
2

2 1

32 2
2 2

1 sin  – sin

 

3 2

2 2 1
1

f f
cotf

p sinf sin
a M

cosf cosfp eq

sin

p pA eM pcosf er
cotf

e pesinfe e
e

 
    

  
   

 
 

 
 

   
  

 

  

با قرار دادن 
1f f   ياا

2f f   (، جملاه اول از  34)در معادلاه

 بين خواهد رفت: 

(32)  
1 2

22

2 1

cot cot1
 

1 sin 2 (sin sin )2

f fp

Y e e f fp e





    
  

       

  

به  (11)و  (11)در نتيجه در مسائل بهينه مقيد، روابط 

 شوند:تبديل مي (37)و  (36)روابط 

(36) 

 1 2 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

sin   ( sin ) 

sin
tan 0

sin 2 sin sin

X YZe f S q Te f S T

W W W Zere
W q W

q p f



   

  
     γ  
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(37) 
 2 1 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2
2 1 2

2 2 2 2

sin   ( sin )    

sin
tan 0

sin 2 sin sin

X Y Ze f S q T e f S T

W W W Zer e
W q W

q p f



   

  
     γ

  

 عبارت است از: Zکه در آنها 

(33) 

 

 
 

2 2 1 1 1 2

2

1 2

2 1

tan
2

1 sin
cot cot

2 sin sin  

q X q X S S

Z
e

f f Y
e f f


  


   
  
    

طور که در بخش چنين براي مسائل نامقيد زماني، همانهم

برابر  (66)و  (68)، (23)است روابط اشاره شد، کافي -8-1

 صفر شوند.

گفته شده است که براي محاسبات عملي،  [7]در مرجع 

مشکل اصلي بدست آوردن زواياي مثلثاتي و توابعي است که 

در اين مقاله براي اولين بار با استفاده از  شامل آنها هستند.

هاي ممکن قرارگيري مدار هندسه مثلثات کروي به بيان حالت

اوليه، هدف و انتقالي نسبت به يکديگر و بررسي کامل هندسي و 

بدست آوردن زواياي مثلثاتي، در بخش بعدي پرداخته خواهد 

 شد.

  هدف و هياول يهامدار هندسه يبررس -6
در بخش قبل نيز اشاره شد، مشکل اصلي  طور کههمان

بدست آوردن زواياي مثلثاتي است. زوايايي مانند زاويه بين دو 

هاي اوليه و ها روي مدارصفحه، تروآنومالي نقطه تقاطع مدار

اي که روي مدار انتقالي پيموده خواهد شد و هدف، مقدار زاويه

ز تصوير توان براي بدست آوردن زوايا، اغيره. بنابراين مي

اي به شعاع واحد استفاده هاي اوليه و هدف به روي کرهمدار

اي به شعاع واحد هاي اوليه و هدف روي کرهنمود. تصوير مدار

هاي اوليه و نمايد. تصوير مداربه فهم هندسه مسئله کمک مي

 ( است:8شکل )هدف بصورت 

2

1

2
1

1

2

 

 يکره يه و هدف و نقاط انتقال روياول يهامدار تصوير(: 3شکل )

 واحد

( به 1ي واحد نيز از نقطه )تصوير مدار انتقالي روي کره

 شود.( فرض مي4شکل )صورت (، به2)

(،4شکل )در 
1ω ؛ آرگومان نقطه حضيض مدار اوليه و

2ω ؛

 شودميفرض چنين آرگومان نقطه حضيض مدار دوم است. هم

کره  يه و هدف روياول يهار مدارينقطه تقاطع تصو تروآنومالي

ه يمدار اول يواحد، رو
1 مدار هدف،  يو رو

2 زاويه باشد .

در نظر گرفته  هاي اوليه و هدف، بين دو صفحه مدار

 شود.مي

2

1

2
1

1

2

 

 (2( به )1ي واحد از نقطه )(: تصوير مدار انتقالي روي کره4شکل )

براي بدست آوردن زواياي 
1γ ،2γ  و بايد مثلث کروي ،

( و نقطه تقاطع تصوير دو مدار اوليه و هدف 2(، )1شامل نقاط )

را حل نمود. منظور از حل يک مثلث کروي، دستيابي به مقادير 

تعدادي از زوايا در آن مثلث کروي با داشتن زواياي ديگر است. 

موضوع مثلثات کروي پرداخته  براي روشن شدن بحث، به

 شود. مي

 يمثلثات كرو -6-1
ک کره ي يسه نقطه رو يريگبحث مثلثات کروي، از قرار

 ياين سه نقطه مشابه زوايا ياگوشه يايزوا .شوديآغاز م

 يايزوا شوند.ناميده مي« زاويه»و به اختصار  مثلث بوده

د نن سه نقطه بدست خواهيا يکه از رسم خطوط شعاع يمرکز

شوند. مقادير زوايا و ناميده مي« کمان»نيز به اختصار  د،آم

ن يت اياز موقع ( نمايي2شکل )ارتباط دارند. ها با يکديگر کمان

 دهد.يمورد بحث را نشان م يايسه نقطه و زوا

A

B

C

a

c

b
A

B

C

 

 کره و تشکيل مثلث کروي(: قرارگيري سه نقطه روي يک 5شکل )

با  (11)تا  (31)مقادير سينوس اين زوايا بصورت روابط 

 :[1]و [ 3]يکديگر ارتباط دارند 

(31) sin sin sin sina B b A  

(11) sin sin sin sina C c A  
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(11) sin sin sin sinb C c B  

 توان نوشت:بنابراين مي

(12) 
sin sin sin

sin sin sin

a b c

A B C
 

  
 (18)چنين مقادير کسينوس اين زوايا نيز بصورت روابط هم

 .  [11]و  [1]با يکديگر در ارتباط هستند  (12)تا 

(18) cos cos cos sin sin cosa b c b c A   

(14) cos cos cos sin sin cosb a c a c B   

(12) cos cos cos sin sin cosc a b a b C   

 توان نوشت:فوق مي از روابط

(16) cos cos cos sin sin cosA B C B C a    

(17) cos cos cos sin sin cosB A C A C b    

(13) cos cos cos sin sin cosC A B A B c    

. است عامل 6از  عامل 8به داشتن  نيازحل روابط بالا  يبرا

ها و ، تعداد پاسخمعلوم باشند عامل ک ازينکه کداميبا توجه به ا

 6 ،معلوم عاملسه  ياز متفاوت خواهد بود. برايروابط مورد ن

 .[11]د وجود داشته باشد توانيحالت مختلف م

 هاو کمان موجوده يسه زاوزاويه:  –زاويه  -( زاويه 1

 خواسته شده باشد.

 موجودن آنها يه و کمان بيدو زوا زاويه: –کمان  -( زاويه 2

 ا خواسته شده باشد.يگر زوايو د

 روبروه يک کمان و دو زاوزاويه: ي -زاويه  -( کمان 8

 ا خواسته شده باشد.يگر زوايو د موجود

زاويه روبروي آنها دو کمان و زاويه:  –کمان  -( کمان 4

 موجود و دو زاويه و کمان ديگر خواسته شده باشد.

 موجودن آنها يه  بيدو کمان و زاوکمان:  –زاويه  -( کمان2

 باشد. دو زاويه ديگر و کمان بين آنها خواسته شدهو 

ه يو سه زاو موجودسه کمان : کمان-کمان-( کمان6

 خواسته شده باشد.

. داشته باشدپاسخ  2ا ي 1تواند يم مسئله فوق يهادر حالت

ها آورده تعداد پاسخ( اين شش حالت به همراه 2)جدول در 

 شده است.

 ها(: شش حالت ممکن در مثلثات کروي و تعداد پاسخ2جدول )

 خواسته شده يايزوا داده شده يايزوا حالت
تعداد 

 هاپاسخ

1 a, b, c A, B, C 1 2ا ي 

2 a, C, b A, c, B 2  پاسخ 

8 a, b, A B, c, C 1 2ا ي 

4 A, B, a b, c, C 1 2ا ي 

2 A, c, B a, b, C 2 پاسخ 

6 A, B, C a, b, c 1 2ا ي 

 ييکارا( 2( و )2)مختلف، دو حالت  يهان حالتياز ب

 ن دو حالت، دو پاسخ مجزا دارند که در مثاليدارند. ا تريبيش

 .شوديان ميآنها ب يين دو پاسخ و کارايعلت وجود ا عددي

،Φيايافتن زوايدر  يكاربرد مثلثات كرو -6-2
1βو

2β 

چنين هاي اوليه و هدف و همهندسه مدار

،زواياي
12و تني است که گف آمده است. (6شکل ) در

نمايند. هاي اوليه و هدف در دو نقطه يکديگر را قطع ميمدار

اي بايد در نظر گرفته شود که مدار هدف نسبت به مدار نقطه

؛ طول (، 6شکل ) درباشد.   1اوليه در موقعيت بالا آمدن

؛ زاويه ميل صفحه مداري و  iصعودي، ي اي گرهزاويه

آرگومان نقطه حضيض مداري هستند که اين سه زاويه 

با مشخص بودن  کننده مدار، در فضاي سه بعدي هستند.بيان

1i  ،
2i، 1  و

2 که دو  وجود خواهد داشت يک مثلث کروي

 دو کمانيافتن ن آنها مشخص است و به دنبال يه و کمان بيزاو

(
1 1    و

2 2  )ديگر، ه يو زاو(: يه بيزاو  )ن دو صفحه

زاويه(، حالت دوم در  –کمان  –ويه )زاحالت  نياو  م يهست

است که ما به آن  يها، پاسخن پاسخياز ا يک( است. ي2جدول )

 ين پاسخ است. چگونگيمکمل ا يگريم داشت و دياز خواهين

رين پاسخ به مقاديح ايانتخاب صح
1i ،

2i، 1  و
2 يبستگ 

خواهد  بندي آنها اشارهکه در اين قسمت به تقسيمکامل دارد 

 شد. 

گيري دو مدار به دو دسته کلي حالت کلي موقعيت قراردر

( 1 شود:مي يبندميتقس
2 1   2و)

2 1  . هر کدام از

 حالت مختلف داشته باشند.  3توانند يها محالتن يا

 عبارتند از:ها اين حالت
الف(

2 1  
131 2 1   و 1 2 و 1 i i  

131 2 1   و 1 2 i 1 و 1 i  

131 2 1   و 1 2 i  1 و1 i  

131 2 1   و 1 2 1&  i i  

131 2 1   و 1 2 1&  i i  

131 2 1   و1 1  i 2 و1 i  

131 2 1   و 1 2 i 1 و 1 i  

131 2 1   و 1 2 1& i  i  

ب(
2 1  

131 1 2   و1 2 1& i i    

131 1 2   و 1 2i  1i و 1   

131 1 2   و 1 1 i  و1 2  i   

131 1 2   و 1 2 1& i i   
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131 1 2   و 1 2 1& i i   

131 1 2   و 1 1 i  2i و 1   

131 1 2   و 1 2i  1i و 1   

131 1 2   و 1 2 1& i i   

1

2

2

1 2

2

2

+

2 1
-

-

1+

O1

O2

 

 2و،1هاي اوليه، هدف و زوايايهندسه مدار (:6شکل )

ها، موقعيت قرارگيري مثلث کروي در هر کدام از اين حالت

يک مدار  متفاوت است. نکته مهم اين است که هنگامي که 

د معادل اين است که زاويه ميل صفحه تر شودرجه بيش 131

توان گفت اگر چنين ميمداري قرينه شده باشد و برعکس. هم

 131يک مدار  زمان باشند، يعني هم هر دو شرط بطور هم

گردد و هم زاويه ميل صفحه مداري قرينه شود، تر درجه بيش

 همان مدار اولي بدست خواهد آمد. 

يايافتن زوايدر  يمثلثات كرو كاربرد -6-3
1،2 و 

براي بدست آوردن مقادير زواياي 
1γ، 2γ  و  نياز به

مدار انتقالي و بررسي هندسي مدار انتقالي است. هندسه 

 يايزوااست. آمده  (7)کل شچگونگي تشکيل مثلث کروي در 

 ،
1 1     و

2 2   دهند. يرا م يک مثلث کرويل يتشک

ن يب يهيزاو و ن حالت مشخص بودن دو کمانيدر واقع ا

 -1-6کمان(، از بخش  -زاويه  -پنجم )کمان آنهاست که حالت 

 يبررس ين قسمت چهار حالت مختلف اساسي. در ااست

ر ين چهار حالت بسته به مقاديا .شوديم
1  و

2  نسبت به

1  و
2 حالت  4ن ياست هر کدام از ا . گفتنياندشکل گرفته

ن يهندسه اشوند. بندي ميالت فرعي نيز تقسيمح 4به  ياصل

 است. ( آمده1کل )شدر  يچهار حالت اصل

 يافتن عوامل مداريدر  يكاربرد مثلثات كرو -6-4

 ينتقالمدار ا
براي بدست آوردن مقادير عوامل مدار انتقالي بايد مدار 

هاي اوليه و يا هدف در نظر گرفته انتقالي نسبت به يکي از مدار

شود. که در اينجا، مدار انتقالي نسبت به مدار هدف در نظر 

( 3شکل )شود. نماي مثلث کروي حاصل بصورت گرفته مي

 است.

1

2

2

1 2

2
-

2

- 1

 

 و  1γ ،2γ(: هندسه مدار انتقالي و زواياي 7کل )ش

1

2

2

1 2

2

1

+
+

+

2

12

 

 (: عوامل مدار انتقالي و تشکيل مثلث کروي8شکل )

ک يشود، يده مي( د3شکل )طور که در ن صورت همانيدر ا

م داشت که يه خواهيزاو –کمان  –ه ياز نوع زاو يمثلث کرو

 يهاهيزاو
2    i   2و يعنين آنها يو کمان ب 

2 2  

گر و يد يهامشخص است و به دنبال به دست آوردن کمان

 يافتن آنها، عوامل مداريکه پس از  مين آنها هستيه بيزاو
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 ,   ,t t ti    با مشخص بودن مقدار
1f قابل استخراج  يبراحت

 هستند.

 يعدد مثال -7
ط ين قسمت با استفاده از کد نوشته شده در محيدر ا

انتقال بهينه  مسئله ،براي يک مثال عددي مطلب، افزارنرم

ي در فضاي سه بعدي در دو حالت مقيد و اراي بين مدضربه

بهينه از مدار  انتقالنامقيد زماني حل شده است. اين مسئله، 

( 8جدول )اوليه به مدار هدف با مشخصات داده شده که در 

آمده است، در دو حالت الف( انتقال مقيد زماني با زمان انتقال 

  است.بدون قيد زمان حل شدهثانيه و ب( انتقال  2211

 هاي اوليه و هدف(: مشخصات مدار3جدول )

e P(km)   i  

 هيمدار اول 81 21 81 3،111 2/1

 مدار هدف 82 61 11 11،111 2/1

 

 ه:يانث 2522با زمان انتقال  يد زمانيالف( انتقال مق

همراه به (37)و  (36)در اين صورت لازم است تا معادلات 

شکل  بصورت پاسخ . هندسه مدار انتقاليزمان ارضا شوندقيد 

لازم به عوامل مدار انتقالي و ميزان ضربات خواهد بود.  (11)

 است. (4جدول ) شرح

 (: عوامل مدار انتقالي براي انتقال مقيد زماني4جدول )

 عوامل مقدار

 ( )
km

s
 1vاول،  يضربه 8726/8

( )
km

s
2vدوم،  يضربه 11167/1

 

( )
km

s
Tvکل  يضربه 4668/8

 

( )s2211 زمان انتقال 

 اول و دوم، ين صفحات مداريه بيزاو 7122/21

مدار اول،  يتقاطع مدار يتروآنومال 2168/64
1 

،يمدار دوم يتقاطع مدار يتروآنومال 846/21
2 

 ، يض مدار انتقاليآرگومان نقطه حض 2732/3

 i، يمدار انتقال يل صفحه مداريه ميزاو 6417/82

1776/21  يمدار انتقال 

 ،  يمدار انتقال يرو يه مرکزيزاو 6247/31

ر صفحه در ضربه اول، ييه تغيزاو 2637/21
1 

ر صفحه در ضربه دوم، ييه تغيزاو 3844/1
2 

 e،  يخروج از مرکز مدار انتقال 21162/1

 

ر بدست آمده يپاسخ، مقاد درستياز  تربيشنان ياطم يراب

است که در مسئله  گفتني. استمقايسه شدهبا حل مسئله لمبرت 

ه و هدف در يت نقاط اوليمسئله موقع يهايورود فقطلمبرت 

نجا زمان انتقال ياست. در ان آنهايزمان انتقال ب چنينهمفضا و 

 .ثانيه است 2211ن دو نقطه يب

 

(: چهار حالت اساسي قرارگيري مدار انتقالي نسبت به 9کل )ش

 هاي اوليه و هدفمدار
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چنين براي موقعيت دو نقطه از فضا، مقادير هم
1  و

2  را

در عوامل مدارهاي اوليه و هدف لحاظ نموده و موقعيت برداري 

,xتصات در مخ y,z  باشند: اند که بصورت زير ميايجاد شده 

1   r  ]-2481/12 2322/12 8626/61[ ( )km  

1   r  ]-2481/12 2322/12 8626/61[ ( )km  

له لمبرت بدست آمده با پاسخ مسئ(، پاسخ2درجدول )

 مقايسه شده است

 هاي بدست آمده با پاسخ لمبرت(: مقايسه پاسخ5جدول )

 پارامتر پاسخ پاسخ لمبرت

 4668/8  ، ضربه کلtv
  

 ، يض مدار انتقاليآرگومان نقطه حض  2732/3 2732/3

  i، يل مدار انتقاليه ميزاو 6417/82 6417/82

1776/21 1776/21 يمدار انتقال 

 6247/31 يانتقال يه مرکزيزاو  ، 

 2637/21  1، 1ر ر صفحه دييتغ 

 3844/1 2، 2ر صفحه در ييتغ 

 e، يخروج از مرکز مدار انتقال 21162/1 21162/1

 

  يد زمانيب( انتقال نامق

 در ادامه به حل مثال مطرح شده در حالت انتقال بهينه نامقيد

شود. هدف، انتقال از مدار اوليه به مدار زماني، پرداخته مي

ترين انرژي لازم براي انتقال بين اين دو است بطوريکه کمنهايي 

هاي رسيدن به پاسخ کلي مسئله، مدار مصرف شود. يکي از راه

شود. استفاده از روشي است که در ادامه به آن اشاره مي

اي مشخص روي ز نقطهاساس کار به اين صورت است که؛ ا

اي مشخص روي مدار هدف با مقادير مختلف مدار اوليه به نقطه

شکم مداري، انتقال انجام شود. در اينصورت فقط يکي از نيم

ي مورد نياز را ترين ميزان ضربههاي انتخاب شده، کمشکمنيم

تواند براي نقاط مختلف از مدار نمايد. اين فرايند ميارائه مي

هدف تکرار شود و در نتيجه براي اين نقاط، مسير  اوليه و

انتقالي بهينه بدست آيد. اگر نقاط در نظر گرفته شده بصورت 

توان به قابل قبول، کل مدار اوليه و هدف را پوشش دهند، مي

ي کلي رسيد. براي اين مثال بخصوص، مقادير پاسخ بهينه
1 

و 
2  چنين درجه و هم 1درجه با فواصل 131تا  -131بين

کيلومتر که  11فواصل با  11111تا  3111بين مقادير  pمقدار 

 هاي مداري مدارهاي اوليه و هدف هستند، تغيير نمودهشکمنيم

و رفتار تابع 
Tv رات ييبر حسب تغ

1  و
2 يهاشکمميدر ن 

 ( رسم شده است11شکل )بصورت  يمدار

شود،  ( دبده مي14شکل )( و 12شکل )که در  طورهمان

42ترين پاسخ به ازاي مقادير تقريبيبهينه
1   122و-

2  

آيند که براي اين مقادير بدست مي
1  و

2  مقدار تقريبي

کيلومتر است. با در نظر گرفتن اين  1371شکم مداري حدود نيم

 مقادير بعنوان حدس اوليه براي حل معادلات، مقادير دقيم

صورت هندسه مدار انتقالي در اينپاسخ، بدست خواهند آمد که 

جدول چنين عوامل انتقال بصورت ( آمده است. هم18شکل )در 

 ( است. 6)

 

 زمان انتقال براي يک انتقال بهينه مقيد زماني (: هندسه مدار انتقالي به همراه عوامل مدار انتقالي و12شکل )
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 (: عوامل مدار انتقالي براي انتقال نامقيد زماني6جدول )

 عوامل مقدار

( / )km s17787/1 1اول،  يضربهv 

( / )km s2244/1 2دوم،  يضربهv
 

( / )km s2817/2 کل  يضربهTv
 

 ، يض مدار انتقاليآرگومان نقطه حض 1163/46

 i، يمدار انتقال يل صفحه مداريه ميزاو 6161/81

2161/24  يار انتقالمد 

 ،  يمدار انتقال يرو يه مرکزيزاو 4411/211

ر صفحه در ضربه اول، ييه تغيزاو 4241/2
1 

ر صفحه در ضربه دوم، ييه تغيزاو -4812/11
2 

 e،  يخروج از مرکز مدار انتقال 44718/1

( )km721/1371 يشکم مدار انتقالمين ،p 

 

 

 اي هاي بهينه محلي و کلي مانور مداري ضربه(: پاسخ11شکل )

 

 

 1حسب بهينه بر Tv(: تغييرات تابع 12شکل )

 

 

مرجع نان از روش حل ارائه شده، مثالياطم يدر ادامه برا

مدارهاي اوليه و هدف،  ن مثال،ي. در اشود[ حل مي3]

شکل و )با خروج از مرکزهاي متفاوت( هاي غير همبيضي

محور محور هستند که بعلت غير همصفحه ولي غير همهم

هاي مشابه از روش هومن و يا روشتوان ها، نميبودن مدار

جدول صورت ه و هدف بهيمدار اول عوامل آن استفاده نمود.

  باشند.( مي7)

شده حل  يده عدديچيک روش پين مثال با يا [3] مرجع در

 است. بدست آمده( 3جدول )به شرح آن  يدو پاسخ برا فقطو 

مقدار  يگريها نسبت به داز پاسخ يکينکه يا توجه به اب

است که پاسخ احتمال داده[ 3]سنده مرجع يدارد، نو يکمتر

نجا با استفاده از ين مثال همان پاسخ اول است. در ايا ينهيبه

 يارائه شده، پاسخ کل ين روشيچنروابط مطرح شده و هم

ت مطرح مسئله بدست آمده است. پاسخ حاصل از حل معادلا

 ( آمده است.1جدول )صورت خلاصه در شده به

 (: عوامل مدارهاي اوليه و هدف7جدول )

e P(km)   i  

 هيمدار اول 1 1 1 888،88 88/1

 مدار هدف 1 1 81 21،111 2/1

 [8](: دو پاسخ ارائه شده در مرجع 8جدول )

1 2 p(km) TV(km/s)  

 پاسخ اول 6211/1 487/41328 132/122 242/61

 پاسخ دوم 6632/1 876/81737 338/46 131/164

 

 ]8[نتقالي مثال حل شده در مرجع (: مقايسه عوامل مدار ا9جدول )

 و روش پيشنهادي

 عوامل پاسخ ]3[مرجع  

6211/1  6211/1 tvkmضربه کل ،  

s

 
 
 

  

143/24 143/24 
ض مدار يآرگومان نقطه حض 

 ، يانتقال

242/61 242/61 1 
132/122 132/122 2 

 انتقال،  يه مرکزيزاو 34/128 -

 (Sزمان انتقال ) 1473/21221 -

278647/1 27862/1 
، يخروج از مرکز مدار انتقال

e 
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 ف، انتقالي بهينه و عوامل انتقال براي يک انتقال بهينه نامقيد زماني(: هندسه مدارهاي اوليه، هد13شکل )

 

 

رات تابع يي(: تغ14شکل )
Tv نه برحسب يبه

2 
 

 

رات تابع يي(: تغ15شکل )
Tv برحسب نه يبه

1  و
2  در

 نهيپاسخ به يگيهمسا

رات تابع ييتغ
Tv مستقل در  يهاريرات متغييبرحسب تغ

طور که مشاهده همان است.( آمده11( تا )16) يهاشکل

بودن پاسخ بدست  يتوان در مورد کلينان ميگردد، با اطميم

تابع  يهاکانتورن، يچنآمده اظهار نظر نمود. هم
Tv ر حسب ب

مستقل  يرهايمتغ
1 2و ( ترس21در شکل )است که دهيم گردي

ها که مقدار رين متغير مناسب ايبوضوح مقاد
Tv را ارائهنهيکم 

ه، ياول يهاهندسه مدارن يسازد. همچنيدهند، آشکار ميم

 است.شده( نشان داده 21ز در شکل )يو هدف ن يانتقال

 

 

  يامانور ضربه يو کل ينه محليبه يها(: پاسخ16شکل )



  1931زمستان /  2 / شمارهچهل و چهارسال  مهندسي مکانيک/ اميركبير/ 

 

55 

 
 

رات تابع يي(: تغ17شکل )
Tv سب برح 

 

1 
 

(: تغييرات تابع 18شکل )
Tv  بهينه برحسب

2 
 

 
 

(: تغييرات تابع 19شکل )
Tv در همسايگي پاسخ بهينه کلي 

50 100 150 200 250 300 350

50

100

150

200

250

300

350

 
 

هاي تابع (: کانتور22شکل )
Tv بهينه برحسب

1 و
2 

 

 يريگنتيجه -8
 ي، مانور مدارييفضا يهاتيمامور ياز مراحل ضرور يکي

 يامانور ضربه ينگين مقاله به استخراج معادلات بهياست. در ا

د زمان و بدون آن، پراخته يبا احتساب ق يسه بعد يدر فضا

 يه، هدف و انتقالياول يهامدار يهندسه يشده است. بررس

از  يکيبوده که  يازمند مبحث مثلثات کرويگر نيکدينسبت به 

مختلف  يهاا در حالتيمهم و دشوار محاسبات زوا يهابخش

ن يبود. در ابه آن پرداخته نشده يچ مرجعياست که تاکنون در ه

ه و هدف نسبت ياول يهامدار يريحالت مختلف قرارگ 16مقاله 

نسبت به  يمدار انتقال يريقرارگ يحالت اصل 4گر و  يکديبه 

ان به يقرار گرفت. در پا يه و هدف مورد بررسياول يهامدار

رات تابع ييپرداخته شد و با توجه به تغ يک مثال عدديحل 

Tv نه مسئله يبه يمستقل، پاسخ کل يهارينسبت به متغ

ج با حل مسئله ينتا يدرست يد زمانياستخراج شد و در حالت مق

شد. با توجه به معادلات استخراج شده و روند  يلمبرت بررس

حل انواع مسائل  يبرا يان شده در مقاله، ابزار مناسبيب

نه يکم يهابه پاسخ يابيو دست يانه ضربهيمانور به يدهيچيپ

 به دست آمد.  يو پاسخ کل يمحل
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 (: هندسه مدارهاي اوليه و هدف و انتقالي بهينه و عوامل انتقال براي يک انتقال بهينه نامقيد زماني21شکل )
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1 Thruster 
2 Periapsis 
8 Aopapsis 
4 True anomaly 
2 Eccentricity 
6 Semi latus rectum 
7 Mean Anomaly 
3 Eccentric Anomaly 
1 Ascending 


