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تجزیه و تحلیل انتقال حرارت در بافت زنده چند لایه به روش نیمه تحلیلی باقی مانده های وزنی 
گلرکین 

علی اکبر عباسیان آرانی*، علی عارف منش، آرمین امامی فر
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خلاصه: در این تحقیق، رفتار حرارتی بافت زنده در فرایند گرمادرمانی به وسیله منبع گرمایی الکترومغناطیسی مورد مطالعه قرار 
می گیرد. اگرچه معادله انتقال حرارت فوریه و غیرفوریه در بافت زنده تحت شرایط مرزی مختلف مطالعه شده است؛ اما، مطالعه بافت 
چندلایه با در نظر گرفتن اثرات غیرفوریه ای خصوصا به شکل تحلیلی و نیمه تحلیلی کمتر مورد توجه قرار گرفته است. در پژوهش 
حاضر با استفاده از روش نیمه تحلیلی باقی مانده های وزنی گلرکین، معادلات انتقال حرارت غیرفوریه ای تاخیر فاز دوگانه در بافت زنده 
چندلایه به همراه تومور حل شده است. نتایج نشان می دهد که چندلایه در نظر گرفتن بافت به همراه خواص مختص هر لایه، تاثیر 
به سزایی در توزیع دمای درون بافت خواهد داشت به طوری که این اختلاف دما پس از گذشت 1800 ثانیه به 2 درجه سانتی گراد 
می رسد. همچنین، تاثیر عدد ورنوت بر توزیع دمای بافت نشان می دهد که با افزایش زمان آسایش شار، سرعت سیگنال دمایی کاهش 
می یابد و در نتیجه آن دمای تومور کاهش خواهد یافت. بررسی پارامترهایی مانند دمای سطح پوست و میزان پرفیوژن خون نشان 
می دهد که خنک کاری بیشتر دمای سطح پوست در طول فرایند گرمادرمانی موجب انتقال نقطه بیشینه دما به عمق بیشتری از بافت 
می گردد. همچنین کاهش پرفیوژن خون که در تومورهای هیپوکسی اتفاق می افتد موجب افزایش دما در تومور حین فرایند گرمادرمانی 

می گردد.  
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مقدمه- 1
پیشرفت های اخیر در زمینه الکترونیک و الکترومغناطیس سبب توسعه 
درمانی  و  پزشکی  مختلف  شاخه های  در  استفاده  مورد  تجهیزات  روزافزون 
گردیده است. روش های درمانی مبتنی بر منابع الکترومغناطیسی در محدوده 
مایکروویو،  )رادیوفرکانس،  گیگاهرتز  ده  تا  مگاهرتز  فرکانس های چند صد 
مادون قرمز و نزدیک نور مرئی( که پرتوهای غیر یونیزه ساطع می کنند و 
موجب انتقال انرژی گرمایی به بدن و بالا رفتن دمای بافت بدن می گردند، 
گرمادرمانی نامیده می شود ]1[. تاریخچه گرمادرمانی به زمان مصر باستان 
بر می گردد. امروزه این روش به طور گسترده ای به منظور درمان تومورهای 
سرطانی، به تنهایی و یا همراه با سایر روش های درمانی مانند شیمی درمانی 
به میزان و  استفاده قرار می گیرد ]2[. گرمادرمانی بسته  رادیوتراپی مورد  و 
همچنین مدت زمان اعمال گرما به بافت به سه دسته طبقه بندی می شود. 
گرمادرمانی دما پایین که بافت به مدت 6 الی 72 ساعت در دمای حداکثر 41 
درجه سانتی گراد قرار می گیرد. نوع دوم گرمادرمانی دمای متوسط است که 

محدوده دمایی بافت 41 تا 46 درجه سانتی گراد و مدت زمان اعمال گرما 15 
تا 60 دقیقه است و نوع سوم گرمادرمانی دما بالا و یا فرسایش حرارتی است 
که بافت به مدت 4 الی 6 دقیقه در دمای حداقل 46 درجه سانتی گراد قرار 
می گیرد. اعمال هرکدام از انواع گرمادرمانی مذکور بستگی به عوامل مختلفی 
چون قدرت منبع حراراتی و مکان تومور دارد ]3[. سلول های سرطانی نسبت 
به سلول های معمولی، آسیب پذیری بیشتری نسبت به گرما دارند. مطالعات 
سانتی گراد  درجه   44 تا   40 محدوده  دمای  که  داده اند  نشان  آزمایشگاهی 
سبب آسیب جدی به تومورها می شود. سلول های عادی در شبکه هایی منظم 
و منسجم از سرخرگ ها، سیاهرگ ها و مویرگ ها قرار گرفته اند، در حالی که 
نامنسجم بوده و  نامنظم و  سلول های سرطانی دارای شبکه مویرگی بسیار 
بیشتر قابل نفوذ می باشند که چنین شرایطی موجب اختلال در پرفیوژن خون 
خون رسانی  که  آنجا  از  می آورند.  فراهم  را  هیپوکسیک  محیطی  و  گردیده 
گرمایش  می شود،  سلول ها  خنک کاری  و  دما  تنطیم  موجب  سلول ها  به 
سلول های تومورال هیپوکسیک موجب افزایش دمای بیشتر و آسیب پذیری 
بیشتر این سلول ها نسبت به سلول های سالم می شود ]4[. اما از آنجا که با 
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افزایش دمای سلول های سرطانی، بافت های سالم اطراف این سلول ها نیز 
تحت تاثیر قرار می گیرند، یکی از اهداف اصلی در گرمادرمانی کنترل دمای 
بافت به منظور پیشگیری از سوختگی و آسیب بافت های سالم مجاور تومور 
می باشد. به همین منظور تلاش های فراوانی برای یافتن و اندازه گیری دمای 
درون بافت حین فرآیند گرمادرمانی توسط محققان انجام شده است. به دلیل 
دشواری انجام مطالعات تجربی در بافت زنده، بیشتر مطالعات انجام گرفته 
بر اساس حل تحلیلی و یا عددی معادله انرژی در بافت زنده و تعیین توزیع 

دما در آن حین فرآیند گرمادرمانی بوده اند. 
به علت وجود رگ های خونی،  زنده  بافت های  انتقال حرارت در  پدیده 
تولید گرمای متابولیسم و انتقال حرارت جابجایی میان خون و بافت، بسیار 
پیچیده است. در سال 1948 پنس ]5[، با لحاظ کردن موارد فوق معادله انتقال 
حرارت در بافت زنده را بر اساس قانون هدایت فوریه ارائه کرد. به این ترتیب 
احساس می شود  بافت  در سرتاسر  آنی  به طور  بافت،  در  دما  تغییر  هرگونه 
پیچیدگی های  دلیل  به  انتقال حرارات بی نهایت است.  به معنی سرعت  که 
موجود در بافت های زنده که آن را به محیطی ناهمگن تبدیل می کند، وجود 
تاخیر زمانی میان گرادیان دما )علت( و شار حرارتی )معلول( ضروری به نظر 
می رسید. در سال 1958کاتانئو و ورنوت ]6[ معادله اصلاح شده پنس را با در 
نظر گرفتن یک ثابت زمانی به نام زمان آسایش شار حرارتی معرفی کردند 
و به این ترتیب معادله سهموی پنس را به معادله هیپربولیک موج گرمایی 
اثرات میکروساختاری  تبدیل کردند. زمان آسایش شار حرارتی نشان دهنده 
بافت زنده بر سرعت شار حرارتی است. کاتانئو و ورنوت ]7[ بیان کردند که 
شار حرارتی در هر نقطه  x مربوط به گرادیان دمای چند لحظه قبل در آن 
تا   10-8 مرتبه  از  همگن  مواد  در  آسایش  زمان  که  آنجا  از  می باشد.  نقطه 
14-10 می باشد که بسیار کوچک تر از زمان انجام فرآیند گرمایش است پدیده 

موج گرمایی در مواد همگن قابل مشاهده نیست. با وجود آن که معادله موج 
اما، رفتار  گرمایی مشکل سرعت بی نهایت شار حرارتی را برطرف می کرد؛ 
میکروساختاری مواد ناهمگن مانند بافت های زنده در برابر گرادیان دما در 
آن لحاظ نشده است. تزو ]8[ با معرفی یک ثابت زمانی دیگر برای گرادیان 
دما، معادله بهبود یافته کاتانئو، که به مدل تاخیر فاز دوگانه معروف است را 

ارائه کرد.
تاکنون مطالعات عددی و تحلیلی بسیاری توسط محققان در خصوص 
حل مدل های مختلف انتقال حرارت در بافت های زنده صورت گرفته است. 
ژو و همکاران ]9[ آسیب حرارتی بافت زنده تحت اثر تابش لیزری را مورد 
بررسی قرار دادند. آن ها معادله حاصل از تاخیر فاز دوگانه را با استفاده از روش 

حجم محدود به صورت عددی حل کردند و نتیجه گرفتند که توزیع دما و 
آسیب حرارتی مدل تاخیر فاز دوگانه با مدل پنس و مدل موج حرارتی تفاوتی 
تبدیل لاپلاس  از روش  استفاده  با   ]10[ دوانجی  و  کاندو  دارد.  توجه  قابل 
به حل تحلیلی معادله انتقال حرارت موج حرارتی در بافت پوست یک لایه 
پرداختند و نتایج حاصل را با مدل فوریه مقایسه کردند. آن ها همپنین اثرات 
پارامترهای مختلف بیولوژیکی را بر توزیع دما بررسی کردند. عسکری زاده و 
احمدی کیا ]11[ در تحقیق خود بر روی انتقال حرارت در بافت پوست از یک 
مدل دوبعدی استفاده کردند و معادلات انتقال حرارت را با استفاده از تبدیل 
تاخیر فاز  لاپلاس و جداسازی متغیرها در سه حالت پنس، موج حرارتی و 
دوگانه به صورت تحلیلی حل کردند. آن ها همچنین به بررسی سوختگی های 
درجه اول و دوم پوست در هریک از سه مدل فوق پرداخته و نتایج را با حالت 
یک بعدی مقایسه کردند. در این تحقیق گرمایش لیزر به دو صورت شار ثابت 

و همچنین شار متغیر بررسی گردیده است.
و  حرارتی  موج  پنس،  مدل های یک بعدی   ]12[ و همکاران  ضیایی پور 
تاخیر فاز دوگانه در پوست را به صورت تحلیلی مطالعه کردند. روش مورد 
استفاده آن ها جداسازی متغیرها به همراه تئوری دوهامل بود. آن ها همچنین، 
شار حرارتی ثابت و متغیر با دما را مورد مطالعه قرار دادند و به این نتیجه 
رسیدند که در صورتی که تاخیر فاز گرادیان دما صفر باشد، معادله تاخیر فاز 
دوگانه به معادله موج حرارتی تبدیل می شود، با این حال هنگامی که تاخیر فاز 
شار با گرادیان دما برابر باشد، معادله تاخیر فاز دوگانه به معادله پنس تبدیل 
نخواهد شد. کاندو ]13[، با استفاده از روش جداسازی متغیرها، معادله پنس 
برای پنج شرط مرزی مختلف حل کرد و  را  بافت زنده  و موج حرارتی در 
نتیجه گرفت، توزیع دما حین فرایند گرمادرمانی علاوه بر این که تابعی از عدد 
فوریه، عدد ورنوت و خواص بیولوژیکی خون است، تابعی از شرایط مرزی نیز 
می باشد. از میان شرایط مرزی مورد بررسی توسط وی شرط مرزی دما ثابت 
بیشترین دما را در بافت ایجاد می کند. لیو و چن ]14[ معادله تاخیر فاز دوگانه 
زمان  که  گرفتند  نتیجه  و  کردند  حل  عددی  صورت  به  را  گرمادرمانی  در 
آسایش شار حرارتی می تواند سبب کاهش سرعت سیگنال های دمایی گشته 
و رفتار موج حرارتی را تحت تاثیر قرار دهد. همچنین تاثیر زمان آسایش بر 
انتقال حرارت محسوس تر است. دنگ و لیو  رفتار حرارتی در لحظات اولیه 
تحلیلی  به صورت  گرین  تابع  از  استفاده  با  را  پنس  یک بعدی  معادله   ]15[
برای حالت شار گرمایی ثابت سطحی، شار سینوسی و همچنین گرمایش به 
از روش  با استفاده  صورت منبع حرارتی حل کردند. شیه و همکاران ]16[ 
تبدیل لاپلاس معادله پنس در بافت پوست را تحت شار حرارتی نوسانی در 
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سطح پوست بررسی کردند و پاسخ دمایی در کل بازه حل را از اولین تا آخرین 
از روش تبدیل لاپلاس  استفاده  با  لیو ]17[  آوردند.  پریود نوسان به دست 
معادله موج حرارتی در بافت پوست را به صورت یک بعدی حل کرد. وی در 
در سطح  پله  تابع  و  ثابت، سینوسی  به صورت  را  تحلیل خود شار حرارتی 
پوست در نظر گرفت. وی همچنین تاثیر خواص بیولوژیکی پوست را بر رفتار 
موجی شکل دما بررسی کرد. عسکری زاده و احمدی کیا ]18[ حل تحلیلی 
معادله تاخیر فاز دوگانه برای بافت پوست در معرض گرمایش گذرا را ارائه 
کردند. آن ها همچنین بر روی اثر ضرایب تخلخل و ترکیب توام اثرات خون 
و بافت روی آسیب گرمایی بحث کردند. ژو و همکاران ]19[ بافت پوست را 
به صورت یک لایه در نظر گرفتند و معادلات پنس، موج حراراتی و تاخیر 
فاز دوگانه را با استفاده از تبدیل لاپلاس حل کردند و آسیب حرارتی را در 
با چند لایه در نظر  ادامه  با یکدیگر مقایسه نمودند. آن ها در  هر سه مدل 
گرفتن بافت پوست، معادلات انتقال حرارت را به صورت عددی با استفاده از 
روش تفاضل محدود نیز حل کردند. آن ها نتیجه گرفتند که زمان آسایش شار 
حرارتی نقش بسیار تاثیرگذارتری از زمان آسایش دما در پخش موج حرارتی 

در بافت زنده دارد.
حرارت  انتقال  معادلات  یک بعدی  مطالعه  به   ]20[ همکاران  و  تانگ 
نتایج  تفاوت های  بررسی  با  و  پرداختند  زنده  بافت  در  هذلولوی  و  سهموی 
بدست آمده نشان دادند که معادله هذلولوی به واقعیت نزدیک تر است. کوتا 
و همکاران ]21[ از یک روش توسعه یافته تبدیل انتگرالی برای حل تحلیلی 
به منظور تحلیل معادله پنس در بافت زنده استفاده کردند. در تحقیق آن ها 
خواص ترموفیزیکی بافت و خون به صورت تابعی خطی از دما در نظر گرفته 
شده است. گوپتا و همکاران ]22[ معادله پنس را در بافت زنده  تحت درمان 
آن ها  کردند.  حل  تقریبی  صورت  به  الکترومغناطیس  تابش  با  گرمادرمانی 
برنشتاین استفاده نمودند و دستگاه معادلات  پایه  توابع  با  از روش گلرکین 
دیفرانسیل حاصله را با روش هموتوپی حل کردند. درتحقیق آن ها تاثیر توان 
آنتن، ضریب هدایت حرارتی، پرفیوژن خون و دمای سطح بر نحوه توزیع دما 
مورد مطالعه قرار گرفت. کومار و رای ]23[ معادله تاخیر فاز دوگانه در بافت 
چند لایه متشکل از ماهیچه، چربی، بافت زیرپوستی و پوست با توموری در 
بافت چربی را مورد مطالعه قراردادند. آن ها از روش ویولت گلرکین یک بعدی 
برای حل معادله حاکم استفاده کردند و بر روی زمان های آسایش حرارتی 
شار و دمای مختلف بحث کردند. کومار و همکاران ]24[ معادله تاخیر فاز 
دما  با  متغیر  متابولیک  گرمای  گرفتن  نظر  در  با  را  زنده  بافت  در  دوگانه 
تحلیل نمودند. آن ها در تحلیلشان از روش ترکیبی تفاضل محدود به همراه 

رانگ-کوتا استفاده کردند و نشان دادند که متغیر بودن گرمای متابولیک با 
دما تاثیر قابل توجهی در پاسخ ها خواهد گذاشت. آن ها همچنین مدل های 
پنس و موج حرارتی را با مدل تاخیر فاز دوگانه مقایسه نمودند. همچنین در 
تحقیقی دیگر، آن ها معادله انتقال حرارت در بافت زنده را با تمرکز بر میزان 
تاثیر شرایط مرزی مختلف بر میزان آسیب حرارتی بافت سالم حل کردند. در 
تحقیق آخر از روش ویولت گلرکین به همراه روش تفاضل محدود به منظور 
حل معادلات استفاده شده است ]25[. گوپتا و همکاران ]26[ معادله پنس در 
بافت زنده  تحت درمان گرمادرمانی با استفاده از آنتن رادیوفرکانس را با در 
نظر گرفتن شرایط مرزی دما ثابت، شار حرارتی ثابت و همچنین جابجایی در 
سطح پوست، با استفاده از روش تفاضل محدود، به صورت یک بعدی تحلیل 
کردند و اثرات گرمای پرفیوژن خون در هر سه حالت بر توریع دما را مورد 
مطالعه قرار دادند. ژانگ و همکاران ]27[ با استفاده از روش تفاضل محدود 
به مقایسه مدل تاخیر فاز دوگانه با مدل انتقال حرارت فوریه در بافت پوست 
تحت تابش لیزر پالس کوتاه پرداختند. شار لیزر با استفاده از روش مونت کارلو 
محاسبه گردید. شبیه سازی سه بعدی پوست نشان داد که بیشینه دما در مدل 
تاخیر فاز دوگانه بیشتر از مدل فوریه است. ژو و همکاران ]28[ معادله مدل 
تاخیر فاز دوگانه را در مختصات استوانه ای به صورت دوبعدی تحلیل کردند. 
آن ها از روش حجم محدود استفاده کردند و نتیجه گرفتند که درصورتی که 
شعاع تابش لیزر به اندازه ضخامت استوانه مورد بررسی باشد، مدل دوبعدی 
شار سطحی  حالت  در  نزدیک می شود. همچنین،  بسیار  مدل یک بعدی  به 
لیزر، مشاهده کردند که هنگامی که زمان آسایش شار حرارتی ثابت باشد، با 
افزایش زمان آسایش دما، رفتار موجی شکل کاهش می یابد و هنگامی که این 
دو پارامتر برابر باشند معادله به مدل پنس تبدیل می شود. ورما و همکاران 
]29[ بافت سه لایه پوست حاوی تومور را به صورت دوبعدی مدل کردند، و 
با استفاده از روش حجم محدود، معادله انتقال حرارت پنس و موج حرارتی 
را تحلیل کردند و نتیجه گرفتند که آسیب حرارتی بافت سالم در مدل موج 
حرارتی بیشتر از مدل پنس می باشد. نوبرگا ]30[ سه معادله مذکور را برای 
حالت شار ثابت و همپنین شار منبع حجمی و در نظر گرفتن تومور به شکل 
سه بعدی و با روش تفاضل محدود حل کرد. استروهر و همکاران ]31[ در 
تحقیق خود به مقایسه مدل پنس و موج حرارتی در بافت پوست پرداختند. 
آن ها بافت یک لایه دوبعدی پوست را با روش عددی مدل کردند و تاثیر 
زمان آسایش بر دما و همچنین میزان سوختگی در هر دو مدل را بررسی و 
مقایسه کردند. میتال و تفرشی ]32[ معادله پنس در بافت زنده را به روش 
اجزای محدود حل کردند. تومور و بافت سالم را به صورت دو کره هم مرکز 
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Fig. 1. Shematic diagram of the tissue

مدل کردند و تحلیل یک بعدی انتقال حرارت را انجام دادند. در این مطالعه 
منبع گرمای گوسی به شکل تابعی نمایی از مکان و زمان در نظر گرفته شد 
و زمان بهینه اعمال حرارت به منظور رسیدن به توزیع دمای دلخواه محاسبه 

شد.
حیدری و همکاران ]33[، با استفاده از تبدیل لاپلاس انتقال حرارت درون 
بافت یک لایه پوست تحت تابش لیزر را با درنظر گرفتن اثرات جابجایی مورد 
بررسی قرار دادند و نتیجه گرفتند که زمان تاخیر فاز و همچنین انتقال حرارت 
جابجایی در سطح پوست تاثیر قابل توجهی بر میزان آسیب حرارتی و حداکثر 
دمای سطح پوست دارد. ذوالفقاری و بیجاری ]34[ از معادلات انتقال حرارت 
غیرفوریه ای به منظور ارائه شاخصی جدید جهت پیش بینی صحیح احساس 
حرارتی افراد در شرایط مختلف از جمله هنگام اعمال تغییرات دمای ناگهانی، 
تغییرات نقطه ای و پالسی همانند کاربردهای لیزر در درمان بافت های زنده 

استفاده کردند. 
انجام  تحقیقات  علی رغم  مقدمه،  این  در  شده  ارائه  مطالب  اساس  بر 
گرفته، بر اساس اطلاعات نویسندگان، حل تحلیلی معادلات انتقال حرارت 
غیرفوریه ای با منبع الکترومغناطیسی در بافت چندلایه پوست به همراه تومور 
تا کنون صورت نگرفته است و حل های موجود در این زمینه کلا حل های 
عددی هستند. در این تحقیق، معادلات تاخیر فاز دوگانه در بافت چندلایه 
به همراه تومور به شکل نیمه تحلیلی با استفاده از روش باقی مانده های وزنی 
گلرکین حل می شود و نتایج حاصل با نتایج حالت یک لایه مقایسه می شود. 

روی  بر  مرزی مختلف  و شرایط  آسایش مختلف  زمان های  تاثیر  همچنین 
قرار  بافت پوست مورد مطالعه  توزیع دما و آسیب حرارتی  بر  سطح پوست 

می گیرد.

مدل سازی ریاضی- 2
تعریف مساله- 1- 2

بافت پوست مورد مطالعه و لایه های مختلف آن در شکل 1 نشان داده 
شده است. بافت پوست با ضخامت L = 05/0 m در دمای بدن، T0 برابر با 
37 درجه سانتی گراد در نظر گرفته شده است. تابش الکترومغناطیس به وسیله 
آنتن با فرکانس 432 مگاهرتز به بافت اعمال می شود. افزایش دمای سطح 
پوست به وسیله یک پد خنک کننده کنترل شده و بنابراین در طول فرایند 
درمان، دمای سطح پوست ثابت می ماند )شکل 1(. به منظور بررسی امکان 
استفاده و یا عدم استفاده از پدهای خنک کننده حالت عدم استفاده از این پدها 
نیز مورد بررسی قرار می گیرد. در این حالت شرط مرزی جابجایی در سطح 

پوست اعمال می شود.

معادلات حاکم- 2- 2
پنس  توسط  بار  اولین  که  زنده  بافت  در  حرارت  هدایت  انتقال  معادله  

معرفی شد ]5[، به صورت رابطه )1( است:

(1)
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tc به ترتیب چگالی، گرمای ویژه و ضریب هدایت  tρ و  که در آن 
نرخ شارش   bω ویژه  خون،  گرمای  و  bc چگالی  و   bρ بافت،  حرارتی 
تولید   mQ می باشند. بافت  و  شریانی  خون  دماهای   T و   aT خون، 
جمله  هستند.  خارجی  حرارتی  منبع   extQ و  بافت  در  متابولیکی  حرارت 
در  بافت  و  خون  میان  حرارت  انتقال  نشان دهنده   ( )b b b ac T Tω ρ −

شبکه مویرگی درون بافت می باشد. به این معنی که خون با دمای بدن وارد 
بافت شده و با دمای بافت از آن خارج می شود. از ترکیب رابطه )1( با قانون 

Tq ، معادله پنس بدست می آید. k= − ∇ هدایت فوریه، 
سرعت  همچنین  و  میکروساختاری  اثرات  گرفتن  نظر  در  با   ]8[ تزو 
هدایت  معادله  به  آسایش  زمان  دو  ناهمگن  مواد  در  حرارت  انتشار  محدود 

فوریه اضافه کرد و به رابطه )2( رسید:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1: هندسه بافت مورد مطالعه
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qτ به ترتیب زمان آسایش دما و زمان آسایش شار  tτ و  که در آن 
حرارتی می باشد. با استفاده از روابط )1( و )2( معادله انتقال حرارت مدل تاخیر 

فاز دوگانه به شکل رابطه )3( بدست می آید:
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نظر  در  4-ب  و  4-الف  روابط  شکل  به   )3( رابطه  برای  اولیه  شرایط 
گرفته شده اند. 
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شرایط مرزی برای حالت دمای ثابت در سطح پوست عبارتند از:

(5)
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و برای شرایط مرزی جابجایی در سطح پوست برابرند با: 
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wT به ترتیب دمای اولیه بافت، دمای  sT و  ∞T و  0T و  که در آن ها 
انتقال  h ضریب  و  بوده  بافت  انتهای  دمای  و  پوست  دمای سطح  محیط، 

حرارت جابجایی آزاد با محیط می باشد. 

آسیب حرارتی- 3- 2
بافت پوست به 44 درجه سانتی گراد می رسد، آسیب  هنگامی که دمای 
حراراتی درون بافت آغاز می شود. پس از حل رابطه )3( و بدست آوردن توزیع 

دما در بافت، می توان آسیب حراراتی را وفق رابطه )6( بدست آورد ]35[:

(6)
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J/
mol

E = × 56 28 10 ضریب فرکانس،  / sA −= × 98 13 1 10 که در آن
/kJ ثابت گازها هستند. 

kmolK
R = 8 314 انرژی اکتیواسیون تغییر ماهیت و 

درجه بندی میزان سوختگی بر حسب پارامتر Ω تعیین می گردد. به این صورت 
> معرف  Ω < 41 10 / نشان دهنده سوختگی درجه اول،  < Ω <0 53 که 1

Ω نشانگر سوختگی درجه سه هستند. > 410 سوختگی درجه دو و 

روش حل- 3
معادله تاخیر فاز دوگانه برای بافت چند لایه معمولا به صورت عددی 
حل می شود و حلی به صورت فرمول بسته برای آن موجود نیست. در این 
نیمه تحلیلی  یافتن حل  برای  باقی مانده های وزنی گلرکین  از روش  تحقیق 
این معادلات و بررسی توزیع دما در بافت زنده استفاده می شود. در این روش، 
توزیع پروفیل تقریبی دما در بافت برای حالت دمای ثابت در سطح پوست به 

شکل معادله )7( در نظر گرفته می شود:
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همچنین در حالت جابجایی در سطح پوست پروفیل تقریبی دما به شکل 
رابطه )8( در نظر گرفته می شود:

(8)
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 ( ) ,   iC t i n= −0 ) و  )  ,i
iN x x i n= ≤ ≤0 که در آن 

ضرایب مجهول تابع زمان هستند. پروفیل دمای رابطه )7( به گونه ای انتخاب 
اما در  ارضا کند،  را  روابط )5-الف( و )5-ب(  شده است که شرایط مرزی 
حالت جابجایی در سطح پوست، پروفیل دمای معادله )8( تنها شرط مرزی 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 9، سال 1399، صفحه 2609 تا 2626

2614

در شکل ضعیف  )5-ج(  این حالت شرط مرزی  در  ارضا می کند،  را  )5-د( 
معادله وارد خواهد شد. با قرار دادن پروفیل تقریبی دما )برای حالت دما ثابت 
معادله )7( و برای حالت جابجایی در سطح پوست معادله )8( در معادله )3( 

باقی مانده ای به صورت رابطه )9( حاصل می شود.
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حاصل ضرب  انتگرال   ، ( ) ,   iC t i n= −0 ضرایب  محاسبه  برای 
) به روی قلمرو برابر صفر قرار داده  )iW x باقی مانده  R را در توابع وزنی 

می شود.
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توابع وزنی مختلفی را می توان در اینجا اختیار کرد. در روش باقی مانده های 
برای  بنابراین  می شوند.  انتخاب  پایه  توابع  برابر  وزنی  توابع  گلرکین  وزنی 
) و برای حالت جابجایی  ) ( ) ( )i iW x x L x N x= − حالت دما ثابت 
) خواهد بود. به این ترتیب،  ) ( ) ( )i iW x L x N x= − در سطح پوست 

اعمال روش باقی مانده وزنی گلرکین به نتیجه زیر منجر می شود.
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)5-ج(  مرزی  شرط  اعمال  پوست،  سطح  در  جابجایی  حالت  در 

جمله  منظور  این  به  می باشد.   )11( معادله  ضعیف  فرم  نوشتن  نیازمند 

نوشته  زیر  شکل  به   )11( معادله  در   ( )( ) ( )
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iT x t W x dx
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می شود:
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) از شرط مرزی )5- )
0

,

x

T x t
x

=

 ∂
 ∂ 

) و  )iW L در معادله )12(، 0=

ج( جایگذاری می گردد.

پس از جایگزین کردن پروفیل درجه حرارت تقریبی و محاسبه انتگرال 

) معادله دیفرانسیل معمولی  )n +1 از  معادله )11(، یک دستگاه متشکل 

) برحسب زمان بدست  ) ,  iC t i n= −0 درجه دوم برای تعیین ضرایب 

ضمیمه  در   n=6 و  ثابت  دما  حالت  برای  معادلات  دستگاه  این  می آید. 

برای  اولیه  شرایط  به  نیاز  معادلات  دستگاه  این  حل  برای  شده اند.  ارائه 

با  اولیه،  شرایط  یافتن  منظور  به  است.   ( )0iC ′ و   ( ) ,  iC t i n= −0

) از روابط )7( و )8( در روابط )4-الف( و  ),0T x
t

∂
∂

) و  ),0T x قرار دادن 

 0cR 0cR و  0sR برای حالت دما ثابت و  0sR و  )4-ب( باقی مانده های 

برای حالت جابجایی در سطح پوست حاصل می شوند:

(13)
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0cR از معادلات )13( و )15( در معادله )10( و  0sR و  با قرار دادن 
 n=6 بدست می آید. نتایج برای ( )0iC اعمال روش گلرکین، شرایط اولیه 

و برای حالت دما ثابت به شکل معادله )17( است:
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بدست   )18( معادله  به شکل  پوست  در سطح  جابجایی  حالت  برای  و 
می آیند. 
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تبدیل   )19( معادله  به   )18( و   )17( معادلات  0 s wT T T= = چنانچه  که 
خواهند شد.

(19)
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0cR از معادلات )14( و )16( در معادله )10( و اعمال  0sR و  با قرار دادن 
) بدست می آید، که برای هر دو حالت  )0iC ′ روش گلرکین، شرایط اولیه 

) مطابق با معادله )20( بدست می آیند: ) ,   iC i n= −′ 0 0

(20)
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مجهول  ضرایب  بر  حاکم  معمولی  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه 
) به همراه شرایط اولیه، با استفاده از روش رانگ کوتا  ) ,   iC t i n= −0

افزاز میپل1 2017(، ]36[، و توزیع تقریبی  4/5 حل می شود )با کمک نرم 
درجه حرارت در بافت به صورت تابعی از زمان بدست می آید. 

تاثیر درجه چند جمله ای منتخب به روی توزیع دما- 4
درشکل 2 اثر درجه چند جمله ای در روش تقریبی بر منحنی توزیع دما 
برای بافت زنده در لحظه 1800 ثانیه ارائه شده است. همانطور که در شکل 2 
منحنی جواب  در  تغییری  بعد،  به   n=6مقدار ازای  به  نشان داده شده است، 
به  توجه  با  دارد.  عددی  حل  در  کافی  دقت  از  نشان  که  نمی گردد  حاصل 
نتیجه بدست آمده از این نمودار در ادامه تمام پاسخ ها به ازای n=6 بدست 

خواهد آمد.

نتایج و بحث- 5
گردیده اند  انتخاب  گونه ایی  به  مقاله  این  در  استفاده  مورد  پارامترهای 
دمایی  در محدوده  دقیقه  مدت 30  به  آن  اطراف  ناحیه  و  تومور  دمای  که 

1  Maple
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 W 41 تا 46 درجه سانتی گراد قرار بگیرند. به این منظور توان منبع برابر با
 1-kg خواص منبع الکترومغناطیسی بر اساس مرجع ]25[ به شکل P = 25
S = 12/5 و a = -140 1-m در نظر گرفته شده است. دمای خون شریانی

) و دمای سطح  )wT ، دمای انتهای بافت  0( )T ) ،دمای اولیه بافت  )aT

 bρ ، برابر با 37 درجه سانتی گراد و چگالی  ( )sT پوست در حالت دما ثابت 
bc به ترتیب برابر با kg/m3 1000 و J/kgK 4180 در  و گرمای ویژه خون 
mQ برای همه لایه ها برابر  نظر گرفته شده اند. همچنین گرمای متابولیک 
∞T برابر با 25  با W/m3 1091 در نظر گرفته شده است ]37[.دمای محیط
درجه سانتی گراد و ضریب انتقال حرارت جابجایی h برابر با W/m2K 15 در 
نظر گرفته شده اند ]38[. برای حالت یک لایه ضریب هدایت حرارتی، نرخ 

 ،0/628 W/mK پرفیوژن خون، چگالی و گرمای ویژه بافت به ترتیب برابر با
kg/m3 ،1/87 kg/sm3 1000 و J/kgK 4187 لحاظ گردیده اند ]9[. خواص 

ارائه  بافت برای حالت چندلایه در جدول 1  ترموفیزیکی لایه های مختلف 
شده است. برای زمان های آسایش مقادیر مختلفی در بازه 0/01 ثانیه تا 32 
qτ و  ثانیه در مراجع مختلف در نظر گرفته شده است ]33[ که در این مقاله 
tτ به ترتیب برابر با 20 و 6 ثانیه لحاظ گردیده است. همچنین مقادیر زمان 

آسایش شار حرارتی بین صفر تا 20 ثانیه و مقادیر زمان آسایش دما نیز بین 
صفر تا 20 ثانیه نیز بررسی شده اند تا تاثیر کاهش و یا افزایش این مقادیر 
بر توزیع دمای بافت مورد مطالعه قرار گیرد. به منظور بررسی صحت حل 
نیمه تحلیلی انجام گرفته، نتایج با نتایج حل دقیق معادله پنس ]37[ مقایسه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3. Comparison of the present solution with exact solution, [37] Fig. 2. 2 Polynomial degree effect on the temperature distribution 
curve for live tissue at 1800 seconds.

شکل 2: اثر درجه چند جمله ای بر منحنی توزیع دما برای بافت زنده در لحظه 1800 
ثانیه 

شکل 3: مقایسه نتایج بدست آمده در این تحقیق با حل دقیق مرجع ]37[
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جدول 1: خواص ترموفیزیکی لایه های مختلف بافت ]3[

Table 1. Thermophysical properties of the tissue layers [3]
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گردید. در این مرجع معادله پنس برای شرایط مرزی دما ثابت بافت یک لایه 
با استفاده از تبدیل لاپلاس حل شده است. 

0 را برحسب 

0

T T
T

θ −
= شکل 3 مقایسه نتایج توزیع دمای بدون بعد 

x را که از روش باقی مانده های وزنی گلرکین برای n=7 بدست آمده 
L

ξ =

ثابت  و  توان  این منظور  به  نشان می دهد.  پنس  معادله  نتایج حل دقیق  با 
آنتن الکترومغناطیس و سایر خواص فیزیکی بافت در این شکل مشابه مرجع 
می شود  ملاحظه  بطوری که  گردیده اند.  انتخاب  لایه  یک  بافت  برای   ]37[
تطابق بسیار خوبی بین نتایج در این مورد وجود دارد که حاکی از دقت روش 

باقی مانده های وزنی گلرکین مورد استفاده است. 
 توزیع دما بر حسب زمان در بافت تومور برای بافت چندلایه در شکل 
از نمودارها  4 و یک لایه در شکل 5 نشان داده شده است. همانگونه که 
مشخص است، در تحلیل یک لایه، دما در تومور پس از 30 دقیقه به 44 
همراه خواص  به  بافت  گرفتن  نظر  در  چندلایه  حالی که  در  می رسد.  درجه 
مخصوص هر لایه تحت شرایط یکسان دمای 46 درجه را در زمان 30 دقیقه 
اثربخشی  میزان  در  سانتی گراد  درجه   2 دمای  اختلاف  این  می دهد.  نشان 
بودن  متفاوت  اختلاف،  این  دلیل  است.  اهمیت  حائز  بسیار  درمانی  روش 
ضریب هدایت حرارتی و همنچنین نرخ پرفیوژن خون در بافت های مختلف 
پرفیوژن  تومور  بافت  و  بیشتر  پرفیوژن  ماهیچه  بافت  که  آنجا  از  می باشد. 
کمتری نسبت به لایه های بالایی سطح پوست دارند، گردش خون بیشتر در 

بافت ماهیچه موجب پایین آمدن دما در این ناحیه و گردش خون کمتر در 
بافت تومور موجب افزایش دمای آن می گردد. میزان تاثیر چندلایه در نظر 
گرفتن بافت در قسمت های ابتدایی )شامل تومور و درمیس( بسیار بیشتر از 
سایر قسمت ها می باشد. دلیل این امر رسیدن انرژی کمتر به بافت ماهیچه و 
همچنین پرفیوژن بیشتر این بافت می باشد. از سوی دیگر کم بودن ضریب 
و  نفوذ  از  مانع  نیز  بالایی  لایه های  به  نسبت  چربی  بافت  حرارتی  هدایت 
تومور  برای  بالاتر  دمایی  بافت چندلایه  در  بنابراین،  و  گرما شده  گسترش 

خواهیم داشت.
شکل 6 توزیع دما در بافت در چند زمان مختلف است. شکل 7 تغییرات 
دمای سطح پوست را با زمان نشان می دهد همانگونه که از نمودار مشخص 
است پس از گذشت 30 دقیقه از تابش الکترومغناطیس، دمای سطح پوست 

به 62 درجه سانتی گراد می رسد.
به منظور بررسی تاثیرات پروفیل دما در این شرایط، آسیب حرارتی از 
رابطه )6( محاسبه گردیده و نمودار آن بر حسب زمان در شکل 8 رسم شده 
این  از نمودار آسیب حرارتی مشخص است رسیدن به  است. همانگونه که 
دما موجب ایجاد سوختگی درجه 2 در سطح پوست می گردد. همچنین دمای 
در  پوست  بنابراین عدم خنک کاری سطح  درجه می رسد.  به 54  نیز  تومور 
گرمادرمانی متوسط امکان پذیر نبوده و استفاده از جریان گذرای آب به منظور 
خنک نگه داشتن سطح پوست ضروریست. به همین دلیل شرط مرزی دما 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4. Temperature variation with time in multilayer tissue

شکل 4: نمودار تغییرات دما در لایه های مختلف بافت چندلایه با زمان

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5. Temperature variation of analogous positions of the layers with 
time in one layer tissue

شکل 5: مودار تغییرات دما در  مکان های متناظر لایه های مختلف در بافت یک لایه 
با حسب زمان



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 52، شماره 9، سال 1399، صفحه 2609 تا 2626

2618

ثابت در سطح در ادامه این مقاله مورد بررسی قرار گرفته است.
در شکل 9 توزیع دما در بافت بر حسب مکان در زمان های مختلف نشان 
داده شده است. همانگونه که از شکل مشخص است با گذشت زمان، مساله 
به سمت پایدار شدن پیش می رود بطوری که از فاصله زمانی 15 دقیقه تا 30 
دقیقه افزایش دمای حدودا 1 درجه در بافت تومور ایجاد می گردد، درحالی که 
از فاصله زمانی صفر تا 15 دقیقه افزایش دمای حدودا 9 درجه سانتی گراد را 

در بافت شاهد هستیم.
شکل 10 منحنی توزیع دما در زمان های آسایش شار و دمای برابر اما 

می دهد.  نشان  گرما  اعمال  شروع  از  ثانیه   100 گذشت  از  پس  را  متفاوت 
مختلف  مقادیر  برای  دما  توزیع  است  مشخص  نمودار  از  که  همانگونه 
بودن  برابر  که  معنی  این  به  دارند.  اندکی  تفاوت  یکدیگر  با   q tτ τ=

زمان های آسایش لزوما به معنی برقراری معادله فوریه نمی باشد. دلیل این 
مغایرت، تاثیر پارامتر زمان آسایش شار در عبارت های مختلف معادله ازجمله 

گرمای پرفیوژن خون می باشد.

2
qk

Ve
cL
τ

ρ
= شکل 11 تاثیر تغییرات عدد ورنوت ) عدد فوریه آسایش

نشان می دهد. همانگونه که  را  گرمادرمانی  فرایند  در طول  دما  توزیع  بر   )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7. Surface tempeature for the convection boundary condition Fig. 6. Tempeature distribution in the tissue for surface convection 
boundary condition

Fig. 9. Tempeature distribution with position in different times for 
constant temperature boundary condition

Fig. 8. Thermal damage in skin surface for the convection boundary 
condition

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9: نمودار توزیع دما بر حسب مکان بافت در زمان های مختلف برای شرط 
مرزی دما ثابت

شکل 8: آسیب حرارتی در سطح پوست برای شرط مرزی جابجایی در سطح

شکل 7: نمودار دمای سطح پوست در شرط مرزی جابجایی شکل 6: نمودار توزیع دما بر حسب مکان بافت برای شرط مرزی جابجایی در سطح
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این  دلیل  می شود.  دما  کاهش  موجب  ورنوت  عدد  افزایش  است  مشخص 
امر تناسب معکوس عدد ورنوت با سرعت سیگنال گرماست. بنابراین مقادیر 
بالاتر عدد ورنوت موجب سرعت پایین تر سیگنال حرارتی شده که کاهش 

دما در منطقه گرمادرمانی را به دنبال دارد. 
در معادله پنس دما با سرعت بیشتری در طول بافت پخش می شود اما 
این امر در زمان های کوچکتر از 300 ثانیه بیشتر محسوس است. با افزایش 

نشان  را  یکسانی  نتایج  تقریبی  غیرفوریه ای  و  فوریه ای  مدل های  زمان، 
می دهند. اختلاف نتایج مدل های فوریه ای و غیرفوریه ای بسیار کمتر شده به 
طوری که در لحظه 30 دقیقه این اختلاف دما به حدود 0/2 درجه سانتی گراد 
گرمادرمانی  فرایندهای  برای  نیز  دما  اختلاف  مقدار  این  البته  که  می رسد 
اهمیت دارد. این پدیده در زمان ها و مکان های مختلف در شکل 12 نشان 

داده شده است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 11. Plot of temperature with different vernotte numbers

Fig. 10. Tempeature distribution in different equal relaxation times

شکل 11: نمودار دما بر حسب زمان در اعداد ورنوت مختلف

شکل 10: نمودار توزیع دما در زمان های آسایش برابر مختلف
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شکل 13 تاثیر دمای پوست بر نحوه توزیع دما در بافت را نشان می دهد. 
و  پوست  دمای سطح  کاهش  با  می شود  مشاهده  این شکل  در  بطوری که 
خنک کاری بیشتر آن، مکان ماکزیمم دما بیشتر به سمت عمق بافت منتقل 

می گردد و همچنین مقدار بیشینه دما کاهش می یابد.
شکل 14 تاثیر کاهش میزان پرفیوژن خون در تومور بر توزیع دما در 

بافت را نشان می دهد. با کاهش پرفیوژن خون در تومور که در تومورهای 
امر به  این  افزایش می یابد که  اتفاق می افتد میزان دمای تومور  هیپوکسی 
خنک  نرخ  کاهش  نتیجه  در  و  تومور  درون  به  خون  جریان  کاهش  دلیل 

کنندگی تومور می باشد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 12. Comparison of Fourier and non-Fourier results in different times

Fig. 13. Effect of skin surface temperature on the temperature distribution of the tissue

شکل 12: مقایسه نتایج مدل های فوریه ای و غیرفوریه ای در زمان های مختلف 

شکل 13: تاثیر دمای سطح پوست بر توزیع دما در بافت
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نتیجه گیری و جمع بندی- 6
زنده  بافت  در  غیرفوریه ای  حرارت  انتقال  معادلات  حاضر  پژوهش  در 
چند لایه به همراه تومور در فرایند گرمادرمانی در شرایط مرزی دما ثابت و 
همچنین جابجایی در سطح به شکل نیمه تحلیلی مورد بررسی قرار گرفت. 
تاثیر پارامترهای مختلف نظیر زمان آسایش شار و دما، پرفیوژن خون، دمای 
سطح پوست و شرایط مرزی بر نحوه پاسخ بافت به اعمال حرارت مطالعه 
زیر  صورت  به  را  آن ها  می توان  آمده  دست  به  نتایج  به  توجه  با  و  گردید 

خلاصه نمود: 
تاثیر  به همراه خواص مختص هر لایه  بافت  گرفتن  نظر  در  چندلایه 
به سزایی در نتایج توزیع دما در بافت دارد، به طوری که پس از گذشت 1800 
ثانیه از شروع اعمال میدان مغناطیسی دما در تومور 2 درجه سانتی گراد نسبت 
به حالت یک لایه افزایش می یابد که در فرایندهای گرمادرمانی بسیار حائز 

اهمیت است.

عدم خنک کاری سطح پوست موجب ایجاد سوختگی درجه دوم در سطح 
پوست می گردد، بنابراین پایین نگه داشتن دمای سطح پوست در طول فرایند 

گرمادرمانی ضروری است. 
با افزایش زمان آسایش شار، سرعت سیگنال دما کاهش می یابد که البته 

این پدیده در زمان های ابتدایی اعمال گرما بیشتر قابل توجه است.
با کاهش دمای سطح پوست، مکان بیشینه دما به سمت عمق بیشتری 

از بافت منتقل می گردد. 
اتفاق  هیپوکسی  تومورهای  در  که  تومور  در  خون  پرفیوژن  کاهش  با 

می افتد دمای بیشینه در تومور افزایش می یابد.

پیوست:
دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی حاصل از معادله )11( )برای شرط 

مرزی دما ثابت در سطح پوست( به شرح ذیل می باشد:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 14. Effect of blood perfusion rate on the temperature distribution of the tissue

شکل 14: تاثیر میزان پرفیوژن خون بر توزیع دما در بافت  
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