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1- مقدمه
سیستم های  تکنولوژی  برپایه  پیچشي  میکرومحرک هاي 
میکروالکترومکانیکی نوری1 در محدوده وسیعی نظیر ارتباطات نوری، 
تصویربرداری زیست پزشکی و نورشناسي ]1[ به کار گرفته می شوند. 
دسته  چند  به  آن ها  تحریک  نحوه  اساس  بر  معمولاً  میکرومحرک ها 
تحریک  شامل  تحریک  روش های  رایج ترین  می شوند.  تقسیم  بندی 
الکترواستاتیکی، تحریک الکترومکانیکی، تحریک الکترومغناطیسی و 
دلیل  به  الکترواستاتیکی  تحریک  روش  است.  پیزوالکتریک  تحریک 
مصرف کم انرژی، پاسخ دهی سریع و راحتی در راه  اندازی آن بیشتر 
از دیگر روش  ها مورد استفاده قرار می گیرد. بدین منظور برای بهبود 
بین  فاصله  میکرومحرک ها،  تحریک  عملکرد  و  تشخیص  دقت  در 
صفحات خازنی مینیمم و مساحت الکترودها ماکزیمم اختیار می شود. 

1  Micro Opto Electro Mechanical Systems (MOEMS)

در نتیجه فاصله کمي بین دو صفحه ایجاد می شود که حرکت هوای 
عمود بر سطح را محدود می کند. این شرایط باعث می شود مکانیزم 
انرژی از دست دهد که در سیستم هاي میکروالکترومکانیکي، به عنوان 

میرایی لایه هوای فشرده شناخته شده   است.
از  عظیمی  حجم  جابجایی  علت  به  فشرده،  هوای  لایه  میرایی 
مولکول  های هوای محبوس، به بیرون از فضای بین الکترودها می باشد 
که مخالف با سرعت هوا حرکت می  کنند. زمانی  که با حرکت صفحات، 
می شود.  خارج  آن ها  لبه ی  از  هوا  مي شود،  کمتر  آن ها  بین  فاصله 
هوا  فشار  درنتیجه  و  آهسته می کند  را  باریک موجود، جریان  مسیر 
افزایش می یابد. این افزایش فشار باعث کاهش سرعت حرکت صفحات 
می شود. توزیع فشار زیر صفحات می  تواند شبیه به یک نیروی میرایی 

و یا فنر عمل کند که باعث از دست دادن انرژی می شود ]2[.
صفحات  با  خازن  هایی  از  میکروالکترومکانیکی،  سیستم های  در 
موازی استفاده می شود که یکی از صفحات به صورت الکترواستاتیکی 
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تغییر ظرفیت خازن،  به کمک  اندازه حرکت صفحه  و  تحریک شده 
تشخیص داده می شود. در حالت کلی، نیروهای حجمی مانند نیروی 
جاذبه و اینرسی که بر روی یک سیستم کار انجام می  دهند با توان 
سوم طول رابطه مستقیم دارند، در حالی که نیروهای سطحی مانند 
دلیل  به همین  دارند.  رابطه مستقیم  با مجذور طول  لزجت،  نیروی 
از  ابعاد معمولی، می  توان  با  نیروهای سطحی  ای که در یک سیستم 
تأثیرشان صرف  نظر کرد، نقش بسیار مهمی در سیستم هایی با ابعاد 
میکرو و نانو، بازی می   کنند و با کاهش بیشتر ابعاد،تأثیرشان پررنگ  تر 
می شود ]3[. در چنین شرایطی میرایی لایه فشرده هوا بین صفحات 
به مهم  ترین عامل میراسازی در سیستم تبدیل می شود. حرکت انبوه 
افتاده در بین صفحات  می  خواهد به فضای خارج برود  هوای به دام 
ولی لزجت هوا از این حرکت ممانعت می کند. توزیع فشار ایجاد شده 
نتیجه آن می  تواند  به نحویست که  این مکانیزم  تأثیر  در هوا، تحت 
یک نیروی میرایی، یک نیروی فنری و یا ترکیبی از آن   دو باشد ]4[. 
با پیشرفت سریع در تکنولوژی سیستم های میکروالکترومکانیکی 
در دهه  های اخیر، نیاز به فهم بهتر قانون میرایی لایه هوای فشرده و 
تأثیر آن بر روی حرکت میکروسازه  ها امری ضروری شده   است. بدین 
بررسی رفتار میکروسازه ها  منظور پژوهش  های گسترده  ای در زمینه 
تحت تأثیر میرایی لایه هوای فشرده وجود دارد. به عنوان مثال، دیاب 
رفتار  بررسی  به  عددی  شبیه  ساز  یک  از  استفاده  با   ]5[ لاکیس  و 
دیگر  برخلاف  پژوهش  این  در  پرداختند.  میکروتیرها  در  هوا  لایه 
مقالات، میکروتیر تحت یک جابجایی هارمونیک با دامنه  ی بالا، بین 
نقطه تعادل و صفحه زیرین ثابت، قرار دارد. آن ها رفتار فشار هوای 
فشرده   شده در میکروتیر را، تحت شرایط متفاوت شبیه  سازی، مورد 
بررسی قرار دادند. یعقوبی زاده و یونس ]6[ به بررسی رفتار غیرخطی 
تأثیر آن روی میرایی لایه هوای فشرده و پاسخ میکروتیر دو سر  و 
گیردار، تحت شوک مکانیکی پرداختند. آن ها پاسخ میکروتیر را تحت 
و  گوناگون  صفحات  میان  فاصله ی  محیط،  هوای  مختلف  فشارهای 
برای  که  داد  نشان  نتایج  کردند.  بررسی  شوک،  متفاوت  دامنه  های 
می  تواند  فشرده  فیلم  میرایی  می کنند،  کار  هوا  با  که  سیستم هایی 
به منظور کمینه کردن جابجایی میکروسازه ی قرار گرفته شده تحت 

شوک و ضربه، مورد استفاده قرار گیرد.
بر بررسی رفتار میرایی لایه هوای فشرده در میکروتیرها،  علاوه 
محققان به بررسی این رفتار در میکروصفحات نیز پرداخته  اند. یونس 

و نایفه ]7[ یک روش جدید برای شبیه  سازی میرایی لایه فشرده هوا، 
در میکروصفحات تحت بار الکترواستاتیک زیاد، ارائه دادند. این روش 
ناپایداری کششی،  تا  را  میکروصفحه  کیفیت  تخمین ضریب  توانایی 
می باشد.  دارا  الکترواستاتیک،  بار  و  هوا  فشار  از  ای  محدوده  تحت 
نتایج نشان از تأثیر فشار و نیروی الکترواستاتیک روی شکل مودهای 
سازه، فرکانس طبیعی و ضریب کیفیت را دارد. نویل ]8[ مشاهده کرد 
اثر میرایی هوای اطراف سیستم هنگامی که یک صفحه در نزدیکی 
به  امر  این  و  می کند  پیدا  افزایش  می کند،  نوسان  دیگری  صفحه  ی 
دلیل نقشی     است که لایه  ی هوای حبس شده  ی بین صفحات بازی 
می کند. هم چنین نتیجه گرفت، اگر ضخامت لایه  ی هوای حبس شده   
بین دو صفحه از یک سوم عرض صفحات کمتر باشد، میرایی لایه  ی 

هوای حبس شده از میرایی نیروی درگ نیز بیشتر می شود.
تقسیم  دسته  دو  به  آن ها  کاری  مود  برپایه  میکرومحرک ها 
پیچشی.  میکرومحرک های  و  پیستونی  میکرومحرک های  می شوند، 
میکرومحرک های پیستونی درست مانند یک پیستون در جهت عمود 
بر آینه به سمت بالا و پایین حرکت می کنند و میکروآینه های پیچشی 
حول یک محور دوران می کنند. فینی و ریسمی ]9[ به بررسی رفتار 
پرداختند.  پیستونی  میکرومحرک های  در  فشرده  هوای  لایه  میرایی 
هم چنین در این مقاله تأثیر الگوی سوراخ بر روی میرایی لایه هوای 

فشرده مورد بررسی قرار گرفت.
فینی و ریسمی ]2[ به مطالعه میرایی لایه فشرده هوا در ساختار 
میکرومحرک ها پرداختند. تحلیل میرایی برای ترکیب مواد متفاوت که 
دارای کمترین ضریب میرایی و بهینه ترین ضریب کیفیت می باشند، 
مورد  محیط  فشار  روی  میرایی  تأثیر  هم چنین  است.  شده    انجام 
بررسی قرار گرفته است. معین  فرد و همکاران ]4[ از روش کانترویچ 
در  فشرده  هوای  لایه  میرایی  مسئله  حل  منظور  به  یافته  گسترش 
که  زمانی  دادند  نشان  آن ها  بردند.  بهره  پیچشي  میکرومحرک هاي 
دارد.  لزج خطی  رفتار  نیز  میرایی  است،  میکرومحرک کوچک  زاویه 
فامیله و همکاران ]10[ به تحلیل تولید آنتروپی در میکرومحرک های 
و  هندسی  ویژگی  های  تأثیر  از  گزارشی  آن ها  پرداختند.  پیچشی 
دینامیکی میکرومحرک و میرایی لایه هوا فشرده بر تولید آنتروپی و 

توزیع پارامترهای هیدرودینامیک میکرومحرک، ارائه دادند.
ضریب میرایی لایه فشرده هوا، تابعی از لزجت و فشار هوا است و 
یک معادله ي غیرخطي بر آن حاکم می باشد. ملیحی و همکاران ]11[ 
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به بررسی تأثیر شرایط اولیه غیرصفر و تأثیر ضرایب غیرخطی میرایی 
پرداختند.  پیچشی  میکرومحرکهای  پایداری  در  فشرده  هوای  لایه 
خمش  تأثیر  گرفتن  درنظر  با   ]12[ همکاران  و  معین فرد  هم چنین 
در میکروتیرهای پیچشی، یک مدل تحلیلی برای مسئله میرایی لایه 
هوای فشرده در میکرومحرک ها ارائه دادند. نتایج نشان داد که در مورد 
زاویه  های کوچک، میرایی لایه هوای فشرده را می  توان با یک میرایی 
کرد. هم چنین  مدل  و محوری  پیچشی  دو جهت  هر  در  لزج خطی 
نیروی  میکرومحرک،  افزایش طول  با  است،  زاویه کوچک  که  زمانی 
زاویه  های  با  رابطه  در  اما  می یابد.  افزایش  میرایی  گشتاور  و  میرایی 
زاویه  به  وابسته  شدیداً  میرایی  گشتاور  که  شد  مشاهده  محدود، 
میکرومحرک و نسبت سرعت زاویه  ای و انتقالی است، پس نمی  توان 
از تأثیر سرعت انتقالی بر نیرو و گشتاور میرایی لایه هوای فشرده در 

میکرومحرک صرف نظر کرد.
را  پیچشي  میکرومحرک هاي  میرایي  که  مقالاتی  تمام  در 
نگهدارنده  تیرهای  خمش  خاصیت  از  داده اند،  قرار  بررسي  مورد 
میکرومحرک هاي پیچشي صرف نظر شده که این عامل باعث ایجاد 
خطا در پیش بیني پاسخ سیستم خواهد شد. تا جایي که نویسندگان 
این مقاله اطلاع دارند، تنها مرجعي که خمش میکروتیرهاي پیچشي 
نگهدارنده را در مدل سازي میرایي لایه ي فشرده ي سیال لحاظ کرده 
بود، مرجع ]12[ است. اما تاکنون مسئله میرایی لایه فشرده هوا در 

میکرومحرک های پیچشی دو محوره، مورد بررسی قرار نگرفته   است.
سیستم های  در  شده،  داده  توضیحات  به  توجه  با 
مهم  مسئله  یک  هوا  فشرده    ی  لایه  میرایی  میکروالکترومکانیکی، 
برای  مدلی  و  پرداخت  بیش تر  آن  به  باید  که  می شود  محسوب 
میرایی  مدل سازی  به  مقاله  این  در  آورد.  دست  به  آن  پیش  بینی 
پرداخته  محوره،  دو  پیچشی  میکرومحرک   در  فشرده  هوای  لایه 
شده  حبس  هوای  رفتار  بر  حاکم  رینولدز  معادله  ابتدا  شده  است. 
در زیر میکرومحرک نوشته شده و سپس با توجه به شرایط مسئله 
و صرف نظر از اثرات اینرسی هوا در مقایسه با اثرات لزجت، معادله 
و  کرده  بی بعد  را  حاصل  معادله ی  ادامه  در  است.  شده  ساده  سازی 
با استفاده از روش گسترش یافته ی کانتروویچ ، معادله حل شده و 
توزیع فشار هوای فشرده به دست آمده  است. از توزیع فشار حاصله 
فشرده  هوای  لایه  میرایی  گشتاورهای  و  نیرو  محاسبه  به  منظور 
انتها تأثیر پارامترهای طراحی میکرومحرک  استفاده شده است. در 

دو محوره روی نیرو و گشتاورهای میرایی مورد بررسی قرار گرفته است. 

2- مدل سازی ریاضی
بسیارکوچک  مقیاس های  در  داده اند که  نشان  تجربی  مشاهدات 
است.  اندازه  به  وابسته  مواد،  مکانیکی  رفتار  نانو،  و  میکرو  ابعاد  در 
به  را  وابستگی  این  پیوسته،  محیط  مکانیک  کلاسیک  تئوری های 
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کلی  طور  به  دو صفحه،  بین  هواي  فشرده ي  لایه ي  رفتار  نمی شود. 
تحت تأثیر لزجت و اینرسی هوا است. کلی  ترین شکل معادله رینولدز 
برای هواي فشرده ي بین دو صفحه، در قالب یک معادله دیفرانسیلی 

غیرخطی به صورت معادله ي )1( قابل بیان است ]3[.
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h به ترتیب فشار مطلق، ضریب لزجت، چگالی و  µ و   ، ρ ، p که
u2 سرعت صفحات بالا و پایین در  u1 و  ضخامت لایه هوا و هم چنین 
v2 سرعت صفحات بالا و پایین در جهت محور v1 و   ، x جهت محور

t زمان می باشند. y و

شکل 1 نمای شماتیک دو بعدی و سه بعدی یک میکرومحرک 
پیچشی دو محوره را نشان می  دهد. در میکرومحرک های الکترواستاتیک 
پیچشی، زاویه چرخش میکرومحرک معمولاً بسیار کوچک )کمتر از 
پنج درجه ]14[( است، در نتیجه با تقریب خوبی، ضخامت لایه هوا 
ثابت فرض می شود. در چنین شرایطی معادله حاکم بر میرایی لایه 
فشرده هوا در میکرومحرک، به صورت تخمینی، معادله تراکم پذیری 
رینولدز فرض می شود. همان  طور که گفته شد در هندسه  های کوچک، 



نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 8، سال 1399، صفحات 2161 تا 2176

2164

مانند سیستم های میکروالکترومکانیکی، از اثر اینرسی هوا در مقابل 
اثر لزجت، می  توان صرف  نظر کرد. بدین ترتیب معادله  ی رینولدز به 

صورت رابطه )2( کاهش می یابد ]3[. 

( )3 3

12
hh p h p

x x y y t
ρ

ρ ρ
µ µ

∂∂ ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   
   
   

 )2(

فرآیند فرار هوا از فضای زیر میکرومحرک، یک فرآیند هم  دماست. 
فشار  با  همگن  و  خطی  صورت  به  چگالی  هم  دما،  فرآیندهای  در 

متناسب است ]3[.

Kpρ =  )3(

K یک عدد ثابت است. که در این رابطه
با جایگذاری رابطه )3( در رابطه )2( و باز کردن مشتق ها، می  توان 

نتیجه گرفت:
22 3 3 2 3

2

3 2

2
12 12

p h h p p h
p

x x y

h p p dh
p h p

y t dt

µ µ µ

µ

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ = +

∂ ∂

     
              )4(

ap و  p از دو مقدار فشار محیط  باید توجه داشت که فشار مطلق
، ناشی از حرکت محرک پیچشی تشکیل شده است. p فشار انحرافی

ap p p= +  )5(

در جابجایی های کم محرک اطراف نقطه تعادلش، می  توان معادله 
ap ساده سازی کرد. p= )4( را حول 

2 2

2 2 2 3

12 12

a

p p p dh
x y p h t h dt

µ µ∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂
 )6(

ضخامت لایه فشرده هوا  h )  ، /
a

p dh
p h t h dt
µ µ∂

<<
∂

 
 
 

2 3

12 12 1 هنگامی که 
 ، ( )/ /ap p h h∆ << ∆ عبارت ساده تر به  یا  و  است(   ( ), y0 نقطه در 
هوا به مقدار قابل توجهی فشرده نمی شود ]16[. شرایط ذکر شده، به 
شرایط هوا تراکم  ناپذیر1 مشهور است. در این شرایط معادله  ی )6( را 

می  توان به صورت رابطه )7( بازنویسی کرد ]19-17[.
2 2

2 2 3

12p p dh
x y h dt

µ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 )7(

در میکرومحرک های پیچشی، ضخامت لایه هوا بین صفحات، به 
صورت رابطه )8( تعریف می شود.

0 x y x yh h y xδ δ θ θ= − − + −  )8(

نگهدارنده  تیرهای  خیز  به  ترتیب   yδ و  xδ ،)8( معادله  ی  در 
دوران  زاویه های  ترتیب  به   yθ و  xθ و  y و  x محورهای در جهت 
h0 فاصله اولیه بین میکرومحرک و  y هستند و x و حول محورهای
الکترودهای زیرین آن قبل از اعمال هرگونه اختلاف پتانسیل الکتریکی 
tan فرض  y yθ θ= tan و  x xθ θ= است. هم چنین در این معادله، 

1  Incompressible gas condition

                                               )ب(                                                                               )الف(       

 
 

 [15]بعدی یک میكرومحرک پیچشی دو محوره  دوبعدی، )ب(  سه: نمای شماتیک )الف( 1شكل 
Fig. 1. Schematic (a) three and (b) two dimensional view of the torsional micro actuator 

 
 

  

شکل 1: نمای شماتیک )الف( سه بعدی، )ب( دو بعدی یک میکرومحرک پیچشی دو محوره ]15[
Fig. 1. Schematic (a) three and (b) two dimensional view of the torsional micro actuator
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شده است که این فرض در صورتی معتبر است که زاویه های دوران 
میکرومحرک کوچک باشد. در غیر این صورت حتی فرض استفاده از 
معادله  ی رینولدز )به جای استفاده از معادله  ی ناویر-استوکس( دقت 

کافی را ندارد.
شرایط مرزی فشار برای حل معادله  ی )7( به صورت رابطه )9( 

است.
( ) ( ), , , , 0p a y t p x L t± = ± =  )9(

L به ترتیب نصف طول و عرض  a و در رابطه )9(، پارامترهای
میکرومحرک می باشند که در شکل 1 نشان داده شده اند.

در مرحله بعد، معادله )8( برحسب پارامترهای بی بعد به صورت 
رابطه )10( بیان می شود.

max max
0 0 0x y x x y yh h h h yL xaθ θ= − ∆ − ∆ + Θ − Θ  )10(

تعریف   ،)16( تا   )11( رابطه  های  صورت  به  بی  بعد  پارامترهای 
می شوند.

0

x
x h

δ
∆ =  )11(

0

y
y h

δ
∆ =  )12(

max
x

x
x

θ
θ

Θ =  )13(

max
y

y
y

θ

θ
Θ =  )14(

x
x

a
=  )15(

y
y

L
=  )16(

تعریف   )18( و   )17( رابطه های  صورت  به   max
yθ و   max

xθ که 
می شوند.

max 1 0 0tanx

h h
L L

θ −= ≈ 
 
 

 )17(

max 1 0 0tany

h h
a a

θ −= ≈ 
 
 

 )18(

پس می  توان با جایگذاری معادله  های )17( و )18( در معادله  های 
بازنویسی  رابطه  های )19( و )20(  به صورت  را  )13( و )14(، آن ها 

کرد.

0
x x

L
h
θΘ ≈  )19(

0
y y

a
h
θΘ ≈  )20(

با جایگذاری معادله  های )10( تا )12(، )15(، )16(، )19( و )20(، 
معادله  ی   )7( به صورت رابطه )21( بازنویسی می شود.
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با توجه به اینکه مقادیر زوایای پیچشی و خیز تیرها در میکرومحرک 
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پیچشی بسیار کوچک است، می  توان 
برابر دانست.  با 1-  ظاهر شده در معادله )21( را به صورت تقریبی 

بنابراین معادله )21( را می توان به شکل رابطه )22( بازنویسی کرد.
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بی  بعد  رابطه )27(  به صورت   ،η2 بر حسب بعد فشار  در مرحله 
می شود.

2

p
P

η
=  )27(

با جای  گذاری فشار بی  بعد در معادله  ی )22(، معادله  ی فشار به 
صورت رابطه )28( بازنویسی می شود.
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یافته ی  گسترش  روش  از  استفاده  با  میرایی  مسئله  حل   -3
کانتروویچ

برقرار   )29( رابطه  که  می شود  فرض   )28( معادله  ی  حل  برای 
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باید   ( ), ,P x y t3 و   ( ), ,P x y t2  ، ( ), ,P x y t1 فشارهای
طوری تعیین شوند که به ترتیب معادله  های )30( تا )32( را ارضا 
ارائه شده  ، در آن ها  کرده و شرایط مرزی  ای که در رابطه  ی )33( 

صدق کند.
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در ادامه برای حل معادلات )30( تا )32( از روش گسترش یافته ی 
کانتروویچ استفاده می شود. بدین منظور برای حل معادله )30( برای 
، در اولین  t t= 0 تعیین توزیع فشار در زیر میکرومحرک در لحظه ی 

قدم از یک تقریب مرتبه اول گالرکین استفاده می شود.
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براي  (30بدین منظور براي حل معادله ) .شوداستفاده ميي کانتروویچ یافته گسترشاز روش ( 32( تا )30حل معادلات ) در ادامه براي
tي در لحظه میکرومحرکتعیین توزیع فشار در زیر  t  شود.، در اولین قدم از یک تقریب مرتبه اول گالرکین استفاده مي0

 

(34)
2 2

2
2 2

1 0

1 0 1 0Γ

( , , ) 0

( , , ) ( , , )

s

P P
x

x y
x y t x

p x y t dxd

y t

y

 
 

 

 
 
 



 

 
 اپراتور تغییرات است. و میکرومحرک يبعد شدهسطح بي s،(34)در معادله 

ضرب دو تابع توان به صورت حاصلرا مي P1بعدشود که توزیع فشار بيفرض ميحال طبق روش کانتروویچ،  f x1  و g y1 .نوشت 
 

(35)     1 0 1 1, ,P x y t f x g y 
 

هاي ( ارائه شده، براي تابع33) يدر معادلهکه  P1شرایط مرزي  f x1  و g y1 قابل بازنویسي (، 37( و )36هاي )به صورت معادله
 است.

 
(36) 1 1 0f   
(37) 1 1 0g   

 
در صورتي که تابع f x1 یک تابع از پیش تعیین شده باشد، کلیه تغییرات در تابع فشار ناشي از تغییرات تابع g y1 به  .باشدمي

 عبارتي دیگر
(38)1 0 1 1( , , ) ( ) ( )p x y t f x g y  

 
  توان نتیجه گرفت:مي( جایگذاري شود، 34ي )در معادله ،(38)و  (35ي )هااگر معادله
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(، xگیري به نحوي که ابتدا انتگرال نسبت به متغیر مستقلي که تابع مربوط به آن مشخص است )یعني متغیربا انتخاب ترتیب انتگرال

 .آیدمي به دست( 40معادله ) گرفته شود،
 

 )34(

δ اپراتور  s سطح بی بعد شده ی میکرومحرک و در معادله )34(،
تغییرات است.

حال طبق روش کانتروویچ، فرض می شود که توزیع فشار بی بعد
 ( )g y1 و   ( )f x1 تابع  دو  به صورت حاصل ضرب  را می توان   P1

نوشت.

( ) ( ) ( )1 0 1 1, ,P x y t f x g y=  )35(

P1 که در معادله ی )33( ارائه شده، برای تابع های  شرایط مرزی 
) به صورت معادله های )36( و )37(، قابل بازنویسی  )g y1 ) و  )f x1

است.

( )1 1 0f ± =  )36(

( )1 1 0g ± =  )37(

) یک تابع از پیش تعیین شده باشد،  )f x1 در صورتی که تابع
) می باشد.  )g y1 کلیه تغییرات در تابع فشار ناشی از تغییرات تابع

به عبارتی دیگر

1 0 1 1( , , ) ( ) ( )p x y t f x g yδ δ=  )38(

اگر معادله  های )35( و )38(، در معادله  ی )34( جایگذاری شود، 
می توان نتیجه گرفت: 
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(، xگیري به نحوي که ابتدا انتگرال نسبت به متغیر مستقلي که تابع مربوط به آن مشخص است )یعني متغیربا انتخاب ترتیب انتگرال
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 )39(

با انتخاب ترتیب انتگرال گیری به نحوی که ابتدا انتگرال نسبت به 
 ،) x متغیر مستقلی که تابع مربوط به آن مشخص است )یعنی متغیر
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براي  (30بدین منظور براي حل معادله ) .شوداستفاده ميي کانتروویچ یافته گسترشاز روش ( 32( تا )30حل معادلات ) در ادامه براي
tي در لحظه میکرومحرکتعیین توزیع فشار در زیر  t  شود.، در اولین قدم از یک تقریب مرتبه اول گالرکین استفاده مي0
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 اپراتور تغییرات است. و میکرومحرک يبعد شدهسطح بي s،(34)در معادله 

ضرب دو تابع توان به صورت حاصلرا مي P1بعدشود که توزیع فشار بيفرض ميحال طبق روش کانتروویچ،  f x1  و g y1 .نوشت 
 

(35)     1 0 1 1, ,P x y t f x g y 
 

هاي ( ارائه شده، براي تابع33) يدر معادلهکه  P1شرایط مرزي  f x1  و g y1 قابل بازنویسي (، 37( و )36هاي )به صورت معادله
 است.

 
(36) 1 1 0f   
(37) 1 1 0g   

 
در صورتي که تابع f x1 یک تابع از پیش تعیین شده باشد، کلیه تغییرات در تابع فشار ناشي از تغییرات تابع g y1 به  .باشدمي

 عبارتي دیگر
(38)1 0 1 1( , , ) ( ) ( )p x y t f x g y  

 
  توان نتیجه گرفت:مي( جایگذاري شود، 34ي )در معادله ،(38)و  (35ي )هااگر معادله
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(، xگیري به نحوي که ابتدا انتگرال نسبت به متغیر مستقلي که تابع مربوط به آن مشخص است )یعني متغیربا انتخاب ترتیب انتگرال

 .آیدمي به دست( 40معادله ) گرفته شود،
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) به جز در نقاط مرزی مقدار دلخواهی  )g yδ 1 با توجه به این که 
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 )41(

با  را   )41( معادله  در  دوم  انتگرال  می توان  کار  راحتی  برای 
انتگرال گیری جزء به جزء، به صورت معادله )42( نوشت.

2

2

2
1 11 1
1 11

)( ) ( ) (
dx

x df xdx dx
d

d ff
x

x
− −

   = −   
  

∫ ∫  )42(

حال می توان معادله )41( را به صورت ساده شده بیان نمود.
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(40) 
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1 11 1
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(
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(

dx

dy
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x dx g y
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d gf x dx g y dy
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)که با توجه به این )g y شود که ضریب ( فقط و فقط در صورتي ارضا مي40به جز در نقاط مرزي مقدار دلخواهي دارد، معادله ) 1

( )g y  برابر با صفر باشد. بنابراین: 1
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 ( نوشت.42گیري جزء به جزء، به صورت معادله )( را با انتگرال41دله )اتوان انتگرال دوم در معبراي راحتي کار مي
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1 11

)( ) ( ) (
dx

x df xdx dx
d

d ff
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 بیان نمود.( را به صورت ساده شده 41توان معادله )حال مي

 

(43)
2

2
2

1
1 1311 12Γ

( ) ( )
dy

d g y g y II I   

 
 که
 

(44)1 2
11 11

( )I f x dx


  

(45)
112

2
1 1( )I xdf x d

dx

 
 




 

(46)1

13 1 1( )xI xf dx


  
 باشد.( مي47(، به صورت معادله )37( تحت شرایط مرزي ارائه شده در معادله )43حل معادله )

 

 )43(

که

1 2
11 11

( )I f x dx
−

= ∫  )44(

112

2
1 1( )I xdf x d

dx−

 
 


=

∫  )45(

1

13 1 1( )xI xf dx
−

= ∫  )46(

حل معادله )43( تحت شرایط مرزی ارائه شده در معادله )37(، 
به صورت معادله )47( می باشد.

( )113
1

12 1

cosh
( ) 1

cosh
yIg y

I
λ
λ

 
= − 

 
 )47(

λ1 به صورت رابطه )48( تعریف می شود. که 

12
1

11

1 I
I

λ =
Γ

 )48(

به جای   ( )g y1 تابع کانتروویچ،  یافته ی  در روش گسترش  اگر 
مشابه،  پروسه ای  طی  با  شود،  فرض  معلوم  تابع  یک   ( )f x1 تابع 

) به دست می آید. )f x1 معادله دیفرانسیلی مشابه ای برای تابع 
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(47) 113
1

12 1

cosh
( ) 1

cosh
yIg y

I



 
  

 
 

 
 شود.( تعریف مي48به صورت رابطه ) 1که 

 

(48)12
1

11

1 I
I

 


 

ي کانتروویچ، تابعیافته گسترشاگر در روش  g y1  به جاي تابع f x1 اي مشابه، معادله یک تابع معلوم فرض شود، با طي پروسه
اي براي تابع دیفرانسیلي مشابه f x1 آید.مي به دست 

(49)
2

2
2

1
1 1311 12Γ

( ) ( ) J
dx

x x xd fJ J f   

 
 شوند.( تعریف مي52( تا )50(، به صورت معادلات )49ضرایب موجود در معادله )

 
(50)1 2

11 11
( )J g y dy


  

 

(51)
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2
1

1( )J ydg y d
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(52)1

13 1 1( )J yg dy


  

 
 باشد.( مي53(، به صورت معادله )36( تحت شرایط مرزي ارائه شده در معادله )49معادله )حل 

 

(53) 113
1 2

12 1

sinh
( )

sinh
xJf x x

J



 
    

 

 
 که

(54)12
1

11

J
J

   

 
تابع برايیک حدس اولیه  نظر گرفتنبا در  f x1  هايتابع ،(53( و )47هاي )معادلهحل پي در پي و سپس  f x1  و g y1  جدید

هاي تابع پیدا شدن. در نهایت با آیندمي به دست f x1  و g y1 تابع ،P1 ( 55به صورت معادله )خواهد بود. 
 
 

(55)   
1

1 113 13
2

12 12 1

1 0 1

1
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( , ,
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)

o

( )

h

)

h

P x

x
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 )49(

ضرایب موجود در معادله )49(، به صورت معادلات )50( تا )52( 
تعریف می شوند.

1 2
11 11

( )J g y dy
−

= ∫  )50(

112

2
1

1( )J ydg y d
dy−

 
 


=


∫  )51(

1

13 1 1( )J yg dy
−

= ∫  )52(

حل معادله )49( تحت شرایط مرزی ارائه شده در معادله )36(، 
به صورت معادله )53( می باشد.

( )113
1 2

12 1

sinh
( )

sinh
xJf x x

J
ν
ν

 
= − Γ  

 )53(

که

12
1

11

J
J

ν = Γ  )54(

) و سپس حل  )f x1  با درنظر گرفتن یک حدس اولیه برای تابع
) جدید  )g y1 ) و  )f x1 پي در پي معادله های )47( و )53(، تابع های 

( )g y1 ) و  )f x1 به دست مي آیند. در نهایت با پیدا شدن تابع های 
P1 به صورت معادله )55( خواهد بود. ، تابع 

( ) ( )
1

1 113 13
2

12 12 1

1 0 1

1

sinh cosh
1

si

(

n s

( , ,

c

)

o

( )

h

)

h

P x

x

y t f x g y

yJ I x
J I

ν λ

ν λ

∞ ∞∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞

∞= =



  
  − −
 Γ   

 )55(

 t0 زمان  برای  محدودیتی  هیچ  حل،  مراحل  در  که  آن جایی  از 
 P1 اعمال نشد، می توان از حل ارائه شده برای به دست آوردن تابع 

برای تمام زمان ها استفاده نمود.
به طور مشابه، برای حل معادله )31( طبق روش کانتروویچ، فرض 
P2 را می توان به صورت حاصل ضرب  می شود که توزیع فشار بی بعد 

) نوشت. )g y2 ) و  )f x2 دو تابع 
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براي  (30بدین منظور براي حل معادله ) .شوداستفاده ميي کانتروویچ یافته گسترشاز روش ( 32( تا )30حل معادلات ) در ادامه براي
tي در لحظه میکرومحرکتعیین توزیع فشار در زیر  t  شود.، در اولین قدم از یک تقریب مرتبه اول گالرکین استفاده مي0

 

(34)
2 2

2
2 2

1 0

1 0 1 0Γ

( , , ) 0

( , , ) ( , , )

s

P P
x

x y
x y t x

p x y t dxd

y t

y

 
 

 

 
 
 



 

 
 اپراتور تغییرات است. و میکرومحرک يبعد شدهسطح بي s،(34)در معادله 

ضرب دو تابع توان به صورت حاصلرا مي P1بعدشود که توزیع فشار بيفرض ميحال طبق روش کانتروویچ،  f x1  و g y1 .نوشت 
 

(35)     1 0 1 1, ,P x y t f x g y 
 

هاي ( ارائه شده، براي تابع33) يدر معادلهکه  P1شرایط مرزي  f x1  و g y1 قابل بازنویسي (، 37( و )36هاي )به صورت معادله
 است.

 
(36) 1 1 0f   
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در صورتي که تابع f x1 یک تابع از پیش تعیین شده باشد، کلیه تغییرات در تابع فشار ناشي از تغییرات تابع g y1 به  .باشدمي

 عبارتي دیگر
(38)1 0 1 1( , , ) ( ) ( )p x y t f x g y  

 
  توان نتیجه گرفت:مي( جایگذاري شود، 34ي )در معادله ،(38)و  (35ي )هااگر معادله
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(، xگیري به نحوي که ابتدا انتگرال نسبت به متغیر مستقلي که تابع مربوط به آن مشخص است )یعني متغیربا انتخاب ترتیب انتگرال

 .آیدمي به دست( 40معادله ) گرفته شود،
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( ) ( ) ( )2 0 2 2, ,P x y t f x g y=  )56(

معادله های  به صورت   ( )g y2 و  ( )f x2 توابع  مشابه،  روندی  با 
)57( و )58( به دست می آیند.

( )223
2 2

22 2

cosh
( ) 1

cosh
xJf x

J
ν
ν

 
= − Γ  

 )57(

( )223
2

22 2

cosh
( ) 1

cosh
yIg y

I
λ
λ

 
= − 

 
 )58(

که

1 2
21 21

( )I f x dx
−

= ∫  )59(

122

2
1 2 ( )I xdf x d

dx−

 
 


=

∫  )60(

1

23 1 2 ( )I xf dx
−

= ∫  )61(

1 2
21 21

( )J g y dy
−

= ∫  )62(

122

2
1

2 ( )J ydg y d
dy−

 
 


=


∫  )63(

1

23 1 2 ( )J yg dy
−

= ∫  )64(

22
2

21

1 I
I

λ =
Γ

 )65(

22
2

21

J
J

ν = Γ  )66(

به   P2 تابع   ،)62( و   )57( معادله های  متوالی  حل  با  نتیجه  در 
صورت معادله )67( به دست می آید.

( ) ( )2 223 23
2

22 22 2 2

2 0 2 2

c

( , , ) ( ) ( )

osh cosh
1 1

cosh cosh

P x y t f x

x y
I

g y

J I
J

ν λ

ν λ

∞ ∞∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

  
  − −
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یافته ی  گسترش  روش  به   )32( معادله  حل  برای  هم چنین 
 ( )f x3 توابع   ، ( ) ( ) ( ), ,P x y t f x g y=3 0 3 3 فرض  با  کانتروویچ، 

) به صورت معادله های )68( و )69( استخراج می شوند. )g y3 و 
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تا   )70( معادلات  در   )69( و   )68( معادلات  در  موجود  ضرایب 
)77( ارائه شده اند.
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P3 به صورت معادله )78( محاسبه می شود. در این صورت تابع 
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بنابراین با جایگذاری معادلات )55(، )67( و )78( در معادله )29(، 
رابطه توزیع فشار بی بعد در لایه فشرده هوا بین صفحات به دست می آید.
همگرایی این روش به قدری بالاست که معمولاً پاسخ های به دست 
آمده بعد از دو تکرار دارای دقت کافی و قابل قبول هستند. به منظور 
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بررسی صحت، دقت و همگرایی روش گسترش یافته ی کانتروویچ، به 
) در شکل 2 رسم شده اند.  )g y3 ) و  )f x3 عنوان نمونه، تابع های 
همان گونه که مشاهده می شود، شدت همگرایی به گونه ای است که 

تشخیص نمودارهای مختلف از یک دیگر غیرممکن است.
روش  با  آمده  به دست  معادلات  سنجی  صحت  برای  هم چنین 
متلب  افزار  نرم   PDE1 ابزار  جعبه  از  کانتروویچ،  یافته ی  گسترش 
استفاده شد که برای حل معادلات دیفرانسیلی با مشتقات پاره ای، به 
کمک روش المان محدود است. معادله تعریف شده در این تولباکس 
از نوع بیضوی انتخاب گردید و تعداد المان های مثلثی 312 عدد در 
بر  نقاط دلخواه که  برای حل در  ابزار  این جعبه  نظر گرفته شد. در 
می شود.  استفاده  میانیابی  از  ندارد،  قرار  شده  تعریف  گره های  روی 
مقایسه دو روش ذکر شده، در شکل 3، آورده شده است. نمودارهای 
از دو روش  رسم شده در شکل 3، به ترتیب فشارهای به دست آمده 

( , , )P x y t3 0 و  ( , , )P x y t2 0 ، ( , , )P x y t1 0 توابع برای  را  ذکر شده 
، مقایسه می کنند. همان  ( , )y∈ −1 1 x/ و برای دامنه  =0 5 ، در
طور که مشاهده می شود، حل ارائه شده از دقت زیادی برخوردار است.

داشتن  با  میرایی  گشتاورهای  و  نیرو  محاسبه  نحوه   4 در شکل 
توزیع فشار، آمده   است. با توجه به شکل 4، می  توان روابط )79( تا 

)81( را برای محاسبه نیرو و گشتاور میرایی نوشت.
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1  Partial Differential Equation Toolbox
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dyM گشتاورهای  dxM و   ، z dF نیروی میرایی در جهت محور که 
R سطح میکرومحرک است. y هستند و x و میرایی حول محورهای

 می  توانند به شکل بی  بعد خود به  صورت رابطه های 
dyM  و 

dxM ، dF

)82( تا )84( نوشته شوند.
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بنابراین با گرفتن انتگرال  های موجود در معادله  های )82(-)84(، 
، محاسبه می شوند. dyM dxM و  ، dF مقادیر بی  بعد 

 
 )ب(                                                                  )الف(                                                            

)الف( تابع: 2شكل  f x3 ب( تابع و( g y3  در تكرارهای مختلف به ازای 1 
1  where 3 xg and (b)  3f x Different iteration of (a). 2Fig.  

 

Γ =1 ) در تکرارهای مختلف به ازای  )g y3 ) و )ب( تابع )f x3 شکل 2: )الف( تابع 

Fig. 2. Different iteration of (a)  ( )3f x  and (b) ( )3 xg where 1Γ =
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 )ب(                                                                          )الف(                                       

 
 (ج)                                                                          
)تابع( الف: )3 شكل , , )P x y t1 )تابع( ب) ،0 , , )P x y t2 )تابع( ج) و 0 , , )P x y t3 x/در ،0 0 )دامنه یبرا و 5 , )y  11 

Fig. 3. (a) 1 0( , , )P x y t , (b) 2 0( , , )P x y t and (c) 3 0( , , )P x y t , where 0.5x  and 

 

 

 

  

( , )y ∈ −1 1 x/ و برای دامنه =0 5 ، در ( , , )P x y t3 0
) و )ج( تابع , , )P x y t2 0

، )ب( تابع ( , , )P x y t1 0
شکل 3: )الف( تابع 

Fig. 3. (a) 
1 0( , , )P x y t , (b) 

2 0( , , )P x y t and (c) 
3 0( , , )P x y t , where 0.5x = and ( , )y ∈ −1 1

 
و  zایجاد نیروی جزئی در جهت محورد و باعث شومیی که بر روی جزئی از سطح میكرومحرک اعمال هوای: فشار 4شكل 

 [15]د شومی yو  xگشتاورهای جزئی حول محورهای 
direction and z Gas pressure acting on a differential surface element, causes differential damping force inFig. 4. 

]15[ directionsy andx damping torques in 

 
 

  

z و گشتاورهای جزئی حول محورهای  شکل 4: فشار هوایی که بر روی جزئی از سطح میکرومحرک اعمال می شود و باعث ایجاد نیروی جزئی در جهت محور
y می شود ]15[ x و 

Fig. 4. Gas pressure acting on a differential surface element, causes differential damping force in z direction and damping 
torques in x and y directions [15]
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4- تحلیل و بررسی نتایج
در  میکرومحرک  اندازه  ی  تغییر  تأثیر  بررسی  و  مشاهده  برای 
 dyM و   dxM شده  ی  بی  بعد  گشتاورهای  روی  بر   x محور راستای 
از انتگرال های طرف دوم معادله  های )83( و )84( استفاده می شود. 
افزایش   Γ مقدار   ، L مقدار نگه  داشتن  ثابت  و   a مقدار افزایش  با 
 dxM افزایشΓ، مقدار  با  می یابد. در شکل 5 مشاهده می شود که 
dyM افزایش می یابد. همین  طور با افزایش  با شیب بیشتری نسبت به
Γ کاهش می یابد که منجر  ، اندازه a L و ثابت نگه  داشتن مقدار اندازه

dyM می شود. dxM و به کاهش مقدار 
اما  است،  مفید   dyM و   dxM رفتار  مشاهده  و  بررسی  هرچند 
گشتاورهای  ارتباط  بررسی  با  را  دقیق  تری  اطلاعات  و  نتایج  طراح، 
dyM با ابعاد میکرومحرک، به دست می  آورد. زیرا رفتار  dxM و  بابعد 
نباشد.  یکسان  شده،  بی بعد  گشتاور  رفتار  با  می  تواند  بابعد،  گشتاور 
dxM و   ، dF بدین منظور، ابتدا رابطه بین نیرو و گشتاورهای بی  بعد 
، بررسی می شود.  dyM dxM و  ، dF ، با نیرو و گشتاورهای با بعد  dyM

رابطه  های )85( تا )87( این ارتباط را نشان می  دهد.

13 
 

سطح میکرومحرک  Rهستند و yو xگشتاورهاي میرایي حول محورهاي dyMو  z ،dxMنیروي میرایي در جهت محور dFکه 
 است.

dF،dxM  وdyM ( نوشته شوند.84( تا )82هاي )صورت رابطهبعد خود بهبي شکلتوانند به مي 
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 ند.شومي محاسبه، dyMو  dF،dxMبعد (، مقادیر بي84)-(82هاي )معادله موجود در هايانتگرال گرفتنبا ن یبنابرا
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از  dyMو  dxM يبعد شدهبر روي گشتاورهاي بي xي میکرومحرک در راستاي محورتغییر اندازه تأثیربراي مشاهده و بررسي 
د. یابميافزایش  ، مقدار Lداشتن مقدارو ثابت نگه aد. با افزایش مقدارشومي( استفاده 84( و )83هاي )معادلههاي طرف دوم انتگرال

 Lطور با افزایش اندازهد. همینیابميافزایش  dyMبیشتري نسبت به شیب با dxM، مقدار د که با افزایششوميمشاهده  5 شکلدر 
 د.شومي dyMو dxMد که منجر به کاهش مقدار یابميکاهش  ، اندازهaداشتن مقدارو ثابت نگه

 dxMبابعد تري را با بررسي ارتباط گشتاورهاي مفید است، اما طراح، نتایج و اطلاعات دقیق dyM و dxMهرچند بررسي و مشاهده رفتار 
بدین منظور، . باشدبعد شده، یکسان نتواند با رفتار گشتاور بي، ميبابعدآورد. زیرا رفتار گشتاور مي به دستبا ابعاد میکرومحرک،  dyMو 

هاي د. رابطهشومي، بررسي dyMو  dF،dxM بعد با، با نیرو و گشتاورهاي dyMو  dF ،dxMبعد ابتدا رابطه بین نیرو و گشتاورهاي بي
 دهد.( این ارتباط را نشان مي87( تا )85)
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نیرو و نسبت به زمان،  dyMو  dF ،dxMپارامترهاي بودن ثابت به توجه با د،شومي( مشاهده 87( تا )85هاي )طور که در معادلههمان
 انتقالي، به صورت خطي با سرعت dyMو  dF،dxMگشتاورهاي میرایي  x yd dt d dt  ايهاي زاویهو سرعت x  وy 
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نیرو و نسبت به زمان،  dyMو  dF ،dxMپارامترهاي بودن ثابت به توجه با د،شومي( مشاهده 87( تا )85هاي )طور که در معادلههمان
 انتقالي، به صورت خطي با سرعت dyMو  dF،dxMگشتاورهاي میرایي  x yd dt d dt  ايهاي زاویهو سرعت x  وy 

 )87(

با  می شود،  مشاهده   )87( تا   )85( معادله  های  در  که  همان طور 
به زمان،  dyM نسبت  dxM و   ، dF پارامترهاي بودن  ثابت  به  توجه 
با  خطی  صورت  به   ، dyM و   dxM ، dF میرایی  گشتاورهای  و  نیرو 
xθ و  ) و سرعت  های زاویه  ای  )x yd dt d dtδ δ+ سرعت انتقالي 
yθ رابطه دارند. این بدین معنی است که نیرو و گشتاورهای میرایی 

میراگرهای  نقش  می  تواند  پیچشی،  محوره  دو  میکرومحرک  یک  در 
لزج خطی را بازی کند. 

که  مطالعاتی  اکثر  در  شد،  ذکر  مقاله  مقدمه  در  که  طور  همان 
تا کنون بر روی میرایي میکرومحرک هاي پیچشي انجام شده است، 
پیچشي  میکرومحرک هاي  نگهدارنده  تیرهای  خمش  خاصیت  از 
صرف نظر شده و فقط اثر پیچشی آن ها در نظر گرفته می شود. درواقع 
در معادله های حاکم، تأثیر پیچش بسیار بیش تر از اثر خمش است. 
در عین حال، در این مقاله برای رسیدن به یک مدل دقیق تر، هردو 
اثر خمش و پیچش لحاظ گردید، اما به راحتي مي توان نشان داد اگر 
فرایند مدل سازي با لحاظ کردن اثر پیچشی تیرها و چشم پوشی از اثر 
خمش آن ها انجام مي شد، ضخامت لایه هوا بین صفحات، به صورت 

رابطه )88( در می آمد.

0 x yh h y xθ θ= + −  )88(

انجام  و   )7( معادله  در   )88( رابطه  جایگذاری  با  همچنین 

 

  

 
 بر حسب  dyMو  dxMبعد میرایی لایه هوای فشرده، : گشتاور بی5شكل 

. vsdyM anddxM Normalized squeeze film damping torquesFig. 5.  
 

Γ  بر حسب 
dyM  و 

dxM شکل 5: گشتاور بی  بعد میرایی لایه هوای فشرده، 

Fig. 5. Normalized squeeze film damping torques 
dxM and 

dyM vs. Γ
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 ( ), ,P x y t فشار تابع  ذکر شد،  قبلًا  که  فرضیاتی  و  بی بعدسازی ها 
از معادله )89( قابل محاسبه می بود.

( ) ( ) ( )1 3
1

2

, , , , , ,P x y t P x y t P x y t
η
η

= +  )89(

η2، در معادله های )23( و )24( تعریف شده اند و توابع  η1 و که
) با استفاده از روش گسترش یافته ی  ), ,P x y t3 ) و  ), ,P x y t1 فشار
کانتروویچ و شروط ذکر شده در معادله های )30(، )32( و )33(، طبق 
معادله های )55( و )67(، به دست می آیند. با حذف تأثیر خمش و در 
بین  تابع فشار هوای  برای  به دست آمدن معادله )89(  نتیجه ي آن، 
صفحات و جایگذاری آن در معادله های )80( و )81(،گشتاور میرایی 
حاصل  در  زیرا  می مانند،  باقی  تغییر  بدون   ، y و  x محورهاي حول 
انتگرال های ذکر شده، تغییری ایجاد نمی شود. اما نيروي ميرایي در 
به دست  با جایگذاری معادله )89( در معادله )79( و  قائم،  راستاي 

دهنده ي  نشان  موضوع  این  می شود.  صفر  انتگرال،  حاصل  آوردن 
اهمیت در نظر گرفتن درجات آزادي خمشي در مدل سازي میرایي 

لایه ي فشرده ي سیال مي باشد.
با توجه با معادله  های )85( تا )87(، می  توان مشاهده کرد که اندازه 
نیرو و گشتاورهای میرایی واقعی، با مکعب فاصله میان میکرومحرک 
(، رابطه عکس دارند و با افزایش این فاصله، نیرو و  h0

3 و الکترودها )
گشتاورهای میرایی کاهش پیدا می  کنند و هم چنین با افزایش لزجت هوا 
 بین دو صفحه، مقدار نیرو و گشتاورهای میرایی، افزایش پیدا می  کنند.

عبارت گفته شده در بالا توجیه قابل درک فیزیکی دارد. به عبارت 
دیگر با افزایش فاصله  ی بین صفحه میکرومحرک و الکترودها، هوای 
به دام افتاده بین این دو صفحه، راحت  تر امکان بیرون رفتن از بین 
دو صفحه را دارد و به نوعی نیرو و گشتاورهای میرایی کاهش پیدا 
برابر  در  بیشتری  مقاومت  هوا،  لزجت  افزایش  با  طرفی  از  می کند. 
یا  خارج  )به  الکترودها  و  میکرومحرک  صفحات  بین  هوای  حرکت 
گشتاورهای  و  نیرو  شدن  بیشتر  مستلزم  که  می شود  ایجاد  داخل( 

میرایی است.
جهت  در  میکرومحرک  اندازه  تغییر  تأثیر  مشاهده  منظور  به 
مقدار  تغییرات  نمودار  میرایی،  نیروی  مقدار  بر   y و  x محورهای
شده  رسم   6 شکل  در   .Γ حسب. بر   ( ) ( )( )yd xh LF δµ δ+ 

3
0

412

Γ، مقدار نیروی بابعد  است. با توجه به معادله )85( با افزایش پارامتر
افزایش می یابد که این نتیجه در شکل 6 نیز قابل مشاهده است.

بر   ، ( { , })x yζ ∈  ، ( ) ( )dM h Lζ ζθµ 

3
0

612 مقدار   7 شکل  در 
، سایر  dM ζ حسبΓ رسم شده است. مشاهده می شود که به جز 
a اندازه با تغییر  نتیجه  ، هستند. در  a پارامتر از  پارامترها مستقل 

کاهش  های  و  افزایش  ها  کلیه  می  انجامد،   ،Γ اندازه تغییر  به  که   ،
y شکل 7، به دلیل افزایش و کاهش مقدار  مشاهده شده در محور
)از   Γافزایش با  که  می شود  مشاهده  نمودار  این  در  است.   

dM ζ

dxM به   ،) L a و ثابت درنظر گرفتن پارامتر طریق افزایش پارامتر
طور یکنواخت کاهش می یابد، درحالی که اندازه آن در حال افزایش 
Γ است. هم چنین می توان نتیجه گرفت که برای مقادیر کم پارامتر
Γ افزایش  با  و  می باشد  با صفر  برابر  و  ثابت  تقریباً   dyM مقدار   ،

حال  در  آن  اندازه  که  صورتی  )در  می یابد  کاهش  به شدت  dyM  ،
افزایش است(.

 dyM dxM و  L بر روی  به منظور بررسی تأثیر تغییرات پارامتر
تغییرات  مشاهده  برای  بنابراین  نمود.  استفاده   7 شکل  از  نمی توان 
 8 شکل  در   ، L پارامتر اندازه  تغییر  به  نسبت  بابعد  گشتاور  مقدار 
بر   ، ( { , })x yζ ∈ ،  ( ) ( )dM h aζ ζθµ 

3
0

612 پارامتر  تغییرات  نمودار 
Γ1 رسم شده  است. همان طور که قبلًا به آن اشاره شد، تمام  حسب 
، هستند. در نتیجه می توان  L ، مستقل از پارامتر

dM ζ
پارامترها به جز

، را در شکل 8 مشاهده  L ، و پارامتر
ζdM رابطه میان گشتاور بابعد، 

نمودار  این  در  که  گرفت  نتیجه  می توان   8 شکل  مشاهده  با  نمود. 
dxM تقریباً ثابت و برابر با صفر  ، مقدار  Γ1 برای مقادیر کم پارامتر 

 
 : نمودار6شكل     yd xh LF  3

0
 بر حسب 412

. vs    3
0

412d x yh LF    .6 Fig. 
 

 

  

Γبر حسب ( ) ( )( )yd xh LF δµ δ+3
0

412   شکل 6: نمودار 

Fig. 6. ( ) ( )( )3
0

412d x yh LF δ δµ + 
vs. Γ
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به شدت کاهش می یابد )در صورتی  dxM  ، Γ1 می باشد و با افزایش 
که اندازه آن در حال افزایش است(. در این نمودار مشاهده می شود 
 به طور یکنواخت کاهش می یابد، درحالی که 

dyM  ، Γ1 که با افزایش 
اندازه آن در حال افزایش است.

5- نتیجه گیری
امروزه در کشورهای پیشرفته جهان، توسعه تلفیقی سیستم های 
توسعه  لزوم  است.  مدنظر  کوچک  ابعاد  در  الکترونیکی  و  مکانیکی 
این فناوری باعث شده تا بسیاری از کشورهای جهان برای گسترش 
این فناوری و تولید محصول مربوطه اقداماتی صورت داده و در این 
ایجاد  باعث  کوشش ها  این  دهند.  انجام  سرمایه گذاری هایی  راستا 
نسل جدیدی از سیستم های میکروالکترومکانیکی به نام سیستم های 
میکروالکترومکانیکی نوری گردید. به عنوان نمونه ای از این سیستم ها 
سیستم های  در  کرد.  اشاره  پیچشی  میکرومحرک های  به  می توان 
با  خازن هایی  از  میکرومحرک ها،  جمله  از  میکروالکترومکانیکی 
الکترواستاتیکی  صورت  به  که  می شود  استفاده  موازی  صفحات 
به   می شود.  پایش  خازن  ظرفیت  تغییر  با  آن  حرکت  و  تحریک، 
منظور بهبود کارایی تحریک، فاصله های بین صفحات خازنی کمینه 
الکترودها به صورت بیشینه طراحی می شوند. در چنین  و مساحت 
میراسازی  مکانیزم  مهم ترین  به  هوا  فشرده  لایه  میرایی  شرایطی 
حرکت در میکرومحرک ها تبدیل می شود. خمش تیرهای نگهدارنده 
لایه  میرایی  روی  بر  فراواني  تأثیر  محوره  دو  پیچشی  میکرومحرک 

این  دارد.  سیستم ها،  این  دینامیکي  رفتار  متعاقباً  و  فشرده،  هوای 
پیچشي،  میکرومحرک هاي  در  استفاده  مورد  تیرهای  که  واقعیت 
مسئله ي  بررسي  مي گیرند،  قرار  هم  تحت خمش  پیچش،  بر  علاوه 
پیچیده  و  را سخت  سیستم ها  این  در  سیال  فشرده ي  لایه  میرایي 
مي کند. لذا هدف از ارائه این مقاله بررسی و مدل  سازی میرایی لایه 
هوای فشرده در میکرومحرک پیچشی دو محوره با درنظر گرفتن اثر 
خمش تیرهای نگهدارنده می باشد. ابتدا معادله تراکم پذیری رینولدز 
حاکم بر رفتار هوای فشرده در زیر صفحه ی متحرک، با صرف نظر از 
اثرات اینرسی هوا در مقایسه با اثرات لزجت و با فرض هم دما بودن 
پروسه ارتعاش میکرومحرک، خطی سازی و بی بعدسازی شد. سپس 
یافته ی  گسترش  روش  از  استفاده  با  حاصل،  شده  نرمال  معادله 
کانتروویچ حل گردید. به منظور محاسبه نیرو و گشتاورهای میرایی 
لایه هوای فشرده از توزیع فشار حاصله استفاده شد. نتایج به دست 
آمده از روش حل حاکی از آن بود که در صورت کوچک بودن زاویه 
دوران، نیرو و گشتاورهای میرایی نقش یک میرایی لزج خطی را ایفا 
می کنند. در انتها نیز تأثیر پارامترهای طراحی میکرومحرک پیچشی 
قرار  بررسی  مورد  نگهدارنده  میرایی  گشتاورهای  روي  محوره  دو 
گرفت. از نتایج و فرمول  های به دست آمده برای نیرو و گشتاورهای 
میرایی لایه هوای فشرده در میکرومحرک پیچشی دو محوره در این 
میکرومحرک هایی  دینامیک  دقیق  مدل  سازی  برای  می  توان  مقاله، 
استفاده نمود که اثر خمش تیرهای پیچشي در آن ها قابل صرف نظر 

نیست.

 
: نمودار 7شكل    dM h L 3

0
}، که 612 , }x y  بر حسب 

. vs { , } x y where    0
63 12dM h L  . Fig. 7 

 
  

Γبر حسب { , }x yζ ∈ ، که  ( ) ( )dM h Lζ ζθµ3
0

612  شکل 7: نمودار 

Fig. 7. ( ) ( )0
63 12dM h Lζ ζµ θ  where { , }∈ x yζ  vs. Γ
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فهرست علائم
علائم انگلیسی

am ،نصف طول میکرومحرک

h ،ضخامت لایه حبس شده بین صفحات در میکرومحرک
m

h0m ،فاصله اولیه بین میکرومحرک و الکترودهای زیرین
Lm ،نصف عرض میکرومحرک
FN ،نیروی میرایی
MN.m ،گشتاور میرایی

P ،فشار مطلق هوا حبس شده بین صفحات در میکرومحرک
Pa

p فشار انحرافی بی بعد هوا حبس شده بین صفحات در
Pa ،میکرومحرک

paPa ،فشار هوای محیط
um/s ،x سرعت هوا فشرده به دام افتاده در جهت محور
vm/s ،y سرعت هوا فشرده به دام افتاده در جهت محور

علائم یونانی
ε0C2N/m2 ،ثابت گذردهی الکتریکی خلأ
δm ،خیز تیرهای خمشی میکرومحرک
Δخیز بی بعد تیرهای خمشی میکرومحرک

θ ،زاویه دوران میکرومحرک حول محور تیرهای پیچشی
rad

Φزاویه دوران بی بعد میکرومحرک حول تیرهای پیچشی

μ ،لزجت هوا حبس شده بین صفحات در میکرومحرک
Pa.s

ρ ،چگالي هوا حبس شده بین صفحات در میکرومحرک
kg/m3

بالانویس
maxحداکثر زاویه دوران

زیرنویس
dمیرایی
xx در جهت محور
yy در جهت محور
صفحه بالایی1
صفحه پایینی2
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