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آنالیز ارتعاشی ربات کابلی به منظور تعیین سرعت های بحرانی 
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خلاصه: ربات های کابلی یکی از انواع ربات هایی هستند که زنجیره ی سینماتیکی آن ها موازی می باشد. ربات های کابلی 
موازی به دلیل استفاده از محرک کابلی به جای بازوهای صلب، دارای ویژگی های مهمی همچون فضای کاری گسترده، 
سرعت و شتاب بالاتر و صرفه اقتصادی مطلوب می باشند. از سوی دیگر به دلیل فضای کاری گسترده و خاصیت ذاتی کابل 
در معرض ارتعاشات ناخواسته قرار دارند به همین دلیل بررسی مدل دینامیکی و ارتعاشی آنها یک ضرورت است. در این 
تحقیق با تکیه بر روش اجزای محدود و با بهره گیری از المان کابل طول متغیر، روابط دینامیکی حاکم بر یک ربات کابلی 
صفحه ای استخراج می شود. ربات مورد تحقیق، یک ربات چهارکابله است که یک فضای مستطیلی را پوشش می دهد. 
معادلات به دست آمده غیرخطی و دارای ضرایب متغیری می باشند که تابع سرعت حرکت المان هستند. در این تحقیق، 
روابط دینامیکی حاکم بر سیستم با فرض حرکت سرعت ثابت عملگر نهایی و با فرض کوچک بودن دامنه ارتعاشات خطی 
سازی شده اند. سپس با حل مسئله مقدار ویژه متناظر، پایداری سیستم در سرعت ها و موقعیت های مختلف عملگر نهایی 
بررسی شده و سرعت بحرانی و فرکانس ناپایداری سیستم در موقعیت های مختلف تعیین شده است. نتایج عددی به 
دست آمده نشان می دهد که سرعت بحرانی در نقاط گوشه ی فضای کاری کمتر است و با حرکت به سمت قسمت های 
میانی فضا افزایش می یابد. در مورد فرکانس های ناپایداری روند معکوسی را شاهد هستیم، به این صورت که فرکانس پایه 

در نقاط گوشه بالاتر است و با حرکت به سمت قسمت های میانی فضای کاری کاهش می یابد. 
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1- مقدمه
در سال های اخیر با گسترش کاربرد ربات ها، محققان با نگاهی تازه 
به طبیعت به ساختارهای زنجیره ی سینماتیکی بسته با ویژگی هایی 
نظیر دقت بالا، شتاب زیاد و قابلیت حمل بار دست یافتند. همان گونه 
که انسان برای حمل اشیای سنگین از هر دو دست استفاده می کند و 
یا برای انجام کارهایی مثل نوشتن یا گرفتن اجسام چند انگشت خود 
راهکار  بسته ی سینماتیکی  زنجیره های  از  استفاده  کار می برد،  به  را 
مناسبی برای رفع مشکلات بازوهای سری است ]1[. با توجه به این 
بینش، به کارگیری زنجیره های سینماتیکی بسته رو به افزایش بوده و 
جهت گیری تحقیقات و توسعه ی فناوری در زمینه ی ربات های موازی 

گسترش یافته است.
دو  هر  برضعف های  غلبه  برای  و  گذشته  دهه ی  سه  حدود  از 
موازی  ربات های  درطراحی  جدیدی  نگرش  موازی  و  سری  مکانیزم 

به  کابلی  بازوهای  کارگیری  به  بر  مبتنی  نگرش  این  گردید.  مطرح 
جای بازوهای صلب است و با طراحی یک بازوی ماهر که تنها از نیروی 
این  از  با استفاده  به کار گرفته می شود.  کششی کابل استفاده کند، 
رویکرد جدید می توان ربات های موازی طراحی کرد که از نظر وزن به 
مراتب سبک تر از مکانیزم هایی با بازوی صلب می باشند ]2[. به این 
ترتیب جرم متحرک ربات بسیار کاهش می یابد و در نتیجه با نیروی 
یکسان، سرعت و شتاب بیشتری را می توان در عملگر نهایی به دست 

آورد و بار بیشتری را نیز حمل کرد.
کاربردهای  در  بلندی  تاریخچه  کابلی  ربات های  اینکه  وجود  با 
قبیل  از  آن  بنیادی  و  اساسی  مسائل  از  بسیاری  دارند،  صنعتی 
محققان  توسط  اخیر  سال های  در  کنترل،  و  دینامیک  سینماتیک، 
مورد بررسی قرار گرفته اند. به دلیل خاصیت خمشی و کشسانی ذاتی 
کابل ها، ارتعاشات ربات های کابلی در کاربردهای مخصوصی که نیاز به 
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فضای کاری گسترده، سرعت بالا و سختی بالای سیستم دارند، دارای 
با  نزدیکی  رابطه ی  ربات،  ارتعاشی  ویژگی های   .]3[ می شود  اهمیت 
لینک های  با  موازی  ربات های  سختی  مسئله ی  دارند.  ربات  سختی 
صلب توسط تعدادی از محققان بررسی شده است. برای مثال جاسلین 
و ژانگ ]4[، مسئله ی سختی مکانیزم های موازی را بر اساس روش و 
مدل پارامتر فشرده بررسی کرده اند و چگونگی به دست آوردن سختی 
وگوتفارد،  نوین  داده اند.  ارائه  را  فضایی  موازی  مکانیزم های  در  کلی 
نگاشت سختی کارتزین را در ربات های موازی با فرض نبود نیروهای 
یا  پیش بار  داخلی  نیروهای  این  کرده اند.  بررسی  لینک ها  در  داخلی 

پیش کشش نیز گفته می شوند ]5[.
سهم نیروهای داخلی در سختی مجموع ربات های کابلی می تواند 
کابلی، همچنین  ربات های  باشد. مسئله سختی  قابل ملاحظه  بسیار 
مثال  برای  است.  شده  بررسی  محققان  از  دیگری  تعداد  توسط 
داگالاکیس ]6[ سختی ربوجرثقیل ها را بررسی کرد و بیان نمود که 
سختی مجری نهایی، تابعی از هردو عامل سختی های کابل ها و جرم 

حمل شده توسط مجری نهایی است.
را  کابلی  محرک  با  استوارت  پلاتفرم  ریاضی  مدل   ]7[ فرهوفن 
و  کابل ها  به سختی  پلاتفرم،  که سختی  گرفت  نتیجه  و  داد  توسعه 
آرایش هندسی کابل ها بستگی دارد. نیروهای داخلی کابل ها، سختی 
پلاتفرم را تنها به مقدار اندکی تغییر می دهند. بنابراین تأثیر نیروهای 
بهزادی پور  شود.  گرفته  نادیده  می تواند  پلاتفرم  روی سختی  داخلی 
و خواجه پور ]8[ تاثیرکشش کابل ها را روی سختی و پایداری ربات 
کابلی بررسی کردند و ماتریس سختی کلی ربات کابلی را استخراج 
کردند. آن ها همچنین نتیجه گرفتند که سختی ربات کابلی، می تواند 

به وسیله افزایش نیروهای مخالف و رقابتی در کابل ها بهبود یابد.
یوان و همکاران ]9[، تحلیل سختی ربات کابلی سه درجه آزادی 
با چهار کابل را انجام دادند. آن ها برای چیره شدن بر مسئله ارتعاشات، 
به  آن  دادند که حرکت  پیشنهاد  را  کابلی  ربات های  از  نوع جدیدی 
نشان   ]10[ همکاران  و  کاوامورا  است.  شده  مقید  مکانیکی  صورت 
در سیستم  موثری  به طرز  کابل ها می تواند  داخلی  نیروی  که  دادند 
آن ها  دهد.  کاهش  را  ارتعاشات  آزادی،  درجه  یک  کابلی  محرک 
از  بزرگتر  کابل  محور  در جهت  ربات  که سختی  دریافتند  همچنین 

سختی آن در جهت عرضی یا همان شعاع کابل است. 
برای بررسی کردن ارتعاشات ربات های کابلی، بسیاری از محققان 

کابل ها را به مانند فنرهای خطی مدل کردند و بعضی از آنها، کابل ها را  
با فنرهای غیرخطی مدل نمودند. اما همه ی آنها فرض کردند که کابل 
تنها تغییر شکل محوری دارد و برای مثال از خمش کابل در جهت 
عرضی یا شعاعی صرفنظر کردند. لیو و همکاران ]11[ نشان دادند که 
انحراف و خمش عرضی کابل ها می تواند در آزمایش ها مشاهده شود، 
مخصوصاً زمانی که ربات در حال حرکت با سرعت بالا و یا شتاب بالا 
باشد. ولی این نکته که انعطاف و خمش عرضی کابل ها تا چه حدی 

در ارتعاشات کلی ربات سهم دارند را بررسی نکردند.
دوو و همکاران ]12[ رفتار دینامیکی ربات های کابلی را با استفاده 
از یک مدل المان محدود طول متغیر مورد بررسی قرار دادند تا بتوانند 
نمایند.  بررسی  ربات  بر عملکرد  را  تأثیر آن  و  رفتار دینامیکی کابل 
که  تقسیم می شود  المان  تعداد مشخصی  به  کابل  هر  این روش  در 
دارای طول و جرم متغیر هستند. مزیت اصلی این روش در آن است 
که می توان با استفاده از روش کلاسیک المان محدود و با برهم نهی 
ماتریس های جرم، سختی و میرایی المان ها، ماتریس های متناظر را 

برای کل مجموعه استخراج کرد. 
کاریکاتو و مرلت ]13[ پایداری ربات های فضایی را که کاملًا مقید 
نیستند )دارای کمتر از 6 کابل هستند(، مورد بررسی قرار دادند. در 
نمودند. خسروی  استفاده  استاتیکی  تعادل  روابط  از  آنها  تحلیل  این 
کابلی  ربات های  مقاوم  کنترل  و  پایداری  تحلیل   ]14[ راد  تقی  و 
کشسان را بررسی کردند. در این تحلیل آنها هر کابل را با یک فنر 
خطی جایگزین نمودند. هئو و همکاران ]15[ تحلیل پایداری و فضای 
کاری ربات های کابلی فضایی با شش کابل را با روش قیدهای متغیر 
فرکانسی و به صورت تحلیلی و تجربی مورد بررسی قرار دادند و نشان 
دادند با کمک این روش می توان سختی و پایداری کابل ها و عملگر 

نهایی را به صورت چشمگیری افرایش داد.
سرعت های  در  که  صفحه ای  کابلی  ربات های  حاضر  تحقیق  در 
کاری زیاد عمل می کنند، مورد توجه قرار گرفته اند. کارکردهای زیادی 
برای چنین ربات های متصور است. برای مثال، این روبات ها می توانند 
بزرگ  بسیار  ساختمانی  دیوارهای  روی  بر  که  چاپگرهایی  عنوان  به 
بالا،  کاری  سرعت های  در  بگیرند.  قرار  استفاده  مورد  می کنند،  کار 
گردد  سیستم  ناپایداری  باعث  کابل ها  پذیری  انعطاف  است  ممکن 
این  به  یابد.  افزایش  سرعت  به  نهایی  عملگر  و  کابل ها  ارتعاشات  و 
عملگر، سرعت  موقعیت  کابل ها،  اساس کشش  بر  است  لازم  منظور 
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عملگر و جهت حرکت آن، پایداری سیستم مورد بررسی قرار گیرد تا 
حداکثر سرعت مجاز برای حرکت عملگر تعیین گردد. در این راستا در 
مقاله ی حاضر در ابتدا با استفاده از المان کابل طول متغیر، معادلات 
استخراج  صفحه ای  کابلی  ربات  یک  به  مربوط  غیرخطی  دینامیکی 
می شوند. سپس روابط به دست آمده برای موقعیت های کاری مختلف 
و سرعت های متفاوت عملگر نهایی خطی سازی می گردند. در نهایت 
سرعت  و  طبیعی  فرکانس های  متناظر،  ویژه  ی  مقدار  مسئله  حل  با 
محاسبه  نهایی  عملگر  مختلف  موقعیت های  در  کابلی  ربات  بحرانی 
می شوند. موضوع، روش بررسی و نتایج ارائه شده در این مقاله در نوع 
خود جدید بوده و جستجوی نویسندگان در منابع در دسترس نشان 

می دهد که تاکنون کار مشابهی در این زمینه ارائه نشده است.

2- استخراج معادله های حاکم 
شکل 1 یک ربات کابلی صفحه ای را نشان می دهد که در صفحه ای 
موازی صفحه قانم قرار دارد. در این ربات عملگر نهایی توسط چهار 
توسط  آن  حرکت  سرعت  و  موقعیت  و  است  شده  داشته  نگه  کابل 

نیروی کشش این چهار کابل کنترل می گردد.
است،  زمان  تابع  کابل ها  کابلی طول  ربات های  آنجایی که در  از 
بهتر است برای استخراج معادلات دینامیکی مربوطه به روش المان 
محدود، از المان کابل طول متغیر استفاده شود. برای این منظور از 
روش المان محدود معرفی شده توسط دوو و همکاران ]12[ استفاده 
را  کابل  المان  این روش، مطابق شکل 2 یک  تشریح  برای  می شود. 
A و  ، سطح مقطع  E در نظر بگیرید که دارای ضریب الاستیسیته 

µ است.  طول المان در حالتی  چگالی طولی )جرم بر واحد طول( 
( تعریف می شود. موقعیت گره های دو  (l t که تحت اثر تنش نیست با 
] نشان داده  , ]=r2 2 2

Tx y ] و  , ]=r1 1 1
Tx y سر المان با بردارهای 

 [ , ]=f
1 11

T
x yf f می شوند و نیروهای وارد بر گره ها نیز برابر هستند با 

y است. هر نقطه  . شتاب جاذبه در خلاف جهت  [ , ]=f
2 22

T
x yf f و 

و   [ , ]=r Tx y موقعیت  بردار  دارای  المان  روی  بر   P دلخواه 
s است. موقعیت محلی 

به صورت یک خط  زمان  کابل در طول  المان  آنکه هر  با فرض 
P متناطر با مختصات  راست باقی بماند، بردار موقعیت نقطه ی دلخواه
s را می توان بر حسب بردارهای موقعیت گره های دو سر المان  محلی 

و ماتریس توابع شکل نشان داد:

) , ( =r Nrjs t   )1(

 [ , ]=N I I1 2n n ] بردار موقعیت گره ها و  , ]=r r r1 2
T T T

j
که در آن 

توابع  و  است  واحد  ماتریس   I ماتریس  است.  شکل  توابع  ماتریس 
2n به فرم زیر هستند: 1n و  شکل 

1 1[ , ) (] 1 ,) (= = − sn n s l t l t   )2(

2 2[ , ) (] ) (= = sn n s l t l t

توابع شکل شامل یک سری کامل از مودهای صلب جسم هستند 
که می توانند حرکت انتقالی دلخواه جسم صلب را توصیف کنند. در 
 /∂ ∂s و  است   t زمان  و   s محلی مختصات  تابع   P موقعیت  اینجا 
P با مشتق گیری از رابطه ی  s تعیین می شود. سرعت نقطه نسبت به

 
 

 هاکابل: ربات کابلی و کنترل  موقعیت و سرعت حرکت عملگر با کنترل کشش  1 شکل 

Fig. 1. The position and the velocity of the robot’s end-effector controlled via cables’ tension control 

  

 
 

 

 

 هاگره: المان کابل و مختصات مطلق  2 شکل 

Fig. 2. Cable element 

 

 

  

شکل 2  : ربات کابلی و کنترل  موقعیت و سرعت حرکت عملگر با کنترل 
کشش کابل ها

Fig. 1. The position and the velocity of the robot’s end-
effector controlled via cables’ tension control

شکل 2 : المان کابل و مختصات مطلق گره ها
Fig. 2. Cable element
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)1( نسبت به زمان تعیین می شود:

) , ( = +r Nr Nr

 j js t  )3(

که در آن 

2 21 2 1 2[ , ], , −= = =N I I  



   

sl sln n n nl l

برابر  المان کابل  انرژی جنبشی  پارامترهای تعریف شده،  مطابق 
خواهد بود با:
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انرژی پتانسیل الاستیک و گرانشی المان کابل نیز برابر است با:
1

2
3

0

1) (d
2

ε µ= −∫ r eTU EA g s  )6(

 y e3 بردار یکه واحد در راستای  g شتاب گرانش،  که در آن 
ε کرنش طولی المان است. کرنش المان برابر است با: و 

11 ) 1(
2

ε ′ ′ ′ ′= − ≈ −r r r rT T  )7(

معروف  گرین  غیرخطی  جابجایی  کرنش-  رابطه  به  رابطه،  این 
می باشد و برای کرنش های کوچک به صورت فوق ساده می شود ]16[. 
s را می توان به صورت زیر  مشتق جزئی نسبت به مختصات محلی را

نوشت:

∂′ ′= =
∂

rr N rjs
 )8(

که در آن

2
1′ =n l         1

1 ,−′ =n l      1 2[ , ],′ ′ ′=N I In n

  با جایگذاری رابطه ی )8( در رابطه ی )7(، کرنش المان به شکل 
زیر محاسبه می شود:

1 ) 1(
2

ε ′ ′= −r N N rT T
j j  )9(

کار مجازی انجام شده بر روی یک المان جرم متغیر نیز از رابطه ی 
زیر محاسبه می گردد:

1 1 1 2 2 2

3

δ δ µ δ µ δ

δ µ δ

= + +

= +

r f r r r r

r f r D r

 

T T T
j j
T T
j j j j

H v v
 )10(

] بردار نیروهای وارد شده به دو سر  , ]=f f f1 2
T T T

j که در اینجا
2v تغییر طول ایجاد شده در المان در نقاط 1 و 2 و  1v و  المان، و 

در واحد زمان هستند و

1
3

2

0
0

 
=  
 

I
D

I
v

v

در نهایت با به کارگیری اصل همیلتون و با استفاده از رابطه های 
)4(، )6( و )10(، روابط دینامیکی حرکت کابل به شکل زیر استخراج 

می شوند ]12[:

+ + = +m r c r k r f f 

g
j j j j j j j j  )11(

که درآن:

1µ=m Aj  )12-1(

2 2 1 3) (µ µ µ= − + −c A A A D

T
j  )12-2(

2 3µ=f D eg T
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در رابطه های بالا
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1
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1d ,
− ′= =  − 

∫
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l
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l

 c j
m ماتریس جرم مرسوم است و ماتریس  j در رابطه ی )12( 

معرف انتقال انرژی از المان کابل ناشی از تغییرات طول است که در 
µA1 ترم متقارن هستند. ترم  ( ترم پاد متقارن و  (µ −A A2 2

T آن 
−µ نیز معرف انتقال اندازه حرکت در گره های المان به دلیل تغییر  D3

شده  تشکیل  بخش   سه  از   k j ماتریس سختی  است.  المان  جرم 
است که بخش اول آن تغییر شکل محوری المان را نشان می دهد و 
بخش دوم و سوم آن ناشی از مشتقات اول و دوم تغییر طول المان 
f به ترتیب نیروی گره ها بر روی کابل  g

j f و   j نسبت به زمان است. 
)در المان های داخلی معمولاً صفر است( و نیروی معادل گره ناشی از 

وزن المان هستند.
در این مطالعه، جرم عملگر نهایی متصل به کابل ها به صورت یک 
جرم متمرکز در نظر گرفته می شود. در نهایت با اسمبل کردن )برهم 
روش  به  المان ها  انرژی  انتقال  و  سختی  و  جرم  ماتریس های  نهی( 
مرسوم و با افزودن جرم عملگر نهایی به گره ی مربوطه، معادله ی کلی 

حاکم بر سیستم برابر است با:

+ + = +MR CR KR F F 

g  )13(

که در آن
,=∑ jM m ,=∑C c j     =∑K k j

∑ اپراتور اسمبل کننده ی روش المان محدود است.

المان  تعداد  کابل ها  تمامی  برای  سادگی  جهت  تحقیق  این  در 
مساوی استفاده شده است. در اینجا n تعداد المان های کابلی است. 
برای هر کابل، گره اول در انتهای ثابت و گره انتهایی متصل به عملگر 
می باشد. شکل 3 روش گره بندی انجام شده در این مطالعه را نمایش 
به  ترتیب  به  و   n+1 مشترک  گره  به  عملگر  وزن  و  جرم  می دهد. 

ماتریس جرم و بردار نیروی وزن افزوده می شوند.
در زمان حل رابطه ی )13( باید نکات مختلفی را در نظر داشت. 
با توجه به رابطه )4-12( ملاحظه می شود که ماتریس سختی تابع 
مقدار تنش در المان ها است. از طرفی با توجه به رابطه ی )9( مقدار 
تنش در هر المان تابع موقعیت گره ها است. در نتیجه رابطه ی )13( 
دیگر  طرف  از  است.  گره ها  موقعیت  بردار  از  غیرخطی  رابطه ی  یک 
همگی  انرژی  انتقال  و  سختی  جرم،  ماتریس های  می شود  ملاحظه 
تابعی از سرعت تغییر طول المان ها و در نتیجه سرعت حرکت عملگر 
نهایی هستند. از طرف دیگر ربات کابلی مورد نظر یک ربات دو درجه 
آزادی است که تحت نیروی وزن قرار دارد. قاعدتاً با تنظیم کشش در 
کابل های اول و دوم )دو کابل بالایی( می توان موقعیت عملگر نهایی را 
تعیین کرد. در اینجا حضور کابل های سوم و چهارم باعث افزوده شدن 
دو درجه نامعینی به سیستم می گردد. بنابراین فرایند حل این مسئله 

باید تمام این موارد را در بر بگیرد.

3- فرایند حل وخطی سازی مسئله
برای حل معادله دینامیکی )13( لازم است نخست ماتریس های 
جرم، سختی و انتقال انرژی محاسبه شوند. به این منظور ابتدا فرض 
می کنیم که عملگر نهایی در یک موقعیت خاص قرار دارد و با سرعت 
مشخصی در جهت مورد نظر حرکت می نماید. همچنین برای حذف 
سر  دو  در  کشش  مقدار  می شود  فرض  سیستم،  نامعینی  درجات 
کابل های سوم و چهارم )کابل های پایینی( مشخص باشد. در ادامه، 
مراحل زیر را به ترتیب برای محاسبه ی ماتریس های ذکر شده طی 

می کنیم:
1- در ابتدا برای به دست آوردن هندسه ی سیستم و شکل کابل ها 
پس از اعمال نیروی وزن، فرض می کنیم که عملگر در موقعیت مورد 
(. در این صورت  ,=R Rt s نظر ثابت و دارای تعادل استاتیکی باشد )
رابطه ی )13( تبدیل به یک رابطه ی استاتیکی غیرخطی می شود که 
با استفاده از آن موقعیت گره ها و طول اولیه المان ها و همچنین نیروی 

 
 
 
 

 ی مساویهاالمانبه تعداد  هاکابلتقسیم کردن :  3 شکل 

Fig. 3 Discretization of the cables into equal element numbers 
 

  

شکل 3 : تقسیم کردن کابل ها به تعداد المان های مساوی
Fig. 3. Discretization of the cables into equal element 

numbers
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کشش کابل ها از رابطه زیر تعیین می گردد:

, = +KR F Fg
t s  )14(

تعادل  وضعیت  در  را  گره ها  موقعیت   ,Rt s بردار  بالا  رابطه  در 
استاتیکی در زمان t مشخص می کند.  در حل معادله فوق باید در 
نظر داشت که ماتریس سختی خود تابع طول المان ها است و طول 
المان ها  نیز تابع موقعیت گره ها است. بنابراین ماتریس سختی تابعی 
تعیین  به  منجر  فوق  غیرخطی  معادله  است. حل  گره ها  موقعیت  از 
موقعیت گره های میانی کابل ها و تعیین طول المان در زمان مورد نظر 
( خواهد شد. خاطر نشان می سازد گره های انتهایی کابل ها دارای  tl (
موقعیت معلومی می باشند و طول تمام المان ها در هر کابل یکسان 

فرض شده  است.
2- در ادامه فرض می شود که عملگر بدون ارتعاش و به صورت 
حرکت  شده  تعیین  سرعت  با  و  نظر  مورد  جهت  در  شبه استاتیکی 
dt عملگر در موقعیت جدیدی قرار  از مدت زمان کوتاه  نماید. پس 
برای تعیین موقعیت  خواهد گرفت و می توان محاسبات گام قبل را 
 ,+Rt dt s موقعیت جدید  در   +t dtl المان ها  و همچنین طول  گره ها 
تکرار نمود. حال با مقایسه موقعیت گره ها و طول المان ها در موقعیت 
طول  تغییر  سرعت  و  گره ها  حرکت  سرعت  می توان  قبلی،  و  جدید 

المان ها را محاسبه کرد:

, ,) ( /+= −R R R

qs t dt s t s dt  )15(

 ) ( /+= −

t dt tl l l dt  )16(

Rqs بردار موقعیت گره ها در حرکت شبه استاتیکی  در رابطه ی بالا 
.) ,=R Rqs t s Rt, یکسان است ) s است که مقدار آن در زمان t با 

تعیین شدن موقعیت و سرعت گره ها و همچنین طول و  با   -3 
سرعت تغییر طول المان ها، و با فرض آنکه حرکت عملگر و کابل ها 
دینامیکی  رابطه ی   ، =R Rqs گیرد  صورت  ارتعاش  بدون  همچنان 
)13( را می توان برای تعیین شتاب گره ها، شتاب تغییر طول کابل ها 

و نیروی کشش کابل ها مورد استفاده قرار داد.

+ + = +MR CR KR F F 

g
qs qs qs  )17(

که سیستم  می شود  فرض  اکنون  فوق،  موارد  تعیین  از  3- پس 
علاوه بر حرکت شبه استاتیکی، دارای یک حرکت ارتعاشی با دامنه ی 

( باشد: Rd کوچک )

= +R R Rqs d  )18(

 با تقسیم کردن بردار جابجایی به دو بخش حرکت شبه استاتیکی 
رابطه )17(، معادله ی  از  بهره گیری  با  و  ارتعاشی کوچک  و حرکت 

)13( برای ارتعاشات کوچک به شکل زیر بازنویسی می شود:

′+ + =MR CR K R 0 

d d d  )19(

K′ از رابطه ی جبری زیر حاصل می شود: که در آن ماتریس 

( )= + =
′ = + −R R R R RK R K R R K R

qs d qs
d qs d qs  )20(

بردار  از  خطی  غیر  تابعی  خود   ′K ماتریس  داشت  توجه  باید 
Rd می توان  Rd است که با فرض کوچک بودن  جابجایی دینامیکی 
آن را به شکل یک ماتریس با مقادیر ثابت ساده سازی نمود. این کار 
منجر به خطی شدن رابطه ی )19( می شود. برای این کار می توان از 
توسط  نمود. در مرجع ]17[ که  استفاده  نویسی  برنامه  تکنیک های 
هاشمی و همکاران منتشر شده است، روش بسط و خطی سازی رابطه 
)20( برای مسئله ای مشابه، با جزئیات مورد بحث قرار گرفته است. 
کاهش  باعث  می تواند  مذکور  مرجع  در  شده  ارائه  روش  از  استفاده 
حجم محاسبات و در نتیجه افزایش سرعت محاسبات گردد. در اینجا 
با فرض آنکه تغییرات طول المان ها در ارتعاشات جانبی ناچیز است، 
می توان گفت ارتعاشات جانبی تأثیر چندانی بر ماتریس سختی ندارد 

و در نتیجه رابطه ی )20( را به شکل زیر ساده نمود:

=
′ = R RK K

qs
 )21(

برای نزدیک کردن مسئله به شرایط واقعی، یک  از آن  5- پس 
به معادله خطی سازی شده سیستم اضافه  تناسبی  ماتریس میرایی 

.) α β ′→ + +C C M K می شود )
( سیستم  ارتعاشات  بودن  هارمونیک  فرض  با  بعد  گام  در   -6

(، مسئله تعادل دینامیکی سیستم به یک  , σ ω= = +R R st
d d e s i

مسئله مقدار ویژه تبدیل می شود.
ویژه ی  مقادیر  آمده،  به دست  ویژه ی  با حل مسئله ی مقدار   -7
دهنده ی  نشان  مقادیر  این  حقیقی  بخش  می شوند.  تعیین  سیستم 
سرعت میرایی مودهای ارتعاشی سیستم و بخش موهومی این مقادیر، 
فرکانس های طبیعی سیستم را نشان می دهند. زمانی که تمام مقادیر 
پایدار  سیستم  باشند،  منفی  حقیقی  بخش  دارای  سیستم  ویژه ی 
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سرعت  تغییر  با  می توان  اکنون  است.  ناپایدار  صورت  این  غیر  در  و 
سرعت ها  در  سیستم  ویژه ی  مقادیر  تعیین  و  نهایی  عملگر  حرکت 
بر حسب  را  پایداری سیستم  و موقعیت های مختلف عملگر، سرعت 

موقعیت آن تعیین نمود.

4- نتایج عددی
با  نتایج عددی، یک ربات کابلی  انجام محاسبات و گرفتن  برای 
فضای کاری مستطیلی به طول m 20 و عرض m 10 در نظر گرفته 
شد. مبدأ مختصات در مرکز فضای کاری در نظر گرفته شده است. 
فرض شده است جرم عملگر نهایی برابر kg 2 باشد. مشخصات کابل 
مورد استفاده که مشخصات یک کابل برنجی می باشد، در جدول 1 

آمده است.
نتایج و سنجش توانایی ربات در نقاط مختلف،  جهت مقایسه ی 
فضای کاری ربات را در نقاط 1/0 طول اضلاع شبکه بندی نموده ایم. 
با حذف نقاط واقع شده بر روی نواحی مرزی فضای کاری، برای 81 
نقطه باقیمانده، معادله ی تعادل دینامیکی سیستم به ازای سرعت های 
مختلف حل شده است تا سرعت بحرانی سیستم در هر نقطه از فضای 
کاری تعیین گردد. در نتایج عددی ارائه شده، فرض شده است حرکت 
میرایی  نرخ  شدن  مثبت  باشد.  افقی  جهت  در  صرفاً  نهایی  عملگر 
نشان  سرعت،  افزایش  حین  در  ویژه(  مقادیر  حقیقی  )قسمت های 
دهنده ی ناپایداری سیستم است و سرعتی که برای نخستین بار در 
ادامه به  ناپایداری رخ می دهد، سرعت بحرانی سیستم است. در  آن 
کاری فضای  میانی  نقطه ی  در  حاصل  نتایج  و  داده ها  نمونه،   عنوان 
هر  نتایج،  این  تهیه  برای  داده می شود.  نشان    ) cy و0=  cx =0(  
کابل به 10 المان تقسیم گردیده است و سرعت افقی عملگر با گام 
m/s 0/1 تغییر داده شده است. این کار تا زمانی که برای نخستین بار 

ناپا یداری رخ می دهد، ادامه یافته است.
باید در نظر داشت در گوشه های فضای کاری محدودیت در اعمال 
هر  با  استاتیک  حالت  معادلات  و  دارد  وجود  کابل ها  کشش  نیروی 
در  نمی باشند.  حل  قابل  پایینی  کابل های  در  دلخواه  کشش  نیروی 
حالی که این محدودیت به این صورت در نقاط مرکزی فضای کاری 
معادلات  و  مسئله  حل  از  ابتدا  در  می بایست  بنابراین  ندارد.  وجود 
استاتیک در نقاط گوشه اطمینان حاصل شود، سپس الگوی موردنظر 
در اعمال نیروهای کشش، به نقاط مرکزی تعمیم داده شود. با در نظر 

گرفتن این موضوع و رعایت تقارن در سمت چپ و راست فضای کاری 
تعیین  رابطه ی زیر جهت  از  نتایج  توانایی در مقایسه ی  نیز جهت  و 

نیروهای کششی کابل های پایینی استفاده شده است:

( )

( )

2
2

3

2
2

4

5 10 9 5
2

5 10 9 5
2

  = + × + ×  
  

  = − × + ×  
  

c

c

xT

xT

کاری فضای  چپ  سمت  بالای  سمت  نقطه  در  مثال   برای 
3T و  =46/1 N کشش کابل های پایینی برابر ) cy cx و4= =-8( 
3T  قرار داده شده اند، در حالی که در مرکز فضای کاری  =100/62 N

از مقادیر N 67/268 برای هر دو کابل استفاده شده است. جدول 2 
نرخ میرایی شکل مودهای ارتعاشی سیستم )قسمت حقیقی مقادیر 
ویژه( را به ازای سرعت های افقی مختلف نشان می دهد. سرعت های 
نیستند.  تحقیق  این  در  شده  بررسی  سرعت های  تنها  شده  ذکر 
فرکانس های ارتعاشی متناظر با سرعت های مختلف در جدول 3 نشان 
داده شده اند. مشاهده می شود در سرعت m/s 1/5 نرخ میرایی شکل 
برای  بنابراین، سرعت بحرانی  ارتعاشی سیستم مثبت می گردد.  مود 
ناپایدار  نقطه ی مرکزی فضا دارای مقدار m/s 1/5 است و فرکانس 
ملاحظه   3 جدول  به  دقت  با  می باشد.   6/81  Hz با  برابر  متناظر 
فرکانس های طبیعی به دست آمده بسیار به همدیگر  می شود، بعضاً 
نزدیک هستند. دلیل این موضوع آن است که با قرار گرفتن عملگر 
نهایی در مرکز فضای کاری، گونه ای از تقارن شکل می گیرد و طول 
کابل ها با هم برابر می شود. همچنین به دلیل حرکت شبه استاتیکی 
عملگر، نیروی کشش دو کابل بالایی با هم مساوی می شود. به همین 
ترتیب نیروی کشش در دو کابل پایینی نیز برابر می گردد. این موضوع 
باعث می شود که در صورت عدم وجود عامل دیگری که موجب عدم 
ارتعاشی سیستم ظاهر  تقارن گردد، فرکانس های تکراری در تحلیل 
گردند. در این مسئله، حرکت عملگر نهایی بر روی کابل های سمت 

 : مشخصات هندسی و فیزیکی کابل مورد استفاده 1 جدول
Table 1. Material and geometric properties of the cables 

 

 چگالی طولی (2mسطح مقطع )
(kg/m) 

مدول الاستیسیته 
(MPa) 

00005/0 4/0 125 
 
  

جدول 1: مشخصات هندسی و فیزیکی کابل مورد استفاده
Table 1. Material and geometric properties of the cables
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چپ و راست اثر متقارنی ندارد و موجب افزایش طول کابل های یک 
سمت و کاهش طول کابل های سمت مقابل می شود و این امر باعث 
آید.  وجود  به  طبیعی  فرکانس های  در  اختلاف  مقداری  می گردد 
بیشتر  افزایش  موجب  می تواند  عملگر  سرعت  بیشتر  هرچه  افزایش 

این اختلاف ها گردد.
و  بحرانی  سرعت  ابتدا  عددی،  نتایج  همگرایی  ارزیابی  برای 
یک  المان های  تعداد  ازای  به  آن  با  متناظر  ناپایداری  فرکانس 
و   ) .InstV ( ناپایداری  سرعت   4 جدول  آمده اند.  دست  به  کابل 
کاری فضای  مرکز  در  را  آن  با   ) .Instf ( متناظر  ناپایداری   فرکانس 

  ) cy و1-=  cx =-4( مختصات  در  همچنین  و   ) cy و0=  cx =0(  
با  می شود  ملاحظه  می دهد.  نشان  کابل  یک  المان  تعداد  بر حسب 
ناپایداری ثابت می ماند، ولی فرکانس  المان ها، سرعت  افزایش تعداد 
در  می شود.  همگرا  ثابت  مقدار  یک  به سمت  پایین  از سمت  کاری 
توجیه این موارد باید در نظر داشت که در این مطالعه سرعت حرکت 
عملگر نهایی با گام های 0/1 تغییر داده شده است و در صورت انتخاب 
گام های کوچک تر، ممکن است مقدار سرعت بحرانی نیز اندکی تغییر 
کند. همچنین از آنجایی که سیستم مورد بررسی یک سیستم پایستار 
نیست، نباید انتظار داشت فرکانس های طبیعی از سمت بالا به سمت 
مقادیر نهایی خود همگرا شوند. جدول 4 نشان می دهد که به ازای 

تعداد 9 المان برای هر کابل، محاسبات با دقت کافی همگرا شده اند. 
مطالعه این موضوع در نقاط دیگر فضای کاری نیز همین موضوع را 
دیگر  همگرایی  نتایج  اختصار،  حفظ  برای  اینجا  در  می نماید.  تأیید 
نقاط فضای کاری ذکر نشده است. در ادامه با انتخاب 10 المان برای 
هر کابل، محاسبات مربوط به تعیین سرعت و فرکانس ناپایداری در 

نقاط مختلف فضای کاری صورت گرفته است.
برای سنجش دقت روابط و همچنین صحت کدهای نرم افزاری 
تهیه شده، نتایج سرعت بحرانی محاسبه شده برای یک کابل متحرک 
افقی با نتایج ارائه شده توسط مرجع ]18[ مقایسه شده است. برای 
این کار کابل های شماره ی 3و 4 ربات حذف  این مقایسه، در  انجام 
شده اند و جرم عملگر نهایی برابر صفر قرار داده شده است. بنابر نتایج 
ارائه شده در این مرجع )شکل 8 از مرجع ]18[( سرعت بحرانی بی بعد 

. / / ρ=InstV V T A برای تمامی مقادیر کشش کابل برابر 1 است )
(. به عبارت دیگر سرعت بحرانی کابل برابر سرعت حرکت موج است 
قابل  نیز  تئوریک  معادلات  از  نتیجه  این  که   ) . / ρ=InstV T A (
حاضر   کار  در  شده  محاسبه  بعد  بی  بحرانی  سرعت  است.  استخراج 
1/055 است که با دقت مناسبی قابل مقایسه با نتایج تئوریک و نتایج 

مرجع ]18[ است.

ی میرایی سیستم )قسمت حقیقی مقادیر ویژه( به ازای تغییر سرعت )عملگر نهایی در مرکز فضای هانرخ: تغییرات  2 جدول
 المان است( 10ی هر کابل برابر هاالمانکاری قرار داده شده است و تعداد 

Table 2. Damping rate of system’s eigenvalues in different velocities (the end-effector is positioned in 
the workspace center and each cable is discretized into 10 elements) 

 
شماره 

 مقدار ویژه
)m/s(xV  

0 1 4/1 5/1 
1 0564/0- 0245/0- 0686/0- 07065/0- 
2 0547/0- 0587/0- 0041/0- 006/0+ 
3 0556/0- 0228/0- 0097/0- 0064/0- 
4 0610/0- 0368/0- 0271/0- 0264/0- 
5 0975/0- 0974/0- 0976/0- 0976/0- 
6 0986/0- 0871/0- 0821/0- 0808/0- 
7 1038/0- 0448/0- 0212/0- 0154/0- 
8 1111/0- 0653/0- 0469/0- 0423/0- 
9 2041/0- 2042/0- 2043/0- 2043/0- 
10 2268/0- 1206/0- 0784/0- 0679/0- 

 
  

ی طبیعی سیستم برحسب هرتز )قسمت موهومی مقادیر ویژه( به ازای تغییر سرعت )عملگر نهایی هافرکانس: تغییرات  3 جدول
 المان است( 10ی هر کابل برابر هاالماندر مرکز فضای کاری قرار داده شده است و تعداد 

Table 3. System natural frequencies (imaginary part of eigenvalues) in different velocities (the end-
effector is positioned in the workspace center and each cable is discretized into 10 elements) 

 
شماره 

 مقدار ویژه
)m/s(xV  

0 1 4/1 5/1 
1 7809/6 8120/6 8003/6 8006/6 
2 8281/6 7982/6 8112/6 8113/6 
3 4767/7 4758/7 4748/7 4745/7 
4 4963/10 4960/10 4956/10 4954/10 
5 7953/21 799/21 8043/21 8057/21 
6 1022/22 0977/22 0924/22 0921/22 
7 1942/23 1932/23 1921/23 1918/23 
8 7234/24 7219/24 7203/24 7198/24 
9 2553/39 2596/39 2641/39 2657/39 
10 0414/42 0553/42 0717/42 0777/42 

 
  

جدول 2 : تغییرات نرخ های میرایی سیستم )قسمت حقیقی مقادیر ویژه( 
ازای تغییر سرعت )عملگر نهایی در مرکز فضای کاری قرار داده شده  به 

است و تعداد المان های هر کابل برابر 10 المان است(
Table 2. Damping rate of system’s eigenvalues in different 
velocities (the end-effector is positioned in the workspace 

center and each cable is discretized into 10 elements)

)قسمت  هرتز  برحسب  سیستم  طبیعی  فرکانس های  تغییرات   :  3 جدول 
موهومی مقادیر ویژه( به ازای تغییر سرعت )عملگر نهایی در مرکز فضای 

کاری قرار داده شده است و تعداد المان های هر کابل برابر 10 المان است(
Table 3. System natural frequencies (imaginary part 
of eigenvalues) in different velocities (the end-effector 
is positioned in the workspace center and each cable is 

discretized into 10 elements)
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نقاط مختلف  ناپایداری در  بحرانی و فرکانس  نهایت سرعت  در 
فضای کاری محاسبه شده اند. در شکل 4 تغییرات سرعت بحرانی در 
هر دو راستای طولی و عرضی و به عبارتی در کل فضای کاری ربات 
به صورت سه بعدی نمایش داده شده است. همان گونه که مشاهده 
نقاط  در  و  کمتر  گوشه  نقاط  در  بحرانی  سرعت  اندازه ی  می شود، 
میانی بالاتر است. با حرکت از نقاط گوشه ی فضای کاری به سمت 
این  به  می یابد.  افزایش  بحرانی  سرعت  اندازه ی  میانی،  قسمت های 
معنی که عملگر می تواند با سرعت بالاتری قبل از ناپایداری، حرکت 
کند. این موضوع از آنجا ناشی می شود که با قرارگیری عملگر نهایی 
در وسط فضای کاری، تمام کابل ها دارای طول کوچکی می شوند و در 
نتیجه کابل ها سخت تر ارتعاش می نمایند. در حالی که با قرارگیری 
عملگر در گوشه های فضای کاری، به ناچار بعضی از کابل ها بلندتر 
می شوند و طبیعتاً راحت تر می توانند به ارتعاش در آیند. باید توجه 
نخستین  که  ویژه ای  مقدار  شماره  عملگر  موقعیت  تغییر  با  داشت 
دیگر شکل  عبارت  به  می گردد.  عوض  می شود،  ناپایداری  دچار  بار 
مود ارتعاشی که نخستین بار با افزایش سرعت ناپایدار می شود، در 
موقعیت های مختلف عملگر یکسان نیست. به عنوان مثال زمانی که 
قرار  کاری  فضای  راست(  )یا  و سمت چپ  بالایی  گوشه  در  عملگر 
می گیرد، شکل مود شماره هشتم سیستم پیش از بقیه مودها دچار 

ارتعاشات ناپایدار می شود.
در شکل 5، تغییرات فرکانس ناپایداری سیستم در هر دو راستای 
صورت  به  ربات  کاری  فضای  کل  در  عبارتی  به  و  عرضی  و  طولی 
نمایش داده شده است. همان گونه که مشاهده می شود،  بعدی  سه 
فرکانس ناپایداری در نقاط گوشه بالاتر و در نقاط میانی کمتر است. 
با حرکت از نقاط گوشه ی فضای کاری به سمت قسمت های میانی، 

تغییرات فرکانس  بازه ی  ناپایداری کاهش می یابد.  اندازه ی فرکانس 
ناپایداری بین Hz 25/51 تا Hz 6/81 است.

5- جمع بندی و نتیجه گیری
این تحقیق نحوه ی استخراج مدل دینامیکی ربات کابلی موازی و 
شرایط پایداری آن را به دست می دهد. ربات های کابلی موازی به دلیل 
صرفه ی اقتصادی، فضای کاری گسترده و محدودیت کم در انتخاب 
طول کابل ها بسیار مورد توجه قرار گرفته اند. از طرفی کابل های مورد 
استفاده در فضاهای کاری گسترده تر در معرض ارتعاشات ناخواسته، 
ضرورت  بنابراین  هستند.  مکان یابی  دقت  آمدن  پایین  و  ناپایداری 
تحقیق بر روی مدل دینامیکی و وضعیت ارتعاشی آنها به وضوح قابل 

درک می باشد.
در این پژوهش ابتدا، با تکیه بر روش اجزای محدود و با بهره گیری 
از المان کابل طول متغیر، معادله دینامیکی حرکت سیستم به دست 
می آید. در معادله ی دینامیکی به دست آمده، ماتریس سختی خود 
تابعی از موقعیت المان ها و سرعت تغییر طول آنها می باشد، بنابراین 
تغییر  آن سرعت  بر  قرار می گیرد. علاوه  غیرخطی  در حالت  معادله 
طول و شتاب تغییر طول المان های کابل، نقش تعیین کننده ای در 
مقدار عددی ماتریس های جرم، سختی و انتقال انرژی سیستم دارند. 
برای حل این مشکل از روش خاص خطی سازی استفاده شده است. 
به این صورت که معادله ابتدا در حالت بدون ارتعاش و برای حرکت 
و  طول  تغییر  سرعت  موقعیت،  و  شده  حل  سیستم  استاتیکی  شبه 
شتاب تغییر طول المان ها به دست می آید. در مرحله ی بعد با فرض 
سیستم  هارمونیک  ارتعاش  از  ناشی  کوچک  جابجایی های  افزودن 
بالای  مرتبه  عبارت های  حذف  و  آن  شبه استاتیکی  جاجایی های  به 

 
 : همگرایی سرعت بحرانی و فرکانس ناپایداری متناظر با آن در دو موقعیت مختلف از فضای کاری 4 جدول

Table 4. Convergence of critical speed and corresponding instability frequency in two different end-
effector positions 

 

( (nتعداد المان ) , ( ) , (c cx y  00  ) , ( ) , (c cx y   1 4  

. )m/s(InstV . )Hz(Instf . )m/s(InstV . )Hz(Instf 
3 5/1 38114/6 3/1 3590/11 
6 5/1 9633/6 3/1 6288/11 
9 5/1 1264/7 3/1 7587/11 
12 5/1 1695/7 3/1 7785/11 

 

جدول 4 : همگرایی سرعت بحرانی و فرکانس ناپایداری متناظر با آن در دو موقعیت مختلف از فضای کاری
Table 4. Convergence of critical speed and corresponding instability frequency in two different end-effector positions
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شبه استاتیکی  حرکت  به  مربوط  عبارت های  حذف  همچنین  و  آن 
بر  حاکم  خطی  دینامیکی  معادله  می نمایند،  بالانس  را  همدیگر  که 
ارتعاشات سیستم استخراج می شود. در نهایت با تحلیل مسئله مقدار 
ویژه ی متناظر با این معادله، سرعت های بحرانی سیستم مورد بررسی 

قرار می گیرند. مقادیر سرعت بحرانی و فرکانس ناپایداری برای تمامی 
طبق  بر  شده اند.  محاسبه  صفحه ای  کابلی  ربات  یک  کاری  فضای 
نتایج ثبت شده، اندازه ی سرعت بحرانی در گوشه های فضای کاری 

کمتر و با حرکت به سمت قسمت های میانی، بالاتر می رود. در مورد 

 
 
 
 
 
 

 عملگر نهایی در حرکت افقی: تغییرات سرعت بحرانی بر حسب موقعیت  4 شکل 

Fig. 4. Variations of critical speed versus end-effector’s position in horizontal movement 
  

 

 

 
 

 

 تغییرات فرکانس ناپایداری بر حسب موقعیت عملگر نهایی در حرکت افقی:  5 شکل 

Fig. 5. Frequency of the unstable vibration mode versus end-effector’s position in horizontal movement 
 

شکل 4 : تغییرات سرعت بحرانی بر حسب موقعیت عملگر نهایی در حرکت افقی
Fig. 4. Variations of critical speed versus end-effector’s position in horizontal movement

شکل 5 : تغییرات فرکانس ناپایداری بر حسب موقعیت عملگر نهایی در حرکت افقی
Fig. 5. Frequency of the unstable vibration mode versus end-effector’s position in horizontal movement
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فرکانس های ناپایداری روند معکوسی مشاهده می شود، به این صورت 
که اندازه ی فرکانس ناپایداری در گوشه ها بالاتر است و با حرکت به 

سمت قسمت های میانی، اندازه ی فرکانس کاهش می یابد.

فهرست علائم
علائم انگلیسی

Am2 ،مساحت
cماتریس انتقال انرژی المان
Cماتریس انتقال انرژی کل
EN/m2 ،مدول الاستیسیته
fN ،نیروی وارد بر یک گره
fبردار نیروی وارد بر المان
Fبردار نیروی کل

.fInstHz ،فرکانس ناپایداری
gm/s2 ،ثابت گرانش
Iماتریس واحد
kماتریس سختی المان
Kماتریس سختی کل
lm ،طول المان کابل

mماتریس جرم المان
Mماتریس جرم کل
nتابع شکل
Nماتریس توابع شکل
rبردار موقعیت گره های یک المان
Rبردار موقعیت کلی سیستم

Rqs
استاتیکی  شبه  جابجایی  در  سیستم  کلی  موقعیت  بردار 

)بدون ارتعاش(
Rdبردار جابجایی های دینامیکی )ارتعاشی( سیستم
sm ،مختصات محلی بر روی المان کابل
ts ،زمان
Tj ،انرژی جنبشی
TiN ،ام  i کشش در گره

.VInstm/s ،سرعت ناپایداری
xcm ،مختصات افقی عملگر نهایی
yc m ، مختصات عمودی عملگر نهایی

علائم یونانی
αضریب ماتریس جرم در ماتریس میرایی تناسبی

βضریب ماتریس سختی در ماتریس میرایی تناسبی
μkg/m ،چگالي طولی
εکرنش
νm/s ،تغییر اضافه شده به المان در واحد زمان در یک گره
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