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خلاصه: در این مقاله سعی می شود تا به کمک روش رگرسیون خطی چندگانه، رابطه ی صریحی جهت تخمین ضریب 
تمرکز تنش صفحات حاوی بریدگی بیضوی، بر حسب خواص مکانیکی و زاویه ی چرخش گشودگی ارائه گردد. ابتدا 
ضریب تمرکز تنش برای تعداد بیشماری از کامپوزیت ها به کمک روش حل تحلیلی بر پایه ی روش متغیر مختلط و با 
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روش رگرسیون خطی چندگانه رابطه ی صریحی برای تخمین ضریب تمرکز تنش در صفحات نامحدود کامپوزیتی حاوی 
گشودگی بیضوی تحت بار کششی ارائه گردید. توجه به اینکه عوامل متعددی بر تمرکز تنش اطراف گشودگی اثر گذار 
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صرفه جویی کرده و این امکان را برای طراح فراهم می آورد تا بتواند پارامترهای مدنظر جهت دست یابی به تنش مطلوب را 
به دست آورد. نتایج نشان داد که مدل رگرسیونی قادر به تخمین ضریب تمرکز تنش با خطای کمتر از یک درصد است. 
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1- مقدمه
امروزه اهمیت استفاده از کامپوزیت ها و کاربرد این مواد در صنایع 
گوناگون بر کسی پوشیده نیست. در بسیاری از موارد طراح برای ارائه ی 
این  ایجاد گشودگی در طرح است. وجود  به  ناگزیر  یک طرح بهینه 
ناپیوستگی های هندسی باعث ایجاد یک تنش موضعی شدید )تمرکز 
تنش( در سازه می گردند. هرچند وجود این بریدگی ها وزن سازه را 
نگرانی  باعث  همواره  آن ها  از  ناشی  تنش  تمرکز  اما  می دهد  کاهش 
گشودگی،  حاوی  صفحات  در  که  داده  نشان  تجربه  می گردد.  طراح 
تنش واقعی شکست اساساً کمتر از استحکام کشش نهایی همان ماده 
بدون بریدگی است. برای رفع این نگرانی طراح بایستی توزیع تنش 
اطراف بریدگی را به درستی محاسبه کند. برای دستیابی به این هدف، 
او بایستی پارامترهای حاکم بر طراحی را به خوبی بشناسد و نحوه ی 
اثر گذاری آن ها را برای دستیابی به طراحی بهینه به درستی تحلیل 

کند. 

توسط  تنش  تمرکز  زمینه ی  در  فراوان  تحقیق های  وجود  با   
روش های مختلف عددی، تجربی و تحلیلی که خود اهمیت موضوع 
را آشکار می سازد؛ به دلیل کاربرد مسأله و ارائه راهکارهای ساده تر، 
یک  از  تحلیل  این  در  دارد.  ادامه  همچنان  زمینه  این  در  پژوهش 
صفحه ی بی نهایت حاوی بریدگی مرکزی تحت کشش استفاده شده 

است. 

1-1- مرور کارهای انجام شده
موشخیلشویلی ]1[ با ارائه ی روش متغیر مختلط، فصل جدیدی 
برای حل مسائل مقدار مرزی در الاستیسیته ی دو بعدی برای مواد 
الاستیک همسانگرد بوجود آورد. به طوری که محققان بسیاری با بسط 
زمینه  این  در  متعددی  تحلیل های  مختلط  متغیر  روش  توسعه ی  و 
لخنیتسکی   ،  ]3[ اشترو   ،]2[ ساوین  همچون  افرادی  دادند.  انجام 
از روش متغیر مختلط موشخیلشویلی  با استفاده  ]4[ و گلدول ]5[ 
نامحدود  صفحات  در  تنش  توزیع  ساوین  دادند.  انجام  را  مطالعاتی 

https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode


نشريه مهندسي مکانيک اميرکبير، دوره 52، شماره 8، سال 1399، صفحات 2081 تا 2092

2082

)فقط  همسانگرد  غیر  و  مختلف(  بریدگی های  )حاوی  همسانگرد 
اشترو  کرد.  تحلیل  را  تحت کشش  بیضوی(  و  دایره ای  بریدگی های 
مواد غیر  بعدی  الاستیسیته ی دو  به مسائل  را  روش موشخیلشویلی 
برای صفحات  را  تنش  توزیع  نیز  لخنیتسکی  داد.  توسعه  همسانگرد 
نامحدود ناهمسانگرد حاوی بریدگی دایره ای و بیضوی محاسبه کرد. 
نیاز است؛ گلدول  انتگرال های متفاوتی جهت محاسبه ی توابع تنش 
با بسط روش متغیر مختلط موشخیلشویلی توانست این انتگرال ها را 

بررسی کند. 
توزیع تنش اطراف بریدگی مربعی در یک صفحه ی ناهمسانگرد 
تحت کشش توسط قاضی اسمر و تونی جابور ]6[ بررسی شد. آن ها 
و  بریدگی  گوشه ی  انحنای  شعاع  تأثیر  لخنیتسکی  روش  کمک  به 
زاویه بار را بر روی تمرکز تنش بررسی کردند. رضایی پژند و جعفری 
]7[ یک روش تحلیلی ساده برای تجزیه و تحلیل تنش در صفحات 
نتایج  آن ها  کردند.  ارائه  دایره ای  غیر  بریدگی های  کامپوزیتی حاوی 
خود را با اجزای محدود مقایسه کردند. تمرکز تنش صفحات حاوی 
بریدگی مستطیلی نیز توسط یانگ و همکاران ]8[ مورد بررسی قرار 

گرفت. آن ها صفحه را تحت بارگذاری دو محوری قرار دادند. 
از حل لخنیتسکی توزیع  با استفاده  رضایی پژند و جعفری ]9[ 
تنش در صفحات کامپوزیتی حاوی بریدگی شبه مربعی تحت کشش 
یکنواخت را تحلیل کردند. آن ها نشان دادند در صفحات کامپوزیتی 
حاوی بریدگی شبه مربعی می توان توزیع تنش را با انتخاب مناسب 
شکل  به  مواد  خواص  بارگذاری،  زاویه ی  الیاف،  زاویه ی  پارامترهای 
و  تنش  میدان   ]10[ همکاران  و  هافنباخ  داد.  کاهش  توجهی  قابل 
جابه جایی حول گشودگی بیضوی را در صفحه ی ناهمسانگرد محاسبه 
کردند. آن ها نتایج خود را با اجزای محدود مقایسه کردند. ایشان در 
بار  زوایای  و  الیاف  زوایای  برای  را  تنش  تمرکز  میزان  پژوهش خود 

متفاوت ارائه کردند. 
لخنیتسکی  تحلیلی  حل  بسط  با   ]11[ پژند  رضایی  و  جعفری 
صفحات  در  بریدگی  حول  تنش  توزیع  بر  مختلف  پارامترهای  تأثیر 
بهینه  پارامترهای  آن ها  کردند.  بررسی  را  کشش  تحت  ناهمسانگرد 
جهت دستیابی به کمترین ضریب تمرکز تنش را معرفی کرده و نشان 
دادند با انتخاب پارامترهای مناسب می توان به تمرکز تنشی کمتر از 
تنش  توزیع  دیگری  مقاله ی  در  آن ها  یافت.  دست  دایره ای  بریدگی 
صفحات ناهمسانگرد با بریدگی مثلثی را بررسی کردند ]12[. آن ها 

پارامترهای مختلف مؤثر بر شدت تنش شامل زاویه بار، زاویه الیاف، 
زاویه چرخش بریدگی و اثر انحنای گوشه بریدگی را بررسی کردند. 
بررسی تأثیر شعاع انحنای گوشه ی بریدگی در تحلیل تنش صفحات 
با بریدگی مرکزی و تحت کشش توسط جعفری و رضایی پژند ]13[ 
صورت پذیرفت. آن ها با استفاده از بسط روش حل تحلیلی لخنیتسکی 
حل خود را ارائه دادند و در نهایت برای بررسی درستی نتایج خود از 

اجزای محدود استفاده کردند. 
شبه  بریدگی  حول  تنش  توزیع   ]14[ اول  مشیری  و  جعفری 
مستطیلی در چندلایه های کامپوزیتی متقارن تحت بارگذاری درون 
لخنیتسکی  تحلیلی  بررسی حل  با  آن ها  کردند.  تحلیل  را  صفحه ای 
بریدگی،  عرض  به  طول  نسبت  همچون  مختلفی  پارامترهای  تأثیر 
چیدمان  نوع  بریدگی،  گوشه  انحنای  شعاع  بریدگی،  چرخش  زاویه 
با  که  دادند  نشان  ایشان  کردند.  بررسی  را  بار  اعمال  زاویه  و  لایه ها 
زاویه چرخش  انتخاب  با  بریدگی و همچنین  نرم تر شدن گوشه های 
بریدگی مناسب می توان تمرکز تنش را کاهش داد. جعفری و قندی 
تمرکز تنش در  برای ضریب  تحلیلی  ورنوسفادرانی ]15[ حلی شبه 
صفحات همسانگرد حاوی دو بریدگی شبه مستطیلی ارائه دادند. آن ها 
شوارتز،  شونده ی  تکرار  روش  و  موشخیلشویلی  تنش  توابع  بسط  با 
توزیع تنش در صفحه ی حاوی دو بریدگی شبه مستطیلی را بررسی 
دو  قرارگیری  محل  مختلفی همچون  پارامترهای  تأثیر  آن ها  کردند. 
بریدگی نسبت به هم، شعاع انحنای گوشه های دو بریدگی و نسبت 
ابعاد بریدگی ها بر ضریب تمرکز تنش را مطالعه کردند. منصوری و 
شیبانی ]16[ پارامترهای بهینه به منظور کاهش ضریب تمرکز تنش 

حول بریدگی در صفحات کامپوزیتی تحت کشش ارائه دادند. 
بررسي تأثیر شعاع انحناي گوشه بریدگي بر تمرکز تنش ناشي از 
شار حرارتي توسط جعفری و نظری ]11[ صورت پذیرفت. آن ها بر 
پایه ی تئوري ترموالاستیسیته دوبعدي حالت پایدار میدان تنش را در 
اطراف بریدگي هاي مختلف در یک صفحه ی نامحدود همسانگرد مورد 
جریان  تحت  بینهایت  در  صفحه  مطالعه  این  در  دادند.  قرار  بررسي 
حرارتي یکنواخت است و مرز بریدگي مرکزي عایق اسـت. مشیری 
لخنیتسکی  مختلط  متغیر  روش  از  استفاده  با   ]17[ جعفری  و  اول 
تأثیر پارامترهای مختلف بر توزیع تنش چندلایه های متقارن حاوی 
بریدگی مثلثی را بررسی کردند. آن ها نتایج را با نتایج اجزای محدود 
مقایسه کردند. عباس نیا و همکاران ]18[ یک معادله ی جدید جهت 
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را  ارتوتروپیک  تخمین ضریب تمرکز تنش بریدگی دایره ای در ورق 
ارائه دادند. آن ها با استفاده از روش رگرسیون موفق به ارائه ی رابطه ای 
صریح جهت محاسبه ی ضریب تمرکز تنش حول بریدگی دایره ای در 
ارتوتروپیک تحت کشش شدند. آن ها نشان دادند که مدل  صفحات 
پیشنهادیشان قادر به پیش بینی ضریب تمرکز تنش با حداکثر خطای 

1 درصد است. 
بریدگی  توزیع تنش حول  فراوانی در زمینه  اگرچه پژوهش های 
در مواد مختلف صورت گرفته است اما در هیچ یک از مقالات مشابه 
رابطه صریحی برای محاسبه ی ضریب تمرکز تنش بر حسب خواص 
در  بریدگی  زاویه چرخش  و  بریدگی  گوشه  انحنای  شعاع  مکانیکی، 
صفحات کامپوزیتی نامحدود تحت بار کششی ارائه نشده است. با توجه 
به سادگی رابطه ارائه شده در این مقاله )معادله ی چند جمله ای( به 
جای انجام پروسه سخت و پیچیده ی حل تحلیلی، به سادگی می توان 
مقادیر تنش در صفحات حاوی بریدگی بیضوی را با استفاده از خواص 

مکانیکی ماده در زاویه چرخش بریدگی دلخواه به دست آورد. 

2- مواد و روش ها
2-1- 1-2- مشخصات مواد

حاوی  صفحات  مقاله،  این  در  مطالعه  مورد  کامپوزیتی  صفحات 
نظر  در  نامحدود  و  محوری  بارگذاری  تحت  شکل،  بیضی  گشودگی 
 .)1 )شکل  است  واقع  صفحه  مرکز  در  گشودگی  شده اند.  گرفته 
همانطور که در شکل 1 دیده می شود مختصات محلی و عمومی مورد 
با  تحلیل مسأله  است.  به تصویر کشیده شده  مقاله  این  در  استفاده 
فرض تنش صفحه ای صورت گرفته و رفتار صفحات در ناحیه الاستیک 

خطی بررسی شده است. 

برای تحلیل رگرسیونی مجموعه ای از داده ها مورد نیاز است. این 
مجموعه داده بایستی جامع و کافی باشد. عباس نیا و همکاران ]18[ 
نشان دادند که با استفاده از خصوصیات مکانیکی 103 ماده مختلف 
با خواص مکانیکی متفاوت می توان تخمین دقیقی برای ضریب تمرکز 
تنش در صفحات حاوی گشودگی دایره ای به دست آورد. آن ها به دلیل 
روابط  از  مناسب،  تقریب  به  دستیابی  بیشتر جهت  داده های  به  نیاز 
حجمی  درصدهای  کمک  به  مرکب  ماده  مکانیکی  خواص  محاسبه 
مختلف الیاف و ماتریس و خواص مکانیکی آن ها با به کارگیری قانون 
مواد  همین  از  نیز  پژوهش  این  در  ازاین رو  کردند.  استفاده  اختلاط 
استفاده می گردد که برخی از خواص مکانیکی آن ها در جدول 1 ارائه 

شده است ]18 و 19[. 

2-2- 2-2- حل تحلیلی
با توجه به تئوری الاستیسیته لخنیتسکی در اجسام ناهمسانگرد، 
ضرایب  محاسبه ی  به  محدود  را  تنش  تابع  محاسبه ی  می توان 
نامشخصی دانست. این ضرایب نامعلوم با توجه به شرایط مرزی حول 
افرادی همانند ساوین ]2[ و لخنیتسکی  بریدگی محاسبه می شوند. 
]4[ تابع تنش در صفحات نامحدود ناهمسانگرد دارای بریدگی بیضوی 
محاسبه ی  برای  ارائه شده  روابط  در  کرده اند.  محاسبه  را  دایره ای  و 
ضریب تمرکز تنش، زاویه ی چرخش بریدگی به عنوان پارامتر مؤثر 
این مقاله علاوه بر شکل  لذا در  بر تمرکز تنش به چشم نمی خورد. 
موجود، ضریب  روابط  به سایر  نسبت  )رابطه ی چند جمله ای(  ساده 
تمرکز تنش بر حسب خواص مکانیکی و زاویه ی چرخش بریدگی ارائه 
از  ادامه به روند محاسبه تنش پرداخته می شود ]18[.  می گردد. در 

تنش های به دست آمده جهت تحلیل رگرسیونی استفاده می گردد. 

 [11 و 11]مواد مكانيكي  خواص :1جدول 
Table 1. Mechanical properties of materials ]18, 19[ 

 

 

  

  نام مادهّ GPaE1  GPaE2   GPaG12 12 
 88/0 8/9 6/8 0/93 شیشه/اپوکسی-ای
 82/0 5/3 3/8 0/39 شیشه/اپوکسی-اس

 یشه با الیاف بافتهش
 72/0 9/5 2/83 2/83 شده/اپوکسی

 93/0 8/8 5/5 0/82 کولار/اپوکسی
 82/0 8/2 9/70 0/738 کربن/اپوکسی
 88/0 0/5 2/8 0/797 کربن/پیک

جدول 1: خواص  مكانيكي  مواد ]18 و 19[
Table 1. Mechanical properties of materials ]18, 19[
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مطابق تعمیم قانون هوك در حالت سه بعدي می توان هر مؤلفه 
تــنش را به تمام مؤلفه هاي تغییر شکل نسبي و هر مؤلفه تغییر شکل 

نسبي را به تمام مؤلفه های تنش مربوط ساخت )روابط )1( و )2((:

i ij jCσ ε=            )1(

i ij jSε σ=              )2(

]به ترتیب تانسورهای نرمي یا انعطاف پذیري و سفتي  ]S ] و   ]C  
ماده هستند؛ که ارتباط بین این دو پارامتر در رابطه ی )3( مشاهده می شود:

1[ ] [ ]C S −=
            )3(

در ادامه کار دو حالت کرنش صفحه اي و تنش صفحه اي را درنظر 
اعضاء  ( )z xz yzε γ γ= = =0 صفحه اي  کرنش  حــالت  براي  مي گیریم. 

بصورت رابطه ی )4( به دست مي آید:  ijR ماتریس نرمي کاهش یافته 

2
11 11 33 13 33( ) /R S S S S= −

12 12 33 13 23 33( ) /R S S S S S= −

16 16 33 13 36 33( ) /R S S S S S= −
2

22 22 33 23 33( ) /R S S S S= −                                     )4(

26 26 33 23 36 33( ) /R S S S S S= −
2

66 66 33 36 33( ) /R S S S S= −

( در رابطه ی )5(  z xz yzσ τ τ= = =0 و برای حالت تنش صفحه اي)

نشان داده شده است.

ij ijR S=     , (1, 2,6)i j =          )5(

ijR اعضاء ماتریس نرمي هستند در حالت دو  که در این روابط
بعدی رابطه سازگاری بصورت رابطه ی )6( بیان می شود:

2 22

2 2
y xyx

y x x y
ε γε ∂ ∂∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

                  )6(

بصورت  یافته  کاهش  نرمی  ماتریس  برای  کرنش  و  تنش  رابطه 
معادله ی )7( است:

11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x y xy

y x y xy

xy x y xy

R R R
R R R
R R R

ε σ σ τ

ε σ σ τ

γ σ σ τ

= + +

= + +

= + +

                )7(

تنش  تابع  بایستی  تعادل  معادلات  شدن  ارضا  برای  طرفی  از 
) به صورت زیر تعریف شود: , )F x y

2

2

2

2

2

x

y

xy

F
y
F

x
F

x y

σ

σ

τ

∂
=
∂

∂
=
∂
∂

= −
∂ ∂

              )8(

با جایگذاری رابطه ی )8( در معادله ی سازگاری، معادله دیفرانسیل 
به دست می آید. F مرتبه چهارم بر حسب تابع تنش 

 
4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 42 (2 ) 2 0F F F F FR R R R R R
x x y x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

     
 

)9(        4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 42 (2 ) 2 0F F F F FR R R R R R
x x y x y x y y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ماده ی  برای  سازگاری  معادله ی   ،)9( معادله ی  واقع  در 
اعضای   ijR و  تنش  تابع  ( , )F x y که  می باشد  غیرهمسان گرد 
کرنش  فرض  براساس  که  است  صفحه  یافته  کاهش  نرمی  ماتریس 
مطابق روابط )4( و  ijS صفحه ای یا تنش صفحه ای بصورت تابعی از 

 
 طرفه تحت کشش یک بیضویشماتیک ورق نامحدود دارای گشودگی  :1شکل 

Fig. 1. Schematic diagram of infinite plate with elliptical cutout under uniaxial tension 

  

شكل 1: شماتيک ورق نامحدود دارای گشودگی بيضوی تحت کشش یک طرفه
Fig. 1. Schematic diagram of infinite plate with elliptical 

cutout under uniaxial tension
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)5( قابل محاسبه می باشند. لخنیتسکی نشان داده است که معادله ی 
kD به صورت  )9( به کمک چهار اپراتور مشتق خطی مرتبه ی اول 

رابطه ی )10( ساده می  شود: 

1 2 3 4 0

, 1, 2,3, 4k k

D D D D F

D k
y x

µ

=
∂ ∂

= − =
∂ ∂

       )10(           

aµ ریشه های معادله ی مشخصه ی معادله ی )11( می باشد. 

4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0R R R R R Rµ µ µ µ− + + + + =                  

)11(4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0R R R R R Rµ µ µ µ− + + + + =

دارد.  موهومی  ریشه ی  چهار  کلی  حالت  در   )11( معادله ی 
لخنیتسکی اثبات کرد که این معادله ی مشخصه  دارای ریشه های دو 

به دو مزدوج به صورت رابطه ی )12( می باشند: 

1,2 1 1

3,4 2 2

i
i

µ α β

µ α β

= ±

= ±
                      )12(

 F تنش تابع  کلی  بیان  مشخصه،  معادله  ریشه های  به  توجه  با 
به صورت رابطه ی )13( خواهد بود: 

1 1 2 2( , ) 2Re[ ( ) ( )]F x y f z f z= +              )13(

رای  xk kz yµ= + f توابع دلخواه از متغیر مختلط  2  و 
k=1.2 می باشند. با به کارگیری این رویکرد، مسأله به تعیین دو تابع 
کند؛  ارضا  را  بریدگی  لبه ی  مرزی  که شرایط  گونه ای  به   f 2 و   f 1

محدود می شود. بنابراین تنش ها از رابطه ی )14( تعیین می شوند. 

2 " 2 "
1 1 1 2 2 2
" "

1 1 2 2

" "
1 1 1 2 2 2

2Re[ ( ) ( )]
2Re[ ( ) ( )]

2Re[ ( ) ( )]

x

y

xy

f z f z
f z f z

f z f z

σ µ µ

σ

τ µ µ

= +

= +

= − +

                   )14(

با توجه به مرز گشودگی بهتر است تا تنش های فوق در دستگاه 
مرز گشودگی  در  این دستگاه  در  ارائه شوند. چون  قطبی  مختصات 
تنها  و  بود  خواهند  صفر   ) rθτ = rσ =0( شعاعی  و  برشی  تنش های 

( است. θσ تنش باقیمانده تنش محیطی )

2-3- 3-2- تحلیل رگرسیونی و استخراج مدل
بیان شد که تنش ها در دستگاه مختصات قطبی  در قسمت قبل 
محاسبه شدند. بنابراین تنها تنش محیطی باقی می ماند. در صورتی که 
 yσ xσ و  اگر از دستگاه مختصات دکارتی استفاده شود؛ هر سه تنش 
xyτ در مرز گشودگی وجود خواهند داشت که در این صورت باید از  و 
تنش معادل فون میسز استفاده کرد. نتیجه هر دو روش به یک جواب 
منتهی می شود اما به دلیل سهولت از دستگاه مختصات قطبی استفاده 
شده است. از اینرو ضریب تمرکز تنش به صورت بیشترین تنش محیطی 
( تعریف می شود. میزان  0σ ( به تنش اعمالی ) maxθσ اطراف گشودگی )
تنش اعمالی در مرز ورقPa 1 می باشد. با علم به اینکه ضریب تمرکز 
E1( تنش در صفحات حاوی گشودگی بیضوی تابعی از خواص مکانیکی

( می باشد؛ جهت بی بعد  β G12( و زاویه ی چرخش بریدگی ) ν12و ، E 2 ،
E و G12 استفاده شده است  2 ، E1سازی متغیرها نیز از ترکیبات مختلف
که در نهایت شش گزینه به عنوان متغیرهای مستقل مدل رگرسیونی 

خطی چندگانه1 استفاده شد. 
اثرات  و  رگرسیون  مدل  ضرایب  کلیه  آماری  طرح  این  کمک  به 
متقابل فاکتورها قابل برآورد هستند ]18[. بنابراین مدل های رگرسیونی 
)رابطه ی )15(( که برای تخمین ضریب تمرکز تنش مورد استفاده قرار 
گرفتند به ترتیب عبارتند از: مدل خطی2 )رابطه ی )16((،مدل با اثرات 
متقابل3 )رابطه ی )17((، مدل درجه دوم4 )رابطه ی )18(( و مدل درجه 

دوم کاهش یافته5 )رابطه ی )19((. 

2
0

1 1 2 1

m m l m

i i ij i j ii i
i i i i

Y x x x xβ β β β ε
= = = =

= + + + +∑ ∑∑ ∑  )15( 

0 1 1 2 2 3 3 4 4Y b b x b x b x b x ε= + + + + +   )16(

0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x ε= + + + + + + + + + + +      
)17(

0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x ε= + + + + + + + + + + +

 

1  Multiple Linear Regression
2  Linear
3  Two Factor Interaction (2FI)
4  Quadratic
5  Reduce Quadratic
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2
0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4 11 1
2 2 2

22 2 33 3 44 4

Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x b x
b x b x b x ε

= + + + + + + + + + + +

+ + + + 2
0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4 11 1
2 2 2

22 2 33 3 44 4

Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x b x
b x b x b x ε

= + + + + + + + + + + +

+ + + +

2
0 1 1 2 2 3 3 4 4 12 1 2 13 1 3 14 1 4 23 2 3 24 2 4 34 3 4 11 1
2 2 2

22 2 33 3 44 4

Y b b x b x b x b x b x x b x x b x x b x x b x x b x x b x
b x b x b x ε

= + + + + + + + + + + +

+ + + +
                              )18(  

2 2 2 2
0 1 1 2 2 3 3 4 4 11 1 22 2 33 3 44 4Y b b x b x b x b x b x b x b x b x ε= + + + + + + + + +

           
 )19(

2 2 2 2
0 1 1 2 2 3 3 4 4 11 1 22 2 33 3 44 4Y b b x b x b x b x b x b x b x b x ε= + + + + + + + + +

x برابر  2  ، E
E

2

1

x همان  1 ، θσ Y تنش محیطی  که در آن ها، 
β و  x زاویه ی چرخش بریدگی  4 ν12و  x نسبت پواسون   3 ، E

G
1

12 ijb iib اثرات درجه دوم،  ib اثر خطی،  ، ضریب ثابت،  0b همچنین 
εخطای مدل می باشند.  اثرات متقابل و  

در جدول 2 تجزیه واریانس مدل رگرسیون خطی چندگانه گزارش 
شده است. واریانس کل مدل به دو عامل اصلی شامل مجموع مربعات 

رگرسیون1 و مجموع مربعات خطا2 تقسیم شده است. 
2-4- 4-2- معیارهای ارزیابی عملکرد مدل

چندگانه،  خطی  رگرسیون  مدل  عملکرد  بهتر  ارزیابی  منظور  به 
تقسیم  تست  و  کالیبراسیون  بخش  دو  به  تصادفی  طور  به  داده ها 
درصد   20 کالیبراسیون،  برای  داده ها  درصد   80 اختصاص  با  شدند. 
باقیمانده داده ها نیز برای تست در نظر گرفته شد. سپس برای داده های 
کالیبراسیون و تست معیارهایی همچون میانگین مربعات خطای مدل3، 
انحراف معیار خطای مدل4 و بازده مدل5 مورد ارزیابی قرار گرفتند. پس 
بهتر ضریب  به مدل رگرسیونی جهت تخمین  برای دست یابی  از آن 
تمرکز تنش، انواع تبدیلات نظیر لگاریتم، رادیکال، معکوس و ... اعمال 
که  است  ذکر  به  لازم  است.  شده  استخراج  مناسب  مدل  و  گردیدند 

1  sum of squared regression (SSR)
2  sum of squared errors (SSE)
3  Root Mean Square Error (RMSE)
4  Mean Absolute Percentage Error (MAPE)
5  Efficiency (EF)

 

 

 تجزیه واریانس مدل رگرسيوني :2جدول 
Table 2. Analysis of variance table for the regression model 

 

  

 متوسط مربعّات موع مربعّاتمج درجه آزادی تغييراتمنبع 
p رگرسیون  1 

ˆ( )
m

R i
i

SS y y


  2

1
 

/R RMS SS p 1 

n ماندهباقی p 
ˆ( )

m

E i i
i

SS y y


  2

1
 

/E EMS SS n p  

n کل 1 
( )

m

T i
i

SS y y


  2

1
 

- 

جدول :2 تجزیه واریانس مدل رگرسيونی
Table 2. Analysis of variance table for the regression model

 
 یون خطی چندگانهرگرس نتایج ارزیابی اعتبار مدل :2شکل 

Fig. 2. The results of validation of the MLR regression model 

  

شكل 2: نتایج ارزیابی اعتبار مدل رگرسيون خطی چندگانه
Fig. 2. The results of validation of the MLR regression model
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انتخاب مدل مناسب با توجه به نمودار پراکندگی مقادیر پیش بینی شده 
در مقابل مقادیر واقعی حول نیمساز ربع اول انجام شده است ]18[. 

افزار متلب استفاده شده  نرم  از  جهت تحلیل در پژوهش حاضر 
برای  نیاز  مورد  تنش های  تحلیل  جهت  محاسبات  ابتدا  در  است. 
خواص  مختلف  مقادیر  از  استفاده  با  چندگانه،  خطی  رگرسیون 
با کد  برپایه روش متغیر مختلط  به کمک حلی تحلیلی  و  مکانیکی 
نویسی در نرم افزار متلب انجام شد. سپس تفکیک و تحلیل داده ها، 
با استفاده  ارزیابی مدل ها  استخراج مدل های رگرسیونی و همچنین 
از کد نویسی در نرم افزار متلب صورت پذیرفت تا در نهایت رابطه ای 
زاویه ی  برای ضریب تمرکز تنش برحسب خواص مکانیکی و  صریح 

چرخش بریدگی ارائه گردید. 

3- نتایج و بحث
که  دادند  نشان  خود  پژوهش  در   ]18[ همکاران  و  عباس نیا 
کمترین  به  می توان   ν12 و   E

G
1

12

 ، E
E

2

1

متغیرهای  انتخاب  با 
ضریب  تخمین  در  مدل  خطای  معیار  انحراف  و  میانگین  مقدار 

تمرکز تنش دست یافت. ازینرو در این پژوهش نیز از متغیرهای 
به  دستیابی  جهت   β چرخش  زاویه  متغیر  همراه  به  شده  ذکر 
بریدگی  حاوی  صفحات  در  را  تنش  تمرکز  ضریب  که  معادله ای 
ایشان  همچنین  است.  شده  استفاده  کند؛  محاسبه  بیضوی 
درجه  رگرسیون،  مدل  شکل  بهترین  که  دادند  نشان   ]18[
تجزیه  رگرسیون،  مدل  شناسی  عیب  به  ادامه  در  می باشد.  دوم 
قابلیت تعمیم پذیری مدل  ارزیابی آماری مدل و  واریانس مدل، 

می شود.  پرداخته 

3-1- 1-3- عیب شناسی مدل رگرسیون
برای  شده  انتخاب  دوم  درجه  رگرسیون  مدل  شناسی  عیب   
 2 در شکل  کالیبراسیون  مرحله ی  در  تنش  تمرکز  تخمین ضریب 
نشان داده شده است. با توجه به نرمال بودن توزیع آماری خطاهای 
مستقل  و  یکنواخت  توزیع   ،))c و   a(  2 )شکل  رگرسیون  مدل 
بین  )b(( و همچنین عدم وجود خود همبستگی   2 خطاها )شکل 
اعتبار  رگرسیونی  مدل   ))d(  2 )شکل  رگرسیونی  مدل  خطاهای 

 رگرسیون خطی چندگانهمدل درجه دوم   انسیوار هیتجز جهی: نت3جدول 

Table 3 The result of the variance analysis of the quadratic MLR models 

 

 

 

  

 DF SS MS F-value p-value 
 00/0 0/93877 96/70 55/733 73 مدل

( )Ex
E

2
1

1
 7 09/75 09/75 5/50036 00/0 

( )Ex
G

1
2

12
 7 50/76 50/76 6/55076 00/0 

( )x 3 12 7 06/0 06/0 3/782 05/0 
(sin( ))x 4 7 77/96 77/96 7/780932 00/0 
x x1 2 7 79/0 79/0 6/333 00/0 
x x1 3 7 06/0 06/0 3/808 00/0 
x x1 4 7 83/77 83/77 5/92367 00/0 
x x2 3 7 00/0 00/0 8/9 00/0 
x x2 4 7 89/0 89/0 7/228 00/0 
x x3 4 7 00/0 00/0 6/7 08/0 

x 2
1 7 93/7 93/7 9/3329 00/0 

x 2
2 7 85/0 85/0 8/898 00/0 

x 2
3 7 05/0 05/0 8/787 00/0 

x 2
4 7 53/69 53/69 6/877838 00/0 

   00/0 62/3 75563 خطا
   07/0 88/733  کل

جدول 3: نتيجه تجزیه واریانس مدل درجه دوم  رگرسيون خطی چندگانه
Table 3.The result of the variance analysis of the quadratic MLR models
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پیشنهاد  دوم  درجه  رگرسیونی  مدل  نتایج  به  می توان  و  می یابد 
شده اعتماد کرد. 

3-2- 2-3- تجزیه واریانس مدل رگرسیون
جدول  در  رگرسیون  دوم  درجه  مدل  واریانس  تجزیه  نتیجه ی 
می دهد  نشان   p-value مقادیر  که  همانطور  است.  شده  آورده   3
)0/00(، همه عامل های مدل که توسط روش رگرسیون گام به گام 
شده اند.  معنی دار  درصد  یک  داری  معنی  سطح  در  شده اند  انتخاب 

بنابرین بهترین شکل مدل نیز بدین طریق انتخاب شد.

3-3- 3-3- ارزیابی آماری مدل رگرسیون
از  آماری  توزیع  و  واریانس  میانگین،  مقایسه ی  برای  ترتیب  به 
سطح  در  کولموگروف-اسمیرنو  و  فیشر   ،t-test آماری  آزمون های 
اختلاف  که  می دهد  نشان  نتایج  شد.  استفاده  درصد   5 داری  معنی 
بسیار ناچیزی بین ویژگی های آماری توصیفی مقادیر واقعی و پیش 
بینی شده در هر دو مرحله کالیبراسیون و تست وجود دارد. همـچنین 
مقدار p-value نشان داد که در تمام موارد بزرگتر از 0/05 است لذا 
می توان بیان کرد که هر دو مجموعه داده ی واقعی و پیش بینی شده از 
تمرکز تنش گشودگی بیضوی مشابه یکدیگر هستند. بنابراین ضرایب 

مدل رگرسیونی به خوبی محاسبه شده اند. 
مرحله  دو  هر  در  می شود،  دیده  نیز   3 شکل  در  همانطورکه 
کالیبراسیون مدل و تست، مقدار ضریب همبستگی بین دو مجموعه 

داده ی واقعی و پیش بینی شده برابر با 0/98 شد. همچنین شیب و 
عرض از مبدأ خط رگرسیونی ما بین دو مجموعه داده تقریباً برابر با 
بنابراین عملکرد مدل رگرسیون خطی  است.  به صفر  نزدیک  و  یک 

چندگانه در مرحله ی تست نیز کاملًا قابل قبول است. 

3-4- 4-3- ارزیابی پایداری و قابلیت تعمیم پذیری مدل رگرسیون
خطی  رگرسیون  مدل  پذیری  تعمیم  ویژگی  دادن  نشان  برای 
شـده  داده  کاهش  کالیبراسیون،  داده های  مجموعه  درصد  چندگانه 
است. بنــابراین از درصدهای 100 الی 50 بـرای مجـموعه داده هـای 
کالیبراسیون و الباقی برای مجموعه داده های تست استفاده شد. بدین 
مجموعه  اندازه  کاهش  مقابل  در  مدل  تعمیم پذیری  قابلیت  طریق 
داده های کالیبراسیون سنجیده شد. مقادیر میانگین و انحراف معیار 
خطای مدل مدل برای 100 مجموعه داده ی مختلف حاصل از روش 
ملاحظه  که  همانطور  است.  شده  داده  نشان   4 جدول  در   k-fold

مجموعه  اندازه  کاهش  با  مدل  خطاهای  میانگین  مقادیر  می شود، 
داده های کالیبراسیون تا اندازه 50 درصد نیز اختلاف زیادی با یکدیگر 
ندارند. با توجه به آنکه مقادیر ضریب رگرسیونی محاسبه شده وابسته 
مجموعه   100 بین  از  لذا  است،  کالیبراسیون  داده های  مجموعه  به 
بهترین مجموعه داده را که منجر به نتایج قابل قبول در هر دو مرحله 
با  نتایج  این  مقایسه ی  شد.  انتخاب  می شود؛  تست  و  کالیبراسیون 
کالیبراسیون  برای  داده ها  همه  که  زمانی  برای  مدل  خطای  مقادیر 
استفاده می شوند، نشان می دهد که مدل رگرسونی از قابلیت تعمیم 
پذیری خوبی برخوردار است و می توان به آن اطمینان کرد. همچنین 
به دلیل پایین بودن مقدار انحراف معیار خطاها، می توان بیان کرد که 

مدل از خاصیت پایداری پیش بینی خوبی برخوردار است.
ماده گرافیت/ برای  اجزای محدود  با حل  نتایج مطالعه ی حاضر 
 7/17 ، E =2  10/3 ، E =1 با خصوصیات مکانیکی 181  اپوکسی 
ν در زوایای چرخش گشودگی مقایسه شده که  =12 Gو 0/28  =12

نتایج آن در قالب جدول 5 گزارش شده است. علاوه بر آن برای تمامی 
زوایای چرخش گشودگی نیز مقایسه ی نتایج در شکل 4 آورده شده 
است. اختلاف ناچیز مطالعه ی حاضر با حل اجزای محدود تاکیدی بر 
گشودگی  برای  می باشد.  موجود  مقاله  در  ارائه شده  رابطه ی  صحت 
بیضوی منحنی تنش بی بعد-زاویه ی چرخش گشودگی دارای دوره ی 
و 180  زوایای صفر  در  تناوب،  یک  در  می باشد.  درجه  تناوب 180 
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 گرافیت/اپوکسی حاوی گشودگی بیضوی
Fig. 4. Comparison of the effect of the cutout angle of rotation on the stress concentration of 

the present study and solving finite element in the graphite/epoxy material containing 
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شكل :3 ارزیابی توافق مقادیر ضریب تمرکز تنش واقعی و پيش بينی 
 )b( مرحله کاليبراسيون و )a( شده توسط مدل رگرسيون خطی چندگانه

مرحله تست
Fig. 3. Validation of the values of the realistic and 

predicted stress concentration coefficient by the MLR 
model (a) Calibration step (b) Test step
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مطلوب  تنش  همان  واقع  در  که  بی بعد  تنش  مقدار  کمترین  درجه 
بیشترین مقـدار تنش  زاویه 90 درجه،  اتفاق می افتد و در  می باشد 

بی بعد یا تنش نـامطلوب رخ می دهد.
استخراج  مدل  به  می توان  که  داد  نشان  نتایج  بنابراین 
تمرکز  ضریب  تخمین  جهت  رگرسیونی  روش  پایه  بر  شده 
زاویه  و  ماده  مکانیکی  خواص  حسب  بر  بیضوی  گشودگی  تنش 
جدول  در   .))20( )رابطه ی  کرد  اطمینان  گشودگی،  چرخش 
ارائه  تنش،  تمرکز  ضریب  برآورد  جهت  نهایی  مدل  ضرایب    6

است. شده 

4 4 4
2

0
1 , 1 10

ln( ) ( ) i i ij i j ii i
i i j i

f x x x x xθσ β β β β
σ = = =

= = + + +∑ ∑ ∑             )20(

4- نتيجه گيری
پایه  بر  تحلیلی  روش حل  از یک  استفاده  با  پژوهش،  این  در 
صفحات  از  زیادی  تعداد  برای  تنش  توزیع  مختلط،  متغیر  روش 
ارتوتروپیک تحت تنش محوری، دارای گشودگی بیضوی محاسبه 

تا  شد  سعی  چندگانه  خطی  رگرسیون  از  استفاده  با  سپس  شد. 
برای  مکانیکی  خواص  و  تنش  تمرکز  ضریب  بین  صریح  رابطه ای 

گردد. ارائه  بیضوی  گشودگی  دارای  ارتوتروپیک  صفحه ی 
را به  ارائه شده   ارزیابی های صورت گرفته دقت مدل ریاضی 
اثبات رساند. این رابطه، برای صفحات نامحدود تحت کشش یک 
طرفه بـه دست آمـده است که رابطه ای صریح بین ضریب تمرکز 
ارائه  را  بریدگی  چرخش  زاویه  و  ماده  مکانیکی  خواص  با  تنش 
دو  بین  همبستگی  ضریب  مقدار  برابری  آن  بر  علاوه  است.  داده 
مجموعه داده ی واقعی و پیش بینی شده در مراحل کالیبراسیون 
قابل  را  شده  ارائه  پیشنهادی  حل   )0/98 با  )برابر  تست  و  مدل 

می سازد. اعتماد 
 180 و  صفر  چرخش  زوایای  در  بیضوی  گشودگی  در 
تنش  نیز  درجه   90 زاویه  در  و  می دهد  رخ  مطلوب  تنش  درجه 
تنش  از  بایستی  بهینه  طرح  به  دستیابی  برای  طراح  نامطلوب. 
مقاله  این  در  شده  ارائه  رابطه  کمک  به  کند.  اجتناب  نامطلوب 
تنش  طراحی  محدودیت های  گرفتن  نظر  در  با  می تواند  طراح 

 رگرسيون خطي چندگانهابليت تعميم پذیری مدل درجه دوم ارزیابي ق :4جدول

Table 4. Evaluation of the MLR quadratic model’s generalizability 

 

  

 کل تست کاليبراسيون 
 RMSE MAPE EF RMSE MAPE EF RMSE MAPE EF 
700 - - - - - - 80/0 67/9 38/0 
30 88/0 53/9 38/0 89/0 28/9 38/0 88/0 67/9 38/0 
80 88/0 60/9 38/0 89/0 66/9 38/0 88/0 67/9 38/0 
20 80/0 68/9 38/0 73/0 53/9 38/0 80/0 67/9 38/0 
60 80/0 67/9 38/0 80/0 67/9 38/0 80/0 67/9 38/0 
50 80/0 67/9 38/0 80/0 67/9 38/0 80/0 67/9 38/0 

 

جدول4: ارزیابی قابليت تعميم پذیری مدل درجه دوم رگرسيون خطی چندگانه 
Table 4. Evaluation of the MLR quadratic model’s generalizability

 

 

ود در زوایای چرخش مختلف اجزای محد حلی حاضر و ی مقادیر تنش محاسبه شده در مطالعهمقایسه :5جدول 
 برای صفحه گرافيت/اپوکسي حاوی گشودگي بيضوی

Table 5. Comparison of the calculated stress values in the present study and the solving 
finite element at different angles of rotation for the graphite/epoxy graphite containing 

elliptical cutout 

 

  

 درصد خطا اجزای محدود حل ی حاضرمطالعه 
85 3633/5 3969/5 68/0 
25 8703/77 3827/77 38/0 
85 3770/78 3953/78 80/0 
30 3307/78 5070/78 08/0 
700 7803/78 8939/78 38/0 
755 3636/5 3950/3 63/0 

جدول :5 مقایسه ی مقادیر تنش محاسبه شده در مطالعه ی حاضر و حل اجزای محدود در زوایای چرخش مختلف برای صفحه گرافيت/اپوکسی حاوی 
گشودگی بيضوی

Table 5. Comparison of the calculated stress values in the present study and the solving finite element at different angles 
of rotation for the graphite/epoxy graphite containing elliptical cutout
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Fig. 4. Comparison of the effect of the cutout angle of rotation on the stress concentration of the present study and 
solving finite element in the graphite/epoxy material containing elliptical cutout

 ضرایب مدل نهایي رگرسيون :6جدول 

Table 6. Regression model final coefficients 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مقدار ضرایب عامل
 0 07958/0 عرض از مبدأ

2
1

1

( )Ex
E

 1 20882/0- 

1
2

12

( )Ex
G

 2 07779/0 

3 12( )x  3 75730/0 

4 (sin( ))x  4 28083/0 
2
1x 11 88589/0 
2
2x 22 00005/0- 
2
3x 33 87080/0- 
2
4x 44 07980/0- 

1 2x x 12 07595/0 

1 3x x 13 97270/0 

1 4x x 14 75393/0 

2 3x x 23 00337/0 

2 4x x 24 00869/0- 

3 4x x 34 08089/0 

جدول6: ضرایب مدل نهایی رگرسيون
Table 6. Regression model final coefficients
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را محاسبه  بیضوی،  دارای گشودگی  ارتوتروپیک  مواد  در  مطلوب 
نیاز خود را مرتفع سازد. و 
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