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جداره محصور در  5تا  2 های لولهمقیاس کوچک بر کمانش پیچشی نانو بررسی تاثیر

 محیط الاستیک تحت بارگذاری محوری و میدان دمایی

 2پور، محسن اسدی ٭1ضیاییسیما 

 دانشگاه ياسوج ،استاديار، دانشکده فني و مهندسي -1

 وجدانشکده فني و مهندسي، دانشگاه ياسدانشجوی کارشناسي ارشد،  -2

 

 چكیده

جداره(  5تا  2های چند جداره )از لولهیوسته غیر محلی کمانش پیچشی نانودر این پژوهش با استفاده از مدل پوسته پ

ایسه الاستیک تحت بارگذاری ترکیبی مورد مطالعه قرار گرفته و نتایج با مدل پوسته پیوسته کلاسیک مق محصور شده در محیط

تنش بحرانی سنجیده شده  باهای نانو لوله در شرایط بارگذاری و هندسی مشابه شده است. همچنین تاثیر افزایش تعداد لایه

های موجگذارد و میزان این تاثیر در نیممحلی بر مقدار تنش برشی بحرانی تاثیر می د که اثرات غیرندهاست. نتایج نشان می

چنین نشان داده شده است که در مقابل بار محوری کششی میزان تنش برشی بحرانی نانو لوله به طولی بزرگتر بیشتر است. هم

یزان تنش برشی لوله تاثیر مثبتی بر موجود محیط الاستیک پیرامون نانو مراتب بزرگتر از بار محوری فشاری است. در ضمن

 .  ها داردلولهبحرانی نانو
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 مقدمه -1

های کربني توسط ايجيما دنيايي از نانولولهبعد از کشف 

هايي با ابعاد نانو شکل و مناسب سازه تحقيقات برای تحليل دقيق

های نانو بعدی خواص فيزيکي، مکانيکي، شيميايي، گرفت. سازه

و  دهندای را از خود نشان ميو الکتريکي خارق العادهکترونيکي ال

ی کربني منجر به پيدايش هانانولولهاين خواص برجسته 

ابزارها ها، نانوالکترونيکها همچون نانودهای نويني برای آنکاربر

های منحصر به فرد يکي از مشخصه شده است.ها کامپوزيتوو نان

ها از کمانش الاستيک آنهای کربني قابليت احيا شدن نانولوله

دون بروز بها نانولولهاست که اين امر قابليت استفاده مکرر از 

ررسي کمانش و . بنابراين ب[1سازد ]هرگونه آسيبي را فراهم مي

های کربني تک جداره و چند جداره موضوع نانولولهخمش 

 است.بسياری از مطالعات آزمايشگاهي و تئوری 

در خصوص تعيين نيروی تاکنون تحقيقات بيشماری 

کمانشي يا تنش بحراني و چگونگي تاثير گذاری نسبت ابعادی 

های کربني نانولولهها، قطر و اثر کايراليتي بر کمانش نانولوله

هايي که برای مدلسازی ترين روشصورت گرفته است. معمول

( 1شوند عبارتند از: های کربني استفاده مينانولولهکمانش 

[، 1ای مولکولي ]( مکانيک سازه2[ 5]-[2لي ]ديناميک مولکو

 ( مکانيک محيط پيوسته. 3[ و 8]-[6]

سازی توسط ديناميک مولکولي نتايج فراواني شبيهچه  گرا 

گذارد اما به دليل ها در اختيار مينانولولهبرای فهم رفتار کمانشي 

های اتمي بزرگ بات بالای آن برای مدلسازی سيستمحجم محاس

از سوی ديگر مشکلات حاکم بر  نيست.صرفه  رون بهچندان مق

مطالعات آزمايشگاهي و هزينه گزاف آن منجر به شکل گيری 

ها بر پايه مکانيک محيط پيوسته گشته است. نانولولهمدلسازی 

ک مدل ساده پوسته [ با مقايسه يک مدل اتمي با ي9ياکوبسون ]

ت فشار تک جداره تح نانولولهسازی کمانش پيوسته در شبيه

محوری نشان داد که مدل پوسته پيوسته قادر به پيش بيني تمام 

سازی ديناميک رات الگوهای کمانشي حاصل از شبيهتغيي

حضور ل پوسته پيوسته موجود را به دليل البته مد است.مولکولي 

توان مستقيما برای بررسي رفتار مکانيکي نيروهای واندروالز نمي

 ار برد.های چند جداره بکنانولوله

ف ع[ يک مدل پوسته الاستيک مضا10ريو ] 2001در سال 

دو جداره  نانولولهيک  نهايت کوچکرا برای بررسي کمانش بي

فشاری -محصور در يک محيط الاستيک تحت بارگذاری محوری

های چند نانولوله[ برای 11،12ارائه کرد. اين مدل توسط وانگ ]

مکانيک محيط پيوسته  جداره بسط داده شد. امروزه استفاده از

محلي برای مدلسازی رفتار در دو هيات محلي يا کلاسيک و غير 

های های تک جداره و چند جداره تحت بارگذاری نانولولهکمانشي 

  .[22] -[13] استترکيبي بسيار معمول 

اجزاء محدود ی [ از يک مدل پيوسته13پانتانو و همکاران ]

جداره و چند  های تکولولهنانبرای مدلسازی سازه و تغييرشکل 

های پوسته مدل ها هر لوله را با الماناند. آنجداره استفاده کرده

ای برای و از خواص الاستيک و ضخامت مکانيکي ويژه ندکرد

ها اند. آنها براساس مدل پوسته استفاده کردهسازی لولهشبيه

برهم  هایها از المانسازی نيروی واندروالز بين لولهبرای شبيه

سازی خود را با مقايسه  ها درستي شبيهآن .ندکردکنش استفاده 

سازی مولکول  های تک جداره با نتايج شبيه هنانولولتغييرشکل 

 . ندديناميکي نشان داد

تر برای [ با استفاده از يک مدل دقيق14هي و همکاران ]

ای پيوسته به مدل سازی نيروی واندروالز  و مدل پوسته استوانه

محوری -جداره تحت نيروی فشاری 3نانولوله حليل يک ت

های اند. در اين مطالعه اثر برهم کنش واندروالز بين لايهپرداخته

ها بر برهم کنش واندروالز نآها و اثر ابعادی نانولولهمختلف کربن 

بررسي شده است. در اين مطالعه نشان داده شده است که 

-های مجاور حاصل مياز لايهاثر برهم کنش واندروالز  بيشترين

نظر کرد. برهم کنش واندروالز لايه دور صرفتوان از اثر شود و مي

به  مستقيمااز سوی ديگر مشاهده شد که برهم کنش واندروالز 

 استشعاع لوله مخصوصا وقتي که شعاع به اندازه کافي کوچک 

(nm7<)،  از  نانولولهبستگي دارد. زماني که شعاعnm40 

توان ضرائب برهم کنش واندروالز را به صورت ميست ابزرگتر 

( که برای هر دو لايه نانولولهمقادير ثابت )يعني مستقل از شعاع 

 چند جداره متفاوت است درنظر گرفت.  نانولولهمختلف در يک 

های  [ به بررسي اثر تغيير انحناء لوله15قيان و همکاران ]

دروالز در هر نقطه و ای وانداخلي و خارجي بر نيروی بين لايه

-های دو جداره تحت نيروی فشارینانولولهتاثير آن بر کمانش 

ها از مدل پوسته اند. آنپرداخته nm7/0محوری با قطر کمتر از 

 ها استفادهنانولولهسازی  ای پيوسته کلاسيک برای شبيهاستوانه

 کردند.

های چند نانولوله[ کمانش پيچشي 16وانگ و همکاران ]

ای پيوسته کلاسيک را با استفاده از مدل پوسته استوانه جداره

-نانولوله ،بر اساس نسبت شعاع به ضخامت هاآن اندکردهمطالعه 

ها نسبت های چند جداره را در سه دسته نازک )که در آن

بزرگتر است(، ضخيم  5ترين شعاع داخلي به ضخامت از دروني

به ضخامت حدود  ترين شعاع داخليها نسبت دروني)که در آن

ترين بت درونينس هانآيک است( و نزديک به چگال )که در 

 . اند دادهکمتر است( مورد مطالعه قرار  25/0شعاع به ضخامت از 



 

 

 

        

پوسته پيوسته غير  [ با استفاده از مدل17ژانگ و همکاران ]

های چند جداره تحت فشار نانولولهکمانش محلي به بررسي 

  اند.رداختهيکنواخت شعاعي خارجي پ

ای پيوسته [ با استفاده از پوسته استوانه18وانگ و همکاران ]

های چند جداره نانولولهکلاسيک به مدل سازی کمانش پيچشي 

تحت بارگذاری محوری و محصور در يک محيط الاستيک 

برای مدل سازی تنش برشي ناشي از بارگذاری  هاآن اند.پرداخته

-که تنش برشي در تمام لايهند ردپيچشي از اين فرض استفاده ک

-نانولولهها مطالعات خود را در سه گروه ها با هم برابر است. آن

 اند.  های نازک، ضخيم و نزديک به چگال انجام داده

[ با استفاده از مدل پوسته الاستيک 19اکسياهو و قيانگ ]

سازی کمانش ناشي از بارگذاری  پيوسته کلاسيک به مدل

 تغييراتو تاثير  اندهای دو جداره پرداختهولولهنانفشاری -محوری

اند که ها نشان دادهاند. آنحرارتي را بر اين پديده بررسي کرده

دو جداره تحت بارهای حرارتي به  نانولولهنيروی کمانش محوری 

های کمانش محوری بستگي دارد. همچنين حالتشماره موج 

پايين تنش محوری  ایدم اند که در دمای اتاق وها نشان دادهآن

دو جداره با افزايش  نانولولهبحراني برای کمانش بسيار کوچک 

يابد. در حاليکه در دمای بالا تنش  مقدار تغيير دما، افزايش مي

دو جداره با افزايش  نانولولهبحراني محوری کمانش بسيار کوچک 

 يابد.  مقدار تغيير دما کاهش مي

ای پيوسته ل پوسته استوانه[ با استفاده از مد20سان و ليو ]

های چند جداره نانولولهکلاسيک به بررسي کمانش پيچشي 

رای ها بآن اند.تحت فشار شعاعي و بارگذاری محوری پرداخته

که زاويه  اندهمدل سازی تنش برشي از اين فرض استفاده کرد

 ها باهم برابر هستند. نانولولهپيچش تمام 

 [ به ترتيب تاثير22همکاران ] [ و هاوو و21يان و همکاران ]

های نانولوله محوری را بر کمانش پارامتر مقياس کوچک تغيير

های چند نانولولهميدان حرارتي و کمانش پيچشي در سه جداره 

ها از مدل پوسته اند. آنجداره در ميدان حرارتي بررسي کرده

 اند.          ای پيوسته غير محلي استفاده کردهاستوانه

اين پژوهش با استفاده معادلات پوسته غير محلي به مدل در 

جداره  5تا  2های چند جداره از نانولولهسازی رفتار کمانش 

تحت بارگذاری ترکيبي محصور در محيط الاستيک پرداخته شده 

  است.

 مدل پوسته پیوسته غیر محلی -2

ای تحت بارگذاری ترکيبي مکانيکي و يک پوسته استوانه

و نسبت  E، مدول الاستيک h، ضخامت Rعاع به ش Tحرارتي 

برقراری معادلات تعادل بر اساس با را در نظر بگيريد.  vپواسون 
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مشخصه طول  aثابت ماده و  e0 تنسور کرنش، غير محلي، 

يک پارامتر مقياس برای اثر مقياس  e0a. استداخلي ماده 

 شود. کوچک برشمرده مي

 



 

 

      

 
 : المان پوسته استوانه ای(1) شكل

های نانولولهتوان معادلات حاکمه بر  مي 3بر اساس معادله 

 :[21] کربني را به صورت زير نوشت
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 که در آن مقادير کرنش عبارتند از:

(a5) 
2

22

2

1

x

w
z

x

w

x

u
x






















  

(b5) 
R

w

R

w
z

w

RR

v

























22

22

22

1




 

(c5) 



















































x

w

x

w

R

z

R

w

x

w

x

v

R

u
x


 

22

2

1  

جابجايي در راستای  به ترتيب معرف w و u ، vکه در آن 

  .است محوری،  محيطي و شعاعي

و گشتاورهای  حاصلحال با توجه به روابط حاکم بر نيروهای 

 :حاصل در واحد طول
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 توان به روابط زير رسيد:مي 5و استفاده از روابط 
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 گر. ااست به سختي خمشي معروف  Dعبارت  19در معادله 

توان از اين ها فرض شده است که ميدر بسياری از کاربرچه 

های کربني تک جداره فرمول برای تعيين سختي خمشي نانولوله

[ 23و چند جداره استفاده کرد اما مطالعات اکسياهو و قيانگ ]

 تحليل نانو نشان داده است که برای استفاده از مدل پوسته برای

مقادير سختي خمشي، مدول الاستيک و ضخامت  بايد هالوله

[ پيشنهاد 24[. ريو ]13ها به يک شيوه موثر تعريف گردد ]لايه



 

 

      

-نانولولهکرده است که برای استفاده از مدل پوسته برای تحليل 

های کربني از مقدار موثر سختي خمشي استفاده شود که ضرورتا 

با  16و ضخامت نيست. لذا در معادله  مادهتابعي از پارامترهای 

که معرف سختي موثر خمشي  پوسته  Deبه  D تغيير رابطه

از اين معادله برای بررسي کمانش ناشي از  توانمي است

  های کربني استفاده کرد.نانولولهبارگذاری ترکيبي 

 های مجاورنانولولهنیروی واندروالز بین  -3

توان براساس ز بين هر دو اتم کربن را مينيروهای واندروال

مدل لنارد جونز بيان کرد. براساس روش پيشنهاد شده توسط ريو 

توان [ فشار واندروالز اعمال شده بر هر اتم از يک لوله را مي24]
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 نانولولهام يک iلوله  که بر piبدست آورد. فشار شعاعي خالص 

  pi(i+1)شود از جمع کردن فشار خارجي  چند جداره اعمال مي

  pi(i-1)شود و فشار داخلي  ام اعمال ميiام بر لوله i+1که از لوله 

[. از 22آيد ]شود بدست ميام وارد ميiام بر لوله i-1که از لوله 

 ف جهتختلآنجايي که نيروهای بين دو لوله مجاور مساوی و م

برقرار  20 رابطه  p(i+1)iو  pi(i+1)بين فشار هستند بنابراين 
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 که در آن:
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های نانولولهتوان معادلات حاکم بر کمانش به طور مشابه مي

 در شکل دو تا چهار جداره را نيز تحت بارگذاری ترکيبي نوشت.

جداره محصور در يک محيط  3 نانولولهمدل مکانيکي از يک  (2)

 الاستيک  نشان داده شده است.

 

 جداره 3 نانولوله: مدل مكانیكی یک (2) شكل

 شرایط مرزی -5

های کربني آنقدر بلند هستند که نانولولهفرض شده است که 

اثرات انتهايي تاثير چنداني بر مقادير بحراني گشتاور نداشته 

 توان نوشت:ميزير را باشد. بنابراين فرض 

(31) 
5,,1,sin1 
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اعداد صحيح مثبت  nو  mهای حقيقي، ثابت Miکه در آن 

تای محوری و اسهستند که به ترتيب معرف عدد نيم موج در ر

 31. با جايگزين کردن معادله هستندها محيطي هر يک از لوله

که  آيد به دست مي يک دسته معادله همگن ،29 تدر معادلا

( A) جواب غير بديهي آن براساس صفر شدن دترمينان ضرائب 

 شود يعني:تعيين مي
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 اعتبارسنجی مدل -6

از نتايج موجود بهره سنجي مدل پيشنهادی  برای اعتبار

گيری از مدل پوسته  [ با بهره26گرفته شده است. سان و ليو ]

نيروی برشي غشايي پيوسته يک رابطه رياضي برای تعيين 

های کربني دو جداره محصور در محيط الاستيک نانولولهبحراني 

-لولهنيروی برشي غشايي نانو (3) پيشنهاد داده است. در شکل

يو لو مدل سان و  مدل پيشنهادی های کربني دو جداره حاصل از

 نشان داده شده است. ( m,nبه ازاء مقادير مختلف ) [26]



 

 

      

 
های دو جداره طه نیروی برشی غشایی و شماره موج نانولولهب: را(3)شكل

 [(   26)مقایسه با نتایج ]

 سبت نيروی برشي غشايي بحرانين( 1) از سوی ديگر در جدول

و مدل پيشنهادی به  [26] يوبيني شده توسط سان و لپيش

ست ء چند شعاع داخلي فهربه ازا، کمانش نظير آن حالت همراه

شود توافق خوبي ميان نتايج شده است. همانگونه که ديده مي

 شود.ده ميدي

د در : مقایسه نیروی برشی غشایی بحرانی با نتایج موجو(1) جدول

[26] 

(m,n)  
 presentN

N

x

x



 ]26[ iR (nm) 

(2،3) 97/0 76/0 

(2،2) 911/0 76/1 

(7،4) 974/0 712/2 

(9،5) 9794/0 663/3 

 5های نانولوله پيچشي نتايج حاصل از کمانشبه طور مشابه 

به ازاء شرايط [ 18و ][ 16جع ]اجداره با نتايج موجود در مر

د و نتايج حاصل انهم مقايسه شدهبا  و بارگذاری ان هندسييکس

 (.(2) ند )جدولدهتوافق خوبي را با هم نشان مي

جداره تحت بار  5: مقایسه نیروی برشی غشایی بحرانی نانولوله (2) جدول

 محوری

 
 presentN

N

x

x



 ]16[  
 presentN

N

x

x



 ]18[  

0/97 (  =0) 967/0  ( 02.0 ) 

------ 964/0 (  =-0.02) 

 نتایج -7

-در محاسبات انجام شده مقادير زير مورد استفاده قرار گرفته

 :[19] اند

34.0,
10

918667.9,
360

,85.0,34.0
3

19

2
 h

m

N
C

m

J
EheVDe  

 عبارتند از: 2و  1و برای دمای بالا مقادير 
6

2
6

1 108.0,101.1     

کربني بر  نانولولههای تاثير افزايش تعداد لايه (4)در شکل 

آورده شده ( m,1تنش برشي بحراني به ازاء هر زوج نيم موج )

ها از شود به ازاء افزايش تعداد لايههمانگونه که ديده مي است.

در اين شکل طول  .شودميزان تنش برشي بحراني کاسته مي

 ضريبي از قطر خارجي آن در نظر گرفته شده است. نانولوله

ها بر تنش و تعداد لايه nتاثير افزايش نيم موج ( 5) در شکل

 بحراني 

شود با ده شده است. همانگونه که ديده ميها نشان دانانولوله

 از ميزان تنش برشي بحراني کاسته مي m>5به ازاء  nافزايش 

 شود.  

 

به ازاء هر زوج نیم  نانولولهها بر تنش برشی بحرانی : تاثیر تعداد لایه(4)شكل 

 (m, 1موج )

 



 

 

 

        

 
 بر تنش برشی بحرانی n: تاثیر افزایش نیم موج (5)شكل 

 
 : تاثیر مقیاس کوچک بر تنش برشی بحرانی(6)شكل 



 

 

      

 
 

 ( استرشی معرف ضریب تنش محوری نسبت به تنش ب گامای، ): تاثیر نیروی کششی/ فشاری و مقیاس کوچک بر تنش برشی بحران(7) شكل

( تاثير مقياس کوچک بر تنش برشي بحراني به 6در شکل )

( آورده شده m,1ها و هر زوج نيم موج )ازاء افزايش تعداد لايه

شود بيشترين ميزان اثرات مقياس است. همانگونه که ديده مي

وله دو جداره شود، گرچه در نانولديده مي m>10کوچک در 

 نيز قابل ملاحظه است.   m=1ميزان اين اثر در 

( تاثير وجود نيروی محوری )کششي يا فشاری( 7در شکل )

 به انضمام تاثير مقياس کوچک بر تنش برشي بحراني نشان داده

رود وجود نيروی کششي شده است. همانگونه که انتظار مي

به عکس وجود  افزايد ومحوری بر ميزان تنش برشي بحراني مي

کاهد. اين نيروی محوری فشاری از ميزان تنش برشي بحراني مي

 تر است. محسوس m>10تاثير در 

( تاثير محصور بودن نانولوله در محيط الاستيک 8در شکل )

بر ميزان تنش برشي بحراني بررسي شده است. همانگونه که 

شود وجود محيط الاستيک بر افزايش تنش برشي ديده مي

 ها موثر است. ني نانولولهبحرا

( تاثير همزمان محصور بودن نانولوله در محيط 9در شکل )

الاستيک و حضور نيروی فشاری محوری بر تنش برشي بحراني 

شود وجود محيط الاستيک شود. همانگونه که ديده مي ديده مي

تاثير منفي حضور نيروی فشاری محوری را کاهش داده و منجر 

 شود.نش برشي بحراني نانولوله ميبه افزايش ميزان ت

تاثير پارامترهای مختلف مانند دما، وجود نيروی ( 3) جدول

بر تنش برشي  =2/0e0a محوری و محيط الاستيک را به ازاء

شود وجود همانگونه که ديده مي دهد.ها نشان مينانولولهبحراني 

-محيط الاستيک و نيروی کششي محوری منجر به افزايش کمينه

و بالعکس وجود ميدان دمايي و  شودتنش برشي بحراني مي ترين

شود. نيروی فشاری منجر به کاهش تنش برشي بحراني مي

ها در که با افزايش تعداد لايه ددهنشان مي همچنين( 3) جدول

-شرايط بارگذاری يکسان، از ميزان تنش برشي بحراني کاسته مي

ها نيز نانولولهل تواند به دليل افزايش طوشود که اين امر مي

 باشد.  

به ازاء شرايط بارگذاری ثابت، شعاع داخلي و ( 4) در جدول

ها بر تنش يکسان مجددا تاثير افزايش تعداد لايه نانولولهطول 

شود با برشي بحراني ديده شده است و همانگونه که ديده مي

ها ميزان تنش برشي بحراني نيز افزايش يافته افزايش تعداد لايه

  .است



 

 

 

        

 

 : تاثیر محیط الاستیک و مقیاس کوچک بر تنش برشی بحرانی(8) شكل

 

 محیط الاستیک بر تنش برشی بحرانی در حضور نیروی فشاری محوری نبود: تاثیر وجود یا (9) شكل

 



 

 

      

ها بر تنش برشی بحرانی به : تاثیر بارگذاری ترکیبی و تعداد لایه(3)جدول 

 L=12*Routو  n=1 ،Rin=0.76ازاء نیم موج 

تعداد 

 هالايه

دما 

(K) 

γ  محصور در

 محيط الاستيک

کمترين تنش برشي 

 n=1در 

2 - - - 8015/4 

 4879/9 بله - - 2

2 250 - - 0483/4 

2 - 02/0+ - 8121/4 

2 - 02/0- - 7909/4 

2 250 02/0- - 0394/4 

 7142/8 بله -02/0 250 2

 6430/8 بله -02/0 250 3

 6468/7 بله -02/0 250 4

 8268/4 بله -02/0 250 5

ها بر تنش برشی بحرانی در طول یكسان : تاثیر افزایش تعداد لایه(4) جدول

L=20Rin (Rin=0.76) 

تعداد 
 هالايه

دما 
(K) 

γ  محصور در

 محيط الاستيک

کمترين تنش 
 n=1برشي در 

 2866/7 بله -02/0 250 2

 0369/10 بله -02/0 250 3

 4051/12 بله -02/0 250 4

 9617/12 بله -02/0 250 5

 گیری نتیجه -8

در اين پژوهش با استفاده از مدل پوسته پيوسته غير محلي 

جداره( تحت  5تا  2های چند جداره )از نانولولهرفتار کمانش 

د ندهسازی شده است. نتايج نشان ميبارگذاری ترکيبي شبيه

افزايش  mهای موجمقياس کوچک با افزايش تعداد نيم که تاثير

نيز اين  m=1موج دو جداره در نيم نانولولهدر چه  گريابد مي

زمان تاثير قابل ملاحظه است. در اين پژوهش تاثير حضور هم

، نيروی فشاری محوری و نانولولهکننده  محيط الاستيک محصور

ميدان دمايي بر تنش برشي بحراني ديده شده است. همچنين 

های طول با تعداد لايههای همنولولهنانشان داده شده است که 

 بيشتر تحمل تنش بحراني بالاتری را دارند.  
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