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چکیده

هدف از این مقاله، ارائه تئوری پوسته با تغییر شکل محدود بر پایه پتانسیل بین اتمی برای یک نانو لوله تک جداره است. بدین 

یان چگالی انرژی کرنشی سطح پیوسته و پتانسیل بین اتمی برقرار شده است. ای مبورن، رابطه –منظور، با بکارگیری قانون کوشی 

این تئوری با در نظر گرفتن برهم نهی چند اتمی غیرخطی و نوع ساختار نانولوله کربنی، اثرات مهم ممان خمشی و انحنای سطح 

اختاری که مستقل از ضخامت نانولوله و مدول دهد. با بکارگیری تئوری توسعه داده شده، روابط سخمیده را مورد بررسی قرار می

شود. مشاهده شد که نوع ساختار بر روی رفتار یانگ هستند، میان تنش، گشتاور، کرنش، انحنا و پتانسیل بین اتمی استخراج می

ای کوچک، کمتر های با شعاع بزرگتر تحت کرنش و انحنمکانیکی نانولوله تحت کشش و خمش مؤثر بوده و این تأثیر برای نانولوله

 .خواهد بود

 کلمات کلیدی 

 .تئوری پوسته، پتانسیل بین اتمی، نانولوله کربنی، خمش، انحنا، مدل ساختاری
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 مقدمه -1

های کربني به علت دارا بودن خواص شيميايي، نانولوله

های الکتريکي و مکانيکي ممتاز کاربردهای فراواني در تکنولوژی

تراپاسکال و مقاومت کششي  1يبا . مدول الاستيک تقرنو دارند

گيگاپاسکال، اين ساختار را از پرکاربردترين ساختارهای  60حدود

 [.1-7نانو قرار داده است ]

اتمي  در دو شاخهتوجه بسياری از محققان را اين ساختارها 

اخيراً با اند. های پيوسته به خود جلب کردهو مکانيک محيط

حليلي از صلبيت خمشي و استفاده از مدلسازی اتمي، بيان ت

[ که مستقيماً با پارامترهای 8ها بدست آمده ]کششي نانولوله

چنين با استفاده از همان روش، پتانسيل بين اتمي رابطه دارد. هم

های کربني محاسبه شد که با نتايج مدلسازی مدول يانگ نانولوله

 های کربني دراتمي مستقيم مطابقت دارد. برای تحليل نانولوله

مکانيک پيوسته دو ديدگاه وجود دارد. ديدگاه اول نانولوله را 

گيرد که دارای رفتار بصورت يک پوسته نازک در نظر مي

[. در نوع ديگر از مطالعات پيوسته 9-11الاستيک خطي است ]

های کربني، از تابع پتانسيل غيرخطي چند اتمي برای نانولوله

الي انرژی کرنشي [. چگ12-15[، ]5شود ]کربن استفاده مي

بورن قابل  -پيوسته از پتانسيل بين اتمي طبق قانون کوشي 

محاسبه است. اين تئوری پيوسته )بر مبنای اتمي(، با در نظر 

گرفتن نوع ساختار نانولوله، با مدلسازی ديناميک مولکولي 

[ اين 17[. سانگ و همکاران ]12-16مطابقت خوبي دارد ]

ه منظور مطالعه پارگي ناشي از نقص ها را توسعه داده و بتئوری

 کار بردند. های کربني بهدر نانولوله

های های اخير محققين زيادی تغيير شکل نانولولهدر سال

کربني را مورد بررسي قرار دادند. به عنوان مثال، ژانگ و 

های کربني تک جداره تحت تغيير شکل نانولوله [18]همکارانش 

طالعه کردند و دريافتند که های محوری بزرگ را مکرنش

های کرنشي، مستقل از شعاع و وابسته به نوع تغييرات انرژی

[ يک مدل ساختاری پيوسته در 19ساختار است. وانگ و گو ]

بورن مرتبه بالا ايجاد -مقياس نانو با استفاده از قانون کوشي

-های کربني تک جداره تحت تغيير شکلکردند و رفتار نانولوله

سازی نمودند. با استفاده از در دماهای محدود را شبيههای بزرگ 

يک مدلسازی پيوسته مبتني بر تئوری پوسته نازک، شيما و 

های کربني چند [ تغيير شکل شعاعي نانولوله20همکارانش ]

جداره تحت فشار هيدرواستاتيکي را مورد مطاله قرار دادند و با به 

 ه را تخمين زدند.  کارگيری اين تئوری، فشار بحراني نانولول

های پيوسته بر روی در تحقيقات انجام شده بر اساس تئوری

عنوان يک پوسته نازک ها نانولوله بههای کربني که در آننانولوله

شود، تعاملات چند اتمي سازی ميبا رفتار الاستيک خطي مدل

غيرخطي و اثرات مهم ساختاری )زيگزاگ و آرمچر(  ناديده 

ها به پارامترهای مدول يانگ همچنين اين تئوری شوند.گرفته مي

و ضخامت نانولوله که دارای مقدار دقيق و يکتايي نيستند وابسته 

های پيوسته که تاکنون هستند. همچنين در ديدگاه دوم تئوری

مورد مطالعه قرار گرفتند، اثرات انحنا و خمش که از اهميت 

ار هستند، ناديده ها برخوردزيادی در رفتار مکانيکي نانولوله

گرفته شده است. با انگيزه از اين ملاحظات، در اين مقاله، پس از 

توضيحات مختصری راجع به هندسه صفحه کربني و نانولوله در 

توسعه  3، يک تئوری پيوسته بر مبنای اتمي در بخش 2بخش 

گيرد. داده شده که اثرات مهم انحنا و خمش را در نظر مي

شود، [، که در اين بخش ارائه مي5رخطي ]پتانسيل چند اتمي غي

 تئوری 4شود. در بخش به طور مستقيم با اين تئوری ترکيب مي

غيرخطي پوسته با در نظر گرفتن يک تغيير شکل محدود ايجاد 

شود که مستقل از مدول يانگ و ضخامت نانولوله است و در مي

 .گيردچند مثال نمونه مورد بررسي قرار مي 5بخش 

 ه صفحه کربنی و نانولولههندس -2

 1xهندسه يک صفحه گرافيتي دو بعدی که شامل دو محور 

 2xو  1x( نشان داده شده است. محور 1در شکل ) ،است 2xو 

 Oبيانگر محور آرمچر و محور زيگزاگ هستند و نقطه ترتيب به

يک بردار شبکه بوده  hCدهنده مرکز صفحه است. بردار نشان

-را به هم وصل ميA وO که دو نقطه معادل از صفحه مانند

س أکند. دو سر اين بردار بايد بر روی دو اتم درون صفحه )دو ر

يک بردار مشخصه صفحه hCها( قرار گيرد. بردار از شش ضلعي

 شود.ناميده مي

 
 [21]دی نمایش صفحه گرافیتی دو بع :(1) شکل

زاويه بين بردار  ،(1در شکل )
hC  و محور زيگزاگ با  نشان

های  داده شده است. همچنين بردار
1a  و

2a های پايه اوليه بردار



 

 

        

باشند. بردارشبکه مي
hC توان به صورت ضرائب صحيحي از را مي

بردارهای 
1a و

2a :نوشت 

(1) 
1 2hC na ma  

)که در آن اعداد صحيح , )m nردار های برا انديس
hC مي-

های کربني، يک مفهوم اساسي و مهم در ساختار نانولوله. نامند

جهت پيچش صفحه کربني حول محور برای تبديل به نانولوله 

 ،زيگزاگ ؛های کربني تک جداره به سه نوعاست. نانولوله کربني

شوند. اگر چرخش بردارآرمچر و کايرال تقسيم بندی مي
hC در

0امتداد محور  نانو لوله زيگزاگ تشکيل مي ،صورت گيرد-

از چرخش بردار ،شود. نانولوله آرمچر
hC  در امتداد

/محور 6  شود و با چرخش بردارايجاد مي
hC  حول هر

/محوری که در آن زاويه بين صفر تا  6   باشد نانولوله

آرمچر و کايرال  ،. نانولوله زيگزاگ[21]شود کايرال تشکيل مي

)به ترتيب به صورت  ,0)m، ( , )m mو( , )m n نمايش داده مي-

 اند.( نشان داده شده4( تا )2های )شوند که در شکل

 

 ه آرمچر(: تصویر نمای روبرو و جانبی نانولول2شکل )

 
 (: تصویر نمای روبرو و جانبی نانولوله زیگزاگ3شکل )

 

 
 (: تصویر نمای روبرو و جانبی نانولوله کایرال4شکل )

( 2وان از رابطه )تبرای محاسبه قطر نانولوله ساخته شده مي

 :[21]استفاده کرد 

(2) 
2 2

hC a n m nm
d

 

 
  

 آنگستروم است.  46/2ثابت شبکه و دارای مقدار  aکه در آن 

 پتانسیل بین اتمی -3

ی همسايه اول آن هارا به همراه اتم i( اتم کربن 5شکل )

-بناميم، بقيه اتم jهای اطراف را دهد. اگر يکي از اتمنشان مي

خواهند بود.  kهای همسايگي 
ijkزاويه بين پيوندهایi j  و

i k است. 

 
 

 (: اتم کربن مرکزی و سه اتم مجاور آن5شکل )

رابطه پتانسيل بين  2002[، در سال 5] برنر و همکارانش

ها و ها، طولاتمي برای کربن را که توصيف خوبي از انرژی

دهد کربن ارائه مي –مخصوصاً ثوابت نيرو برای پيوندهای کربن 

 دادند:( توسعه 3بصورت رابطه )

(3) )()()( ijAijijRij rVBrVrV   



 

 

      

است و  jو  iهای بيانگر فاصله بين اتم ijrکه در آن
RV وAV  

دهند که های دفع و جذب جفت اتم را نشان ميبه ترتيب جمله

 فقط به فاصله بين دو اتم وابسته هستند:

(4) 
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567.17,205.47,12389

,03134.0,465.47,10954
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)که  )cf r  يک تابع قطع يکنواخت، است که ميزان پتانسيل

 ( ارائه شده است:7کند و در رابطه )بين اتمي را محدود مي
 

(7)  

 

(1)

(1)

(1) (2)

(2) (1)

(1)
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نانومتر  2/0و  17/0ترتيب به R(2)و R(1)که در آن

های ( به اتم3هستند. مؤلفه برهم نهي چند اتمي در رابطه )

 که:وابسته است. بطوری iمجاور اتم 

(8)   5.0

),(
)()(1



jik ikcijkij rfGB   

ikr های فاصله بين اتمi ,k ),( jik  و
ijk  زاويه بين

jiپيوندهای    وki   بوده و رابطهG بصورت زير معرفي مي- 

 :[5] شود

(9) 
47.1090

cos037931.0cos2711.1cos56140.0

cos43286.0cos48922.027186.0)(

543

2













for

G

 

(10) 
 12047.109

cos312.35cos876.69cos948.55

cos432.23cos5444.569669.0)(

543

2













for

G

 

(11) 
 180120

cos3424.1cos9280.4cos8300.6

cos3460.4cos0980.100260.0)(

543

2













for

G

 

قابل توجه است مقدار فاصله تعادلي با استفاده از اين تابع 

nmrijپتانسيل  142.0)0(  باشد. اين مقدار کمتر از مقدار مي

)142.0( 1990تعادلي محاسبه شده از برنر  )0( nmrij   مرجع

 [ است.6]

برای  محدودتئوری غیرخطی پوسته با تغییر شکل  -4

 ر اساس پتانسیل بین اتمیهای کربنی بنانولوله

 توصیف کلی یک سطح خمیده -4-1

 نظر بگيريد: ای را درروی سطح خميده P نقطه 

(12) ),( 21 PP   

),(که  21 ای اين نقطه روی سطح ، مختصات استوانه

)هستند. ) , , )R Z ای يک نانولوله کربني با مختصات استوانه

(، بردارهای 6قبل از بارگذاری است(. طبق شکل )  Rع اوليهشعا

پايه هموردا،







P
A  بردارهايي در صفحه مماس بر سطح ،

 :دهندهستند که ضرايب فرم اساسي اول را نتيجه مي

(13)  AA A  

 

 (: شماتیک بردارهای پایه هموردا در صفحه مماس بر سطح6شکل )

بردار نرمال )عمود بر سطح( و ضرايب فرم اساسي دوم، طبق 

 :آيند( بدست مي14روابط )

(14) 


 









P
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2
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21 , B  

),(اگر روی همين سطح دو نقطه  21 P 

),(و    PP توان از بسط در نظر گرفته شوند مي

 :( را نتيجه گرفت15سری تيلور رابطه )
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  نيز جملات سمت راست عبارت فوق تابعي و

از 
 BA  باشند. بنابراين:مي  ,

A1 

A2 

 ی مماسصفحه

 سطح خمیده



 

 

        

 

(16) 

1
( )

6

1

2

u

uB B A

B

    

  

 



   

 

      

  

P A

N

 

دارای رابطه زير با  uAکه 
uA :است 

(17) 
1

2221

1211

2221

1211 
























AA

AA

AA

AA  

)فاصله بين دو  Pتوان رابطه زير را برای طول در نتيجه مي

 نقطه( بدست آورد:

(18) 22
)(

12

1 



   BBAP  

زاويه بين دو پيوند
21, PP  ( 19از رابطه) شودمحاسبه مي: 

(19) 
21

21cos
PP

PP




  

(20) )223(

12

1

212221

212121















 BBAPP  

 ده )کرنش و انحنا (تغییر شکل سطح خمی -4-2

),(فرض کنيد نقطه  21 P  روی سطح اوليه به نقطه

),( 21 p   تغيير شکل يافته است. بردارهای پايه، بردار نرمال و

های اول و دوم برای سطح تغيير شکل همچنين ضرايب فرم

 :بصورت زير قابل محاسبه هستند

 

 

(21) 

1 2

1 2

2

, ,

,a b

 

     



 


 
 


   

 

a ap
a n

a a

p
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ΔPPو   Pاگر فرض کنيم دو نقطه   از سطح اوليه به نقاط

p  وΔpp  توان تغيير شکل يابند، ميp ( با 18را از رابطه )

جايگذاری  ba ,,,an  بدست آورد. در اين مرحله نياز به

ه از تفاضل ضرايب های تنسور کرنش گرين است کمحاسبه مؤلفه

 :[22] شوندفرم اساسي اول قبل و بعد از تغيير شکل نتيجه مي

(22) )(
2

1
 AaE   

های تنسور انحنا از تفاضل ضرايب فرم بطور مشابه مؤلفه

 [:22] آينداساسي دوم قبل و بعد از تغيير شکل بدست مي

(23) )(
2

1
 BbK   

، رابطه زير برای (18با توجه به روابط فوق و جايگذاری در )

 شود:فاصله بين دو نقطه بعد از تغيير شکل نتيجه مي

 

(24) 

2

2

( 2 )

1
( )

12

A E

B K

 

 

 

 

 

 

    

     

p
 

 تک جداره تغییر شکل یک نانو لوله کربنی -4-3

[، چگالي انرژی کرنشي در سطح پيوسته 23بورن ] –قانون کوشي 

کند. برای اعمال ها مرتبط ميرا با انرژی ذخيره شده در پيوند ميان اتم

توان ساختار شش ضلعي صفحات کربني را به دو زير اين قانون، مي

(،  تجزيه کرد 7در شکل ) Bو  Aشبکه علامت گذاری شده توسط 

 که هر زير شبکه دارای يک ساختار مثلثي و متقارن مرکزی است.
 

 
ساختار شش ضلعی تجزیه شده صفحات کربنی به دو زیر شبکه  :(7) شکل

 مثلثی

، دو زير شبکه تحت يک بردار های محدوددر تغيير شکل

شوند و در اين جا مي(( نسبت به يکديگر جابه7)شکل) ηانتقالي 

بين دو اتم از دو  Pها برقرار خواهد شد. بردار حالت تعادل اتم

را روی  بل از تغيير شکل مختصات زير شبکه متفاوت که ق

با مختصات زير تبديل  pنانولوله دارند، پس از تغيير شکل به 

 :شودمي

(25) 
   

 شود و طول از مينيمم کردن پتانسيل بين اتمي محاسبه مي

 آيند:پيوند و نيز زاويه بين پيوندها از روابط زير بدست مي

 (26) 
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بطور خلاصه، طول پيوند دو اتم، زاويه بين پيوندها و پتانسيل 

و همچنين به   های کرنش گرين، انحنابين اتمي، به مؤلفه تنسور

 بردار انتقالي وابسته هستند:
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نشي که مجموع انرژی کرنشي ذخيره شده چگالي انرژی کر

در پيوندهای بين اتمي درون يک سلول است طبق رابطه زير 

 آيد:بدست مي
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در حالي که 
0S  به ميانگين مساحت پيرامون هر اتم در سلول

 .کنداوليه قبل از تغيير شکل، اشاره مي

 تحلیل تنسور تنش و ممان در یک نانو لوله کربنی -4-4

را بصورت  Eهای تنسور کرنش گرين با مؤلفه


 BAEE  توان نشان داد در حالي که مي
A  بردار پايه

ناهموردا است که با رابطه 



AA A  ،به بردار پايه هموردا

شود. بطور مشابه تنسور انحنا بصورت مرتبط مي


 BAKK  شود.نشان داده مي 

گيری کامل کيرشهف دوم،  حاصل مشتق -تنش پيولا  تنسور

 ازچگالي انرژی کرنشي نسبت به تنسور کرنش گرين است.
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 در حالي که:
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کامل چگالي انرژی گيری و بطور مشابه تنسور ممان از مشتق

 :آيدکرنشي نسبت به تنسور انحنا بدست مي
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 در حالي که:
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LS, کششي و خمشي  به ترتيب تنسورهای متقارن سفتي

TTهستند و
LLSS  ,: 
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HH,  به طوری که:نيز کشش بر خمش کوپل هستند 
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 مسائل -4-5

 تبدیل صفحه کربنی به نانولوله کربنی -4-5-1

ي بر صفحه کربني باشند مختصات دکارت ,21فرض کنيد 

محور  2شود. )به يک نانولوله تبديل مي 1که در امتداد 

 طولي نانو لوله است(.

های اساسي اول و دوم قبل از تغيير شکل بصورت ضرايب فرم

 A  و
B  .12 هستند ,های مهندسي در کرنش

باشند جهات محيطي و محوری در تبديل صفحه به نانولوله مي

 که بايد محاسبه شوند.

),(نقطه 21 P  روی صفحه بهZRR eep
2

2 )1(  

شعاع نانو لوله کربني و  Rشود که روی نانولوله تبديل مي

ZR ee محوری و شعاعي بردارهای يکه به ترتيب در جهات  ,

( شماتيک نانولوله کربني و نقطه تبديل يافته را 8هستند. شکل )

)R/)1دهد. زاويه قطبي نشان مي 1
1   و بردارهای پايه

پس از تغيير شکل بصورت  ea )1( 11   وZea )1( 22  

بردار پايه در جهت محيطي  eکه شوند در حاليمحاسبه مي

 است. 



 

 

        

 
 (: نمای نانولوله کربنی و نقطه تبدیل یافته8شکل )

های ول و دوم و نيز مؤلفههای اساسي اضرايب غير صفر فرم

غيرصفر تنسورهای کرنش گرين و انحنا پس از تغيير شکل 

 :بصورت زير خواهند بود
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 )محاسبه کليه ضرايب فوق در بخش ضميمه ارائه شده است(.

)و بردار انتقال(  ,12تابعي از wچگالي انرژی کرنشي 

گونه کرنش خارجي قرار نگيرد، است. اگر نانولوله تحت هيچ

12 , با مينيمم کردن انرژی کرنشي بدست مي-

)0,0(آيند
21













ww. 

12های محيطي و محوری ( کرنش9شکل ) ,  را در حين

)در حالت  Rتبديل صفحه کربني به نانولوله کربني به شعاع 

 1طي دهد. گفتني است کرنش محيآرمچر و زيگزاگ( نشان مي

که کرنش رسد در حالي% مي5های خيلي کوچک به برای نانولوله

در مقايسه با کرنش محيطي کوچک است. اين بدان  2محوری

معني است که در تبديل صفحه کربني به نانولوله، طول آن در 

که تغيير طول کند. در صورتيني نميراستای محوری تغيير چندا

هايي با شعاع کوچک، پيوندها در راستای محيطي، برای نانولوله

تر باشد، بدليل اثرات محسوس است. هر چه شعاع نانولوله کوچک

ها اختلاف هندسي مانند انحنا، طول پيوندها و زاويه بين آن

اينکه  بيشتری نسبت به حالت صفحه کربني دارند. بنابراين برای

ها در موقعيت انرژی کمينه خود قرار گيرند مجبور هستند که اتم

ها، به طوری تغيير مکان دهند تا طول پيوندها و زاويه بين آن

تر شود. فاصله تعادلي و زاويه تعادلي صفحه کربني نزديک

شود که اختلاف همچنين با افزايش شعاع نانولوله مشاهده مي

-يابد. در واقع در شعاعميان کرنش محيطي و شعاعي کاهش مي

های بزرگ، انحنای نانولوله کمتر شده و به حالت صفحه کربني 

 شود.   تر مينزديک

  

هنگام  تغییرات کرنش محوری و محیطی بر حسب شعاع نانولوله(: 9) شکل

 تبدیل صفحه کربنی به نانولوله

[، صلبيت خمشي صفحه کربني 24ياکوبسان و همکارانش ]

ها از را برای محاسبه ضخامت نانولوله مورد بررسي قرار دادند. آن

ديناميک مولکولي برای بدست آوردن اختلاف انرژی هر اتم 

)( U بني و نانولوله استفاده کردند. اگر بين صفحه کرEI  را

صلبيت خمشي برای صفحه و نانولوله در نظر بگيريم، اين 

)/2(اختلاف انرژی با شعاع نانولوله بصورت  2
0 REISU  

مساحت پيرامون هر اتم در صفحه کربني  0Sرابطه دارد که 

است. برای اعتبارسنجي تئوری حاضر، اختلاف انرژی هر اتم 

مربوط به قبل و بعد از تغيير شکل، محاسبه شده و با رابطه 

( 10بدست آمده از ديناميک مولکولي مقايسه شده است. شکل )

اع نانولوله ساخته شده انرژی کرنشي به ازای هر اتم بر حسب شع

از ديناميک مولکولي در همان شکل  Uدهد. رابطه را نشان مي

رسم شده است که در آن 
0)cos()43( ijkVEI  است .

2تحليل ارائه شده بخوبي با 
0 2/ REISU  بل مطابقت دارد. قا

مشاهده است با افزايش شعاع نانولوله، انرژی کرنشي ذخيره شده 

تر شود انحنای در آن کاهش مي يابد. در واقع هر چه شعاع بزرگ

 شود. تر مينانولوله و در نتيجه کرنش ايجاد شده در آن کوچک

های ( نشان داده شد، کرنش9طور که در شکل )همان

ر و زيگزاگ يکسان محوری و محيطي برای دو ساختار آرمچ

ها دارای های زيگزاگ اين کرنشکه در نانولولهنيستند. بطوری
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( منحني انرژی کرنشي 10مقدار کمتری هستند. اما در شکل )

ها، برای دو ساختار زيگزاگ و آرمچر، برخلاف برابر نبودن کرنش

 اند. روی هم قرار گرفته

 

 

 تغییرات انرژی بر حسب شعاع نانولوله (:10) شکل

)توان صلبيت خمشي نانوله ساخته شده همچنين مي )BR  را

k/1با در نظر گرفتن انحنای ايجاد شده  R( 40، طبق رابطه )

 :[25]بدست آورد 

(40) 
2

2

w
BR

k





 

 باشد. شعاع نانولوله ميR که

های آرمچر ( مقدار صلبيت خمشي را برای نانولوله11شکل )

توان ديد، دهد. همانطورکه در اين شکل ميو زيگزاگ نشان مي

گ و های زيگزادر انحناهای کوچک صلبيت خمشي نانولوله

که با افزايش انحنا مقدار صلبيت آرمچر يکسان بوده، در حالي

های زيگزاگ نسبت به آرمچر افزايش بيشتری خمشي در نانولوله

کاملا  [25]دارد. نتيجه مذکور با نتايج ارائه شده در مرجع 

که در انحنای کوچک مقدار صلبيت باشد. بطوریمنطبق مي

نيوتن نانومتر ) معادل با نانو 110/0خمشي در مرجع گفته شده 

نانونيوتن نانومتر  0,111الکترون ولت( و در مقاله حاضر  0,69

  است.

 

 صلبیت خمشی نانولوله بر حسب انحنا (:11) شکل

 نانولوله کربنی تحت کشش -4-5-2

در يک  های ايجاد شدهدر اين بخش، هدف تحليل کرنش

نانولوله کربني )زيگزاگ و آرمچر( تحت کشش ساده است. فرض 

کنيد 
lateral  و

a x i a l های مهندسي محيطي و ترتيب کرنشبه

ZR محوری ايجاد شده در نانولوله باشند.   21 ,  در

ای و بيانگر مختصات استوانه Z,که شوند در حاليظرگرفته مين

R های شعاع نانولوله قبل از تغيير شکل است. ضرايب فرم

اساسي اول و دوم قبل از تغيير شکل بصورت 

 A،RB /111   و نقطه
ZR ZR eeP   و بردارهای

پايه پس از تغيير شکل به ترتيب بصورت 

ZaxialRlateral ZR eep )1()1(   و 
 ea )1(1 lateral  

و 
za xia lea )1(2  ر فرمشوند و نيز ضرايب غيرصفنوشته مي-

های غير صفر تنسورهای کرنش های اساسي اول و دوم و مؤلفه

 :شوندگرين و انحنا بصورت زير محاسبه مي
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تابعي از  wچگالي انرژی کرنشي 
axiallateral  )و بردار  ,

انتقال( است. اگر نانولوله فقط در جهت محوری تحت کشش قرار 

گيرد کرنش 
lateral توان بر حسب در جهت محيطي را مي

axial 0) محاسبه کرد
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مقدار نيروی موثر از روابط تعادل نانولوله بطور تحليلي مطابق 

 :آيدرابطه زير بدست مي

(42) 0)( TF  

اگر فرض شود که روی سطح داخلي و خارجي نانولوله 

 کششي وجود نداشته باشد:

(43) 0)(  ReTF  

 آيند:( بدست مي43( و )42بنابراين سه رابطه زير از )
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کنيم صفر فرض مي در کشش ساده تنش برشي را

)0(   ZZ TTگيری تنش . بنابراين نيروی محوری از انتگرال

))((عمودی روی سطح مقطع ZZ eTFe  شود:نتيجه مي 

(47) ZZZZZZZZ TERTRFP 2122    

حيط ( نسبت نيروی محوری اعمال شده بر م12شکل )

نانولوله بر حسب کرنش محوری برای چند نوع نانولوله آرمچر 

([ 0،21(، )0،14(، )0،7([ و زيگزاگ ])4،4(، )8،8(، )12،12])

ها وابستگي چنداني به شعاع نانولوله دهد. منحنيرا نشان مي

-ندارند اما نوع ساختار نانولوله تأثير زيادی بر روند نمودارها مي

 گذارد. 

تر روند اين های کوچکشود برای کرنشه ميهمچنين مشاهد

تر دارای های بزرگکه در کرنشمنحني خطي است در حالي

که با افزايش کرنش، شيب روندی غيرخطي خواهد بود، بطوری

اين نمودار در حال کاهش است و اين بدان معني است که سفتي 

کششي يا مدول يانگ نانولوله در بارگذاری کششي، به تدريج 

سازگاری دارد.  [26]يابد که اين نتيجه با مرجع ش ميکاه

، [26]که با در نظر گرفتن ضخامت گفته شده در مرجع بطوری

ضرب تنش محوری و ضخامت، در کرنش محوری مقدار حاصل

نيوتن بر متر بوده که  34,17(، حدود 12و12% برای نانولوله )2

خواني (، هم12نيوتن بر متر بدست آمده در شکل ) 33,6با مقدار 

 خوبي دارد. 

 
بر حسب کرنش نیروی محوری اعمال شده بر محیط نانولوله نسبت  :(12) شکل

 محوری

در حالتي که کرنش ها نزديک به صفر باشند، نسبت نيرو به 

 :[27]آيد ( بدست مي49( و )48کرنش بطور تحليلي از روابط )

(48)     ZZZZZZZZ HLLR  2  

(49) 
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( نسبت نيرو به 13معرف ضريب پواسون است. شکل ) که 

دهد. ان ميکرنش بر حسب شعاع نانولوله آرمچر و زيگزاگ را نش

نانومتر ثابت  2های بزرگتر از حدود توان گفت نيرو برای شعاعمي

 شود. مي

 
های نزدیک نسبت نیرو به کرنش بر حسب شعاع نانولوله در کرنش :(13) شکل

 به صفر

همچنين سفتي کششي الاستيک خطي )حاصل ضرب مدول 

-گ در ضخامت(، در جهت محوری نانولوله برای تغيير شکليان

 کند:(، از رابطه زير پيروی ميهای کوچک )کرنش کوچک
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های کربني آرمچر و ( مقدار مدول يانگ نانولوله14شکل )

دهد. مقدار ضخامت ها نشان ميآنزيگزاگ را بر حسب شعاع 

نانومتر در نظر گرفته شده  34/0، [28]ها، طبق مرجع نانولوله

است. در اين شکل، با افزايش شعاع نانولوله مقدار مدول يانگ آن 

کاملا مطابقت  [28]يابد که اين روند نزولي با مرجع کاهش مي

ياد، های کوچک با انحنای زدارد. قابل ذکر است که در شعاع

های کربني زيگزاگ از آرمچر همواره مقدار مدول يانگ نانولوله

  باشد.بيشتر مي

  بر حسب شعاع نانولولهمدول یانگ  :(14) شکل

 نانولوله کربنی تحت خمش -4-5-3

تغيير شکل بصورت  در خمش نانولوله، سطح مقطع آن پس از

ماند. استفاده از يک روش عددی )مانند روش ای باقي نميايرهد

المان محدود( برای بررسي و تحليل ممان بر حسب انحنا در اين 

تغيير شکل نياز است. فقط زماني که انحنای سطح بسيار کوچک 

توان آن را بصورت تحليلي بيان کرد. برای يک نانولوله باشد، مي

، نسبت ممان ای کوچک آرمچر يا زيگزاگ با فرض انحن

 :[27]آيد خمشي به انحنا از رابطه زير بدست مي
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نانولوله در حالي که ( اين نسبت را بر حسب شعاع 15شکل )

توان دهد. به راحتي ميتقسيم شده است، نشان مي 3Rبر 

های بزرگتر نتيجه گرفت نسبت ممان خمشي به انحنا برای شعاع

( و 13های )شود. با توجه به شکلنانومتر ثابت مي 2از حدود 

شود تاثير نوع ساختار نانولوله ) (، مادامي که شعاع زياد مي15)

های نيرو به کرنش و ممان به آرمچر و زيگزاگ(، بر روی نسبت

 .يابدانحنا کاهش مي

 
نسبت ممان خمشی به انحنا بر حسب شعاع نانولوله در  :(15) شکل

 انحنای نزدیک به صفر

ج  بدست آمده، مشاهده شد که نوع ساختار بر با توجه به نتاي

روی نتايج تأثيرگذار بوده است و به اين دليل است که تغييرات 

-نهي چند اتمي و تعاملات ميان اتمزاويه منجر به تغيير در برهم

-های مختلف رفتار نانولولهشود. بنابراين، تحت تغيير شکلها مي

 های آرمچر و زيگزاگ متفاوت خواهد بود.

 گیرینتیجه -5

-در اين مقاله، رفتار يک نانولوله تک جداره تحت تغيير شکل

های مختلف با استفاده از يک تئوری پوسته با تغيير شکل 

محدود مورد بررسي قرار گرفت. اين تئوری پتانسيل بين اتمي را 

های غشايي ترکيب نموده و اثرات به طور مستقيم با تئوری

گيرد. همچنين مدل ساختاری حاضر خمش و انحنا را در نظر مي

با مقادير پراکنده، مستقل از مدول يانگ و ضخامت نانولوله بوده 

شود. با بررسي اثرات و تعاملات چند اتمي غيرخطي را شامل مي

های آرمچر و زيگزاگ تحت نوع ساختار ديده شد که نانولوله

دهند و در کشش و خمش، رفتار متفاوتي از خود نشان مي

های با ده کرنش و انحنای کوچک اين تفاوت برای نانولولهمحدو

تئوری توسعه داده شده، شعاع بزرگتر کمتر خواهد بود. به علاوه 

های تک جداره کربني نبوده و قابل کاربرد برای محدود به نانولوله

ساير نانوساختارها )يا به عبارتي ساير توابع پتانسيل بين اتمي( 

 است.

 ضمیمه  -6

),(نقطه 21 P  را روی سطح قبل از تغيير شکل در نظر

ضرايب فرم بر سطح و  بردار پايه هموردا، بردار عمود بگيريد.

 بصورت زير محاسبه مي شوند: اساسي اول و دوم
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 :کنند( تغيير مي60تا )

(58) 

1

1

1 11

2 2

(1 )

(1 )

, (1 ) Z

R
R

 





 



 
  

      
 

 

p
a a e

a e
 

 

 

 

(59) 




















2

2

2

1

21

21

)1(0

0)1(

,







a

aaen
aa

aa
n a

R

 

 

 

 

 

(60) 

2

2

2

1
11 1 1

2
22 2

(1 )
(1 )

(1 )
0

R
R

Z
R

b

R
b

R

b

   











 

 

  
      

  
   

 

p
n

e
e

e
e

 

 ( :23( و )22با استفاده از روابط )
 

 

 

(61) 

2

1 1

2

2 2

2

1

1
0

2
,

1
0

2

(1 )
0

0 0

R

 

 



 
 

  
 
  

  
 
 
  

E

K

 

 مراجع -7

 [1]  A. Krishnan., E. Dujardin., T.W. Ebbesen., P.N. 

Yianilos., M.M.J. Treacy, “Young’s modulus of 

single-walled nanotubes”, Phys. Rev. B, vol, 58, 

pp. 14013– 14019, 1998. 

[2]  O. Lourie., H.D. Wagner, “Evaluation of 

Young’s modulus of carbon nanotubes by micro-

Raman spectroscopy”, J. Mater. Res, vol, 13, pp. 

2418– 2422, 1998.   

[3] B.I. Yakobson., P. Avouris, “Mechanical 

properties of carbon nanotubes”, In: Dresselhaus, 

M.S., Dresselhaus, G., Avouris, P. (Eds.), Carbon 

Nanotubes. Topics in Applied Physics, vol, 80, 

pp. 287– 329, 2001.  

[4] D. Qian., G.J. Wagner., W.K. Liu., M.F. Yu., 

R.S. Ruoff, “Mechanics of carbon nanotubes”,  

Appl. Mech. Rev, vol, 55, pp. 495– 533, 2002.  

[5] D.W. Brenner., O.A. Shenderova., J.A. Harrison., 

S.J. Stuart., B. Ni., S.B. Sinnott, “A second-

generation reactive empirical bond order (REBO) 

potential energy expression for hydrocarbons”,  J. 

Phys.- Condens. Matter, vol, 14, pp.  783– 802, 

2002. 

[6] D.W. Brenner, “Empirical potential for 

hydrocarbons for use in simulating the chemical 

vapor deposition of diamond films”, Phys Rev. B, 

vol, 42, pp.  9458– 9471, 1990. 

[7] G.G. Samsonidze., B.I. Yakobson, “Energetics of 

Stone–Wales defects in deformations of 

monoatomic hexagonal layers”, Comput. Mater. 

Sci, vol, 23, pp. 62– 72, 2002. 

[8] Y. Huang., J. Wu., K.C. Hwang, “Thickness of 
graphene and single-wall carbon nanotubes”, 

Phys. Rev. B, vol, 74, pp. 245- 413, 2006. 

[9] C.Q. Ru, “Axially compressed buckling of a 

doublewalled carbon nanotube embedded in an 

elastic medium”, J. Mech. Phys. Solids, vol, 49, 

pp. 1265– 1279 , 2001. 

[10] Z. Tu., Z. Ou-Yang, “Single-walled and 

multiwalled carbon nanotubes viewed as elastic 

tubes with the effective Young’s moduli 

dependent on layer number”, Phys. Rev. B, vol, 

65, pp. 233- 407, 2002. 

[11] A. Pantano., D.M. Parks., M.C. Boyce, 

“Mechanics of deformation of single- and multi-

wall carbon nanotubes”, J. Mech. Phys. Solids, 

vol, 52, pp. 789– 821, 2004. 

[12] P. Zhang., Y. Huang., H. Gao., K.C. Hwang, 

“Fracture nucleation in single-wall carbon 

nanotubes under tension: a continuum analysis 

incorporating interatomic potentials”, J. Appl. 

Mech, vol, 69, pp. 454– 458, 2002. 



 

 

      

[13] P. Zhang., Y.G. Huang., P.H. Geubelle., K.C. 

Hwang, “On the continuum modeling of carbon 

nanotubes”, Acta Mech. Sin, vol, 18, pp. 528– 

536, 2002. 

[14] P. Zhang., Y. Huang., P.H. Geubelle., P.A. 

Klein., K.C. Hwan, “The elastic modulus of 

single-wall carbon nanotubes: a continuum 

analysis incorporating interatomic potentials”, 

Int. J. Solids Struct, vol, 39, pp. 3893– 3906, 

2002. 

[15] H. Jiang., P. Zhang., B. Liu., Y. Huang., P.H. 

eubelle., H. Gao., K.C. Hwang, “The effect of 

nanotube radius on the constitutive model for 

carbon nanotubes”, Comput. Mater. Sci, vol, 28, 

pp. 429– 442, 2003. 

[16] P. Zhang., H. Jiang., Y. Huang., P.H. Geubelle., 

K.C. Hwang, “An atomistic-based continuum 

theory for carbon nanotubes: analysis of fracture 

nucleation”, J. Mech Phys. Solids, vol, 52, pp. 

977– 998, 2004. 

[17] J. Song., H. Jiang., D.L. Shi., X.Q. Feng., Y. 

Huang., M.F. Yu., K.C. Hwang., “Stone– Wales 

transformation: precursor of fracture in carbon 

nanotubes”, Int. J. Mech. Sci, vol, 48, pp. 1464– 

1470, 2006. 

[18] H.W. Zhang., K. Cai., L. Wang., “Deformation of 

single- walled carbon nanotubes under large axial 

strains”, Mater. Lett, vol, 62, pp. 3940- 3943, 

2008. 

[19] X. Wang., X. Guo., “Numerical simulation for 

finite deformation of single-walled carbon 

nanotubes at finite temperature using 

temperature-related higher order Cauchy-Born 

rule based quasi-continuum model”, Compt. 

Mater. Sci, vol, 55, pp. 273- 283, 2012. 

[20]  H. Shima., S. Ghosh., M. Arroyo., K. Liboshi., 

M. Sato., “Thin-shell theory based analysis of 

radially pressurized multiwall carbon nanotubes”, 

Compt. Mater. Sci, vol,  52, pp. 90- 94, 2012. 

[21]  B.J. Cox., J.M. Hill., “Exact and approximate 

geometric parameters for carbon nanotubes 

incorporating curvature”, Carbon, vol, 45, pp. 

1453, 2007.   

[22]  Y.C. Fung., “A first course in continuum 

mechanics”. Englewood Cliffs, N.J., Prentice-

Hall, Inc., 1977.  

[23]  M. Born., K. Huang, “Dynamical Theory of 

Crystal Lattices”, Oxford University Press, 

Oxford, 1954.  

[24]  B.I. Yakobson., C.J. Brabec., J. Bernholc, 

“Nanomechanics of carbon tubes: instabilities 

beyond linear response”, Phys. Rev. Lett, vol, 76, 

pp. 2511– 2514, 1996. 

[25]  Q. Lu., M. Arroyo.,R, Huang, “Elastic bending 

modulus of monolayer graphene”, J. Phys. D: 

Appl. Phys, vol, 42,  pp. 102002- 102022, 2009. 

[26]  K.M. Liew., X.Q. He., C.H. Wong, “On the study 

of elastic and plastic properties of multi-walled 

carbon nanotubes under axial tension using 

molecular dynamics simulation”, Acta Materialia, 

vol, 52, pp. 2521- 2527, 2004.  

[27]  J. Wu., K.C. Hwang., Y. Huang., “An atomistic-

based finite-deformation shell theory for single-

wall carbon nanotubes”, J. Mech. Phys. Solids, 

vol, 56, pp. 279- 292, 2008. 

[28]  S. Xiao., W. Hou., “Studies of size effects on 

carbon nanotubes
, 
mechanical properties by using 

different potential functions”, Fullerenes, 

Nanotubes and carbon nanostructures, vol, 14, 

pp. 9- 16, 2006. 

 

 زیرنویس ها -8
 

1 Armchair 
2 Zigzag 
3 Chairal vector 
4 Smooth cutoff function 

 5 Multi-body coupling 
6 Covariant base vectors 
7 First fundamental form 
8 Second fundamental form 
9 Contravariant base vector 
10 Second Piola-Kirchhoff stress tensor 
11 Coupled tension/bending 
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