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تحلیل الکترومکانیک استوانه چرخان ساخته شده از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی به کمک نظریه 
تغییرشکل برشی مرتبه بالا: حسگر و عملگر
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چکیده: در این مقاله بر مبناي نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا، معادلات الکتروالاستیک حاکم بر استوانه‌هاي جدار ضخیم 
متقارن محوري ساخته شده از مواد ناهمگن مدرج تابعی در حالت کلیّ استخراج شده است. جابه‌جایی‌ها، تنش‌ها و پتانسیل 
الکتریکی براي استوانه با دو سر بسته مقید، به صورت تحلیلی به دست آمده است. این راهکار منجر به تعریف فرمولاسیون 
جدید برای تحلیل پوسته‌های جدار ضخیم بر پایه نظریه تغییرشکل برشی شده است. معادلات تعادل مکانیکی به روش انرژی 
به دست آمد و برای یافتن معادلات تعادل الکتریکی از معادلات ماکسول و گاوس استفاده شد. حل معادلات حاکم در حالت 
عمومی )مستقل از مرتبه نظریه تغییرشکل برشی( به صورت کوپل مکانیکی-الکتریکی و با استفاده از روش بردارهای ویژه 
ارائه شد. در این بررسی تمامی خواص الکترومکانیک در راستاي شعاعی به صورت تابع توانی فرض شده است. به منظور 
بررسی صحت نتایج، جابه‌جایی شعاعی، پتانسیل الکتریکی و تنش شعاعی استوانه جدار ضخیم همگن با نظریه‌ی الاستیسیته 
مستوي مقایسه و شباهت‌ها نشان داده شده است. به منظور بررسي تأثیر افزایش مرتبه نظریه‌ی  تغییرشکل برشي بر مقادیر 
جابه‌جایيها، تنش‌ها و پتانسیل الکتریکی، مقایسهاي بین نتایج حاصل از نظریه‌ی تغییرشکل برشي مرتبه اول و سوم صورت 
گرفته است. نتایج نشان می‌دهد که استفاده از تقریب مرتبه بالا برای تحلیل الکتروالاستیک پوسته‌های استوانه‌ای ساخته 
شده از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی ضروری است. در انتها با بهره‌گیری از روش ارائه شده، تأثیر بارگذاری‌های الکتریکی و 

مکانیکی بر رفتار تنش‌ها، جابه‌جایی‌ها و توزیع پتانسیل الکتریکی سیلندر بررسی شده است.
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مقدمه-11
با گسترش روزافزون علوم و فناوری‌های نوین، شناخت و به کارگیری 
مواد هدفمند )مواد مدرج تابعی1( و هوشمند2 در‬ ‫صنایع روز به روز از اهمیت 
بیشتری برخوردار می‌شود. از سوی دیگر، نیاز روزافزون به کنترل تغییر‬شکل 
فضایی  سازه‌های  همچون  پیشرفته  بسیار  سامانه‌های  در  الاستیک  اجسام 
‫)ماهواره(، هوافضا، رباتیک، میکرو، نانو و بیومکانیک و کاربردهای صنعتی 
از  یکی  است.  کنترل سازه‌ها شده  فناوری  به‬  توجه محققین  دیگر، موجب 
برجسته‌ترین ویژگی سازه‌های هوشمند ‫توانایی تعیین وضعیت سازه و کنترل 
آن در هر لحظه است. یکی از راه‌های کنترل سازه‌ها استفاده از تعدادی حسگر 
و عملگر است. از جمله مهمترین حسگرها و عملگرها، مواد پیزوالکتریک3 
هستند که به دلیل کوپل بودن خواص الکتریکی‬ ‫و مکانیکی، به طور گسترده 
در کنترل پاسخ سازه‌ها مورد استفاده واقع شده‌اند. در سال‌های اخیر استفاده‬ 
جدید  موضوعی  عنوان  به  سازه‌ها،  در  هوشمند  و  هدفمند  مواد  از  ‫همزمان 

مطرح و تحقیقات گسترده‌ای بر‬ ‫روی آن انجام شده است.
اولین مطالعات مدون در زمینه نظری و کاربردهای مواد پیزوالکتریک در 
کتاب کادی یافت می‌شود ]1[. راولی و لوئیس ]2[ با استفاده از خاصیت عملگری 

1  Functionally Graded Material
2  Smart Material
3  Piezoelectric Material
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مواد پیزوالکتریکی یک جزء اجزا محدود برای سازه‌های پیزوالکتریک معرفی 
کردند. وانگ و پارک ]3[ مدل‌سازی اجزا محدود سازه‌های پیزوالکتریک را 
در حالت حسگر و عملگر توسعه دادند. چن و همکاران ]4[ حل دقیقی برای 
بارگذاری خمشی  پیزوالکتریک تحت  با لایه  ناهمسانگرد  استوانه‌ای  پوسته 
ارائه نموده‌اند. کاپوریا و همکاران ]5[ تحلیل سه بعدی برای پوسته‌ استوانه‌ای 
برای بارگذاری متقارن محوری با تکیه‌گاه ساده به روش مقادیر ویژه معرفی 

کردند.
تنش در استوانه‌های ساخته شده از مواد پیزوسرامیکی توسط رجبپاکسه 
و ژائو ]6[ به‌کمک انتگرال‌های فوریه بررسی شد. ویکیو و هاوجیانگ ]7[ 
معادلات اویلر حاکم بر پوسته‌های کروی چرخان پیزوالکتریک را حل کردند. 
چن و همکاران ]8[ با استفاده از جداسازی متغیرها حل دقیقی برای میدان 
الاستوالکتریک پوسته‌ پیزوسرامیک کروی چرخان ساخته شده از مواد مدرج 
تابعی ارائه کردند. وو و همکاران ]9[ بر پایه نظریه تغییرشکل برشی مرتبه 
یک پوسته‌های ساخته شده از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی را به کمک توابع 
سینوسی تحلیل کردند. آن‌ها در پژوهشی دیگر حل دقیق برای پوسته‌های 

استوانه‌ای در حالت حسگر و عملگر راه‌حل دقیق ارائه کردند ]10[.
توخالی  سیلندر  یک  برای  تحلیلی  روش  یک   ]11[ هورگان  و  گالیک 
پیزوالکتریک را معرفی کردند. وو و سایو ]12[ حل دقیقی برای پوسته‌های 
استوانه‌ای ساخته شده از مواد مدرج تابعی تحت بارگذاری خمشی ارائه دادند. 
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شنگ و وانگ ]13[ اثر کمانش و ارتعاشات را بر استوانه‌های پیزوالکتریک 
مورد مطالعه قرار دادند. رفتار پیزوالکتریک استوانه‌های توخالی ناهمگن تحت 
گرادیان دمایی توسط زنکور بررسی شد ]14[. علی بیگلو به بررسی تغییرشکل 
ترموالاستیک ساخته شده از پانل پیزوالکتریک دو سرمفصل پرداخت ]15[. 
تغییرات  با  سیلندرهای  ترموالکترومکانیک  رفتار   ]16[ همکاران  و  قربانپور 
عمومی  معادلات   ]17[ رحیمی  و  عارفی  کردند.  بررسی  را  خاص  شعاعی 
سه بعدی را برای پوسته‌های جدار ضخیم با ضخامت متغیر با مواد ناهمگن 
توخالی  استوانه‌های  دوبعدی  الکترومکانیکال  رفتار  کردند.  استخراج  دلخواه 
ساخته شده از مواد مدرج تابعی توسط فشارکی و همکاران ]18[ ارائه گردید.

تحلیل الکتروالاستیک پوسته‌ استوانه‌ای ساخته شده از مواد پیزوالکتریک 
مدرج تابعی تحت فشار داخلی با استفاده از نظریه مرتبه اول تغییرشکل برشی 
توسط رحیمی و همکاران ]19[ ارائه شد. آن‌ها برای حل معادلات حاکم از 
تغییرات محوری جابه‌جایی‌ها صرف‌نظر نمودند. دای  و همکاران ]20[ در 
حالت کرنش صفحه‌ای، توزیع تنش را در استوانه‌های توخالی ساخته شده از 
مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی به دست آوردند. الشتی و خرسند ]21[ تحلیل 
سه‌ بعدی غیرخطی ترموالاستیک سیلندرهای با لایه پیزوالکتریک به روش 
تربیع دیفرانسیل فوریه نمایش دادند. پاسخ هیگروترموالاستیک سیلندرهای 
ساخته شده از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی با تغییرات نمایی خواص در حالت 
زمانی  بررسی شد.   ]22[ زنکور  توسط  و کرنش صفحه‌ای  متقارن محوری 
نژاد و همکاران بر پایه نظریه تغییرشکل برشی مرتبه اول برای پوسته‌های 
استوانه‌ای جدار متغیر همگن و ساخته شده از مواد مدرج تابعی با تغییرات 
محوری خواص به روش چندلایه‌ای کردن1 پوسته حل الاستیک ارائه دادند 
از  شده  ساخته  مخروط‌های  رفتار  روش  این  از  استفاده  با  آن‌ها   .]23-25[
مواد همگن و مدرج تابعی را نیز مورد بررسی قرار دادند ]28-26[. حیدری 
و همکاران ]29[ آنالیز تنش را برای پوسته‌های استوانه‌ای تحت بارگذاری 
مگنتوترموالاستیک انجام دادند. تحلیل خمش ترمومگنتوالاستیک پوسته‌های 
استوانه‌ای توسط دای و جانگ ]30[ ارائه گردید. عطریان و همکاران ]31[ 
توخالی  سیلندرهای  ترموالکترومکانیک  رفتار  الاستیسیته  نظریه  کمک  به 
پیزوالکتریک تحت بارگذاری نامتقارن محوری را تحلیل نمودند. تنش‌های 
حرارتی یک بعدی در استوانه‌های توخالی نامتقارن محوری ساخته شده از 
مواد مدرج تابعی با لایه‌های داخلی و خارجی پیزوالکتریک توسط جباری و 
اقدم ]32[ محاسبه شد. جباری و همکاران ]35-33[ به کمک نظریه مرتبه 
بالا تغییرشکل برشی، روشی نوین برای حل ترموالاستیک پوسته‌های جدار 
تغییرشکل  بالای  مرتبه  از  استفاده  که  دریافتند  آن‌ها  کردند.  معرفی  متغیر 

برشی در تحلیل ترموالاستیک پوسته‌های جدار متغیر ضروری است.
انجام  فعالیت‌های  پیشین مشاهده شد عموم  مطالعات  در  همانطور که 
الاستیسته  نظریه  از  استفاده  با  پیزوالکتریک  استوانه‌های  در خصوص  شده 
می‌باشد و فقط در چند نمونه از نظریه تغییرشکل برشی مرتبه اول استفاده 
پایین  تقریب‌های مرتبه  به ضعف‌های شناخته شده در  با توجه  شده است. 

1  Multi-Layer Method (MLM)

تغییرشکل برشی ]35-33[، در این تحقیق به بررسی رفتار استوانه چرخان 
بارگذاری  تحت  تابعی  مدرج  پیزوالکتریک  مواد  از  شده  ساخته  ثابت  جدار 
مکانیکی و الکتریکی به کمک نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا پرداخته 
می‌شود. برای این منظور، ابتدا معادلات حاکم بر استوانه چرخان ساخته شده 
از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی، با استفاده از نظریه تغییرشکل برشی عمومی 
ویژه  مقادیر  از  استفاده  با  سپس  است.  شده  استخراج  ماکسول  معادلات  و 
دستگاه معادلات حاکم حل شده است. برای بررسی صحت حل ارائه شده، 
نتایج با مطالعات پیشین مقایسه شده است. در انتها نیز رفتار الکترومکانیک 

دو بعدی استوانه چرخان پیزوالکتریک مورد مطالعه قرار گرفته شده است.

فرمول‌بندی مسأله-22
در نظریۀ الاستیسیته صفحه‌ای، فرض بر این است که مقاطع مستطیلی 
عمود بر محور مرکزي استوانه، پس از اعمال فشار و تغییرشکل، همچنان 
باقی بمانند. در حقیقت کرنش برشی و  مستطیل و عمود بر محور استوانه 
تنش برشی در نظر گرفته نمی‌شود. در نظریۀ کلاسیک پوسته‌هاي نازك، 
فرض می‌شود که خطوط راست و عمود بر صفحه‌ میانی، پس از تغییرشکل، 
پوسته،  از  نقطه  هر  جابه‌جایی  و  می‌مانند  باقی  عمود  و  راست  همچنان 
جابه‌جایی صفحه‌ میانی در نظر گرفته می‌شود. در این نظریه نیز از کرنش 
برشی و تنش برشی چشم‌پوشی می‌شود. در نظریه تغییرشکل برشی، خطوط 
راست و عمود بر صفحه‌ میانی، پس از تغییرشکل، راست باقی می‌مانند ولی 

الزاماً عمود نیستند، یعنی کرنش برشی و تنش برشی لحاظ می‌شود. 
 ،r مطابق‏ شکل 1، ارگ هلصاف هر هطقن دوخلاه استوانه ات وحمر اقترن
اعشع طسح نايمي R و هلصاف هطقن‫ ومرد رظن از طسح نايمي z  دشاب، آاگنه 

داریم:‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬
)1(r R z= +  

همچنین‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬‬:

)2(
2 2
h hz− ≤ ≤

متقارن  جابه‌جایی  میدان  برای  برشی،  تغییرشکل  نظریه  به  توجه  با 
محوری به کمک توابع چندجمله‌ایداریم ]36[:
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Fig. 1. Geometry and loading conditions of the cylindrical shell

شکل 1: نحوه بارگذاری و هندسه استوانه مورد مطالعه
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راستای  Uz جابه‌جایی در  و  راستای شعاع  Ux جابه‌جایی در  آن  که در 
توابع   wi و   ui می‌باشد.  برشی  تغییرشکل  نظریه  مرتبه   nSDT و  ضخامت 
روابط  از  استفاده  با  است.   )x( استوانه  محوری  مکان  برحسب  مجهول 
به  زیر  رابطه  از  کوچک  جابه‌جایی‌های  برای  کرنش  مؤلفه‌های  سینماتیک 

دست می‌آید:
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در صورتی که جهت دوقطبی بودن استوانه در راستای محور شعاعی بوده 
و ماده پیزوالکتریک، ایزوتروپیک‬ ‫عرضی باشد، معادلات رفتاری از رابطه‌ زیر 

به دست می‌آید ]37[:
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ضرایب  ماتریس    eij الاستیک،  ضرایب  ماتریس   Cij آن  در  که 
پیزوالکتریک-تنش و ξij  ماتریس ضرایب نفوذپذیری ماده پیزوالکتریک در 
کرنش ثابت می‌باشد. لازم به ذکر است در حالت عمومی تمامی خواص به 

صورت تابع شعاعی زیر در نظر گرفته می‌شود.

)7(

0 0 0, ,
l l l

ij ij ij ij ij ij
R z R z R zC C e e
R h R h R h

ξ ξ+ + +     = = =     + + +     

0
gR z

R h
ρ ρ + =  + 

 0
ije مقدار چگالی،    0ρ الاستیک،  ماتریس ضرایب   0

ijC آن  در  که 
ماده  نفوذپذیری  ضرایب   0

ijξ پیزوالکتریک-تنش،  ضرایب  ماتریس 
l ثابت ناهمگنی الاستیک،  پیزوالکتریک در سطح خارجی استوانه می‌باشد. 
g ثابت ناهمگنی چگالی می‌باشد. Ei بردار  پیزوالکتریک و دی‌الکتریک و 
میدان الکتریکی است که به صورت تابعی از پتانسیل الکتریکی ϕ به شکل 

زیر تعریف می‌شود:

)8(
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E
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E
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φ φ
θ θ

φ

∂ = − ∂
∂ ∂ = − = −
∂ + ∂

∂
= − ∂

شرایط مرزی برای پتانسیل الکتریکی در حالت کلی، در مرزهای شعاعی 
استوانه به شکل زیر درنظر گرفته شده است:

)9(
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h iz

h oz

V

V

φ

φ

=−

=+

 =



=
برای تابع پتانسیل الکتریکی فرندانس و پوژت ]38[ رابطه زیر را پیشنهاد 

داده‌اند:

)10(( ) ( )
2

o i o iV V V Vz z x
h

φ ψ
− +   = − +Ω   

   

فرض  می‌توان  باشد،  استوانه  شعاع  راستای  در  قطبی‌سازی  جهت  اگر 
نمود:

)11(
2

2( )
2
hz z  Ω = −  

 
الکتریکی خواهیم  میدان  برای  فوق  روابط  و   )8( رابطه  به  توجه  با  لذا 

داشت:

)12(

2 24
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z h dE
dx

E z

ψ

ψ

  −
= −  

  
 = −

با استفاده از نظریه پوسته‌ها و تعادل می‌توان رابطه‌ نیروها و گشتاورهای 
داخلی اجزا با تنش‌ها و جابه‌جایی الکتریکی را به دست آورد:

)13(
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i
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hi i

SDTi
zz h
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σ
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σ
τ
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+   
   +  

∫

برای به دست آوردن معادلات تعادل به روش نظریه تغییرشکل برشی 
از روش انرژی استفاده می‌شود. در این روش تغییرات انرژی کل سامانه بنا 
(. تغییرات انرژی  U Wδ δ= بر اصل پایستگی انرژی صفر فرض می‌شود )
از رابطه‌ زیر به دست  با شرایط متقارن محوری  کرنشی برای یک استوانه 

می‌آید:

)14(
(

2
2

0 0
2

1
2

hL

h x x z z xz xzU
π

θ θδ σ δε σ δε σ δε τ δγ
−

= + + +∫ ∫ ∫

)( )x x z zD E D E R z dzd dxδ δ θ− − +

و تابع تغییرات کار خارجی عبارتست از:
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δ θ ρω δ θ
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در رابطه‌ فوق ρ چگالی، ω سرعت زاویه‌ای و P فشار در سطح داخلی 
انرژی  کمینه  رابطه  در   )15( و   )14( روابط  جایگذاری  با  می‌باشد.  استوانه 

پتانسیل معادلات تعادل به شکل زیر به دست می‌آید:

)16(( )(i) ( 1) 0i
x xz

d RN iRN
dx

−− =

)17(
( )(i) ( 1) ( )i i

xz z
d RN iRN N
dx θ

−− − =
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/2 22
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h hR z z dz P Rρω
−

  − + + − −  
  ∫

جدار  پوسته‌های  در  مکانیکی  تعادل  معادلات  دستگاه  فوق،  معادلات 
ضخیم می‌باشند که با توجه به مرتبه نظریه تعداد آن‌ها مشخص می‌شود. 
برای به دست آوردن معادله تعادل الکتریکی، با توجه به معادلات ماکسول و 

قانون گاوس داریم ]39[:
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با جایگذاری روابط )4( تا )6( در رابطه )13( و سپس قراردادن در روابط 
)17( و )‏18( می‌توان معادلات تعادل را براساس مؤلفه‌های جابه‌جایی شعاعی، 

جابه‌جایی محوری و جابه‌جایی الکتریکی را به فرم زیر بازنویسی نماییم:

)19(ij j ij j i iL u I w J Fψ+ + =

 ،
ijL و  می‌باشد   0 SDTj n≤ ≤ و   0 2 1SDTi n≤ ≤ + آن  در  که 

iJ بردار ضرایب جابه‌جایی  ijI ماتریس‌های ضرایب جابه‌جایی مکانیکی، 

iF بردار کار خارجی می‌باشد که از روابط زیر به دست می‌آید: الکتریکی و 

)20(

( )
( )

12
0 1
55

2

0

h
l

i j
ij SDTl

h

dR zL iC z dz i n
dxR h

+
+ −

−

 += − ≤ ≤ 
+ 

∫

( ) ( )
( )

12
30

11

2

1 SDT

h
l

i n j
ij SDT l

h

R zL i n jC z
R h

+
− + −

−

 += − − −
+

∫

( )
( )

( ) ( )
( )

1 2
10

55 2

1
20

121

SDT

SDT

l
i j n

l

l
j i n

SDT l

dR zC z
dxR h

R zi j n C z
R h

+
+ − −

+
+ − −

+
+

+− + − −
+

)21(

( )
( )

1
10

22 2SDT

l
i j n

SDT SDTl
R zC z dz n i n
R h

−
+ − − +− < ≤

+ 

( )
( ) ( )( )

02
1 112

2

h

l lj j
ij l

h

eL lz jzR z R z
R h

− −

−


= + ++ +

+
∫

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0
11 211 1 1l lj j

l

e j l z j zR z R z
R h

−− −+ + + −+ +
+

)22(( )
( )

( )
2

0
35 2 2 1

l
j

SDTl
dR ze z R z dz i n
dxR h

+ + = +
+ 

)23(
( )
( )

( )
( )

1 122
0 0 2
33 552

2

0

h
l l

i j i j
ij l l

h

SDT

dR z R zI C z ijC z dz
dxR h R h

i n

+ +
+ + −

−

 + += − 
+ + 

≤ ≤

∫

)24(

( ) ( )
( )

1 202
13

2

1 SDT

h
l i n j

SDT
ij l

h

i n C z dR zI
dxR h

+ − + −

−

  − − += −   + 
∫

( )
( )

10
23 2

SDTl i j n

SDT SDTl

C z dR z dz n i n
dxR h

+ − − ++ < ≤
+ 

)25(
( ) ( )

( )

12
0
13

2

1

h
l

j
ij l

h

dR zI l e z
dxR h

−

−

 += +
+

∫

( )
( )

( )0 1
13 2 1

l
j

SDTl

dR zje z R z dz i n
dxR h

− ++ + = +
+ 

)26(( )
( )

12
0 1
35

2

0

h
l

i
i SDTl

h

dR zJ ie z i n
dxR h

+
−

−

 += − Ω ≤ ≤ 
+ 

∫

)27(

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1 22
10

35 2

2
1

10
12

1
20

111

2

SDT

SDT

SDT

h
l

i n
i l

h

l
i n

l

l
i n

SDT l

SDT SDT

dR zJ e z
dxR h

dR ze z
dzR h

dR zi n e z dz
dzR h

n i n

+
− −

−

+
− −

+
− −

 += Ω
+

Ω+−
+

Ω+− − − 
+ 

< ≤

∫

)28(

( )
( )

( )
( )

0 22
11

2

2

1
h

l

i l
h

l d dR zJ
dz dzR zR h

ξ

−

  + Ω Ω+= − +    ++  
∫

( )
( )

( )
1 2

0
33 2 2 1

l

SDTl

dR z R z dz i n
dxR h

ξ
+  +− Ω + = + + 

)29(

0 0i SDTF i n= ≤ ≤

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
20

11

10
12

1 22
10 2

2

1

2 2

SDT

SDT

SDT

SDT

l
i n

i SDT l

l
i n o i

l

h
i n g

i n
g

h

R zF i n e z
R h

V VR ze z
hR h

h h R zP R z dz
R h

ρ ω

+
+ −

− −

− − +
− −

−

 += − − −
+

 − +−  
 + 

   +− − − −  
   +∫

2SDT SDTn i n< ≤



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 51، شماره 1، سال 1398، صفحه 215 تا 224

219

)30(( )
( )

22
10 2

2

2SDT

h
g

i n
SDT SDTg

h

R z z dz n i n
R h

ρ ω
+

− −

−

+− < ≤
+∫

)31(( ) ( )
( )

( )
12

0
11

2

1

2 1

h
l

o i
i l

h

SDT

V VR zF l R z dz
hR h

i n

ξ
−

−

 − += − + +  
 + 

= +

∫

ثابت  ضرایب  با  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  واقع  در  معادلات  این 
می‌باشد. داگتسه اعمدلات درفياليسن طخي نگمهان اب رضابي ثابت دارای 

حل دقیق به روش بردارهای ویژه به شکل زیر می‌باشد:
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که در آن:
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n ny u u u w w w ψ=

و  ویژه  بردارهای   { }βη ویژه،  مقادیر   λβ مجهول،  ثابت‌های   Cβ

} حل خصوصی می‌باشد. اگر فرض ‌شود استوانه در دو انتها کاملا  }K
بسته و اجازه‌ تحرک ندارد.
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و پتانسیل الکتریکی در دو انتهای استوانه صفر باشد

)35(0
0

x x L
φ φ

= =
= =

بدین ترتیب با جایگذاری رابطه )32( در روابط )3( و )10( و سپس قرار 
دادن آن در روابط )34( و )35( ثابت‌های مجهول به دست می‌آیند.

بررسی نتایج-33
براي مقایسه و بررسی نتایج روش ارائه شده، یک استوانه‌ جدار ضخیم 
زیرکونات سرب مطابق ‏جدول 1 که در ]11[ مورد  تیتانات  از  ساخته شده 

مطالعه قرار گرفته است، فرض می‌شود.

و   1R h = هندسی  مشخصات  دارای  مطالعه  مورد  استوانه 
1L بوده و با سرعت زاویه‌ای زیر در حال دوران است: R =

)36(
0
33

0 2

C
R

ω
ρ

=

برای بررسی رفتار استوانه در شرایط حسگر و عملگر، شرایط مرزی زیر 

جدول 1: مشخصات مواد پیزوالکتریک در استوانه ]11[
Table 1. Material properties of the piezoelectric cylinderFig. 4. The effect of the order of approximation in the shear 

deformation theory on normalized radial stress along the radial 
direction. (sensor)

شکل 4: بررسی اثر تقریب نظریه تغییرشکل برشی بر تنش شعاعی 
بی‌بعد در جهت شعاع استوانه )حسگر(

Fig. 3. The effect of the order of approximation in the shear 
deformation theory on normalized circumferential stress along the 

radial direction. (sensor)
شکل 3: بررسی اثر تقریب نظریه تغییرشکل برشی بر تنش محیطی 

بی‌بعد در جهت شعاع استوانه )حسگر(

Fig. 2. The effect of the order of approximation in the shear deformation 
theory on normalized electric potential along the radial direction. (sensor)
شکل2: بررسی اثر تقریب نظریه تغییرشکل برشی بر پتانسیل الکتریکی 

بی‌بعد در جهت شعاع استوانه )حسگر(

مقدارنمادمقدارنماد
0

11C 115  GPa0
11e1/15  C/m2

0
12C6/73GPa 0

12e-2/5  C/m2

0
13C6/73 GPa 0

13e-2/5  C/m2

0
22C  5/138 GPa 0

15e7/12C/m2 
0
23C  4/77 GPa0

26e7/12C/m2  
0
33C 5/138 GPa 0

11ξ62/5µF/m 
0ρ  kg/m3 56840

22ξ62/5µF/m  
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برای سه حالت مختلف اعمال شده است:
حالت )1( - حسگر:

)37(0
332 2 2 2

0 0 0r rz h z h z h z h
Cσ σ φ φ

=− = =− =
= − = = =

حالت )2( - عملگر:
)38(0 0

33 112 2 2 2
0 0 0r rz h z h z h z h

RC eσ σ φ φ
=− = =− =

= = = =

حالت )3( - حسگر و عملگر:
)39(0 0 0

33 33 112 2 2 2
0 0r rz h z h z h z h

C RC eσ σ φ φ
=− = =− =

= − = = =

برای مستقل از داده‌های ورودی بودن نتایج، پارامترهای رفتاری استوانه 
به‌صورت بی‌بعد با توجه به روابط زیر گزارش شده است:

)40(
0
11

0 0
33 33

i i
i i

e UU
C C R
σσ φ φ= = =

با توجه به فرضیات و شرایط مرزی یاد شده، در ادامه به بررسی نتایج 
حاصل پرداخته می‌شود.

تقریب  براساس  برشی  تغییرشکل  نظریه  شد،  بیان  که  همانطور 
میدان جابه‌جایی در راستای شعاع استوانه به صورت تابع چندجمله‌ای 
پایه‌گذاری شده است؛ بنابراین انتخاب مرتبه تقریب مناسب یکی از 
موارد مهم در این نظریه است و لازم است در اولین گام مرتبه تقریب به 

Fig. 10. Response of the normalized electric potential along the radial 
direction of the cylinder subjected to the mechanical and electrical 

loading.
شکل 10: پاسخ پتانسیل الکتریکی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع تحت 

بارگذاری الکتریکی و مکانیکی همزمان

Fig. 9. Response of the normalized axial displacement along the radial 
direction of the cylindrical piezoelectric actuator.

شکل 9: پاسخ جابه‌جایی محوری بی‌بعد استوانه در جهت شعاع برای 
حالت عملگر پیزوالکتریک

Fig. 8. Response of the normalized radial displacement along the radial 
direction of the cylindrical piezoelectric actuator.

شکل 8: پاسخ جابه‌جایی شعاعی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع برای 
حالت عملگر پیزوالکتریک

Fig. 7. Response of the normalized radial stress along the radial 
direction of the cylindrical piezoelectric actuator.

شکل 7: پاسخ تنش شعاعی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع برای حالت 
عملگر پیزوالکتریک

 Fig. 6. Response of the normalized circumferential stress along the
.radial direction of the cylindrical piezoelectric actuator

شکل 6: پاسخ تنش محیطی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع برای حالت 
عملگر پیزوالکتریک

Fig. 5. Response of the normalized electric potential along the radial 
direction of the cylindrical piezoelectric actuator.

شکل 5: پاسخ پتانسیل الکتریکی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع برای 
حالت عملگر پیزوالکتریک
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کار گرفته شده مورد بررسی قرار گیرد. برای این منظور در شکل‌های 
2 تا 4 به بررسی اثر تقریب بر روی نتایج پرداخته شده است:

در شکل‌های 2 تا 4 مشاهده می‌شود که نظریه تغییرشکل برشی مرتبه 
اول در محاسبه میدان الکتریکی و تنش‌ها خطای بسیار زیادی دارد؛ لذا استفاده 
الکترومکانیک استوانه‌های چرخان ضروری به  از مرتبه‌های بالا در تحلیل 
مرتبه  برشی  تغییرشکل  نظریه  نظر می‌رسد. همچنین مشاهده می‌شود که 
اول علاوه بر مقدار عددی، در شناخت رفتار توابع پتانسیل الکتریکی و تنش 
به  بعدی  شکل‌های  در  موضوع،  این  به  توجه  با  است.  ناتوان  نیز  شعاعی 
بررسی رفتار استوانه جدار ضخیم پیزوالکتریک در حالت عملگر با استفاده از 

نظریه مرتبه سوم تغییرشکل برشی پرداخته شده است: 
در شکل 5 مشاهده می‌شود که پتانسیل بی‌بعد الکتریکی در لایه داخلی 
میل  به سمت صفر  شعاع،  راستای  در  محدب  پروفیل  با  و  بوده  یک  برابر 
می‌کند. در شکل 6 مشاهده می‌شود که تنش محیطی در لایه داخلی استوانه 
شعاعی  تنش  که  گرفت  نتیجه  می‌توان   7 به شکل  توجه  با  است.  بیشینه 
تغییرات  نمودار  می‌باشد.  مقدار  بیشترین  دارای  استوانه  میانی  لایه‌های  در 

جابه‌جایی در شکل‌های 8 و 9 رسم شده است:
مشاهده می‌شود که جابه‌جایی شعاعی و محوری در جهت شعاع 

لایه  در  تغییرات  شیب  می‌یابد.  افزایش  صعودی  صورت  به  استوانه 
جابه‌جایی  همچنین  می‌کند.  میل  صفر  سمت  به  خارجی  و  داخلی 

محوری در لایه میانی استوانه برابر صفر است. 
بارهای  به  ضخیم  جدار  استوانه  پاسخ   ،12 تا   10 شکل‌های  در 
مکانیکی و الکتریکی همزمان بررسی شده است. با توجه به شکل‌های 
ارائه شده در دو حالت عملگر و حسگر، ملاحظه  10 تا 12 و نتایج 
پیزوالکتریک  استوانه‌های  خصوص  در  آثار  جمع  اصل  که  می‌گردد 
صادق نمی‌باشد. همچنین تنش محیطی در لایه داخلی دارای مقدار 

بیشینه می‌باشد. 
در شکل‌های 13 و 14 مشاهده می‌شود جابه‌جایی محوری در لایه میانی 
استوانه برابر صفر است و جابه‌جایی شعاعی در راستای شعاع به صورت نزولی 

تغییر می‌کند.

نتیجه‌گیری-44
در این مقاله به بررسی رفتار الکترومکانیک استوانه جدار ضخیم ساخته 
شده از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی ایزوتروپ عرضی پرداخته شد. منحنی‌ 
راستای شعاع فرض  توانی در  تابع  به صورت  و  تغییرات خواص، غیرخطی 

Fig. 14. Response of the normalized axial displacement along the radial 
direction of the cylinder subjected to the mechanical and electrical 

loading.
شکل 14: پاسخ جابه‌جایی محوری بی‌بعد استوانه در جهت شعاع تحت 

بارگذاری الکتریکی و مکانیکی همزمان

Fig. 13. Response of the normalized radial displacement along the 
radial direction of the cylinder subjected to the mechanical and 

electrical loading.
شکل 13: پاسخ جابه‌جایی شعاعی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع تحت 

بارگذاری الکتریکی و مکانیکی همزمان

Fig. 12. Response of the normalized radial stress along the radial 
direction of the cylinder subjected to the mechanical and electrical 

loading.
شکل 12: پاسخ تنش شعاعی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع تحت 

بارگذاری الکتریکی و مکانیکی همزمان

Fig. 11. Response of the normalized circumferential stress along 
the radial direction of the cylinder subjected to the mechanical and 

electrical loading.
شکل 11: پاسخ تنش محیطی بی‌بعد استوانه در جهت شعاع تحت 

بارگذاری الکتریکی و مکانیکی همزمان
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شد. معادلات ترموالکتروالاستیک حاکم بر پوسته‌های جدار ضخیم ناهمگن 
در حالت عمومی و با استفاده از نظریه مرتبه بالا تغییرشکل برشی استخراج 
گردید. بارگذاری مکانیکی به صورت سرعت زاویه‌ای ثابت در راستای محور 
دوران می‌باشد. اختلاف پتانسیل در جهت شعاع به استوانه اعمال شد. استوانه 
در جهت شعاع قطبی و در تقریب تابع پتانسیل الکتریکی شرایط مرزی شعاع 
داخلی و خارجی اعمال شد. معادلات تعادل مکانیکی به روش انرژی به دست 
قانون  و  ماکسول  معادلات  از  الکتریکی  تعادل  معادلات  یافتن  برای  و  آمد 
گاوس استفاده شد. حل معادلات حاکم در حالت عمومی )مستقل از مرتبه 
نظریه تغییرشکل برشی( به صورت کوپل مکانیکی-الکتریکی و با استفاده از 

روش بردارهای ویژه ارائه شد. 
نتایج نشان می‌دهد که برای تحلیل رفتار الکترو-مکانیکی استوانه 
جدار ضخیم ساخته شده از مواد پیزوالکتریک مدرج تابعی، استفاده 
استوانه  تحلیل  در  است.  ضروری  بالا  مرتبه  تغییرشکل  نظریه  از 
جدار ضخیم پیزوالکتریک، اصل جمع آثار صادق نبوده و باید اثرات 

بارگذاری به صورت همزمان بررسی و نتایج گزارش شود.
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