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آزاد تیر کمانه شده به کمک روش کوادراتور دیفرانسیلی و تحلیل مودال تجربی بررسی شده است.  ارتعاشات  این پژوهش  در 
ابتدا معادلات حاکم بر مسئله ارتعاشات تیر کمانه شده در مختصات مماسی بدست آمده اند. این معادلات یک دستگاه معادلات 
دستگاه  حل  منظور  به  است.  دینامیکی  و  استاتیکی  پاسخ های  مجموع  آن،  پاسخ  که  داده  تشکیل  را  غیر خطی  دیفرانسیلی 
معادلات دیفرانسیل غیر خطی استاتیکی ابتدا معادلات با روش کوادراتور دیفرانسیلی گسسته شده، سپس دستگاه معادلات جبری 
غیر خطی با استفاده از روش طول قوس حل می شوند. همچنین با توجه به کوچکتر بودن دامنه حرکت ارتعاشات آزاد تیر نسبت 
به دامنه حرکت استاتیکی، معادلات ارتعاشی خطی شده اند. برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل ارتعاشی خطی شده، معادلات 
با روش کوادراتور دیفرانسیلی گسسته شده و مقادیر بدست آمده از حل معادلات استاتیکی در دستگاه معادلات گسسته شده 
دینامیکی جایگذاری شده است. در پایان با حل مسئله مقدار ویژه استاندارد، فرکانس های طبیعی و شکل مودهای تیر کمانه شده 
 بدست آمده، برای بررسی درستی روش ارائه شده، نتایج حاصل با نتایج بدست آمده از روش اجزاء محدود )به کمک نرم افزار

ANSYS( و داده های تجربی حاصل از انجام تعدادی آزمایش بر روی تیر کمانه شده ساخته شده از پی وی سی مقایسه شدند. 
نتایج بدست آمده نشان دهنده دقت قابل قبول و کارایی روش پیشنهادی است.
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مقدمه-11
مسئله ای  غیرخطی  هندسه  به  توجه  با  کمانه شده  تیر  ارتعاشات  بررسی 
استفاده  بسیاری  متفاوت  روش های  از  محققین،  رو  این  از  است.  دشوار 
به  را  کمانه شده  تیر  ارتعاشی  مود های1   ]1[ همکاران  و  نایفه  نموده اند. 
صورت تحلیلی و آزمایشگاهی بررسی کردند. آنها با در نظر گرفتن شکل 
استاتیکی تیر کمانه شده متناظر با nامین مود کمانشی، حل دقیقی برای 
مودها و فرکانس های تیر کمانه شده بدست آورند ولی با توجه به استفاده 
از شکل مود کمانشی، روش ارائه شده توسط آنها قادر به بررسی ارتعاشات 
تیر تحت بارهای خیلی بزرگتر از بار بحرانی نیست. پاتل و همکاران ]2[ 
ارتعاشات خمشی آزاد غیرخطی و پس کمانش تیر ارتوتروپیک چند لایه  
را بر روی فونداسیون الاستیک بررسی نمودند. آنها برای استخراج روابط 
دورانی  و  اینرسی درون صفحه ای  برشی عرضی،  تغییر شکل  اثر  حاکم 
انرژی  مقدار همه جملات  کردن  معین  برای  گرفتند. سپس،  نظر  در  را 
کرنشی، انتگرال عددی دقیق را بکار بردند. در ادامه روابط حاکم غیرخطی 
را با استفاده از ترکیب روش مقدار ویژه و روش تکرار مستقیم حل کردند. 
لستاری و هانگود ]3[ حل دقیقی برای تحلیل دینامیکی تیر کمانه شده با 
شرایط مرزی متفاوت ارائه دادند. آنها با استفاده از مودهای متناظر مسئله 
بیضوی  توابع  از  استفاده  با  و همچنین  مرزی  شرایط  کننده  ارضا  خطی 
آوردند.  بدست  غیر خطی  مسئله  برای  را  طبیعی  فرکانس های  ژاکوبی، 
سنگین2  تیر  ارتعاشات  و  پس کمانش  مسئله   ]4[ همکاران  و  سانتیلان 
با دامنه نوسان کم حول وضعیت تعادل پس کمانش را به صورت تئوری 
و آزمایشگاهی بررسی نمودند. آنها تیر را به صورت الاستیک غیر قابل 
یا  کشش و به صورت دو سر گیردار بر روی فوندانسیون صلب افقی و 
بکار  خود  روابط  حل  برای  را  شوتینگ  روش  و  گرفته  نظر  در  شیبدار 
بردند. نئوکریچ و همکاران ]5[ ارتعاشات با دامنه کوچک حول وضعیت 
پس کمانش میله دو سر گیردار را بررسی نمودند. آنها مدل قابل کشش و 

غیر قابل کشش را به دو صورت تحلیلی و عددی حل نمودند.
برای  است.  کمانه شده  تیر  ارتعاشی  رفتار  بررسی  پژوهش  این  از  هدف 
تیر کمانه شده در مختصات  ارتعاشات  بر مسئله  روابط حاکم  این منظور 
را  غیر خطی  دیفرانسیلی  معادلات  دستگاه  یک  که  آمده  بدست  مماسی 
تشکیل می دهند. با توجه به اینکه دامنه حرکت ارتعاشات آزاد تیر بسیار 
کوچکتر از دامنه حرکت استاتیکی )حالت تعادل( است، پاسخ کلی سیستم 
به صورت مجموع پاسخ هاي حرکت استاتیکی و ارتعاشی در نظر گرفته 
شده و معادلات دیفرانسیل ارتعاشی خطی می گردند. پاسخ حرکت تعادلی 
و ارتعاشی به ترتیب با حل روابط استاتیکی و دینامیکی بدست می آیند. 
به منظور حل دستگاه معادلات دیفرانسیل غیر خطی استاتیکی ابتدا روابط 
معادلات  دستگاه  سپس   و  شده  گسسته  دیفرانسیلی  کوادراتور  روش  با 
می شوند.  حل  قوس  طول  روش  از  استفاده  با  منتجه  غیر خطی  جبری 
برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل ارتعاشی خطی شده همانند حالت 

1 Mode
2 Heavy beam

استاتیکی ابتدا روابط با روش کوادراتور دیفرانسیلی گسسته شده، سپس 
مقادیر بدست آمده از حل روابط استاتیکی در دستگاه معادلات گسسته 
شده جایگذاری می گردند. دستگاه معادلات بدست آمده یک مسئله مقدار 
ویژه  مقدار  مسئله  به  آن  تبدیل  از  که پس  می باشد  استاندارد  غیر  ویژه 
استاندارد و حل آن، فرکانس های تیر کمانه شده و شکل مودهای متناظر 
با آن بدست می آیند. در ادامه برای صحت سنجی روش ارائه شده، نتایج 

بدست آمده با نتایج تجربی و مدل اجزا محدود مقایسه می گردند.

تئوری-21
معادلات  آوردن  بدست  و  کمانه شده  تیر  آزاد  ارتعاشات  بررسی  برای 
دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر آن، تیری به طول l و ضخامت h که تحت 

نیروی محوری فشاری p است در نظر گرفته می شود.

روابط1حاکم-21-11
روابط )1( معادلات حاکم بر مسئله پس کمانش تیر را نشان می دهد]6 و 7[.

در رابطه فوق s متغیری در امتداد محور تیر، u و w به ترتیب جابجایی های 
بر  مماس  بین خط  زاویه   θ  .)1 )شکل  y هستند  و   x راستاهای  در  تیر 
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 q n و  تیر است.  اولیه  θ0 چرخش  x و  تیر و محور  منحنی تغییر شکل 
به ترتیب نیروهای محوری و برشی و m ممان خمشی است. A سطح 
مقطع تیر، I ممان اینرسی سطح و ρ جرم بر واحد طول است. دو رابطه 
اول بیان کننده تغییرات جابجایی المانی از تیر به طول ds و روابط چهارم، 
پنجم و ششم معادلات دیفرانسیل حرکت می باشند. رابطه سوم با فرض 
الاستیک بودن تیر بدست آمده است. در این روابط از اثر تغییرشکل برشی 
و اینرسی دورانی صرف نظر شده است، در صورتی که متغیرها با روابط )2( 

بی بعد شوند روابط )1( به روابط )3( تبدیل می شوند.

که ω فرکانس طبیعی سیستم و t زمان است.

از  کوچکتر  بسیار  کمانه شده  تیر  ارتعاشی  دامنه حرکت  آنکه  به  توجه  با 
دامنه حرکت استاتیکی است، بنابراین می توان متغیرها را به صورت روابط 

)4( تعریف نمود ]3[:

حالت  نشان دهنده   d اندیس  و  تعادل  حالت  نشان دهنده   e اندیس  که 
تیر  ارتعاشی  مسئله  برای حل   )4( روابط  به  توجه  با  دینامیکی می باشد. 
کمانه شده نیاز است که یک بار روابط )3( به صورت استاتیکی حل شده 
تا مقادیر مربوط به حالت تعادل بدست آیند. با حذف جمله های زمانی از 

روابط )3( روابط تعادل به صورت رابطه )5( به دست می آیند.
 ،)3( در   )4( روابط  استاتیکی، جایگذاری  معادلات حالت  آمدن  بدست  با 
بسط روابط بدست آمده، استفاده از فرضیات ساده کننده و با حذف جملات 

بدست  کمانه شده  تیر  آزاد  ارتعاشات  مسئله  بر  حاکم  روابط  غیر خطی، 
می آیند.

شرایط1مرزی-21-21
مفصل  سر  دو  و  دوسرگیردار  تیرهای  آزاد  ارتعاشات  حاضر  پژوهش  در 

بررسی می گردد. شرایط مرزي حاکم بر این تیرها عبارتند از:

تیر1دو1سر1گیردار
به   P محوری  نیروی  تحت  سرگیردار  دو  تیر  استاتیکی  مرزی  شرایط 

صورت روابط )7( است.

در  حرکت  اجازه  تیر  انتهای  و  ابتدا  که  است  آن  کننده  بیان   )7( روابط 
راستای محور y را نداشته و شیب آنها نیز برابر با صفر است. همچنین 
ابتدای تیر )S=0( اجازه حرکت در راستای محور x را ندارد. انتهای تیر 
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)S=1( اجازه حرکت در راستای محور x را دارا بوده و نیروی محوری وارد 
بر آن برابر با P می باشد. شرایط مرزی دینامیکی نیز عبارتند از:

رابطه )8( مشابه رابطه )7( می باشد، با این تفاوت که در این رابطه انتهای 
تیر نیز اجازه حرکت در راستای محور x را ندارد.

تیر1دو1سر1مفصل
به   P محوری  نیروی  تحت  مفصل  سر  دو  تیر  استاتیکی  مرزی  شرایط 
صورت روابط )9( می باشد. این روابط بیان کننده آن است که تیر در دو 
انتها اجازه حرکت در راستای محور y را نداشته و قادر به تحمل گشتاور 
ابتدای تیر )S=0( اجازه حرکت در راستای محور x را  نیست. همچنین 
انتهای تیر )S=1( اجازه حرکت در راستای محور x را داراست و  ندارد. 

نیروی محوری وارد بر آن برابر با بار P است:

شرایط مرزی دینامیکی به صورت روابط )10( بدست می آیند:

که این روابط بیان کننده عدم حرکت ابتدا و انتهای تیر در راستاهای x و 
y می باشد. همچنین ابتدا و انتهای تیر نیز قادر به تحمل گشتاور خمشی 

نیستند.

حل1روابط1استاتیکی-31
دیفرانسیلی  کوادراتور  روش  از  دیفرانسیل  معادلات  گسسته سازی  برای 
تابع اول  مرتبه  دیفرانسیلی مشتق  کوادراتور  در روش   استفاده می گردد. 

)اx(اψ در یک نقطه درون دامنه آن به صورت ترکیبي خطی از مجموع 

مقادیر وزنی تابع در تمام دامنه نوشته می شود]8[.

 Cij ام از دامنه تابع وi نقطه ی دقت  xi ،تعداد نقاط دقت np )11( در رابطه
ضرایب وزنی برای بدست آوردن مشتق مرتبه اول تابع در نقطه دقت iام 
هستند. برای محاسبه ضرایب وزنی روش کوادراتور دیفرانسیلی از رابطه 

جبری )12( استفاده شده که مستقل از مختصات نقاط دقت است]9[.
نقاط  برای  چبیشف  لوباتو-  گوس-  چندجمله ای  ریشه های  از  همچنین 

دقت استفاده شده است )رابطه 13(:

با استفاده از روش کوادراتور دیفرانسیلی می توان روابط )5( را به صورت 
روابط )14( بیان نمود:

با فرض آن که تیر با np نقطه دقت گسسته گردد، تعداد تمامی مجهولات 
برابر با 6np می باشد. با توجه به 6 شرط مرزی، تعداد روابط حاکمی که 
باید نوشته شوند تا تناقض ریاضی بوجود نیامده و تعداد مجهولات مسئله 
با تعداد روابط برابر شوند 6np-6 می باشد. بنابراین، باید برای یکی از نقاط 
با  روابط  گسسته سازی  از  پس  شود.  نوشته  حاکم  رابطه  نیز  تیر  مرزی 
استفاده از روش کوادراتور دیفرانسیلی، این روابط با استفاده از روش طول 

قوس حل می گردند.
روش1طول1قوس-31-11

روش  از  آمده  بدست  غیر خطی  جبری  معادلات  دستگاه  حل  منظور  به 
کوادراتور دیفرانسیلی از روش طول قوس استفاده می شود. در روش طول 
قوس به منظور کنترل بار و محاسبه مقادیر افزایشي آن ضریبي براي بار در 
نظر گرفته شده و با اضافه کردن این ضریب به مجهولات مسئله، مقادیر 
مي گردد.  محاسبه  حل  حین  در  مجهولات  از  یکي  بصورت  بار  افزایش 

مي توان دستگاه معادلات غیرخطي را با رابطه )15( بیان کرد]10[.

که )اx(اF بردار معادلات غیرخطي بر حسب بردار جابجایي x و P بردار 
آن کنترل  توسط  اعمال شده  بار  است که  بار  λ ضریب  است.  ثابت  بار 
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را  زیر  روابط   )15( رابطه  به  نیوتن  روش  تکراري  حل  اعمال  مي گردد. 
بدست مي دهد.

 x به  F نسبت  بردار  از مشتق اول  K در رابطه فوق ماتریسي است که 
یک  در طول  iام  تکرار  نشانگر   )17( رابطه  در   i اندیس  و  حاصل شده 
مرحله بار مي باشد. فرم افزایشي بردارهاي x و ضرایب λ در این تکرار، 

مطابق با شکل 2 و روابط )18( خواهند بود.

اندیس m بیانگر نقطه اي روي منحني  بار - جابجایي مي باشد که از حل 
مرحله بار قبلي بدست آمده و به عبارت دیگر، مرحله بار قبلي به این نقطه 
همگرا شده است. بر اساس روش نیوتن با در نظر گرفتن رابطه افزایشي 

)18(، رابطه )16( به شکل زیر نوشته می شود.

در این صورت جابجایي Δu را مي توان متشکل از دو جزء زیر دانست:

که در آن ΔuI و ΔuII از رابطه های زیر بدست می آیند.

برای آن که بتوان با استفاده از رابطه )20(، جابجایي Δu را حساب کرد به 
رابطه دیگري براي تعیین مجهول Δλ نیاز مي باشد. در این پژوهش مقدار 

افزایشي Δλ از روش پیشنهادی الرازبی ]11[ محاسبه مي شود.

در این روابط Δl طول قوس در مرحله بار مربوطه می باشد. در هر مرحله 
بار، بردار Δu و Δλ طي یک فرآیند تکراري و بر اساس روابط ارائه شده تا 
رسیدن به همگرایي مطلوب محاسبه مي شوند. از حل مسئله طي مرحله 

بارهاي متوالي مي توان به پاسخ سیستم دست یافت.

حل1روابط1دینامیکی-41
برای بدست آوردن پاسخ ارتعاشی تیر نیز همانند حل استاتیکی مسئله، از 
روش کوادراتور دیفرانسیلی استفاده می گردد. با استفاده از روش کوادراتور 

دیفرانسیلی روابط )6( گسسته شده و به روابط )24( تبدیل خواهند شد.

مشابه حل استاتیکی برای آنکه در حل روابط دینامیکی تناقض ریاضی 
برای  باشد،  برابر  مجهولات  تعداد  با  معادلات  تعداد  و  نیامده  بوجود  
 روابط اول، پنجم و ششم روابط )24(ا 2l 2 ≤ i ≤ np-1و برای باقی روابط

l1 ≤ i ≤ np می باشد. پس از گسسته سازی روابط دینامیکی حاکم، مقادیر 

بدست آمده از حالت تعادل در معادلات گسسته شده دینامیکی جایگذاری 
و به همراه شرایط مرزی یک دستگاه معادلات با مقادیر ویژه به صورت 
غیراستاندارد  ویژه  مقدار  را تشکیل می دهند که یک مسئله   )25( رابطه 

می باشد.

 X1 بردار  می باشند.  واحد  ماتریس   I و  صفر  ماتریس   O رابطه  این  در 
و   x راستاهای  در  تیر  هر  مرزی  دقت  نقاط  جابجایی های  مقادیر  شامل 
y و همچنین مقادیر زوایای چرخش، نیروهای محوری و برشی و ممان 
خمشی نقاط دقت می باشد. بردار جابجایی X2 شامل مقادیر جابجایی های 
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نقاط دقت داخلی هر تیر در راستاهای x و y می باشد. ماتریس های A11 و 
A12 شامل ضرایب معادلات اول تا چهارم روابط )24( و معادلات شرایط 

مرزی و ماتریس های A21 و A22 شامل ضرایب معادلات پنجم و ششم 
روابط )24( می شوند. در ادامه مسئله مقدار ویژه استاندارد را می توان به 

صورت رابطه )26( آورد.

که از حل آن فرکانس های بی بعد تیر کمانه شده و شکل مودهای متناظر 
آنها بدست خواهند آمد.

مدل1سازی1تجربی-51
در این بخش برای بررسی درستی روش ارائه شده به مدل سازی تجربی 
پرداخته می شود. برای اندازه گیری فرکانس های طبیعی تیر کمانه شده از 
آزمون مودال تجربی استفاده می شود. برای انجام آزمایش از تیرهایی با 
جنس پلی وینل کلراید استفاده گردید. ابعاد و مشخصات مکانیکی تیرها 

در جدول 1 آورده شده اند.

برای محاسبه چگالی از نسبت جرم به حجم تکه ای از تیر استفاده شده و مدول 
یانگ به کمک فرکانس  های طبیعی تجربی تیر دو سر آزاد بدست آمده است.

برای اندازه گیری فرکانس های طبیعی تجربی تیر کمانه شده از تکیه گاه دو 
سر گیردار و دو سر مفصل استفاده شده است. برای این منظور همانطور که 

در شکل 3 مشاهده می شود تیر مورد نظر بین دو گیره قرار داده شد. 
برای اندازه گیری فرکانس های طبیعی سازه )تیر کمانه شده( از تحلیل مودال 
تجربی بهره گرفته می شود. دستگاه مورد استفاده در آزمایشگاه شامل چکش، 
تحریک سازه  منظور  به  از چکش  است.  تحلیل گر سیگنال  و  شتاب سنج 
استفاده می گردد. چکش مورد استفاده گلوبال تست3 نوع AU02 می باشد. 
سیگنال های بوجود آمده از تحریک توسط حسگر شتاب سنج اندازه گیری 
می شوند. در این آزمایش از شتاب سنج B&K4516 استفاده شده است. 
برای اتصال مناسب شتاب سنج به تیر از واکس استفاده شد. سیگنال های 
اندازه گیری شده برای تبدیل از حوزه زمان به حوزه فرکانس وارد تحلیل گر 
سیگنال می شوند. با اعمال تبدیل فوریه سریع بر این سیگنال ها فرکانس های 
سیستم به کمک نرم افزار پالس اندازه گیری می گردند. نرم افزار پالس وظیفه 
کنترل انجام آزمایش و نمایش سیگنال ها را به عهده دارد. فرکانس های 

طبیعی سیستم در جایی مشخص می شوند که دامنه نوسان بیشینه باشد.

3 Global Test

نتایج-61
هندسی  نقص  مقداری  دارای  تیر  که  است  پژوهش فرض شده  این  در 
می باشد. مقدار نقص هندسی بصورت ضریبی از شکل مود کمانشی تیر 
در نظر گرفته شده است. برای اعمال نقص هندسی در مسئله تیر دو سر 
گیردار و دو سر مفصل به ترتیب از روابط )27( و )28( استفاده شده است 

.]12[
تمامی  برای  دامنه نقص هندسی  دامنه نقص هندسی می باشد.   W0 که 

تیرها 0/001 در نظر گرفته شده است.

تاثیر1تعداد1نقاط1دقت1بر1همگرایی1فرکانس1های1طبیعی-61-11
تعداد نقاط دقت بکار برده شده برای گسسته سازی معادلات، بر همگرایی 
تعداد  تاثیر   4 شکل  می گذارد.  تاثیر  کمانه شده  تیر  طبیعی  فرکانس های 
نقاط دقت را بر همگرایی چهار فرکانس طبیعی اول تیر کمانه شده دو سر 
گیردار نشان می دهد. تیر تحت بار 1/2 برابر بار بحرانی می باشد. همانطور 
که در این شکل مشاهده می شود فرکانس های طبیعی با 17 نقطه دقت 

همگرا می شوند.
این اثر برای تیر دو سر مفصل نیز بررسی شده و با توجه به مشابه بودن 
نتایج، در این پژوهش از 17 نقطه دقت استفاده می گردد. در بررسی این 

اثر از مشخصات تیر شماره 3 استفاده شده است.

صحت1سنجی1عددی-61-21
جدول های 2 و 3 مقایسه فرکانس های طبیعی عددی پژوهش حاضر با نتایج 
روش اجزاء محدود را بترتیب برای تیر دو سر گیردار و دو سر مفصل نشان 
می دهند. این مقایسه برای مقادیر متفاوت ضریب بار بحرانی انجام شده است. 
 برای بررسی عددی از مشخصات مکانیکی تیر شماره 3 استفاده شده است.

1 2
22 21 11 12 2 2A A A A X X− − × × = −Ω  (26)

(27)

(28)

ابعادومشخصاتمکانیکیتیرها:1جدول

شماره 
تیر

طول 
)mm(

عرض 
)mm(

ضخامت 
)mm(

 چگالی
)Kg/m3(

مدول یانگ 
)GPa(

1775201014003/7

2895251014003/7
31000251014003/7

( )( )0
1W 1 cos 2
2
W s lπ= −

( )0W sinW s lπ=

تیرکمانهشدهدرآزمایشگاه.:3شکل
بالا(تیردوسرگیردار،پایین(تیردوسرمفصل
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مقایسه1فرکانس1های1طبیعی1عددی1و1تجربی-61-31
حاضر  پژوهش  عددی  طبیعی  فرکانس های  مقایسه   5 و   4 جدول های 
مفصل  سر  دو  و  گیردار  سر  دو  تیر  برای  بترتیب  را  تجربی  داده های  با 
نشان می دهد. این مقایسه برای مقادیر متفاوت کوتاه شدگی انتهایی انجام 
بار  افزایش  با  تیر  طبیعی  فرکانس های  تغییرات  به  توجه  با  است.  شده 
)شکل های 5 و 9( مشاهده می گردد که مقدار فرکانس اصلی از فرکانس  
برخی مودهای بالاتر بیشتر می گردد. از این رو با توجه به اندازه گیری سه 
فرکانس کوچکتر در آزمایشگاه، جدول  4 فرکانس های اول، دوم و چهارم 
و جدول 5 فرکانس های دوم، سوم و چهارم را نشان می دهند. همانطور 
کوادراتور  روش  توسط  شده  محاسبه  خطای  حداکثر  می شود  دیده  که 
دو  و  گیردار  سر  دو  تیرهای  برای  تجربی  مقادیر  به  نسبت  دیفرانسیلی 
سر مفصل به ترتیب کمتر از 2/4 و 1/4 درصد می باشد که نشان از دقت 

بالای روش ارائه شده دارد.
تیر1دو1سر1گیردار-61-41

شکل 5 تغییرات چهار فرکانس طبیعی اول تیر دو سر گیردار را با افزایش 
بار نشان می دهد. حالت های تعادل و ارتعاش آزاد مربوط به چهار شکل 
مود اول قبل از کمانش و پس کمانش تیر به ترتیب در شکل های 6 و 7 

نشان داده شده اند.

برای مدل سازی به روش اجزاء محدود، تیر در نرم افزار ANSYS و با 500 
المان از نوع BEAM189 مدل  شده است. همانگونه که از این جداول 
دیده می شود نتایج بدست آمده توسط روش کوادراتور دیفرانسیلی به نتایج 
بدست آمده توسط نرم افزار ANSYS بسیار نزدیک بوده، بگونه ای که 
حداکثر خطای بین این دو روش 0/4 درصد است. این در حالی است که 
نقطه دقت  با 17  تنها  دیفرانسیلی  کوادراتور  از روش  آمده  بدست  نتایج 

بدست آمده است.

اثرنقاطدقتدرهمگراییچهار:4شکل
فرکانسطبیعیاول

مقایسهفرکانسهایطبیعیعددیروشارائهشدهبانتایجنرمافزارANSYSبرایتیردوسرگیردار:2جدول

ضریب 
بار 

بحرانی

فرکانس چهارم )هرتز(فرکانس سوم )هرتز(فرکانس دوم )هرتز(فرکانس اول )هرتز(

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

1/259/29759/2300/11430/89830/9050/023146/837146/9980/11084/67384/8540/214

1/462/69162/6370/08626/51926/5500/114126/002126/0620/04770/40670/4330/039

1/665/42965/4290/00121/08621/1710/401113/261113/3790/10565/81765/7400/118

مقایسهفرکانسهایطبیعیعددیروشارائهشدهبانتایجنرمافزارANSYSبرایتیردوسرمفصل:3جدول

ضریب 
بار 

بحرانی

فرکانس چهارم )هرتز(فرکانس سوم )هرتز(فرکانس دوم )هرتز(فرکانس اول )هرتز(

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
حاضر

ANSYS
درصد 
خطای 
نسبی

1/2656/750654/1950/39117/11417/1690/31754/74654/7870/075106/788106/7790/008

1/4838/930837/8070/13412/26012/2910/25549/38549/4090/049101/533101/5140/019

1/6940/382939/6910/0748/8518/8740/26545/40445/4220/04097/54497/5230/021
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در این شکل ها، مقدار بار قبل از کمانش و پس کمانش به ترتیب 0/5 و 
1/5 برابر بار بحرانی تیر می باشد. همانگونه که از شکل ها دیده می شود 
شکل مود اول، اولین مود متقارن کششی-خمشی است. این در حالی است 
که مود دوم، اولین مود ضد  متقارن خمشی و شکل مودهای سوم و چهارم 
و سومین مود ضدمتقارن خمشی هستند.  متقارن  مود  ترتیب دومین  به 
در شکل 5 هنگامیکه بار فشاری از صفر تا بار کمانش افزایش می یابد، 
کاهش  آرامی  به  طبیعی  فرکانس های  تیر همه  کاهش سختی  علت  به 
می یابند.منحنی های مربوط به فرکانس های فرد بلافاصله بعد از کمانش 
یافته، در حالیکه مودهای زوج مقداری کاهش می یابند. زیادی   افزایش 

پس از کمانش، تیر تحت جابجاییهای بزرگ قرار گرفته و به علت کاهش 
بار کاهش  افزایش  با  تا چهارم  سختی خمشی، فرکانسهای طبیعی دوم 
کمانش  از  پس  بلافاصله  اصلی  طبیعی  فرکانس  همچنین،  می یابند. 
افزایش یافته و مقدار آن با افزایش بار به صورت آرام زیاد می شود. این 
بدان دلیل است که سختی کششی دینامیکی بر سختی خمشی فائق آمده 

است، در حالیکه در سایر شکل مودها، سختی خمشی غالب است.
با توجه به شکل های 6 و 7 مشاهده می گردد که قبل و پس از کمانش، 
شکل مودهای متناظر با فرکانس های اول، دوم و چهارم به ترتیب بدون 
با  متناظر  مود  شکل  همچنین  و  می باشند  گره  سه  و  یک  دارای  گره، 
فرکانس سوم قبل از کمانش دو گره داشته ولی پس از کمانش این شکل 

مود دارای چهار گره می گردد. 
شکل 8 تغییرات فرکانس های طبیعی تیر دو سر گیردار را با افزایش بار برای 
دامنه های متفاوت نقص هندسی نشان می دهد. با توجه به این شکل ملاحظه 
می گردد که فرکانس های متناظر با شکل مودهای فرد نسبت به تغییر دامنه نقص 
هندسی حساس بوده در حالیکه فرکانس های متناظر با شکل مودهای زوج برای 
دامنه های متفاوت نقص هندسی تغییر چندانی نمی کنند. همچنین بعد از وقوع 
تغییرشکل بزرگ )پس کمانش( و با بیشتر شدن نیروی محوری وارد بر تیر این اثر 
از بین می رود. این بدان دلیل است که پس از کمانش انحنای تیر افزوده شده و در 
عمل نقص هندسی در مقابل آن ناچیز می باشد. علاوه بر این با توجه به شکل های 
 8-الف و 8-ج )فرکانس های طبیعی اول و سوم( مشاهده می گردد که برای

01ا/0اW0=l قبل از وقوع تغییرشکل بزرگ به دلیل زیاد بودن مقدار دامنه نقص 
هندسی، با افزایش بار فرکانس طبیعی نیز افزایش می یابد.

مقایسهفرکانسهایطبیعیعددیبادادههایتجربیتیردوسرگیردار:4جدول

شماره 
تیر

کوتاه شدگی 
)mm( انتهایی

ضریب بار 
بحرانی

فرکانس چهارم )هرتز(فرکانس دوم )هرتز(فرکانس اول )هرتز(

پژوهش 
تجربیحاضر

درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
تجربیحاضر

درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
تجربیحاضر

درصد 
خطای 
نسبی

11301/08895/13197/5002/42954/04855/0621/843171/427175/4382/286

مقایسهفرکانسهایطبیعیعددیبادادههایتجربیتیردوسرمفصل:ججدول

شماره 
تیر

کوتاه شدگی 
)mm( انتهایی

ضریب بار 
بحرانی

فرکانس چهارم )هرتز(فرکانس سوم )هرتز(فرکانس دوم )هرتز(

پژوهش 
تجربیحاضر

درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
تجربیحاضر

درصد 
خطای 
نسبی

پژوهش 
تجربیحاضر

درصد 
خطای 
نسبی

21501/08826/23926/3800/53373/17773/1300/064137/945136/9000/763

3

2001/10920/20820/3500/69957/84958/4901/096109/767110/8400/968

3001/17717/81318/0421/27155/47055/8110/612107/487107/7200/217
4001/25615/54615/6620/74353/07353/6251/029105/163106/6401/385

تغییراتچهارفرکانسطبیعیاولباافزایشبار:جشکل
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تیر1دو1سر1مفصل-61-51
با  را  مفصل  سر  دو  تیر  اول  طبیعی  فرکانس  سیزده  تغییرات   9 شکل 
افزایش بار نشان می دهد. با توجه به شکل مشخص است که قبل از وقوع 
تغییرشکل بزرگ تمامی فرکانس ها با افزایش بار کاهش می یابند. پس از 
وقوع تغییر شکل بزرگ )پس کمانش( با افزایش بار تمامی فرکانس های 
از فرکانس طبیعی اول و یازدهم کاهش یافته و این دو  طبیعی به غیر 
می گردد  مشاهده  این شکل  در  که  همانطور  می یابند.  افزایش  فرکانس 
فرکانس طبیعی اول به شدت به افزایش بار و میزان خمیدگی تیر حساس 
بوده و برای بار محوری دو برابر بار بحرانی تیر، مقدار فرکانس طبیعی اول 

از مقدار فرکانس طبیعی سیزدهم نیز بیشتر می گردد.

شکل مود اول تیر، اولین مود متقارن کششی-خمشی است، در حالیکه 
9 مود بعدی مودهای خمشی هستند. مود یازدهم نیز دومین شکل مود 
ضدمتقارن کششی-خمشی است. از آنجا که بعد از کمانش سختی کششی 
در مودهای اول و یازدهم بر سختی خمشی غلبه می کند، فرکانس های 

مربوط به این شکل مودها با ازدیاد بار افزایش می یابند. 
حالت تعادل و ارتعاش آزاد مربوط به چهار شکل مود اول پس کمانش 
تیر در شکل 10 نشان داده شده است. مقدار بار وارده بر تیر 1/5 برابر بار 
بحرانی می باشد. با توجه به شکل ها مشخص می گردد بر خلاف تیر دو 

شکلمودهایارتعاشیقبلازکمانش:ششکل
)ج/0=اP/Pcr(،الف(فرکانساول،ب(فرکانسدوم،ج(

فرکانسسوم،د(فرکانسچهارم

)الف(

)ب(

)ج(

)د(

شکلمودهایارتعاشیپسازکمانش:7شکل
)ج/1=اP/Pcr(،الف(فرکانساول،ب(فرکانسدوم،ج(

فرکانسسوم،د(فرکانسچهارم

)الف(

)ب(

)ج(

)د(
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سر گیردار، پس از کمانش شکل مود متناظر با فرکانس های اول تا چهارم 
به ترتیب بدون گره، دارای یک، دو و سه گره می باشند. 

شکل 11 تغییرات فرکانس های طبیعی تیر را با افزایش بار برای دامنه های 
متفاوت نقص هندسی نشان می دهد. با توجه به این شکل مشخص است 

و  است  حساس  هندسی  نقص  دامنه  تغییر  به  نسبت  اول  فرکانس  که 
هندسی  نقص  متفاوت  دامنه های  برای  چهارم  تا  دوم  فرکانس های 
)پس کمانش(  بزرگ  تغییرشکل  وقوع  از  بعد  نمی کنند.  چندانی  تغییر 
می رود. بین  از  اثر  این  تیر  بر  وارد  محوری  نیروی  شدن  بیشتر  با   و 

تغییراتفرکانسهایطبیعیتیردوسرگیردارباافزایشباربرایدامنههایمتفاوتنقصهندسی.:ششکل
الف(فرکانساول،ب(فرکانسدوم،ج(فرکانسسوم،د(فرکانسچهارم

تغییراتفرکانسهایطبیعیتیردوسرمفصلباافزایشبار:9شکل

)ب()الف(

)د()ج(
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شکلمودهایارتعاشیپسازکمانش)ج/1=اP/Pcr(:10شکل
الف(فرکانساول،ب(فرکانسدوم،ج(فرکانسسوم،د(فرکانسچهارم

تغییراتفرکانسهایطبیعیتیردوسرمفصلباافزایشباربرایدامنههایمتفاوتنقصهندسی.:11شکل
الف(فرکانساول،ب(فرکانسدوم،ج(فرکانسسوم،د(فرکانسچهارم

)ب()الف(

)د()ج(
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نقص  مقابل  در  پس کمانه شده  تیر  انحنای  بودن  زیاد  نیز  امر  این  علت 
برای  که  می گردد  مشاهده  11-الف  شکل  به  توجه  با  است.  هندسی 
01ا/0=اW0 قبل از وقوع تغییرشکل بزرگ به دلیل زیاد بودن مقدار دامنه 

نقص هندسی، با افزایش بار فرکانس طبیعی نیز افزایش می یابد.

نتیجه1گیری-71
بدین  گردید.  بررسی  کمانه شده  تیر  آزاد  ارتعاشات  پژوهش  این  در 
یک  که  مماسی،  مختصات  در  حرکت  دیفرانسیل  معادلات  از  منظور، 
پاسخ  شد.  استفاده  می دهند،  تشکیل  را  غیرخطی  دیفرانسیل  دستگاه 
گرفته  نظر  در  دینامیکی  و  استاتیکی  پاسخ های  مجموع  بصورت  تیر 
روابط  استاتیکی،  غیر خطی  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  برای حل  شد. 
معادلات  دستگاه  سپس  شده،  گسسته  دیفرانسیلی  کوادراتور  روش  با 
جبری غیر خطی با روش طول قوس حل شد. با توجه به کوچک بودن 
استاتیکی،  حرکت  دامنه  به  نسبت  تیر  آزاد  ارتعاشات  حرکت  دامنه 
حل  برای  شد.  خطی  ارتعاشی،  حرکت  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه 
شده،  گسسته  دیفرانسیلی  کوادراتور  روش  با  معادلات  دستگاه،  این 
استاتیکی در دستگاه معادلات  روابط  از حل  آمده  مقادیر بدست  سپس 
بدست  ویژه  مقدار  مسئله  حل  با  و  جایگذاری  دینامیکی  شده  گسسته 
آمده فرکانس های تیر کمانه شده و شکل مودهای متناظر با آن بدست 
آمدند. برای بررسی درستی روش ارائه شده، نتایج حاصل با نتایج بدست 
آمده از روش اجزاء محدود )به کمک نرم افزار ANSYS( مقایسه شد. 
از جنس پی وی سی  تیرهایی  بر روی  آزمایش تجربی  این،  بر  علاوه 
تحت  و  کمانه شده  حالت  در  آنها  طبیعی  فرکانسهای  و  گرفت  انجام 
نتایج  با  آمده  بدست  نتایج  مقایسه  آمد.  بدست  مختلف  مرزی  شرایط 
خوب  بسیار  دقت  دهنده  نشان  تجربی  داده های  و  محدود  اجزا  روش 
همگرایی  شده  ارائه  روش  مزایای  دیگر  از  می باشد.  شده  ارائه  روش 
با تعداد نقاط دقت کم و زمان محاسباتی پایین می باشد. همچنین، اثر 
بررسی  طبیعی  فرکانس های  بر  هندسی  نقص  دامنه  اثر  و  بار  افزایش 
شده و مشاهده گردید که پس از کمانش بین فرکانس های طبیعی تیر 
پدیده تشدید اتفاق می افتد. علاوه بر این شکل مود های ارتعاشی قبل 
و بعد از کمانش با یکدیگر مقایسه شده و مشخص گردید که برای تیر 
کمانه شده دو سر گیردار شکل مود متناظر با فرکانس دوم دارای چهار 

گره می باشد.
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