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خلاصه: در این مقاله روشی کارآمد و دقیق برای تحلیل گذرا و ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی در معرض 
فشار متحرک متقارن داخلی و خارجی توسعه داده شده است. خواص مواد پوسته دارای تغییرات پیوسته در جهت شعاعی 
است و از مدل های موری-تاناکا و کسر حجمی قانون توزیع توانی پیروی می کند. برای بررسی این مساله روشی حل عددی 
که ترکیبی از روش های تئوری لایه ای، روش مربعات دیفرانسیلی و بسط سری فوریه است بکار گرفته شد. از بسط سری 
فوریه برای مدل سازی تغییرات جابجایی و فشار دینامیکی در جهت محوری استفاده می شود. سپس با بکارگیری تئوری 
لایه ای در راستای ضخامت و اعمال آن در اصل هامیلتون ، معادلات حرکت و شرایط مرزی تعیین گردید. در آخر از روش 
مربعات دیفرانسیلی جهت مدل سازی تغییرات جابجایي در معادلات حاکم در دامنه زماني استفاده گردید. این تحقیق دارای 
نتایج مفیدی جهت طراحی پوسته های مدرج تابعی در معرض فشار متحرک می باشد. نتایج بدست آمده از این مدل سازی 
به صورت موفقیت آمیزی با نتایج مشابه موجود در مقالات مورد مقایسه قرار گرفت. مطالعه روند همگرایی، سرعت بالای 
همگرایی این روش را اثبات نمود. نتایج بدست آمده بیانگر این است که تحریک ناشی از عبور فشار متحرک در پوسته 

موجب ایجاد ارتعاشات آزاد با دامنه ارتعاشی قابل توجه ی می شود.
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1- مقدمه
یکی از مهم ترین مشکلات کامپوزیت های لایه ای، ایجاد تنش های 
بین لایه ای در سطح مشترک بین لایه ها است. بنابراین دسته جدیدی 
از مواد کامپوزیتی ایجاد گردید که در آن تغییر خواص ماده به صورت 
تدریجی و پیوسته می باشد. به این مواد، مواد مدرج تابعی می گویند. 
ویژه  شرایط  در  بکارگیری  جهت  زیادی  پتانسیل  تابعی  مدرج  مواد 
دارند که باعث افزایش تمایل به استفاده از آن ها در صنایع مختلف 
ویژگی های  است.  تجهیزات درمانی شده  و  مانند: هوافضا، خودرویی 
بسیار زیاد مواد مدرج تابعی در مقایسه با مواد متداول صنعتی در کنار 
کاربردهای صنعتی زیاد پوسته ها، موجب جلب توجه زیاد محققان به 
بررسی رفتار دینامیکی آن ها شده است. پوسته های مخروطی ناقص، 

راکت ها  و  فضاپیماها  هواپیماها،  در  رانش  سیستم های  اصلی  سازه 
می باشند. تمامی این سازه ها به کرات در معرض بارهای دینامیکی قرار 
می گیرند. بنابراین ارائه راه حلی دقیق در تحلیل دینامیکی رفتار این 

سازه ها جهت طراحی و ساخت بهینه آن ها بسیار با اهمیت می باشد.
اکثر تحقیقات انجام شده در زمینه تحلیل دینامیکی پوسته های 
مدرج تابعی، متمرکز بر پوسته های استوانه ای بوده است که اهم آن ها 
به شرح زیر است. سانتز و همکاران ]1[ با ارائه مدل اجزا محدود در 
تابعی  مدرج  پوسته  ترموالاستیک  تحلیل  به  الاستیک خطی  محیط 
استوانه ای در معرض شوک حرارتی متقارن محوری پرداختتند. فانگ و 
همکاران ]2[ پراکندگی چندگانه امواج برشی و ایجاد تنش دینامیکی 
در پوسته استوانه ای زیرسطحی در یک ماده مدرج تابعی متصل شده 
به   ]3[ حسینی  و  شهابیان  نمودند.  بررسی  را  همگن  ماده  یک  به 
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تابعی  مدرج  استوانه جدار ضخیم  یک  تصادفی  پویای  پاسخ  بررسی 
پرداختند.  مکانیکی  بار شوک  معرض  در  نامشخص  مادی  خواص  با 
طهانی و همکاران ]4[ مشخصه های دینامیکی استوانه جدار ضخیم 
مدرج تابعی با خواص مستقل از دما در معرض شوک حرارتی را مطالعه 
نمودند. ستوده و همکاران ]5[ و طهانی و همکاران ]6[ با ارائه یک 
روش عددی ترکیبی رفتار دینامیکی پوسته استوانه ای مدرج تابعی در 
معرض فشار دینامیکی متقارن و نامتقارن محوری را مورد بررسی قرار 
دادند. درویزه و همکاران ]7[ پدیده فلاتر در پوسته استوانه ای مدرج 
تابعی تحت فشار ناشی از جریان مافوق صوت سیال را مطالعه نمودند. 
هادی و همکاران ]8[ با بکارگیری روش حل گسترش موج، ارتعاشات 
تابعی احاطه شده در بستر الاستیک و  آزاد پوسته استوانه ای مدرج 
با شرایط مرزی مختلف را  در معرض نیروی محوری و فشار جانبی 
بررسی نمودند. اخیراً نیز سلاحی و همکاران ]9[ با ارائه مدل عددی 
سه بعدی، رفتار دینامیکی پوسته استوانه ای جدار ضخیم مدرج تابعی 
در معرض فشار دینامیکی نامتقارن و شوک حرارتی و با خواص مادی 

وابسته به دما را مورد مطالعه قرار دادند.
نازل ها،  مانند:  زیادی  کاربرد  دارای  ناقص  مخروطی  پوسته های 
سر مخازن و در بدنه هواپیماها و فضاپیماها می باشند. این در حالی 
ا ست که تحقیقات اندکی در زمینه بررسی رفتار دینامیکی این گونه 
پوسته ها انجام شده است. سوفیو ]10[ با بکارگیری روش گلرکین و 
اصل هامیلتون به مطالعه پایداری پوسته مدرج تابعی مخروطی ناقص 
در معرض فشارهای متناوب و ناگهانی وارد بر سطح خارجی پوسته 
بار  معرض  در  پوسته  این  دینامیکی  کمانش  همچنین  او  پرداخت. 

فشاری محوری یکنواخت و متغیر با زمان را بررسی نمود ]11[. 
و  محدود  اجزا  روش  از  بهره گیری  با   ]12[ همکاران  و  راجش 
مخروطی  پوسته  آزاد  ارتعاشات  اول،  مرتبه  برشی  فرم  تغییر  تئوری 
مدرج تابعی را شبیه سازی نمودند. تورنابن و همکاران ]13[ بر پایه 
تئوری تغییر فرم برشی مرتبه اول، معادلات حاکم بر رفتار دینامیکی 
با استفاده  پوسته های مخروطی، استوانه ای و ورقه مدور را تعیین و 
از روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته این معادلات را حل نمودند. 
مربعات  روش  و  لایه ای  تئوری  بکارگیری  با   ]14[ توتی  طالبی  
ضخیم  جدار  لایه ای  کامپوزیتی  پوسته  آزاد  ارتعاشات  دیفرانسیلی، 

مخروطی دوار را بررسی نمود. 
ستوده و همکاران ]15[ و سلاحی و همکاران ]16[ با ارائه نمودن 

روش ترکیبی تئوری لایه ای و روش مربعات دیفرانسیلی، رفتار گذرای 
دینامیکی  فشارهای  معرض  در  تابعی  مدرج  مخروطی  پوسته های 
متقارن و نامتقارن را بررسی نمودند. صیدی ]17[ با استفاده از تئوري 
مخروطي  سازه  کمانش  گلرکین،  روش حل  و  بالا  مرتبه  بهبود یافته 
ناقص ساندویچي، با هسته نرم و روکش های ساخته شده از مواد مدرج 

تابعی را مطالعه نمود.
تئوری لایه ای دارای دقت بالایی در محاسبه میدان جابجایی و به 
دنبال آن محاسبه تانسورهای کرنش و تنش در مقایسه با تئوری های 
یک  نیز،  دیفرانسیلی  مربعات  روش   .]18[ دارد  بالاتر  و  اول  مرتبه 
روش عددی توانمند با دقت بالا و همگرایی سریع در حل معادلات 
دیفرانسیلی حاکم است ]5[. تحقیقات انگشت شماری در زمینه تحلیل 
بار متحرک  تابعی در معرض  پوسته های کامپوزیتی لایه ای و مدرج 
پوسته های  به  منحصر  نیز  آن ها  تمامی  تقریباً  که  است  شده  انجام 

استوانه ای است که در ادامه به معرفی آن ها پرداخته می شود.
جداره  در  خمشی  امواج  مدل سازی  به   ]19[ هاپکینز  و  زنگ 
استوانه کامپوزیتی در معرض فشاری متحرک داخلی پرداختند. فاریا 
]20[، پنل استوانه ای در معرض نیرو و یا جرم متحرک را توسط روش 
روش اجزا محدود شبیه سازی نمود. میرزایی ]21[ روش های حل فرم 
بسته ای جهت بررسی پاسخ سازه ای و همچنین امواج تنشی خمشی و 
برشی در تیوپ استوانه ای جدار نازک در معرض فشار متحرک داخلی، 
معرفی نمود. شنگ و وانگ ]22 و 23[ معادلات حاکم در تحلیل پاسخ 
استوانه مدرج تابعی دارای لایه پیزوالکتریک در معرض شوک حرارتی 

و بار متحرک را ارائه نمودند. 
سوفیو ]24[ روشی تحلیلی جهت بررسی رفتار دینامیکی استوانه 
مدرج تابعی بسیار طویل در معرض بارهای ترکیبی، کشش محوری، 
و  ملک زاده  نمود.  ارائه  حلقه ای  فشاری  متحرک  بار  و  داخلی  فشار 
همکاران ]25 و 26[ با بکارگیری روش ترکیبی مربعات دیفرانسیلی 
و روش اجزا محدود، انتقال حرارت و پاسخ دینامیکی گذرای استوانه 
مدرج تابعی در معرض بارهای متحرک ترمو-مکانیکی و شار حرارتی 
مرزی متحرک را بررسی نمودند. کارتونن و هرتزن ]27[ با استفاده از 
مدل یک بعدی بستر پسترناک با میرایی کلوین-ویت، رفتار دینامیکی 
روکش الاستیک استوانه ای در معرض بار متحرک را مطالعه نمودند. 

میرزایی و همکاران ]28[ با مدل سازی عددی و انجام تست های 
تجربی به بررسی زوال دینامیکی و نرم لوله فولادی در معرض فشار 
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دینامیکی با سرعت بالا پرداختند. مالکان و همکاران ]29[ با استفاده 
از نرم افزار اجزا محدود آباکوس، رفتار ترمو-مکانیکی، لوله استوانه ای 
ناشی  فشاری  امواج  عبور  و همچنین  داخلی  فشار شوک  در معرض 
 ،]30[ میرزایی  و  رمضانی  نیز  اخیرا  نمودند.  مدل سازی  را  از شوک 
پاسخ ساز ه ای الاستودینامیک گذرای پوسته استوانه ای تحت شرایط 
معرض  در  و  گیردار-آزاد  و  گیردار  سر  دو  ساده،  سر  دو  تکیه گاهی 

شوک انفجاری متحرک را بررسی نمودند.
این موضوع،  اهمیت  بالا و  به تحقیقات معرفی شده در  با توجه 
تابعی  مدرج  پوسته های  دینامیکی  رفتار  مطالعه  به  مقاله  این  در 
از  ناشی  آزاد  ارتعاشات  همچنین  و  محلی  متحرک  فشار  معرض  در 
تحریک بار متحرک پرداخته می شود. از آنجایی که حل تحلیلی برای 
این مساله وجود ندارد، بنابراین در این تحقیق در ابتدا روشی عددی 
توانمند با دقت و سرعت همگرایی بالا که ترکیبی از روش های مربعات 

دیفرانسیلی، تئوری لایه ای و بسط فوریه است، ارائه گردید.  

2- تئوری مدل سازی
2-1- تعریف مساله

مطابق شکل 1، یک پوسته مخروطی ناقص ساخته شده از مواد 
مدرج تابعی که خواص آن در راستاي ضخامت تغییر مي کند، در نظر 
گرفته شده است. این پوسته تحت بار فشاری محلي متحرک )متقارن 
راستاي  در   ،V سرعت  با  که  است  گرفته  قرار   ls طول  با  محوری( 

محوري در حال حرکت مي باشد.
در پوسته مخروطی، شعاع داخلی و شعاع خارجی تابعی از موقعیت 
محوری می باشند. در این مدل سازی فرض شده است که توزیع خواص 
مکانیکی ماده مدرج تابعی از مدل موري-تاناکا پیروی می نماید. در 

این مدل، مدول حجمی مؤثر و مدول برشی در راستای شعاعی در هر 
نقطه به ترتیب با استفاده از روابط )1( و )2( محاسبه می شوند ]31[.
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مدول  مقادیر  برشی،  مدول  و  مؤثر  حجمی  مدول  تعیین  با 
از  استفاده  با  پوسته  از  نقطه  هر  در  پواسون،  ضریب  و  الاستیسیته 

روابط )5( و )6( تعیین می گردند:
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Fig. 1. FG truncated conical shell subjected to a local moving pressure 

 پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی در معرض فشار محلی متحرک: 1شکل 

  

Fig. 1. FG truncated conical shell subjected to a local moving pressure

شکل 1: پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی در معرض فشار محلی متحرک
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همچنین در این مدل سازی، مقدار چگالی پوسته در هر نقطه از 
مخروط مدرج تابعی با استفاده از رابطه توانی )7( تخمین زده می شود:
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2-2- میدان جابجایی، کرنش و معادلات متشکله
مدرج  مخروطی  پوسته  جابجایی  میدان  مؤلفه های  تقریب  برای 
تابعی در معرض بار متحرک، از بسط فوریه در جهت محوری مطابق 

رابطه )8( استفاده می شود:
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است. با به کارگیری قانون جمع روی  m m Lλ π= در رابطه بالا 
اندیس های تکراری معادله )8( به صورت زیر ساده خواهد شد:
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, , , cos( )

, , , sin( )
m m

m m

u r z t U r t z

w r z t W r t z

λ

λ

=

=
 )9(

برای مدل سازی تغییرات مولفه های جابجایی در راستای شعاعی 
از تئوری لایه ای ردی استفاده شده است ]18[. بر اساس این تئوری 
تغییرات  و  تقسیم می شود  محاسباتی  لایه   N-1 به  پوسته  ضخامت 
مولفه های جابجایی Um و Wm مطابق معادله )10( بیان می شود ]15[:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, ( ) ( )

, ( ) ( )

r

r

N

m im i im i
i
N

m im i im i
i

U r t U t r z U t r z

W r t W t r z W t r z

φ φ

φ φ

=

=

= =

= =

∑

∑
 )10(

) بیانگر میدان جابجایی متقارن محوری  )imW t ) و  )imU t که 
) نیز تابعي پیوسته از موقعیت لایه  )( )i r zφ در پایین لایه i ام است. 
محاسباتی i ام است که در اینجا با استفاده از تابع خطي آورده شده 

در رابطه )11( تعریف مي گردد ]15[:

( )

1

1
1

1

1
1

1

0
r r ( )

( )
( ) 1, 2,. . .,

( )
( )
0

i

i
i i

i
i

i
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i

i

r r
z r r r

h z
r z i N

r z r r r r
h z

r r

φ

−

−
−

−

+
+

+

≤
 − ≤ ≤


= = − ≤ ≤



≥

)11(

میدان  مولفه های   ،)9( معادله  در   )10( معادله  جایگزینی  با 
جابجایی بر اساس تئوری لایه ای مطابق رابطه )12( بدست می آید:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ( ) cos( )

, , , ( ) sin( )
im i m

im i m

u r z t U t r z z

w r z t W z t r z z

φ λ

φ λ

=

=
 )12(

مختصات  در  کرنش-جابجایي  معادلات   ،)12( رابطه  به  توجه  با 
استوانه اي برای پوسته مخروطی مورد بررسی از معادله )13( بدست 

می آید:

{ }

cos( )

cos( ) cos sin( )sin

sin( ) cos( )

cos( ) sin( ) sin( )

i
r im m

im m im m i

i
z im m im i m m

i i
zr im m im i m m im m

U z
r

U z W z
r

W z W z
z

U z U z W z
z r

θ

φε λ

λ ψ λ ψ φ
ε

φε λ φ λ λ

φ φγ λ φ λ λ λ

∂
=

∂
+

=

∂
= +

∂
∂ ∂

= − +
∂ ∂

)13(

فرم کلی روابط تنش-کرنش در پوسته متقارن محوری به صورت 
معادله )14( می باشد.

11 12 13

22 23

33

55

0
0
0

. 2

r r

z z

zr zr

C C C
C C

C
Sym C

θ θ

σ ε
σ ε
σ ε
σ ε

    
    
    =               

 )14(

که اعضای ماتریس سفتی است که از رابطه )15( بدست می آید.

55

(1 ) ( ) , ,
(1 )(1 2 ) (1 )

( ) ( , 1, 2,3 ) ,
2(1 )

aa
aa ab

CE rC C

E rC a b and a b

νν
ν ν ν

ν

−
= =

+ − −

= = ≠
+

 )15(
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2-3- معادلات حرکت
در این تحقیق پوسته مخروطی مورد تحلیل در سطح های داخلی 
و خارجی می تواند تحت بارهای فشاری متحرک داخلی و یا خارجی 

قرار گیرد که از روابط )16( پیروی می کنند:

( ) ( ) [ ] [ ]{ }
( ) ( ) [ ] [ ]{ }

1 2

1 2

, ( ) ( )

, ( ) ( )
in in s s

out out s s

p z t p t u z z t u z z t

p z t p t u z z t u z z t

= − − −

= − − −
)16(

2 به ترتیب نقاط ابتدایی و انتهایی بارگذاری  ( )z t )1 و  )z t که 
هستند. مشابه با مؤلفه های جابجایی، فشار متحرک را نیز می توان با 

استفاده از تبدیل فوریه، بسط داد.

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) )cos()cos(,

)cos()cos(,

0

0

ztPztPztP

ztPztPztP

mout
m

moutout

min
m

minin

mm

mm

λλ

λλ

==

==

∑

∑
∞

=

∞

=  )17(

با به کارگیری اصل همیلتون معادله )18( معادلات حرکت  حال 
برای پوسته مدرج تابعی مخروطی تحت بار متحرک فشاری در بازه 

زمانی t1 تا t2، به شرح زیر به دست خواهد آمد ]9[:

( )( )
2

1

ˆ ˆ ˆ 0
t

t

T U W dtδ δ− − =∫  )18(

که انرژی جنبشی، انرژی کرنشی و کار نیروی خارجی به ترتیب 
از روابط )19( تا )21( بدست می آیند ]9[.

( )ˆ
V

T u u v v w w dVδ ρ δ δ δ= + +∫        )19(

( )ˆ
r r z z r r zr zr z z

V

U dVθ θ θ θ θ θδ σ δε σ δε σ δε σ δγ σ δγ σ δγ= + + + + +∫  )20(

( )ˆ
V

T u u v v w w dVδ ρ δ δ δ= + +∫        )21(

دستگاه   ،)18( معادله  در   )21( تا   )19( معادلات  جایگزینی  با 
تئوری لایه ای مطابق معادلات )22( و )23(  به فرم  معادلات حاکم 

بدست می آیند:

)برای m=0( داریم:
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2
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2
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0
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)برای m≠0( داریم:
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که در روابط بالا:
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∫ ∫

∫

 )24(

مربعات  روش  از  حاکم  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه  حل  برای 
می باشد،  بالایی  جواب دهی  سرعت  و  دقت  دارای  که  دیفرانسیلی 
استفاده گردید. در این روش، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم به 
دستگاه های معادلات جبری تبدیل می شوند که به ترتیب در روابط 
از روش مربعات  استفاده  با  ارائه شده اند. بدین منظور  )25( و )26( 
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محوری  و  شعاعی  جابجایی  مولفه های  زمانی  مشتقات  دیفرانسیلی، 
مولفه های  این  وزنی  ضرایب  مجموع  توسط  محاسباتی  لایه  هر  در 
چگونگی  مورد  در  بیشتر  توضیحات  می شوند.  زده  تقریب  جابجایی 
استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی در حل مشتقات زمانی در مراجع 

]5 و 16[ ارائه شده است.
)برای m=0( داریم:
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2
1 0
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)برای m≠0( داریم:
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2 2
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sin ( ) sin( ) sin( )
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E J J C H E W
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λ ψ

ψ ψ ψ λ

− + − −
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اعمال  و   m مقادیر  از  یک  هر  ازای  به  حرکت،  معادلات  با حل 
جابجایي   مؤلفه های   )8( معادله  در  آمده  به دست  جابجایی  مقادیر 
شعاعي و محوري در گره هاي مختلف پوسته مخروطی ناقص مدرج 
تابعی، براي گره هاي زماني مختلف به دست مي آیند. سپس به ترتیب 
مقادیر مؤلفه های کرنش و تنش با استفاده از معادلات )13( و )14( 
آزاد  ارتعاشات  تحلیل  و  مدل سازی  جهت  گردید.  خواهند  محاسبه 
نیروي  از  ناشي  مجازي  کار  از  تابعی  مدرج  ناقص  مخروطی  پوسته 
مؤلفه های  که  مي شود  فرض  همچنین  می شود.  صرف نظر  خارجي 
) از روابط هارمونیک )27( پیروی  , )imW z t ) و , )imU z t جابجایی 

می نمایند.

( ) ( )
( ) ( )

,
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k t
i i

k t
i i

U z t U z e

W z t W z e

ω

ω

=

=
  )27(

معادلات   ،)27( رابطه  به کارگیری  با  است.   k = −1 که 

ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی به فرم روش مربعات 
دیفرانسیلی مطابق روابط )28( بدست می آید ]15[:
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معادله بالا را می توان به فرم معادله )29( نوشت:

[ ] [ ]( ){ } { }2 0K M dω− =  )29(

[ ] [ ]( )2K Mω− با مساوي صفر قرار دادن دترمینان ماتریس 
، مقادیر فرکانس هاي طبیعي پوسته مدرج تابعی تعیین مي گردند.

3- نتایج عددی و نتیجه گیری
3-1- تعریف خواص مادی و هندسی پوسته مدرج تابعی

مخروط مورد بررسی ترکیبي از سرامیک زیرکنیا و فلز آلومینیوم 
مي باشد به گونه اي که سطح خارجی، تمام سرامیک و سطح داخلي، 
قرار  متحرک  فشاري  بار  تحت  پوسته  داخلي  سطح  است.  فلز  تمام 
گرفته است که از رابطه )30( پیروي مي کند. در جدول 1 مشخصات 

هندسي و مادي مخروط مورد بررسی ارائه شده است. 

( ) [ ] [ ]{ }, 100 100( 0.001)in s sp t z u z t u z t= − − − +  )30(

همچنین جهت بدون بعد سازي، از پارامترهاي بدون بعد تعریف 
 ،1 MPa=p0 آن  در  که  شد  خواهد  استفاده   )31( رابطه  در  شده 

te=0/009 sec و k*=100 GPa انتخاب شده است.
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 )Z*=1( و انتهای )Z*=0( شرایط مرزی بکار گرفته شده در ابتدا
مساله، شرایط مرزی شبه تکیه گاه ساده و به شرح زیر می باشد:

* *

* *

0 0, 1
0 0, 1 out

W at z
U at z and r r

= =

= = =
 )32(

3-2- تحلیل همگرایی
بررسی  بخش  دو  شامل  شده  تشریح  مساله  همگرایی  بررسی 
همگرایی  رفتار  بررسی  و  پله ای  تابع  برای  فوریه  بسط  در  همگرایی 

جهت انتخاب بهینه تعداد لایه های محاسباتی و تعداد گره ها در دامنه 
بهینه  انتخاب  جهت  همگرایی،  بررسی  بخش  اولین  می باشد.  زمانی 
رفتار  مدل سازي  در  نیاز  مورد   ،M محوری  موج های  تعداد  بیشینه 
مخروط ناقص تحت بار متحرک با رابطه )30( می باشد. بدین منظور 
بسط   )33( معادله  مطابق  فوریه،  بسط  توسط   *

inp بعد  بدون  فشار 
داده می شود. در شکل 2، نمودارهای حاصل از بسط فوریه جهت بیان 
* به  ازای مقادیر مختلف M در 

inp تغییرات فشار بدون بعد اعمالي 
مخروط  محوري  موقعیت  برحسب   )t*=0/5( بارگذاری  دوره  میانه 
نشان داده شده است. مشاهده می گردد که به ازای M=200، نمودار 

بسط فوریه بسیار نزدیک به تابع پله اي مورد نظر خواهد شد.

[ ] [ ]*

0

1 1

100 100( 0.001)

cos( ) sin( )

in
in s s

M M

m m
m m

pp u z t u z t
p

A m B mθ θ
= =

= = − − − + =

+∑ ∑
)33(

در مرحله دوم تحلیل همگرایی جهت انتخاب بهینه تعداد لایه های 
محاسباتی و تعداد گره ها در دامنه زمانی انجام می شود. بدین منظور 

خواص هندسی و مادی پوسته مخروطی مدرج تابعی :  1جدول 

 

3/58  8/125 9/26 1/58 2707 3000 1 70/0 03/0 50/0 03/0

 

جدول 1: خواص هندسی و مادی پوسته مخروطی مدرج تابعی
Table 1. Geometric and material properties of the FG truncated conical shell

 
=0.5 in terms of the axial position of the truncated *tat  *PFig. 2. Diagrams of the Fourier expansion for the variations of 

cone and for different values of M. 

، برحسب موقعیت محوری  Mازای مقادیر مختلف   ، بهt*=5/0در   p*نمودارهای حاصل از بسط فوریه جهت بیان فشار بدون بعد  : 2شکل 
 مخروط 

  

Fig. 2. Diagrams of the Fourier expansion for the variations of P* at t*=0.5 in terms of the axial position of the truncated cone and for different values 
of M.

شکل 2: نمودارهای حاصل از بسط فوریه جهت بیان فشار بدون بعد *p در t*=0/5، به  ازای مقادیر مختلف M، برحسب موقعیت محوري مخروط



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 2، سال 1400، صفحه 897 تا 912

904

مقادیر حداکثر جابجایي هاي شعاعي و محوري بدون بعد و حداکثر 
تنش هاي مماسي و محوري بدون بعد در سطح داخلي مخروط، براي 
تعداد گره هاي مختلف شعاعي و زماني مورد بررسي قرار گرفته است 
داده شده  نشان   ،3 ارائه شده در شکل  نمودارهاي  در  آن  نتایج  که 

است. 
، مؤلفه هاي  rN = 37 rN  و  = 9 مشاهده مي شود که به  ازاي 
بدون بعد جابجایي و تنش به همگرایي خواهند رسید. بنابراین این 
مقادیر مي توانند انتخابي بهینه براي مساله بالا  باشند. همچنین مساله 
شرح داده شده در بالا به سه زیر دامنه )ND=3( تقسیم شده است 

که دوره هر کدام )tei=0/003 sec )i=1, 2, 3 است.

3-3- اعتبارسنجی روش عددی
روش  همچنین  و  شده  ارائه  روابط  و  مدل  تایید صحت  جهت   
ترکیبی عددی معرفی شده، نتایج حاصل از تحلیل دینامیکی گذرا و 
نتایج تجربی و مدل سازی  با  تابعی،  ارتعاشات آزاد پوسته های مدرج 
ریاضی ارائه شده در دو تحقیق به شرح زیر مقایسه گردید. در اولین 
اعتبارسنجی، نتایج ارائه شده در مرجع ]24[ برای پوسته استوانه ای 
مدرج تابعی تحت بار متحرک حلقه ای، با نتایج حاصل از مدل سازی 
مدل سازی  در  می گردد.  مقایسه  تحقیق  این  در  شده  ارائه  روش  به 
 )34( رابطه  از  اعمالی  متحرک  بار  که  است  شده  فرض  بالا  مرجع 

پیروی می نماید:

( ) ( ) [ ]1, ( )in inp t z p t z z tδ= −   )34(

با اعمال بسط فوریه در راستای طولی در رابطه بالا، می توان آن را 
به صورت معادله )35( نوشت:

( ) [ ] ( )1( ) cos( )
min in mp t z z t p t zδ λ− =   )35(

مرجع  در  بررسی  مورد  تابعی  مدرج  استوانه  مادی  مشخصات 
این مدل  است. گفتنی است که در  آورده شده  ]24[ در جدول 2، 
استوانه مورد بررسی بسیار طویل فرض شده است و تغییرات خواص 
پیروی   )36(  )n=2( دوم  درجه  توانی  رابطه  از  شعاعی  راستای  در 

می کند.

( ) ( )
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  )36(

و  متحرک  بار  حرکت  مختلف  سرعت های  ازای  به   3 جدول  در 
بیشینه  مقادیر   ، ( )r h ضخامت  به  شعاع  مختلف  نسبت های  در 
خیز دینامیکی محاسبه شده، با نتایج به دست آمده در مرجع ]24[ 
بسیار  آمده  به دست  نتایج  که  مي شود  مشاهده  است.  شده  مقایسه 
که  بگونه ای  می باشد.  سوفیو  توسط  شده  محاسبه  نتایج  به  نزدیک 
)با  با 14 درصد  برابر  نتایج تست تجربی  با  بیشترین درصد اختلاف 
میانگین درصد اختلاف 3 درصد( و بیشترین درصد اختلاف با نتایج 

محاسبه شده در مرجع ]24[ برابر با 1 درصد می باشد.
در دومین مرحله اعتبارسنجی، ابتدا اولین فرکانس طبیعی مربوط 
با  نازک  جدار  ناقص  مخروطی  پوسته  محوری  متقارن  ارتعاشات  به 
 ،)SUS304( فلز  تمام  حالت:  پنج  در  گیردار  سر  دو  مرزی  شرایط 
ضریب  با   SUS304/Si3N4 تابعی  مدرج   ،)Si3Ni4( سرامیک  تمام 
با ضریب  تابعی  و مدرج  توانی دو  با ضریب  تابعی  توانی یک، مدرج 
توانی معکوس دو، به روش معرفی شده و به ازای زاویه های ψ مختلف 

[24]   : مشخصات مادی استوانه مدرج تابعی2جدول 

    
32/0 24/0 8166 2370 7877/207 27/322

 

جدول 2. مشخصات مادی استوانه مدرج تابعی ]24[
Table 2. Material properties of the FG cylinder [24]
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مقایسه بیشینه خیز دینامیکی بدست آمده توسط روش ارائه شده با نتایج تجربی و تحلیلی ارائه شده توسط سوفیو  :  3جدول 
[24 ]

 
hr[24]تجربی [ 24]تحلیلی  نتایج حاضر

5 400
600
800
1000

1270/01271/01265/0
5 1291/01300/01285/0
5 1343/0  1343/01315/0
5 4141/0  1405/01356/0
20 200

400
600
800

1254/01271/01265/0
20 1360/0  1343/01315/0
20 1481/0  1495/01412/0
20 1865/0  1832/01593/0
50 100

200
300

1256/01263/01260/0
50 1305/0  1306/01289/0
50 1405/0  1387/01344/0

 
  

جدول 3: مقایسه بیشینه خیز دینامیکی بدست آمده توسط روش ارائه شده با نتایج تجربی و تحلیلی ارائه شده توسط سوفیو ]24[

Table 3. Comparison of maximum dynamic displacements obtained by the presented method with the experimental and analytical results reported by 
Sofiyev [24]

 
Fig. 3. Investigation of convergence behavior for dimensionless a) radial displacement, b) axial displacements, c) 

tangential stress and d) axial stress components on the inner surface of the FG truncated conical shell. 

)ج( تنش مماسی و )د( تنش   )ب( جابجایی محوری، ،جابجایی شعاعی )الف( بررسی رفتار همگرایی برای بیشینه مؤلفه های بدون بعد : 3شکل 
 محوری واقع در میانه طول پوسته و در سطح داخلی مخروط ناقص مدرج تابعی

  

Fig. 3. Investigation of convergence behavior for dimensionless a) radial displacement, b) axial displacements, c) tangential stress and d) axial stress 
components on the inner surface of the FG truncated conical shell.

شکل 3: بررسي رفتار همگرایي براي بیشینه مؤلفه های بدون بعد )الف( جابجایي شعاعي، )ب( جابجایي محوري، )ج( تنش مماسي و )د( تنش محوري واقع در میانه 
طول پوسته و در سطح داخلي مخروط ناقص مدرج تابعی
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محاسبه و با نتایج ارائه شده توسط سوفیو ]32[، مورد مقایسه قرار 
گرفته است که نتایج آن در نمودارهای شکل 4 ارائه شده است. در 
جدول 4 نیز خواص هندسی و مادی پوسته مخروطی فوق آورده شده 

است.
و  ابتدا  در  پوسته  شعاع  بیانگر  ترتیب  به   r2 و   r1 بالا  در جدول 
مقادیر  که  می شود  مشاهده  مجدداً  است.  ناقص  مخروط  انتهای 
ارائه شده  نتایج  با  زیادی  تطابق  محاسبه شده  فرکانس های طبیعی 

در مرجع ]32[ دارد.

3-4- نتایج تحلیل دینامیکی پوسته مدرج تابعی
بعد  بدون  مؤلفه هاي  زماني  تاریخچه   ،7 تا   5 شکل های  در 
جابجایي هاي شعاعي و محوری در سطح های داخلي، میانی و خارجی 
  * /z =0 7 * و  /z =0 5  ، * /z =0 پوسته مخروطی به ترتیب در 1
نمودارهای  بر  علاوه   ،6 شکل  در  که  است  گفتنی  است.  شده  ارائه 
جابجایی ناشی از عبور بار متحرک، ارتعاشات آزاد پوسته پس از عبور 

کامل بار متحرک از آن نیز نشان داده شده است.
اعمالی،  فشار  بودن  غیریکنواخت  علت  به  که  می شود  مشاهده 
جابجایی پوسته نیز در موقعیت های محوری مختلف و در زمان های 
انتظار  که  همانگونه  دیگر  طرف  از  می باشد.  غیریکنواخت  یکسان، 
زمان  در  طولی،  موقعیت  هر  در  جابجایی  مقادیر  بیشینه  می رود، 
عبور فشار متحرک در همان موقعیت رخ خواهد داد که از میان سه 
موقعیت شرح داده شده در شکل های 5 تا 7، مقادیر بیشینه جابجایی 
تکیه گاهی،  از شرایط  بودن  دورتر  به علت   ، * /z =0 5 موقعیت  در 
اندکی بیشتر از دو حالت دیگر است. همچنین مشاهده می شود که 
دارد.  محوری  جابجایی  مقدار  در  کمی  بسیار  تاثیر  شعاعی  موقعیت 
علاوه بر این با توجه به شکل 6 مشاهده می شود که دامنه ارتعاشات 
V بالا در لحظه انتهایی عبور بار از  U و  آزاد پوسته به علت وجود 
لوله، )در مقایسه با دامنه ارتعاشی ایجاد شده ناشی از فشار گذرای 

سرتاسری ]15[(، قابل توجه می باشد.
تنش هاي  بعد  بدون  مؤلفه هاي  زماني  تاریخچه  نیز   8 شکل  در 

 
Fig. 4. Comparisons of natural frequencies of truncated conical shell for five different 

 در پوسته مخروطی در پنج ترکیب مختلف برحسب زاویه راس مخروط های طبیعی : مقایسه فرکانس 4شکل 
  

Fig. 4. Comparisons of natural frequencies of truncated conical shell for five different

شکل 4: مقایسه فرکانس های طبیعی در پوسته مخروطی در پنج ترکیب مختلف برحسب زاویه راس مخروط

[ 32]سته مخروطی ناقص مدرج تابعی مورد بررسی در مرجع : خواص هندسی و مادی پو4جدول  

  
7877/207 27/322 1668 2370 318/0 24/0 01/0 2 1

 

جدول 4: خواص هندسی و مادی پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی مورد بررسی در مرجع ]32[
Table 4. Geometrical and material properties of the FG shell investigated in Ref. [32]
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Fig. 5. Time histories of the dimensionless a) radial displacement and b) axial displacement on the inner, mid and 

1.0* =znical shell at outer surfaces of the FG truncated co 
های داخلی، میانی و خارجی  ( جابجایی محوری در سطح شعاعی و )ب های بدون بعد )الف( جابجایی : تاریخچه زمانی مؤلفه 5 شکل 

*مخروط در   /z =0 1 
  

Fig. 5. Time histories of the dimensionless a) radial displacement and b) axial displacement on the inner, mid and outer surfaces of the FG truncated 
conical shell at 1.0* =z

* /z =0 شکل 5 : تاریخچه زماني مؤلفه هاي بدون بعد )الف( جابجایي  شعاعي و )ب( جابجایی محوری در سطح های داخلي، میانی و خارجی مخروط در 1
 

 
Fig. 6. Time histories of the dimensionless a) radial displacement and b) axial displacement on the inner, mid and outer 

5.0* =zat surfaces of the FG truncated conical shell  
 های داخلی، میانی و خارجی مخروط در  جابجایی محوری در سطح  )ب(شعاعی و  جابجایی  )الف(های بدون بعد : تاریخچه زمانی مؤلفه 6شکل 

  

Fig. 6. Time histories of the dimensionless a) radial displacement and b) axial displacement on the inner, mid and outer surfaces of the FG truncated 
conical shell at 5.0* =z

5.0* =z شکل 6: تاریخچه زماني مؤلفه هاي بدون بعد )الف( جابجایي  شعاعي و )ب( جابجایی محوری در سطح های داخلي، میانی و خارجی مخروط در
* /z =0 5 

 
Fig. 7. Time histories of the dimensionless a) radial displacement and b) axial displacement on the inner, mid and outer 

7.0* =zat surfaces of the FG truncated conical shell  
های داخلی، میانی و خارجی مخروط در  جابجایی محوری در سطح )ب( شعاعی و  جابجایی )الف( های بدون بعد : تاریخچه زمانی مؤلفه 7شکل 

* /z =0 7 
  

Fig. 7. Time histories of the dimensionless a) radial displacement and b) axial displacement on the inner, mid and outer surfaces of the FG truncated 
conical shell at 7.0* =z

* /z =0 7 شکل 7: تاریخچه زماني مؤلفه هاي بدون بعد )الف( جابجایي  شعاعي و )ب( جابجایی محوری در سطح های داخلي، میانی و خارجی مخروط در 
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، در سطح های داخلي، میانی  *
zrσ شعاعي، مماسی، محوری و برشی 

مشاهده  است.  شده  داده  نشان   * /z =0 5 در  مخروط  خارجی  و 
ارائه شده در شکل 6  نمودارهای  مانند  نمودارهای فوق  می شود که 
دارای تقارن نسبت به زمان میانه بارگذاری است. همچنین مشاهده 
می شود که در پوسته مدرج تابعی انتخابی سطح خارجی )سطح تمام 
بیشتری  تنش  دارای  بالاتر،  از سفتی  برخورداری  علت  به  سرامیک( 

نیز می  باشد.
فشاری  بار  تحت  ناحیه  مساحت  تاثیر   5 جدول  در  نهایت  در 
تنش  و  شعاعی  جابجایی  بعد  بدون  مقادیر  بیشینه  بر  متحرک 

 
) stress components on the *

zrFig. 8. Time histories of the a) dimensionless radial, b) tangential, c) axial and d) shear (

5.0* =zinner, mid and outer surfaces of the FG shell at  
شعاعی، )ب( تنش مماسی، )ج( تنش محوری و )د( تنش برشی در سطح های داخلی،  های بدون بعد )الف( تنش : تاریخچه زمانی مؤلفه 8شکل 

*  روط درمیانی و خارجی مخ /z =0 5  
 

Fig. 8. Time histories of the a) dimensionless radial, b) tangential, c) axial and d) shear ( *
zrσ ) stress components on the inner, mid and outer surfaces 

of the FG shell at 5.0* =z
شکل 8: تاریخچه زماني مؤلفه هاي بدون بعد )الف( تنش  شعاعي، )ب( تنش مماسی، )ج( تنش محوری و )د( تنش برشی در سطح های داخلي، میانی و خارجی 

* /z =0 5 مخروط در 

مماسی در سطح داخلی واقع در میانه طول مخروط، در دو حالت 
فشار ثابت و اندازه بار ثابت بررسی شده است. اطلاعات ارائه شده 
در جدول 5 بیانگر این می باشد که در حالت فشار ثابت، با افزایش 
مساحت ناحیه تحت فشار متحرک، میزان جابجایی شعاعی و تنش 
مماسی نیز افزایش می یابد. این در حالی است که در حالت اندازه 
میزان  متحرک،  فشار  تحت  ناحیه  مساحت  افزایش  با  ثابت،  بار 
کاهش  اعمالی  نیروی  اندازه  بودن  ثابت  به  توجه  با  اعمالی  فشار 
می یابد که این امر کاهش میزان جابجایی شعاعی و تنش مماسی 

را به دنبال دارد.
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4- جمع بندی
تئوری  دیفرانسیلی،  مربعات  روش  از  بهره گیری  با  مقاله  این  در 
برای  توانمند  ترکیبی  عددي  روش  یک  فوریه،  بسط  و  لایه ای 
مدل سازی و تحلیل رفتار دینامیکی پوسته های مخروطی ناقص مدرج 
تابعی در معرض بار فشاری متحرک و همچنین ارتعاشات آزاد ناشی از 
تحریک بار متحرک ارائه گردید. در اولین گام با بکارگیری بسط سری 
در  جابجایی  مولفه های  تغییرات  همچنین  و  دینامیکی  فشار  فوریه، 
راستای محوری مدل سازی گردید. سپس با استفاده از تئوری لایه ای 
اعمال آن در اصل هامیلتون ، معادلات حرکت  در راستای شعاعی و 
و شرایط مرزی بدست آمد. در انتها نیز از روش مربعات دیفرانسیلی 
حاکم  معادلات  در  جابجایي  مؤلفه هاي  زمانی  تغییرات  بیان  جهت 

استفاده گردید.
انجام گرفته و بررسی رفتار همگرایی،  اعتبارسنجی  به  با توجه   
دقت و سرعت جواب دهي بسیار خوب و همچنین همگرایی سریع روش 
حل مورد تایید قرار گرفت. سپس با به کارگیری این روش عددی، یک 
پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی تحت بار فشاری متقارن متحرک 
مدل سازی و نتایج آن به تفصیل مورد بررسی قرار گرفت. در انتهای 
فشار  تحت  ناحیه  مساحت  تاثیر  چگونگی  بررسی  به  نیز  فصل  این 
متحرک، بر بیشینه مقادیر بدون بعد جابجایی شعاعی و تنش مماسی، 

در دو حالت فشار ثابت و اندازه بار ثابت پرداخته شده است. برخی 
از نتایج حاصل از تحلیل های انجام گرفته در این فصل به شرح زیر 

می باشند:
عبور  زمان  در  محوری  موقعیت  هر  در  جابجایی  بیشترین  الف( 

فشار متحرک از همان موقعیت رخ می دهد.
ب( موقعیت شعاعی تاثیر بسیار کمی در مقدار جابجایی محوری 

دارد.
ج( دامنه ارتعاشات آزاد ناشی از تحریک بار فشاری متحرک در 
ارتعاشی  دامنه  با  مقایسه  )در  انتخابی  تابعی  پوسته مخروطی مدرج 
ایجاد شده ناشی از فشار گذرای سرتاسری ]15[(، قابل توجه می باشد.

د( به علت غیریکنواخت بودن فشار اعمالی در بارگذاری متحرک، 
شکل نمودارهای جابجایی پوسته در موقعیت های محوری مختلف و 

در زمان های یکسان، متفاوت می باشد.
ه( بر خلاف پوسته های ایزوتروپیک، در این پوسته مدرج تابعی، 

بیشترین تنش ها در جداره خارجی ایجاد می شود.
با  و  متحرک  فشار  اعمال  تحت  ناحیه  مساحت  افزایش  با  و( 
فرض ثابت بودن اندازه بار اعمالی )و به دنبال آن کاهش مقدار فشار 

متحرک(، میزان جابجایی شعاعی و تنش مماسی کاهش می یابد.
ساده  حالت  استوانه ای  پوسته  این که،  به  توجه  با  است  گفتنی 

: تاثیر مساحت تحت فشار متحرک بر بیشینه مقادیر بدون بعد جابجایی شعاعی و تنش مماسی در سطح داخلی واقع در  5جدول  
حالت فشار ثابت و اندازه بار ثابت  میانه طول مخروط، در دو 

 فشار ثابتنیرو ثابت 

07/05118/15484/10583/10839/1
10/02853/14958/12853/14958/1
13/02234/13445/15904/17478/1
30/00116/18153/00348/34460/2
41/09884/07429/00524/40460/3
42/09744/07435/00924/41225/3
45/09714/07806/03711/45129/3
48/00029/18220/08138/49455/3
52/09918/08558/01574/54500/4
56/00129/18426/06721/57188/4
58/09992/09718/07954/53233/5

Table 5. Effects of moving pressure area on maximum magnitudes of U* and σ*
θ on the inner surface at z*=0.5, for two cases of constant pressure and 

constant load magnitude

جدول 5: تاثیر مساحت تحت فشار متحرک بر بیشینه مقادیر بدون بعد جابجایی شعاعی و تنش مماسی در سطح داخلی واقع در میانه طول مخروط، در دو حالت 
فشار ثابت و اندازه بار ثابت
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عددی  روش  بنابراین  می باشد،  ناقص  مخروطی  پوسته  از  شده ای 
در  لازم،  ساده  سازی های  انجام  با  که  دارد  را  قابلیت  این  شده  ارائه 
مدل سازی و تحلیل پوسته های استوانه ای مدرج تابعی در معرض بار 
فشاری متحرک نیز مورد استفاده قرار گیرد. همچنین روش ارائه شده 
قابلیت به کارگیری در تحلیل پوسته های کامپوزیتی لایه ای استوانه ای 

و مخروطی در معرض فشار متحرک را نیز دارا می باشد. 

فهرست علائم
علائم انگلیسی

CPa ،ماتریس سفتی
EPa ،مدول الاستیسیته
hm ،ضخامت لایه
KPa ،مدول حجمی موثر
GPa ،مدول برشی
lm ،طول
n ضریب توزیع توانی
pPa ،فشار
rm ،شعاع
ts ،زمان
um ،جابجایی شعاعی
vm ،جابجایی مماسی
wm ،جابجایی محوری
usتابع واحد
Vm/s ،سرعت

Vcدرصد حجمی سرامیک
Vfدرصد حجمی فلز

T̂J ،انرژی جنبشی

ÛJ ،انرژی کرنشی

ŴJ ،کار نیروی خارجی

علائم یونانی
γکرنش برشی
δتابع دلتای دیراک
εکرنش عمودی

τPa ،تنش برشی
σPa ،تنش عمودی
𝜈ضریب پواسون
ωHz ،فرکانس طبیعی
ψزاویه راس مخروط

زیرنویس
cسرامیک
fفلز
iشماره لایه
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