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1- مقدمه
تغییرات  که  هستند  مواد  از  جدید  نوع  یک  تابعی  مدرج  مواد 
مداومی در خواص مواد از یک جزء بـه جـزء دیگـر دارنـد. بـهدلیـل 
خواص مکانیکی و حرارتی آنها، این مواد معمولا در انواع سازههاي 
مهندسی با هندسه تیر، صفحه و پوسته بهطور گسترده درمحیطهاي 
مهندسـی، بـهویژه براي توربین گاز و مهندسی هوافضا مورد استفاده 
اهمیت  سازهها  این  ارتعاشات  مطالعه  دیگر  سوي  از  میگیرند.  قرار 
تنش  تمرکز  و  عالی  حرارتی  مقاومت  بهدلیل  همچنین  دارد.  زیادي 
مقیاس  سیستمهاي  در  تابعی  مدرج  مواد  مفهوم  امروزه  پایینتر، 

کوچک مانند سیستمهاي میکرو/ نانو الکترومکانیکی به کار میرود.
و  مهندسی  علوم  در  شده  حاصل  اخیر  پیشرفتهاي  سبب  به 

ابعاد میکرومتري راه خود را در  با  صنایع ساخت و تولید، سازههاي 
میکرو،  ابعاد  با  تیرهاي  سازهها،  این  میان  در  این صنایع گشوده اند. 
بهسبب کاربردهاي گسترده اي که در میکروسکوپهاي نیروي اتمی، 
مورد  دارند،  میکروکاوشگرها  و  میکرومحركها  زیستی،  حسگرهاي 
ابعاد  بهسبب  معمولاً  کاربردها،  این  در  گرفتهاند.  قرار  ویژه اي  توجه 

کوچک، خواص فیزیکی متفاوت و جدیدي در تیر مشاهده میشود.
میکروالکترومکانیکی  دستگاهی  میکروالکترومکانیکی1  تشدیدگر 
دقیق  سنجش  براي  دستگاهی  بهعنوان  که  است  کوچک  بسیار  و 
یک  از  میکروالکترومکانیکی  تشدیدگر  میگیرد.  استفاده  مورد  زمان 
بالا  بسیار  فرکانسی  با  که  است  تشکیل شده  دوسرگیردار  میکروتیر 
ارتعاش میکند. علاوه بر این، چندین میکروحسگر و مدار تحریک نیز 

1  Micro Electro Mechanic Resonator
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را تشکیل میدهند. میکروتشدیدگرها در  سایر بخشهاي تشدیدگر 
سالهاي آینده به عنوان دستگاههاي سنجش زمان در دستگاههایی 
در  رفت.  خواهند  بهکار  رایانهها  یا  همراه  تلفن  گوشیهاي  نظیر 
میکروتیر  ارتعاشی  فرکانس  میکروالکترومکانیکی،  تشدیدگرهاي 
بهعنوان مرجعی براي سنجش گذر زمان مورد استفاده قرار میگیرد. 
میبایست  میکروتیر  ارتعاش  فرکانس  زمان،  دقیق  بهمنظور سنجش 
ممکن  انحراف  یا  کوچکترین خطا  چراکه  شود،  تعیین  دقیق  بهطور 
اعلام شده  زمان  بین  غیرقابلقبول  و  فاحش  اختلاف  ایجاد  به  است 
توسط میکروتشدیدگر و زمان واقعی بینجامد. بههمین جهت رسیدن 
به یک مدلسازي دقیق که بتواند ارتعاش سیستم را با بیشترین دقت 

محاسبه کند به موضوع تحقیقاتی مهمی تبدیل شده است ]5-1[.
متعددي  روشهاي  ساختارها،  نانو  رفتار  مطالعـه  منظور  به 
استفاده شده است. شبیهسازي دینامیک مولکولی ازجمله روشهاي 
حال،  این  با  میباشد.  نانوسـاختارها  مدلسـازي  در  اسـتفاده  مورد 
عملکرد  مدلسازي  که  نحوي  به  است  وقتگیر  بسیار  روشها  این 
ساختارهاي پیچیده با تعداد اتم بالا تقریبا غیرممکن است. برای غلبه 
است.  یافته  توسعه  اندازه  اثرات  با  مرتبط  تئوری های  مشکل  این  بر 
فرض بنیادین در تئوری های کلاسیک الاستیسیته، پیوستگی محیط 
مادی و میدان های تانسوری تنش و کرنش در این محیطها است. در 
نانوسازهها، فضای خالی بین اتمها نسبت به ابعاد نانوسازه قابلتوجه 
موضوع  این  به  توجه  عدم  کرد.  صرفنظر  آن  از  نمیتوان  و  بوده 
در  آنان گردد. همچنین،  واقعی  رفتار  از  زیاد  انحراف  باعث  میتواند 
نخواهد  اعتبار  دیگر  مادی  محیط  پیوستگی  فرضیات  نانوساختارها، 
داشت. بنابراین استفاده از تئوری های مبتنی بر مکانیک محیطهای 
پیوستهی کلاسیک، که براساس فرض پیوستگی محیط مادی استوار 

است، برای مدلسازی نانو سازهها صحیح نمیباشد.
تئوري الاستیسیته غیرمحلی توسط ارینگن ]6[ ارائه شده است. 
وابسته  نقاط  تمام  در  کرنش  به  نقطه  یک  در  تنش  تئوري  این  در 
خطی  تئوري  ایزوتروپیک،  و  همگن  اجسام  براي  درنهایت  میباشد. 
جابجایی  میدان  براي  دیفرانسیل  معادلات  از  مجموعهاي  به  منجر 
وسیله  به  تئوری  این  است.  دشوار  آن  حل  کلی  بهطور  که  میشود 
بسیاری از اشخاص مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته است ]12-7[. 
است  شده  ارائه  میندلین  توسط  بار  اولین  کرنشی  گرادیان  تئوری 
]13[. در تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی برای بیان اثر اندازه از 

چهار پارامتر مقیاس اندازه استفاده می شود. تئوری گرادیان کرنشی 
اصلاح شده توسط لام و همکاران ]14[، ارائه شده است. در این تئوری 
برای بیان اثر اندازه از سه پارامتر مقیاس طول استفاده می شود. تئوری 
تنش کوپل توسط توپین ]15[ ارائه شده است. در این تئوری برای 
بیان اثر اندازه از دو پارامتر مقیاس طول استفاده می شود. تئوری تنش 
کوپل در بسیاری از مراجع تحت عنوان تئوری تنش کوپل کلاسیک 
 ،]16[ یانگ  توسط  اصلاح شده  کوپل  تنش  تئوری  شناخته می شود. 
ارائه شده است. او در این پژوهش با بیان معادله دیگری به نام کوپل 
ممان )علاوه بر تعادل نیرو تعادل ممان( متقارن بودن تانسور کوپل 
تنش را اثبات نمود و تعداد پارامتر مقیاس طول برای بیان اثر اندازه 
را، از دو به یک کاهش داد. کاهش تعداد پارامترهای مقیاس طول در 
تئوری تنش کوپل منجر به سودمندبودن و کاربرد بیشتر این تئوری 
تنش  تئوري  است.  گردیده  کلاسیک  کوپل  تنش  تئوری  به  نسبت 
کوپل اصلاح شده حالت ساده شده تئوري گرادیان کرنش است که در 
آن از چرخش بهجاي کرنش براي بدستآوردن تانسور انحنا استفاده 

شده است.
لی و همکاران]17[ یک روش ماتریس انتقال دقیق را براي تجزیه 
و تحلیل ویژگیهاي ارتعاشات آزاد مواد مدرج تابعی ارائه دادنـد. در 
ایـن مقاله خواص مواد در راستاي ضخامت تیر تغییر میکند. در ادامه 
بـا  نتـایج  و  گردیـد  اسـتخراج  همیلتـون  اصل  از  استفاده  با  روابط 
اسـتفاده از تئـوري کلاسیک تیر براي شرایط مرزي مختلف محاسبه 
شده است. ابراهیمی و همکاران ]18[ به بررسی آنالیز ارتعاشات یک 
نانو تیر پیزو مگنتیک مدرج تابعی بر روي بستر الاستیک پرداختند. 
روابط با اسـتفاده از تئوري الاستیسیته غیرمحلی ارینگن و همچنین 
با کمک روش همیلتون استخراج شد و نتایج عددي براساس تئوري 
مرتبـه سـوم تیـر محاسـبه گردیدند. لی و همکاران ]19[ به بررسی 
کمانش و ارتعاشات آزاد یک نانو تیر مدرج تابعی محوري با استفاده از 
تئوري گرادیان کرنش غیرمحلـی  براسـاس روش مربع سازي تفاضلی 
تعمیم یافته1 پرداختند. با استفاده از اصل همیلتون معادلات حرکت 
روي  بر  اندازه  اثر  تـاثیر  ادامـه  در  و  آمد  دست  به  مرزي  شرایط  و 

پارامترهاي کمانش و فرکانسهاي طبیعی بررسی گردید. 
رفتار  براي  را  قطعیت  عدم  مدلسازي   ]20[ همکاران  و  ژانگ 
ارتعاشات و کمانش یک نانوتیر مدرج تابعی در محیط گرمایی مورد 

1  Generalized Differential Quadrature Method(GDQM)
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بررسی قرار دادند. سپس روابـط بـا استفاده از روش همیلتون و تئوري 
الاستیسیته غیرمحلی ارینگن استخراج گردید. درادامه با استفاده از 
نتایج  حساسیت  بـر  مبتنـی  زمـانی  فاصـله  تحلیـل  و  تجزیه  روش 
محاسبه شد. لیو و همکاران ]21[ ارتعاشات یک نانوتیر مگنتو-الکترو-

ویسکوالاستیک مدرج تابعی بر بستر ویسکو الاستیک را مورد بررسی 
الاستیسیته  تئوري  و  انرژي  روش  از  استفاده  با  روابط  دادند.  قرار 
استخراج گردید. سپس  تیموشینکو  تیر  براي یک  ارینگن  غیرمحلی 
نتایج استخراجشده با نتایج مقاله دیگر بـه ازاي پارامترهاي مختلف اثر 
اندازه وهمچنین شرایط مرزي مختلف مقایسه گردید.کائو و همکاران 
]22[ با استفاده از روش توسعه تقریبی به بررسی ارتعاشات آزاد تیر 
مدرج تابعی محوری با شرایط مرزي مختلف پرداختند و نتایج بهدست 
نمودند  مقایسه  دیگر  مقالات  نتایج  و  المان محدود  نتایج  با  را  آمده 
همچنین، در این مقاله تاثیر پارامتر گرادیان در سه فرکانس طبیعی 

مورد بحث قرار گرفته است.
یانگ و همکاران ]23[ ارتعاشات آزاد غیرخطی یک نانوتیر مدرج 
با  سپس  قراردادند.  مطالعه  مورد  را  الاستیک  بستر  برروي  تابعی 
استفاده از روش همیلتون و تئوري گرادیان کرنش غیرمحلی معادلات 
از روش تجزیه  با استفاده  ادامه  و شرایط مرزي استخراج گردید در 
تحلیل  و  تجزیه  و روش  بر حساسیت  مبتنی  زمانی  فاصله  تحلیل  و 
استخراج  بیبعد  فرکانسهاي  تطبیقی  الگوریتم  بر  مبتنی  زمانبندي 
گردید. کمانش و ارتعاشات یک نانوتیر مدرج تابعی توسط ایمانی آریا 
المان محدود غیرمحلی مطالعه  براساس یک مدل  و همکاران ]24[ 
الاستیسیته  تئوري  و  همیلتون  روش  از  استفاده  با  سپس  گردید. 
غیرمحلی روابط استخراج شد. المان تیر پیشنهادي شامل پنج نقطه 
شکل  تغییر  تئوري  از  استفاده  با  نتایج  درادامه  میباشد،  گره  ده  و 
برشی مرتبه اول براي شرایط مرزي مختلف محاسبه گردید. ترابلسی 
تیموشینکو  نانوتیر  یک  اجباري  و  آزاد  ارتعاشات   ]25[ همکاران  و 
مدرج تابعی بر روي بستر الاستیک را مورد بررسی قراردادند. سـپس 
معادلات با استفاده از اصل همیلتون و تئوري ارینگن استخراج گردید. 
بـا  و  انـدازه  اثر  مختلف  پارامترهاي  ازاي  به  حاصل  نتایج  درنتیجه 
روش مقیـاس اندازه، روش مجذور هارمونیک و روش مجذور تفاضلی 

مقایسه گردیدند.
 ایمانی آریا و همکاران]26[ یک مدل المان محدود براي آنالیز 
روابط  سپس  نمودند.  ارائه  تابعی  مدرج  نانوتیر  یک  ترموالاستیک 

براي  محلی  غیر  الاستیسیته  تئوري  و  همیلتون  اصل  از  استفاده  با 
و  گرمایی  ارتعاشات  ادامه  در  گردید.  استخراج  تیموشینکو  تیر  یک 
با استفاده از روش  کمـانش گرمـایی بـراي شـرایط مـرزي مختلف 
المان محدود و روش مربع سازي تفاضلی تعمیم یافته بهدست آمد، 
گردید.  مقایسه  یکدیگر  با  اندازه  اثـر  مختلـف  پارامترهـاي  ازاي  به 
مورد مطالعه  را  تابعی  نانوتیر مدرج  ارتعاشات  بخشی خانیکی ]27[ 
قرار داد. سپس معادلات بـا اسـتفاده از تئـوري اریـنگن و همچنـین 
اصـل همیلتون استخراج شد و با استفاده از روش مربع سازي تفاضلی 
تعمیمیافته فرکانسهاي نانو تیر براي شرایط مرزي مختلف محاسبه 
گردید. لیو و همکاران ]28[ ارتعاشات آزاد غیرخطی یک نانو تیر مدرج 
تابعی ساندویچی را مورد بررسی قراردادند. سپس معادلات با اسـتفاده 
از روش همیلتون و تئوري گرادیان کرنش غیرمحلی استخراج شد. در 
ادامه فرکانسهاي طبیعی به ازاي پارامترهاي مختلف اثر اندازه براي 

تمامی شـرایط مـرزي محاسبه گردید.
قدیری و همکاران ]29[ آنالیز ارتعاشات عرضی یک نانوتیر مدرج 
تابعی به همراه جرم متمرکز با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی 
مرتبه اول غیرمحلی مورد بررسی قرار دادند. در ادامه معادلات نانوتیر 
و  تیموشینکو  تیر  نظریه  و  و  غیرمحلی  الاستیسیته  تئوری  برمبنای 
روش  اعمال  با  سپس  می گردد.  استخراج  همیلتون  روش  همچنین 
به دست می آید. در  فرکانس های طبیعی  برای شرط مرزی  تحلیلی 
نهایت به مطالعه تاثیر پارامترهای اثر اندازه، جرم انتهای تیر، ضخامت 
تیر و شاخص توانی بر روی فرکانس های طبیعی پرداخته شده است. 
تولگا و همکاران ]30[ ارتعاشات آزاد یک تیر کامپوزیتی دوار با جرم 
نقطه ای متصل به آن را مورد بررسی قرار دادند. سپس معادلات تیر 
برای شرط مرزی بسته- آزاد با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی 
مرتبه اول و مرتبه سوم استخراج گردید. در ادامه با استفاده از روش 
تاثیر  مطالعه  به  نهایت  در  آمد.  دست  به  طبیعی  فرکانس های  ریتز 
پارامترهای سرعت چرخش، نسبت جرم متصل به جرم تیر و نسبت 

طول به ضخامت بر روی فرکانس های طبیعی پرداخته شده است.
مدرج  تیر  نانو  یک  آزاد  ارتعاشات  بررسی  پژوهش  این  از  هدف 
هدفمند طولی به همراه جرم متمرکز با استفاده از تئوري غیرموضعی 
با استفاده  گرادیان کرنشی میباشد. حل مساله حاضر در این مقاله 
از روش جدید توسعه تقریبی انجام خواهد شد. مبناي کار این روش 
تیر  دیفرانسیل  معادلات  استخراج  از  بعد  که  میباشد  صورت  بدین 
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مرزي  شـرایط  بـراي  اولیه  فرکانسهاي  ابتدا  بیبعدسازي،  و سپس 
مورد نظر از حل معادله فرکانس استخراج میگردد. در ادامه معادله 
اغتشاش  کوچک  پارامتر  یک  در  که  سري  یک  صورت  به  جابجایی 
ضربشده بسط داده میشود. معمولا براي بهدستآوردن فرکانسها تا 
دو جمله بسط داده میشوند. این روش شـامل دو مرتبـه حل )مرتبـه 
تا  و مرتبـه یـک( میباشد که در حل مرتبه صفر فرکانسها  صـفر 
جمله  دو  تا  یک  مرتبه  حل  در  و  است  شده  داده  بسط  جمله  یک 
بسط داده میشود. درنهایت با حـل معادلـه دیفرانسیل فرکانسهاي 
بیبعد شده استخراج میشود. در این مقاله یک معیار جدید بر مبنای 
کاهش پارامترهای ضریب کرنش که در تئوری الاستیسیته غیرمحلی 
بیان شد ارائه گردیده است. همچنین به این موضوع اشاره گردید که 
مقیاس های طولی موجود در تئوری الاستیسیته غیرمحلی و گرادیان 
کرنش باعث سردرگمی میان محققان شده و در ادامه با استفاده از دو 
تابع کرنل پایه به بیان تئوری گرادیان کرنش و الاستیسیته غیرمحلی 

مرتبه بالا پرداخته شده است.
از ویژگیهاي روش توسعه تقریبی میتوان به موارد زیر اشاره کرد:

این روش جدید یک روش ساده به لحاظ روابط ریاضی می باشد. 
المان که  برای نمونه روش توسعه تقریبی در مقایسه با روش بدون 
غیره(  و  پله ای  )زنگوله ای،  مناسب  وزن  تابع  و  تاثیر  ناحیه  انتخاب 
المان محدود که دارای  یا روش  بالایی برخوردار می باشد  از اهمیت 
پیچیدگی در المان بندی ها و فراخوانی ماتریس های سفتی دارند، به 
مراتب از روابط ساده تری برخوردار می باشد. همین ساده بودن روابط 
باعث می شود که درکدنویسی سرعت حل مسأله درمقایسه با روش 
هاي عددي دیگر سریعتر باشد. با توجه به درصد خطای پایین این 
روش در عین سادگی روابط ریاضی، روش توسعه تقریبی برای حل 
مسائل مختلف مکانیک با هندسه های گوناگون مناسب می باشد. در 
مطالعه پژوهش های پیشین تاکنون از این روش عددی در نانوتیرها 

استفاده نشده است.

2- فرمول بندی مساله
این پژوهش، تیری با مقطع عرضی یکنواخت و ساخته شده از مواد 
مدرج تابعی برای شرایط مرزی مختلف همچنین تاثیر جرم متمرکز 

 

  
 (ب)  (الف) 

 
Fig. 1. The geometry and coordinate system of a FG nano beam (a) with attached mass (b) without 

attached mass. 
 : هندسه و سیستم مختصات یک نانوتیر (الف) به همراه جرم متمرکز (ب) بدون جرم متمرکز 1شکل 

  

Fig. 1. The geometry and coordinate system of a FG nano beam (a) with attached mass (b) without attached mass.
شکل 1: هندسه و سیستم مختصات یک نانوتیر )الف( به همراه جرم متمرکز )ب( بدون جرم متمرکز

 

  
(a) Young’s Modulus 

 یانگ (الف) مدول 
(b) Mass Density 

 (ب) چگالی جرمی 
Fig. 2. The plots of variation of material properties of the functionally graded nano beam. 

 : نمودار تغییرات خواص مواد نانوتیر مدرج تابعی2شکل 
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Fig. 2. The plots of variation of material properties of the functionally graded nano beam.
شکل 2: نمودار تغییرات خواص مواد نانوتیر مدرج تابعی
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تیر،  قرار می دهد. طول  بررسی  مورد  را  فرکانس های طبیعی  برروی 
0m در شکل1  و  H  ،B  ،L ترتیب  به  و جرم متمرکز  ارتفاع  عرض، 

نشان داده شده است.

1-2- ماده مدرج تابعی
در این مقاله خواص ماده تیر به طور پیوسته در جهت محوری با 
فرض گرادیان توانی تغییر می کند، بنابراین خواص مواد مانند مدول 

یانگ و چگالی جرمی در امتداد محور تیر به صورت زیر می باشد:

) ( ) (
k

R L L
xE x E E E
L

 = − + 
 

 )1(

) ( ) (
k

R L L
xx
L

ρ ρ ρ ρ = − + 
 

 )2(
k پارامتر غیرمنفی شاخص توانی است. در در روابط )1( و )2(، 

Lρ می باشند.  ρ= LE و  E=  ، 0x = ؛ و در  Rρ ρ= RE و  E=  ، x L=

در شکل 2 تغییر خواص مواد تعریف شده در روابط )1( و )2( نشان 
داده می شود.

3- تئوری غیرموضعی گرادیان کرنشی
نظریه گرادیان کرنش غیرموضعی مرتبه بالا نشان می دهد ]31[ 
تنش  میدان  و  محلی  غیر  الاستیک  تنش  میدان  شامل  تنش  که 

گرادیان کرنش می شود.

)1(
xx

xx xx x
σ

= −
dt
d

σ  )3(

( به ترتیب تنش کلاسیک و تنش مرتبه  (
xxσ 1 xxσ و  در رابطه )3(، 

بالا می باشند که به صورت رابطه )4( نشان داده می شوند ]31[:

0 0
0

)1( 2
1 1 ,

0

) ( ) , , ( ) (

) ( ) , , ( ) (

L

xx xx

L

xx xx x

E x x x e a x x

l E x x x e a x x

α

α

′ ′ ′ ′=

′ ′ ′ ′=

∫

∫

d

d

σ ε

σ ε
 )4(

برای بررسی اهمیت میدان تنش الاستیسیته غیرمحلی، پارامترهای 
e بیانگر پارامترهای غیرمحلی  a1 e و  a0 e )که در رابطه )4(،  a1 e و  a0

e( و پارامتر مشخصه  e e= =0 1 می باشند، در این مقاله فرض می شود 
l )که به عنوان پارامتر مقیاس طول ماده نیز شناخته می شود(  مواد 
نظر گرفته  اهمیت میدان تنش گرادیان کرنش در  تا  ارائه می گردد 

غیرمحلی  کرنل  تابع   ) , , (x x eaα ′  ،)4( رابطه  در   .]31  ,14[ شود 
می باشد ]6[. بنابراین نتیجه می شود:

2 2)1 ) ( ( ) (xx xxea E x− =σ ε∇  )5(

2 2 )1( 2
,)1 ) ( ( ) (xx xx xea l E x− =σ ε∇  )6(

 می باشد. با استفاده از روابط )3(، 
x

=
∂

∇
∂

در روابط )5( و )6(، 
)5( و )6( داریم:

2 2 21 ) ( ) ( ) ) ( (xx xx xxea E x l E x − = −  .t ε ε∇ ∇ ∇  )7(

قرار   l =0 اگر   ،)7( معادله  در  غیرمحلی:  پیوسته  تئوری   ·
دهیم خواهیم داشت:

2 21 ) ( ) (xx xxea E x − = t ε∇  )8(

قرار   ea =0 اگر   ،)7( معادله  در  کرنشی:  گرادیان  تئوری   ·
دهیم خواهیم داشت:

2) ( ) ) ( (xx xx xxE x l E x= − .t ε ε∇ ∇  )9(

4- معادله حاکم برای تیرهای مدرج تابعی وابسته به اندازه
فرمول بندی کرنش خطی تیر اویلر برنولی به صورت زیر استخراج 
به دلیل   )u ( تیر  میانی  صفحه  طولی  جابجایی  آن  در  که  می شود 

کوچک بودن صرف نظر شده است.

2

2 ; 0xx xz yy zz xy yz
wz
x

= − = = = = =ε ε ε ε ε ε∂
∂

 )10(

2-4- محاسبه معادلات تعادل به کمک اصل همیلتون
اندازه به صورت  به  تابعی وابسته  انرژی کرنش مجازی تیر مدرج 

رابطه )11( می باشد ]31[:

)1(

)1( )1(

0

)1(

0

) (

) (

xx xx xx xx
V

L

xx xx xx xx xx
V A

L

xx xx xx xx
V A

U V

V A

V A

δ= +

 
= − +  

 

 
= +  

 

∫

∫ ∫

∫ ∫

d

d d

t d d

δ σ δε σ ε

σ σ δε σ δε

δε σ δε

∇

∇  )11(

منتجه های تنش به صورت زیر استخراج می شود:
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)1( )1(;xx xx
A A

M z A M z A= =∫ ∫t d dσ  )12(

با  می باشد.  غیرکلاسیک  ممان   ) (M 1 و کلاسیک  ممان   M که 
توجه به روابط بالا انرژی مجازی پتانسیل و جنبشی به صورت رابطه 

)13( می باشند:

)1(
, , 0

0

0

) (

L L

xx xx

L

U M W x M W

K x AW W xρ δ

 = − −  

=

∫

∫  

d

d

δ δ δ

δ
 )13(

برای ممان اینرسی داریم:

2
2

2

h

h

I b Z A
−

= ∫ d  )14(

3-4- روش همیلتون
همیلتون  روش  از  تیر  معادله  به دست آوردن  برای  مقاله  این  در 

استفاده شده است که به صورت رابطه )15( ارائه شده است:
2

1

) ( 0
t

t

K U t− =∫ dδ δ  )15(

با استفاده از معادله )13( و )15( نتیجه می شود:

2

1

, ,0 0

)1(
, , 0

0

0

L L
x xt

L
L

t xx xx

M W M W
t

M W M W

 − + −
 

= 
 −
  

∫
∫

d
δ δ

δ δ
 )16(

با حل معادله )16( و فاکتورگیری، معادله تعادل به  صورت رابطه 
)17( استخراج می شود:

,: ) ( 0xxw M x Awρ− =δ  )17(

که شرایط مرزی به  صورت زیر به دست می آیند:

)1(
, , ,0 0 0

0; 0; 0
LL L

xx x xxM W M W M W= = =δ δ δ  )18(

با استفاده از روابط )7(، )10( و )12( معادله ممان به   صورت زیر 
استخراج می گردد:

2
, ,

3
2

3

) ( ) (

) ) ( (

xx xxM ea M E x Iw

wl I E x
x x

= −

+
∂ ∂
∂ ∂

 )19(

به صورت  ممان  نهایی  معادله   )19( و   )17( روابط  از  استفاده  با 

رابطه )21( ارائه می شود:

2
,

3
2

3

) ( ) ( ) (

) ) ( (

xxM ea x AW E x IW

wl E x I
x x

ρ = − 

+



∂ ∂
∂ ∂

 )20(

با ترکیب معادلات )17( و )20( معادله یک نانوتیر مدرج تابعی 
اویلر برنولی به  صورت زیر استخراج می گردد:

2 2 2 4
2

2 2 2 4

2 2
2

2 2

) ) ( ( ) ) ( (

)1 ) ( ( ) ( 0

w wE x I l E x I
x x x x

wea x A
x t

ρ

−

 
+ − = 

 

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

 )21(

5- بی بعدسازی
متغیر  دو  هر   ) (x Aρ و  ) (E x I مقادیر تابعی  مدرج  تیرهای  در 
دشوار  را  متغیر  ضرایب  با  دیفرانسیل  معادلات  حل  که  هستند، 

می سازد. در اینجا با فرض:

0

0

) ( ) (

) ( ) (

E x E I E x I

x A A x Aρ ρ ρ

= +

= +
 )22(

( به ترتیب قسمت متغیر سفتی خمشی و چگالی  (x Aρ ( و  (E x I

0Aρ در بخش 6-3 محاسبه  0E و  I جسم در واحد طول می باشند و 
می گردد. زمان، متغیر فضایی و پارامترهای غیرمحلی بی بعد به  صورت 

زیر فرض شده است:

0
1 22

0

; ; ;t E I x ea l
L A L L L

τ ξ α α
ρ

= = = =  )23(

با استفاده از معادلات )21(، )22( و )23( فرم بی بعدشده معادله 
نانوتیر مدرج تابعی اویلر برنولی به  صورت زیر استخراج می گردد:

2 2 2 4
2

1 2 12 2 2 4

2 2 2
2

2 1 22 2 2

)1 ) (( )1 ) ((

)1 ) (( )1 ) (( 0

0 1

w wf f

w wf f

ξ α ξ
ς ς ς ς

ξ α ξ
τ ς τ

ξ

+ − +

+ + − + =

≤ ≤

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 )24(

که در رابطه بالا:

1 2
0 0

) ( ) () ( ; ) (E I Af f
E I A
ξ ρ ξξ ξ

ρ
= =  )25(

برای بررسی ارتعاشات آزاد فرض شده است:
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) , ( ) (sinw Wξ τ ξ ωτ=  )26(

پبا جایگذاری )26( در )24( رابطه )27( استخراج می شود:

2 2 2 4
2

1 2 12 2 2 4

2
2 2 2

2 1 22

)1 ) (( )1 ) ((

)1 ) (( )1 ) (( 0

0 1

W Wf f

f W f W

ξ α ξ
ς ς ς ς

ω ξ ω α ξ
ς

ξ

+ − +

− + + + =

≤ ≤

d d d d
d d d d

d
d

 )27(

6- تعیین فرکانس طبیعی
1-6- روش توسعه تقریبی

در این بخش، با فرض رابطه )28(، روش توسعه تقریبی برای به  
تیر همگن  نقطه مرجع یک  تفاضلی حول  راه حل  آوردن یک  دست 

معرفی می شود ]22[:

1 1 2 2) ( ) (, ) ( ) (f f f fξ ε ξ ξ ε ξ= =  )28(

برای  بسط  می باشد.  کوچک  اغتشاش  پارامتر   ε ،)28( رابطه  در 
با استفاده از روش به کاررفته در مرجع ]22[، در رابطه   ) (W ξ ω و 

)3-35( فرض می شود ]22[:
2

0 1 2
2

0 1 2

...

) ( ) ( ) ( ) ( ...W W W W

ω ω εω ε ω

ξ ξ ε ξ ε ξ

= + + +

= + + +
 )29(

با جایگذاری )28( و )29( در )27(، رابطه )30( استخراج شده 
است:

22
0 1

12 2

42
2 0 1
2 12 4

2
0 1 2 0 1

2
2 2

0 1 1 2 0 12

) (
)1 ) ((

) (
)1 ) ((

) ( )1 ) (() (

) ( )1 ) (() ( 0

W W
f

W W
f

f W W

f W W

ε
ε ξ

ς ς
ε

α ε ξ
ς ς

ω εω ε ξ ε

ω εω α ε ξ ε
ς

+
+

+
− +

− + + +

+ + + + =

dd
d d

dd
d d

d
d

 )30(

از  یک جمله  )به ازای  فرضیات  اول  بسط  به ازای   )30( رابطه  در 
ε در رابطه )30((، رابطه  =0 W یا  W= 0 ω و  ω= 0 رابطه )29( یعنی 

)31( به  دست می آید:

6 4 2
2 2 20 0 0
2 0 0 1 06 4 2) ( 0W W WWα ω α ω

ξ ξ ξ
− + − + =

d d d
d d d

 )31(

 ،)29( رابطه  در  )یعنی  دوم  بسط  به ازای   )30( رابطه  در 
W(، رابطه )32( به  دست می آید: W Wε= +0 1 ω و  ω εω= +0 1

2 2 22 2 2
0 0 1

12 2 2 2 2 2

4 422 2 2
2 2 0 2 01

1 2 2 12 2 2 4 2 4

4 42 2
2 2 21 1
2 2 12 4 2 4

2 2 2 2 2
0 0 0 1 0 0 2 0 1 2
2 2 3 2 3 2 4 2

1 0 1 1 1 0 2 1 1

) (

)

W W W
f

W WW
f f

W W
f

W W W f W f

W W W f W

ε ε
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ε α εα
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

εα ε α
ξ ξ ξ ξ

ω εω εω ε ω

ε ω ε ω ε ω ε ω

+ +

+ − −

− −

− + + +

− + + +

d d dd d d
d d d d d d

d ddd d d
d d d d d d

d dd d
d d d d

2
2 2 3

0 1 0 0 1 1 0 1 0 2 0 1 1 2
2 2 2

2 2 2 2
1 0 0 0 1 0 0 22 2 2

2 2 2
2 2 2 2 3 2
0 1 2 1 1 0 1 12 2 2

2 2 2
3 2 4 2 2

1 0 2 1 1 2 1 0 1 02 2 2

2
0 1

(

)2 2 2 2 (

) ) (

) (( )

) ( ) (( )2

2

f

W W W f W f

W W W f

W f W W

W f W f W

εω ω ε ω ω ε ω ω ε ω ω

α ω εω εω
ξ ξ ξ

εω α ε ω ε ω
ξ ξ ξ

ε ω ε ω α εω ω
ξ ξ ξ

ε ω ω
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+ + +

+

d d d
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d d d
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d d d
d d d

d 2
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0 1 0 2 0 1 1 22 22 ) ( 2 ) ((

W

W f W f

ξ

ε ω ω ε ω ω
ξ ξ

+ +

d
d d

d d
)32(

توان های  اول و  از بسط  با حذف مقادیر تکراری  در رابطه )32( 
به  دست  ε )به دلیل کوچک بودن ( رابطه )33(  بعد  به  مرتبه دوم 

می آید:
2 422 2 2

0 2 01
1 2 12 2 2 2 2 4

6
2 2 21
2 0 1 0 0 2 0 1 06

22 2
2 2 2 2 2 01
1 0 1 0 0 2 1 0 12 2 2

2

) ( 2

W WW
f f

W
W W f W

WW
W f

α
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

α ω ω ω ω
ξ

α ω α ω α ω ω
ξ ξ ξ

+ −

− − − −

+ + +

d ddd d d
d d d d d d

d
d

dd d
d d d

 )33(

به  دیفرانسیل  معادله   )33( رابطه  مرتب سازی  و  مشتق گیری  با 
 دست آمده از بسط دوم به صورت رابطه )34( استخراج می شود:

6 4 2
2 2 21 1 1
2 0 1 1 06 4 2

2
2 0

1 0 1 0 1 0 1 2

) (

) ( 2 2 0

W W W
W

W
h W

α ω α ω
ξ ξ ξ

ξ ω ω α ω ω
ξ

− + − +

+ − + =

d d d
d d d

d
d

 )34(

(1 به  صورت زیر به  دست می آید: (h ξ که در رابطه )32(، 

3 2 42 2
0 0 2 01 1 1

1 23 2 2 2 4

5 2
2 0 2 2 01
2 0 0 2 1 25 2

2
2 0 22 2
1 1 0 2

) ( 2

2 )

2 (

W W Wf f f
h

W Wf
W f f

W f f
W
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ξ ξ ξ ξ ξ ξ

α ω α
ξ ξ ξ

α α
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2-6- حل مرتبه صفر
اولیه برای شرایط  در این بخش با حل مرتبه صفر فرکانس های 
فرکانس های  محاسبه  برای  که  می گردد  استخراج  مختلف  مرزی 
طبیعی مورد نیاز است. برای حل معادله )31( از رابطه )36( استفاده 

شده است ]32[:

0 1

2 3

4

)cos) ( cosh) ((
)cos) ( cosh) (( )sin) (

sinh) (( )sin) ( sinh) ((

W c
c c

c

βξ βξ
βξ βξ βξ

βξ βξ βξ

= +
+ − +
+ + −

 )36(

حالت  برای  مرزی  شرایط  می باشد.   0β ω=  ،)36( معادله  در 
گیردار-جرم متمرکز به صورت زیر می باشد:

0

0

0 0

0 0

W
W

ξ

ξ
ξ

= → =

= → =
d
d

 )37(

2 2
0 0

2 2

2 2
0 0

02 2

2
0 2

0 02

1 0 0

1 ) (

) (

W W
EI

W W
EI m

W
EI m W

ξ
ξ ξ

ξ
ξ ξ τ

ω
ξ ξ

= → = ⇒ =

= → =

⇒ = −

d d
d d

d dd
d d d

dd
d d

 )38(

 )39( رابطه   ،)36( معادله  در   )37( مرزی  شرط  قراردادن  با 
استخراج می شود:

1 3 0 2 40 )cos) ( cosh) (( )sin) (sinh) ((c c W c cβξ βξ βξ βξ= = ⇒ = − +  )39(
به دست  رابطه )40(  و شرط مرزی )38(،  رابطه )39(  از  استفاده  با 

می آید:

23 3

42 2
0 0

[ ]

cos) ( cosh) ( sin) ( sinh) (
) ()sin) ( sinh) (( ) ()cos) ( cosh) (( 0

)cos) ( cosh) (( )sin) ( sinh) ((
K

L
c

EI EI
c

m m

β β β β

β β β β β β

ω β β ω β β

+ + 
  − − − + − =  
  − − 



 )40(

معادله   )40( رابطه  در   [ ]K ماتریس  دترمینان  قراردادن  صفر  با 
فرکانس به  دست می آید:

11 )tan tanh ( 0
cos cosh

R Lβ β β
β β

+ − − =  )41(

برای  0mR می باشد. شکل حالت فضایی 
ALρ

= در معادله )41(، 
یک نانوتیر با شرط مرزی گیردار- جرم متمرکز به  صورت زیر به  دست 

می آید:

0 2

)cos cosh (
cos) ( cosh) ( )sin sinh (
sin) ( sinh) (

W c
βξ βξ
β β

βξ βξ
β β

− 
 = + −
 + 

 )42(

با حل معادله )41(، فرکانس های اولیه به ازای جرم های متمرکز 
گوناگون محاسبه می گردد که در جدول 1 آورده شده است.

در جدول 2 معادله های فرکانس تیر و شکل مدهای استخراج گردیده 
برای شرایط مرزی مختلف آورده شده است.

 گوناگون  يجرم متمرکزها ازايبه   هیاول هايفرکانس  :1جدول 
Table 1. The first dimensionless frequencies for various attached masses. 

 
R 01/0 1/0 1 
β1 852/1 723/1 248/1 
β2 650/4 399/4 031/4 

 

  

جدول 1: فرکانس های  اولیه به  ازای جرم متمرکزهای گوناگون

Table 1. The first dimensionless frequencies for various 
attached masses.

 مختلف  يمرز   طیبا شرا  ری ت يفرکانس و شکل مدها برا  هايمعادله :2جدول 
Table 2. Frequency equations and mode shapes for various boundary conditions. 

 

 شکل مد  معادله فرکانس  شرط مرزي 

cos آزاد   -گیردار cosh 1 0k k + = [ ]0
sin sinhcosh( ) cos( ) sinh( ) sin( )
cos cosh

k kW k k k k
k k

ξ ξ ξ ξ−
= − + −

+
   

sin لولا   -لولا 0k = 0 sin( )W kξ=   

cos گیردار   -گیردار cosh 1 0k k − = [ ]0
sin( ) sinh( )cosh( ) cos( ) sinh( ) sin( )
cos( ) cosh( )

k kW k k k k
k k

ξ ξ ξ ξ+
= − + −

−
   

tan لولا   -گیردار tanh 0k k− = [ ]0
cosh coscosh( ) cos( ) sinh( ) sin( )
sinh sin

k kW k k k k
k k

ξ ξ ξ ξ−
= − − −

−
   

 

  

جدول 2: معادلههای فرکانس و شکل مدها برای تیر با شرایط مرزی مختلف

Table 2. Frequency equations and mode shapes for various boundary conditions.
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6-3- حل مرتبه یک
در این بخش با ترکیب حل مرتبه صفر و حل مرتبه یک، مقادیر

0Aρ که در بخش 5 به آن اشاره گردید استخراج می شود. در  0E و  I

0W دارند. معادله )34(  W وابستگی خطی با  1 ( و  (h ξ1 معادله )34(، 
درصورتی قابل حل می باشد که شرط )43( برقرار باشد ]22[.

1 2
2 0

1 0 1 0 1 0 1 02
0

) ( 2 2 0Wh W Wξ ω ω α ω ω ξ
ξ

 
− + = 

 
∫

d d
d

 )43(

در نتیجه:
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2 ) ) ( (
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=
−

∫

∫ ∫

d

dd d
d

 )44(

0Aρ استخراج می شود. 0E و  I با ادغام بخش های قبل مقادیر نهایی 
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20
ξ

ξ∫ d
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 )46(

با ترکیب حل مرتبه صفر و مرتبه یک، فرکانس های طبیعی تیر 
به  دست می آیند:

0
02

0

1
n

E I
L A

λ ω
ρ

=  )47(

از   0ω و  یک  مرتبه  حل  از   0Aρ و   0E I  ،)47( رابطه  در  که 
از  تقریبی  فرمول  یک  درنهایت  شده اند.  استخراج  صفر  مرتبه  حل 
فرکانس های طبیعی بی بعد برای یک نانوتیر یکنواخت به صورت رابطه 

)48( می باشد:

2 L
n n

L

AL
E I
ρλΩ =  )48(

LE به ترتیب چگالی و مدول یانگ سمت چپ  Lρ و  در رابطه )48( 
نانوتیر می باشند که در جدول 3 داده شده است.

7-نتایج و بحث
در این بخش، از روش پیشنهادی برای تجزیه و تحلیل ارتعاشات 
آزاد یک نانوتیر مدرج تابعی با شرایط مرزی متفاوت استفاده می شود. 
در این مقاله جنس نانوتیر در نظرگرفته شده از آلومینیوم و تیتانیوم 
می باشد. سمت راست تیتانیوم خالص و سمت چپ آلومینیوم خالص 
ارائه شده   3 در جدول  تابعی  مدرج  نانوتیر  برای  مواد  است. خواص 

است.
ابعاد نانوتیر عبارتند از:

 

 ] 33, 22[  شخصات ماده نانوتیر م: 3جدول 
Table 3. Material properties of the FG nano beam[22,33] 

 
 تیتانیوم  لومینیوم آ واحد  مشخصات 

 GPa 70 116 

 3Kg/m 2702 4506 
 

  

E
ρ

جدول 3: مشخصات ماده نانوتیر ]22, 33[

Table 3. Material properties of the FG nano beam[22,33]
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 ,L B H
H

= =10 2

برای اعتبارسنجی روش معرفی شده در بخش 6-1، فرکانس های 
طبیعی یک نانوتیر با شرایط مرزی لولا )S-S( به ازای پارامتر های مختلف 
  , , , /L E MPa ρ υ= = = =10 30 1 0 3 ( و  0l = 0e مختلف و  a غیرمحلی )

مورد ارزیابی قرار گرفته است که در جدول 4 آورده شده است.
با توجه به فرکانس های به دست آمده در جدول 4 مشاهده می شود 
از دقت  برای محاسبه فرکانس های طبیعی  که روش توسعه تقریبی 
توسعه  عددی  روش  سادگی  به  توجه  با  می باشد.  برخوردار  خوبی 
از روش  مقاله  این  در  دیگر،  با روش های عددی  مقایسه  در  تقریبی 
پیشین  پژوهش های  مطالعه  در  است.  شده  استفاده  تقریبی  توسعه 

تاکنون از این روش عددی در نانوتیرها استفاده نشده است.
در پژوهشی دیگر ویژگی های نانوتیر به شرح زیر می باشد ]19[:

 , /

, /
Al O

st st

Al O

E GPa Kg m

E GPa Kg m

ρ

ρ

= =

= =
2 3 2 3

3

3

210 7800
390 3960  

می باشد  زیر  شرح  به  پژوهش  این  در  استفاده شده  نانوتیر  ابعاد 
:]19[

 . * , ,h m b h L h−= = =617 6 10 2 30  

بررسی  به  این پژوهش در سال 2017 لی و همکاران ]19[  در 
کمانش و ارتعاشات آزاد یک نانو تیر مدرج تابعی محوري با استفاده از 
تئوري گرادیان کرنش غیرمحلـی براسـاس روش مربعسازي تفاضلی 
معادلات حرکت  همیلتون  اصل  از  استفاده  با  پرداختند.  تعمیمیافته 
روي  بر  اندازه  اثر  تـاثیر  ادامـه  در  و  آمد  دست  به  مرزي  شرایط  و 
ادامه  در  گردید.  بررسی  طبیعی  فرکانسهاي  و  کمانش  پارامترهاي 
روی  بر  تابعی(  مدرج  ماده  جنس  توانی)تغییر  شاخص  تاثیرات  به 
روی  بر  اندازه  اثر  تاثیرات  همچنین  و  طبیعی  فرکانس های  مقادیر 
کمانش بحرانی و فرکانس های طبیعی می پردازد. در شکل های 3 تا 6، 
فرکانس اول و دوم بی بعد تیرمدرج تابعی به ازای پارامترهای مختلف 
گیردار  گیردار-  مرزی  برای شرط   k =1 توانی  و شاخص  غیرمحلی 

آورده شده است.
در شکل های 3 تا 6، درصد خطا کمتر از 2 درصد می باشند که از 
دقت قابل قبولی برخوردار می باشند. همان گونه که مشاهده می شود 

 

 
Fig. 3. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with 

the nonlocal parameter ( 1 0.01α = and k =1) 
α/با درنظرگرفتن   یتابع رمدرجیاول ت بعدیفرکانس ب: 3شکل  =1 0 k یو شاخص توان 01  رداریگ  -رداریگ  يشرط مرز يبرا  1=

  

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

2
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0.032

1
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Lبعد براي شرط مرزي لولا به ازاي ( هاي طبیعی بی فرکانس  :4جدول 
H

=10( 

Table 4. The dimensionless natural frequencies for simply supported with 10L
H

=  

 
e a0  34[  مرجع روش توسعه تقریبی[   
0 8696/9 8696/9 
5/0 6347/9 6347/9 

1 4159/9 4159/9 
5/1 2113/9 2113/9 

2 0195/9 0195/9 
 

  

) L
H

جدول 4: فرکانس های طبیعی بی بعد برای شرط مرزی لولا به ازای )10=

Table 4. The dimensionless natural frequencies for simply 

supported with 10L
H

=

Fig. 3. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the nonlocal parameter (

1 0.01α = and k =1)

k  برای شرط مرزی گیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 01 شکل 3: فرکانس بی بعد اول تیرمدرج تابعی با درنظرگرفتن 
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Fig. 4. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with 

the nonlocal parameter ( 1 0.03α = and k =1) 
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Fig. 4. The fundamental dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the nonlocal parameter (

1 0.03α = and k =1)
k  برای شرط مرزیگیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 03 شکل 4: فرکانس بی بعد اول تیرمدرج تابعی با در نظر گرفتن  

 

 
Fig. 5. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the non 

local parameter ( 1 0.01α = and k =1) 
α/با در نظر گرفتن   یتابع رمدرجیت دوم بعدیفرکانس ب: 5شکل  =1 0 k  یو شاخص توان 01  ردار یگ   -رداریگ  يشرط مرز يبرا  1=

  

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

2

0.18

0.2

0.22

0.24

2

GDQM

ADM

Fig. 5. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the non local parameter ( 1 0.01α =
and k =1)

k  برای شرط مرزی گیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 01 شکل 5: فرکانس بی بعد دوم گیرمدرج تابعی با در نظر گرفتن   

 
Fig. 6. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the 

nonlocal parameter ( 1 0.03α = and k =1) 
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Fig. 6. The second dimensionless natural frequencies of clamped–clamped FG beams varying with the nonlocal parameter 

( 1 0.03α = and k =1)
k  برای شرط مرزی گیردار- گیردار =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 03 شکل 6: فرکانس بی بعد دوم گیرمدرج تابعی با درنظرگرفتن  
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(a) first dimensionless natural frequencies 

 اول  بعدی(الف) فرکانس ب

 
(b) second dimensionless natural frequencies 

 دوم   بعدی(ب) فرکانس ب

 
(c) third dimensionless natural frequencies 
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Fig. 7. The first three natural frequencies versus power-law index k for a simply supported nano beam ( 1 0.5α =  and 2 1α = )

)S-S( برای شرط مرزی لولا α =2 1 α/ و  =1 0 5 شکل 7: تاثیر پارامتر شاخص توانی برروی فرکانس  طبیعی بی بعد اول تا سوم نانوتیر به ازای 
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روش توسعه تقریبی یک روش حد بالا می باشد.
شکل 7 تاثیر پارامتر شاخص توانی، برروی فرکانس های طبیعی 
α/ و  =1 0 5 اول تا سوم بی بعد نانوتیر برای شرایط مرزی لولا به ازای 

α را نشان می دهد. =2 1

در شکل 7 تاثیر پارامتر شاخص توانی بر نمودار پاسخ فرکانسی 
با  دیده می شود،  است. همان گونه که در شکل 7  نانوتیر رسم شده 
افزایش پارامتر شاخص توانی، فرکانس های طبیعی به مقادیر بزرگتر 
شاخص  پارامتر  افزایش  با  تیر  سفتی  از  نشان  این  می شود.  منتقل 
توانی دارد به عبارت دیگر با تغییر جنس نانوتیر، مدول یانگ افزایش 
می یابد و چگالی جرمی مطابق با شکل 2 کاهش می یابد، که این خود 
علاوه بر افزایش فرکانس طبیعی منجر می شود که اثرات غیرموضعی 
نیز در پاسخ فرکانسی تاثیرگذار باشد. با توجه به اینکه افزایش پارامتر 

شاخص توانی برروی فرکانس های طبیعی تاثیرگذار است، می توان با 
انتخاب یک مقدار مناسب از پارامتر شاخص توانی رفتار ارتعاشی را 

کنترل کرد.
در شکل 8 تاثیر پارامترهای اثراندازه برروی فرکانس های طبیعی 
بی بعد اول و دوم یک نانوتیر مدرج تابعی برای شرط مرزی لولا رسم 

شده است.
شکل 8  تاثیر پارامترهای اثر اندازه برروی فرکانس های طبیعی 
را  لولا  برای شرط مرزی  تابعی  نانوتیر مدرج  و دوم یک  اول  بی بعد 
نشان می دهد. همان گونه که در شکل 8 مشاهده می شود، با افزایش 
α1 فرکانس های طبیعی بی بعد کاهش یافته،  پارامتر غیرمحلی بی بعد 
α2 مقادیر فرکانس ها افزایش  همچنین با افزایش پارامتر طولی بی بعد 
نانوتیر به علت اعمال  از تغییرات سفتی  این رفتار ناشی  می یابد که 
نانوتیر می باشد. همچنین در شکل 8 مشاهده می شود  اندازه در  اثر 
که، فرکانس های طبیعی بی بعد، با توجه به مقدارهای مختلف پارامتر 
یا  بزرگ تر  می تواند   α2 ماده  مقیاس طولی  پارامتر  و   α1 غیرمحلی 
کوچک تر از مدل کلاسیک باشد. تئوری های کلاسیک برای مدل سازی 
نانوتیرها مناسب نمی باشد و باید اثرات غیرمحلی در تحلیل استاتیکی 
مقیاس  پارامتر  تاثیر  شود.  گرفته  درنظر  ساختارها  این  دینامیکی  و 
کوچک نانوتیرها باعث می شود که رفتار نانوتیر به نانوتیر نرم تر نزدیک 

شود. 
در ارتعاشات عرضی نانوتیر هم همین رفتار مشاهده می شود با این 

تفاوت که تغییرات در نمودارها به صورت غیرخطی می باشند.
در  مرزی  شرایط  سایر  برای  بی بعد  طبیعی  فرکانس های  نتایج 

جدول 5 الی 8 آورده شده است.
همان گونه که در جدول 5 الی 8 مشاهده می شود به دلیل رفتار 
صلبیت نانوتیر متناسب با شرایط مرزی گوناگون، برای تیر با شرایط 
مرزی  شرایط  با  تیر  از  ارتعاشی  دامنه  گیردار  گیردار-  تکیه گاهی 
گیردار- آزاد و گیردار- لولا بیشتر است. فرکانس های طبیعی بی بعد 
α1 کاهش  پارامتر غیرمحلی  افزایش  با  نیز  تابعی  نانوتیر مدرج  دوم 
فرکانس های  مقادیر   α2 طولی  پارامتر  افزایش  با  همچنین  یافته 

طبیعی بی بعد افزایش می یابد.
با صفر قراردادن پارامترهای غیرموضعی نمودار پاسخ فرکانسی به 

نمودار حاصل از تئوری کلاسیک نزدیک می شود.
جرم های  به ازای  دوم  و  اول  بی بعد  طبیعی  فرکانس های  نتایج 
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Fig. 8. The first two dimensionless natural frequencies varying 

with the size dependent parameters 1α  and 2α  for simply 
supported FG beams (k =1)

شکل 8: فرکانس های طبیعی بی بعد اول و دوم تیر مدرج تابعی با 
k برای  =1 α2 و شاخص توانی  α1 و  درنظرگرفتن پارامترهای اثر اندازه 

)S-S( شرط مرزی لولا
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متمرکز مختلف در جدول 9 الی 14 آورده شده است.
مدرج  نانوتیر  بی بعد  طبیعی  فرکانس های   14 الی   9 جدول  در 

تابعی برای شرط مرزی گیردار- جرم متمرکز به ازای پارامتر غیرمحلی 
 ، /R =0 01  ، k =1 توانی  شاخص  همچنین   /α =1 2 5 و   /α =1 0 5

α/  ازايمختلف به   يمرز  طیشرا ي اول برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :5جدول  =1 0 k  یو شاخص توان  5 =1 
Table 5. The fundamental dimensionless natural frequencies for various boundary conditions (

1 0.5α =  and power-law index k=1)  
 

α/ شرایط مرزي  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

 9801/26 7816/26 7809/25 گیردار   -گیردار

 1767/22 0027/22 1289/21 لولا   -گیردار

 5623/11 7001/10 4856/8 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 5: فرکانس  های طبیعی   بی بعد اول برای شرایط مرزی مختلف به  
k =1 α/ و شاخص توانی  =1 0 5 ازای  

Table 5. The fundamental dimensionless natural frequencies 

for various boundary conditions ( 1 0.5α =  and power-law index 
k=1) 

α/  ازايمختلف به   يمرز  طیشرا ي اول برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :6جدول  =1 2 kی و شاخص توان  5 =1 
Table 6. The fundamental dimensionless natural frequencies for various boundary conditions (

1 2.5α =  and power-law index k=1) 
 

α/ شرایط مرزي  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

 5279/23 3285/23 3287/22 گیردار   -گیردار

 8680/18 7199/18 9765/17 لولا   -گیردار

 9579/5 254/5 8812/2 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 6: فرکانس  های طبیعی   بی بعد اول برای شرایط مرزی مختلف به 
k α/  و شاخص توانی1= =1 2 5 ازای 

Table 6. The fundamental dimensionless natural frequencies 

for various boundary conditions ( 1 2.5α =  and power-law index 
k=1)

α/  يمختلف به ازا يمرز طی اشر  يدوم برا بعدی ب  یعیطب هايفرکانس : 7جدول  =1 0 k  یو شاخص توان  5 =1 
Table 7. The second dimensionless natural frequencies for various boundary conditions ( 1 0.5α =  and 

power-law index k=1) 
 

α/ شرایط مرزي  =2 0 5 α =2 1   /α =2 1 5   

 7730/61 6496/61 9955/60 گیردار   -گیردار

 8644/58 7382/58 0704/58 لولا   -گیردار

 0920/28 8791/27 8073/26 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 7: فرکانس  های طبیعی   بی بعد دوم برای شرایط مرزی مختلف به 
k =1 α/  و شاخص توانی  =1 0 5 ازای 

Table 7. The second dimensionless natural frequencies for 
various boundary conditions ( 1 0.5α =  and power-law index 

k=1)

α/  ازايمختلف به  يمرز طی شرا  يدوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :8جدول  =1 2 k  یو شاخص توان  5 =1  
 1 2.5α =The second dimensionless natural frequencies for various boundary conditions ( Table 8.

and power-law index k=1) 
  

α/ شرایط مرزي  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

 6210/56 5079/56 9084/55 گیردار   -گیردار

 5616/53 4467/53 8390/52 لولا   -گیردار

 2614/23 0485/23 9767/21 آزاد   -گیردار
 

  

جدول 8: فرکانس  های طبیعی   بی بعد دوم برای شرایط مرزی مختلف به  
 k =1 α/  و شاخص توانی  =1 2 5 ازای

Table 8. The second dimensionless natural frequencies 
for various boundary conditions ( 1 2.5α =  and power-law 

index k=1) 

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار ی گ ي شرط مرز ياول و دوم برا  بعدی ب  یعیطب هايفرکانس  :9جدول  =1 0 5   ،/R =0 و شاخص   01
k  یتوان =1   

Table 9. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 0.5α = , 0.01R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   1626/8 2296/10 7781/10 

Ω2   1174/26 7835/26 9126/26 
 

  

جدول 9. فرکانس  های طبیعی   بی بعد اول و دوم برای شرط مرزی  و 
  k =1 R/  و شاخص توانی  =0 و01 /α =1 0 5 یردار- جرم متمرکز به ازای

Table 9. The first two dimensionless natural frequencies 

for clamped–attached mass boundary conditions ( 1 0.5α = ,
0.01R =  and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار یگ  يشرط مرز  ياول و دوم برا عدبی ب  یعیطب هايفرکانس  :10جدول  =1 2 5   ،/R =0 و   01
k  یشاخص توان =1 

Table 10. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 2.5α = , 0.01R =  and power-law index k=1) 

  

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5 α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   7964/2 1531/5 5807/5 

Ω2   8873/21 4456/22 5537/22 
 

  

جدول 10: فرکانس  های طبیعی   بی بعد اول و دوم برای شرط مرزیگیردار- 
k =1 R/  و شاخص توانی  =0 α/ و 01 =1 2 5 جرم متمرکز به ازای

Table 10. The first two dimensionless natural frequencies 
for clamped–attached mass boundary conditions ( 1 2.5α = ,

0.01R =  and power-law index k=1) 
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R آورده شده است. در جدول 9 الی 14 نیز با افزایش  R/ و 1= =0 1

افزایش  بی بعد  طبیعی  فرکانس های  مقادیر  طولی  بی بعد  پارامتر 
غیرمحلی  پارامتر  افزایش  با  که  می شود  مشاهده  همچنین  می یابد، 
بی بعد فرکانس های طبیعی بی بعد کاهش یافته است. با افزایش مقدار 

جرم متمرکز نیز فرکانس های طبیعی کاهش می یابند.
در جدول 15 فرکانس های طبیعی بی بعد اول به ازای نسبت های 
طول به ضخامت مختلف برای چهار شرط مرزی گوناگون آورده شده 

است.
در جدول 15 فرکانس های طبیعی بی بعد اول به ازای نسبت  طول 
به ضخامت های مختلف برای شرایط مرزی گوناگون آورده شده است. 
همان طور که مشاهده می شود، نسبت  مختلف طول به ضخامت های 
افزایش  ندارند.  طبیعی  فرکانس های  مقادیر  برروی  تاثیری  مختلف، 
نسبت طول به ضخامت تیر، برروی کرنش ها و تنش های برشی تیر 
تاثیرگذار می باشد که در تئوری تیر اویلر برنولی این اثر نادیده گرفته 
می شود. با افزایش نسبت طول به ضخامت در تیرتیموشینکو نتایج به 

α/  ازايجرم متمرکز به -ردار یگ  يشرط مرز  ياول و دوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس : 11جدول  =1 0 5  ،/R =0 و شاخص   1
k  یتوان =1  

Table 11. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 0.5α = , 0.1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   7473/7 1140/10 7378/10 

Ω2   2587/25 0308/26 1818/26 
 

  

جدول 11: فرکانس های طبیعیبی بعد اول و دوم برای شرط مرزیگیردار-جرم 
 k =1 R/  و شاخص توانی  =0 1  ، /α =1 0 5 متمرکز  بهازای 

Table 11. The first two dimensionless natural frequencies for 
clamped–attached mass boundary conditions ( 1 0.5α = , 0.1R =  

and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار یگ  يشرط مرز  ياول و دوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس : 12جدول  =1 2 5  ،/R =0 و شاخص   1
k  یتوان =1 

Table 12. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 2.5α = , 0.1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1   7119/2 0728/5 4828/5 

Ω2   6062/21 2666/22 3957/22 
 

  

جدول 12: فرکانس های طبیعی بیبعد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار- 
k =1 R/  و شاخص توانی  =0 1  ، /α =1 2 5 جرم متمرکز به ازای 

Table 12. The first two dimensionless natural frequencies for 
clamped–attached mass boundary conditions ( 1 2.5α = , 0.1R =  

and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  - رداریگ ي شرط مرز  ياول و دوم برا بعدیب  یعیطب هايفرکانس  :13جدول  =1 0 5  ،R و شاخص    1=
k  یتوان =1  

Table 13. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 0.5α = , 1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدانس بی فرک =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5 

Ω1   1774/7 9018/9 2749/10 

Ω2   7927/21 6408/22 8090/22 
 

  

جدول 13. فرکانس های طبیعی بی بعد اول و دوم برای شرط مرزی 
 k =1 R  و شاخص توانی  =1  ، /α =1 0 5 گیردار- جرم متمرکز به ازای 

Table 13. The first two dimensionless natural frequencies 
for clamped–attached mass boundary conditions (

1 0.5α = , 1R =  and power-law index k=1)

α/  ازايجرم متمرکز به  -ردار یگ  يزشرط مر   ياول و دوم برا بعدی ب یعیطب هايفرکانس  :14جدول  =1 2 5   ،R و شاخص   1=
k  یتوان =1  

Table 14. The first two dimensionless natural frequencies for clamped–attached mass boundary 
conditions ( 1 2.5α = , 1R =  and power-law index k=1) 

 

α/ بعدفرکانس بی  =2 0 5   α =2 1   /α =2 1 5   

Ω1 4836/2 9263/4 2823/5 

Ω2 8155/18 5476/19 6928/19 
 

  

جدول 14: فرکانس های طبیعی  بیبعد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار- 
 k =1 R  و شاخص توانی  =1 ، /α =1 2 5 جرم متمرکز به ازای 

Table 14. The first two dimensionless natural frequencies for 
clamped–attached mass boundary conditions ( 1 2.5α = , 1R =  

and power-law index k=1)

α/  ازايمختلف به هايو نسبت طول به ضخامت  ي مرز طی شرا ياول برا بعدیب  یعیطب هايفرکانس : 15جدول  =1 2 5 ،α =2 و   1
kی شاخص توان =1  

Table 15. The fundamental dimensionless natural frequencies for various boundary conditions 
and L

H
( 1 2.5α = , 2 1α =  and power-law index k=1) 

L شرایط مرزي 
H

=10 L
H

= 20 L
H

= 50 

 1448/10 1448/10 1448/10 لولا   -لولا

 3285/23 3285/23 3285/23 گیردار -گیردار

 7199/18 7199/18 7199/18 لولا   -گیردار

 254/5 254/5 254/5 آزاد   -گیردار
 

 

جدول 15: فرکانس های طبیعی بی بعد اول برای شرایط مرزی و نسبت 
α و شاخص توانی =2 1 ، /α =1 2 5 طول به ضخامت های مختلف به ازای 

 k =1
Table 15. The fundamental dimensionless natural frequencies 

for various boundary conditions and L
H

( 1 2.5α = , 2 1α =  and 
power-law index k=1)
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تئوری تیر اویلر برنولی نزدیک می شود.
در شکل 9، شکل مد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار- جرم 

متمرکز آورده شده است:
در شکل 9 شکل مدهای اول و دوم برای شرایط مرزی گیردار-

و  جرم  مقدار  با  متناسب  سازه  یک  است.  شده  آورده  متمرکز  جرم 
سختی آن تحت بارجانبی مرتعش می شود. شکل ارتعاشی به مقدار 
بارجانبی وابسته نمی باشد. اگر مقدار بارجانبی زیاد شود دامنه ارتعاش 
بیشتر می گردد ولی شکل آن تغییری نمی کند. این ارتعاش به اشکال 
جداگانه ای تقسیم می شود که به هرکدام یک مد نوسانی می گویند. 

عموما در سازه ها مد اول مد غالب می باشد.

8- نتیجه گیری
به  تابعی  مدرج  تیر  نانو  یک  طولی  آزاد  ارتعاشات  مقاله  این  در 
همراه جرم متمرکز با استفاده از روش عددی جدید توسعه تقریبی 
برای شرایط مرزی مختلف با استفاده از تئوری غیرموضعی گرادیان 
کرنش مورد مطالعه قرارگرفت. در ادامه با استفاده از روش همیلتون 
محاسبه  تابعی  مدرج  نانوتیر  برای  مرزی  شرایط  و  حرکت  معادلات 
گردیده است. سپس یک فرمول تحلیلی تقریبی از فرکانس طبیعی 
براساس روش عددی توسعه تقریبی استخراج شده است. نمونه ای از 
یک نانو تیر یکنواخت با مواد آلومینیوم و تیتانیوم شبیه سازی شده 

است. 
سپس فرکانس های طبیعی بی بعد اول تا سوم به ازای شاخص های 
ادامه  در  گردید.  محاسبه  لولا  مرزی  شرط  برای  گوناگون  توانی 
مختلف  پارامترهای  به ازای  دوم  و  اول  بی بعد  طبیعی  فرکانس های 

نتایج  نهایت  در  گردید  استخراج  مرزی  شرط  پنج  برای  غیرمحلی 
مدهای شرایط  و شکل  گرفت  قرار  مطالعه  مورد  نمودارها  از  حاصل 

مرزی مختلف استخراج شد. خلاصه نتایج به شرح زیر است:
طبیعی  فرکانس های   ) k ( توانی  شاخص  پارامتر  افزایش  با   -1
برروی  توانی  شاخص  پارامتر  تاثیر  امر  این  که  می یابد  افزایش 
نانوتیر، مدول  با تغییر جنس  فرکانس های طبیعی را نشان می دهد. 
یانگ افزایش و چگالی جرمی کاهش می یابد، همچنین باعث افزایش 

فرکانس طبیعی و اثرات غیرموضعی در پاسخ فرکانسی می شود.
2- در تحلیل ارتعاشات آزاد طولی مشخص گردید که نسبت های 
مختلف طول به ضخامت تاثیری بر مقادیر فرکانس های طبیعی ندارند.
ea 3- فرکانس های طبیعی بی بعد با افزایش پارامتر غیرمحلی )

( افزایش یافته است. l ( کاهش و با افزایش پارامتر مقیاس طول )
4- فرکانس های طبیعی مدل گرادیان کرنش غیرمحلی, با توجه 
به مقادیر پارامترهای وابسته به اندازه می تواند بزرگ تر یا کوچک تر از 
مدل کلاسیک باشد. با افزایش پارامتر مقیاس طولی ماده و همچنین 
مدرج  نانوتیر  صلبیت  رفتار  افزایش  باعث  غیرمحلی  پارامتر  کاهش 

تابعی می شود.
5- استفاده از تئوري غیرموضعی گرادیان کرنشی در ابعاد نانو و 
میکرو ضروري به نظر می رسد. با کوچکتر شدن اندازه، نسبت فرکانس 

خطی حاصل از این تئوريها به تئوري کلاسیک بیشتر میشود.
6- به دلیل رفتار صلبیت تیر متناسب با شرایط مرزی گوناگون، 
برای تیر با شرایط تکیه گاهی گیردار- گیردار دامنه ارتعاشی از تیر با 
شرایط مرزی لولا- لولا، گیردار- آزاد و گیردار- لولا و گیردار- جرم 

متمرکز بیشتر است.

 
Fig 9: The first two mode shapes of the clamped–attached mass 

 جرم متمرکز - شرط مرزي گیردار: شکل مد اول و دوم براي 9شکل 
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Fig. 9. The first two mode shapes of the clamped–attached mass

شکل 9: شکل مد اول و دوم برای شرط مرزی گیردار-جرم متمرکز
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در این مقاله از معادله تیر اویلر برنولی برای استخراج فرکانس های 
طبیعی استفاده شده است، استفاده از معادله تیر ریلی و تیموشینکو 
برای دست یابی به نتایج دقیق تر پیشنهاد می شود. همچنین به منظور 
نانوتیر  اجباری  و  عرضی  ارتعاشات  بررسی  دیگر،  حالت های  بررسی 
خمیده، نانوتیر با سطح مقطع غیریکنواخت و نانوتیر به همراه چندین 
جرم متمرکز به همراه فنر و دمپر با استفاده از روش عددی توسعه 

تقریبی پیشنهاد می شود.

فهرست علائم

علائم انگلیسی

Am2 ،مساحت
 Bm ،عرض نانوتیر
EN/m2 ،مدول الاستیسیته

 ) (E x IN/m2 ،قسمت متغیر سفتی خمشی
 eam ،پارامتر غیرمحلی
 Hm ،ارتفاع نانوتیر
 Im4 ،ممان اینرسی
 KN ،انرژی جنبشی
 kشاخص توانی
 Lm ،طول نانوتیر
 lm ،پارامتر مقیاس طول ماده

 MNm ،ممان کلاسیک
 )1(MNm ،ممان غیرکلاسیک

 0mgr ،جرم متمرکز
 tS ،زمان
 UN ،انرژی پتانسیل
 wm ،جابجایی

 0wدامنه
 xمتغیر فضایی

علائم یونانی
 αتابع کرنل غیرمحلی

 1αپارامتر غیرمحلی بی بعد

 2αپارامتر مقیاس طول بی بعد
 εپارامتر اغتشاش

 xxεکرنش طولی

 ζمتغیر فضایی بی بعد
 λHz ،فرکانس طبیعی
 υضریب پواسون
ρkg/m3 ،چگالی

 ) (x Aρkg/m3 ،قسمت متغیر چگالی جسم در واحد طول

 xxσPa ،تنش کلاسیک

 )1(
xxσPa ،میدان تنش الاستیک غیرمحلی

 τزمان بی بعد
 ΩHz ،فرکانس طبیعی بی بعد

 0ωHz ،فرکانس اولیه
اپراتور نابلا∇ 
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