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بررسی رشد ترک خستگی با فرایند وینر با درنظرگرفتن اثرات تصادفی

محمدعلی فارسی٭، پیمان غلامی

پژوهشگاه هوافضا، وزارت علوم تحقیقات و فناوری، تهران، ایران

خلاصه: ارزیابی قابلیت اطمینان سازه های هوافضایی با قابلیت تعمیرپذیری، برای افزایش در دسترس بودن سیستم و کاهش 
توقفات تصادفی در طول بهره برداری از اهمیت بالایی برخوردار می باشد. مدل سازی و تحلیل فرآیند تخریب، یک رویکرد 
موثر برای ارزیابی قابلیت اطمینان و پیش بینی عمر مفید باقی مانده است. مدل سازی فرآیند تخریب براساس روش های 
مبتنی بر داده )فرآیندهای تصادفی و روش های یادگیری ماشین( یا مکانیزم های خرابی انجام می شود. مدل های مبتنی 
برفرآیندهای تصادفی نظیر فرآیند وینر یکی از ابزارهای توانمند در این حوزه به ویژه تحلیل گسترش آسیب و رشد ترک های 
خستگی است. در این تحقیق، ابتدا فرایندهای وینر برای مدل سازی فرایند تخریب تشریح شده و خطاهای اندازه گیری با 
اثرات تصادفی در مدل مورد بررسی قرار می گیرد و علاوه بر این، عبارات فرم بسته برخی مقادیر قابلیت اطمینان مانند تابع 
قابلیت اطمینان و تابع چگالی احتمال هریک از مدل ها ارائه شده است. سپس با استفاده از روش تخمین درست نمایی 
بیشینه و الگوریتم  امید ریاضی- بیشینه کردن، پارامترهاي ناشناخته در مدل هاي تخریب برآورد می شود. برای اثبات دقت 
و صحت روش ارائه شده، گسترش ترک ناشی از خستگی در یک قطعه آلومینیومی بررسی شده و نتایج با مقادیر تجربی و  
مدل پایه گاما مقایسه شده است. نتایج به دست آمده بیانگر دقت مطلوب مدل فرایند وینر نسبت به مدل گاما در تخمین 

رشد ترک خستگی است و با اضافه کردن پارامتر خطای اندازه گیری به این مدل، دقت آن افزایش می یابد. 
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1- مقدمه
و  داخلی  عوامل  تاثیر  تحت  که  است  فرایندی  آسیب  و  تخریب 
خارجی از جمله شرایط محیطی و عملیاتی در یک سیستم یا قطعه 
رخ می دهد. یکی از حالت های تخریب، انباشت خرابی با زمان است 
آسیب  که  هنگامی  و  است  غیرقابل برگشت  فرآیند  یک  معمولا  که 
باشد،  ازپیش تعیین شده  یا  مشخص  سطح  یک  از  بیش  انباشته شده 
شکست نهایی رخ می دهد و ممکن است باعث خسارت شدید شود. 
برای  را  سیستم  تخریب  مکانیزم های  که  است  ضروری  بنابراین، 
پیش بینی و پیشگیری از شکست های بالقوه، بررسی و مدل سازی نمود 
تا بتوان از ضررهای بعدی به طور موثر جلوگیری کرد. مطالعات بسیاری 

در این حوزه انجام شده که آن ها را می توان به دو دسته کلی روش 
مبتنی بر مکانیزم خرابی و روش مبتنی بر داده  تقسیم نمود که روش 
مبتنی بر داده نیز به صورت روش ها و فرآیندهای تصادفی و یادگیری 
ماشین انجام می شود ]1, 2[. داده های  مربوط به گسترش آسیب که 
را  ارزشمندی  در چرخه کاری یک مجموعه ثبت می شوند اطلاعات 
در مورد رفتار و خرابی محصول برای ارزیابی قابلیت اطمینان و سایر 
داده های  ویژگی های  ارائه می دهند.  مدیریتی  و  مهندسی  تصمیمات 
تخریب و روش های مورد استفاده برای جمع آوری داده ها در انتخاب 
مدل های تخریب نقش مهمی دارند. به طور کلی، چنین اطلاعاتی از 
بر  نظارت  داده های  یا  و  میدانی  کاربردهای  آزمایشگاهی،  تست های 
شرایط واقعی در شرایط معمولی یا در شرایط تنش شتاب گرفته شده 
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حاصل می شود. این داده ها می تواند اندازه گیری مستقیم فرآیندهای 
تخریب )به عنوان مثال، رشد ترک، کاهش شدت نور دیودهای نوری( 
و یا اندازه گیری های دیگر ویژگی های قطعه که با روند تخریب محصول 
مرتبط است )مانند ارتعاش، تغییر ولتاژ خروجی، درجه حرارت( باشد.

بر  مبتنی  قابلیت اطمینان  تحلیل  و  تجزیه  اخیر،  سال های  در 
فرآیند تخریب، برای دست یابی به شناخت بهتر از محصول و کاهش 
عنوان  به  وینر  فرآیند  و  است  یافته  افزایش  محصول  توسعه  زمان 
یکی از روش های مدل سازی فرآیندهای تصادفی همواره مورد توجه 
یا طول  افزایش  میزان  تصادفی،  فرایند  این  در  است.  بوده  محققین 
گام ها براساس توزیع نرمال تعیین می شود و میانگین این توزیع برابر 

با صفر و واریانس آن نیز در همه گام ها ثابت است.
ژن شن و همکاران یک کلاس جدید از اثرات تصادفی برای مدل 
همچنین  و  خستگی  از  ناشی  ترک  رشد  و  دادند]3[  پیشنهاد  وینر 
مدل  سایر  با  و  بررسی  جدید  مدل  این  با  را  دیسک  هارد  فرسایش 
اثرات تصادفی مقایسه کردند و نتایج قابل قبولی به دست آوردند. سی 
و همکاران ]4[ از یک مدل فرآیند وینر با رانش تصادفی به منظور 
تجزیه و تحلیل داده های رانش ژیروسکوپی در یک مجموعه ناوبری 
اینرسی که در سیستم های تسلیحاتی استفاده می شود، و یک مجموعه 
داده رشد ترک خستگی از آلیاژ آلومینیوم T4-2017 استفاده کردند. 
پارک و پادگت ]5[ یک مدل فرایند وینر را برای اندازه گیری داده های 
خستگی ساخته اند. پارامترهای مدل با روش درست نمایی بیشینه از 
برای سه  و مدل کلی  است،  پرشتاب محاسبه شده  آزمون  داده های 

مجموعه از داده های استحکام استفاده شده است. 
در  جمع آوری شده  داده های  از  استفاده  با   ]6[ وندلی  و  میشار 
شرایط بارگذاری خستگی، یک روش جدید برای پیش بینی عمر مفید 
باقی مانده یک حسگر با استفاده از رگرسیون و مدل سازی فرایند وینر 
ارائه کردند. از روش رگرسیون برای استخراج ویژگی های حساس به 
آسیب حسگر و بیان رابطه  بین آن ها و از فرایند وینر برای مدل سازی 
 ]7[ همکارنش  و  عُمَر  است.  استفاده شده  آسیب  پیش بینی  و  رشد 
تصادفی  مدل  از  استفاده  با  را  پمپ  یاتاقان های  سایش  و  خستگی 
موجود،  داده های  از  استفاده  با  آن ها  کردند.  مطالعه  وینر  و  گاما 
پارامترهای هر دو فرآیند را برآورد و شبیه سازی و با محاسبه توزیع 
با یکدیگر  این دو فرایند را  زمان رسیدن به آستانه بحرانی تخریب، 
مقایسه و مزایا، اشکالات و همچنین اصول استفاده از آن ها را مشخص 

کردند. طبق نتایج به دست آمده در این مطالعه اگر کسی بخواهد یک 
تخریب پیوسته را مدل سازی کند استفاده از فرآیند وینر آسان تر است 
ولی مشکل اصلی برای مدل سازی تخریب توسط فرآیند وینر وجود 
از  استفاده  این صورت  در  که  است  غیریکنواخت  تخریب  مسیرهای 
بررسی  به   ]8[ و همکارنش  ژوانگ  است.  پیشنهاد شده  گاما  فرایند 
سایش اتصالات در مکانیسم قفل در هواپیما با استفاده از فرایند وینر 
با زمان  را  پایه پرداختند و مقدار سایش تجمعی هر مفصل  با مدل 

نشان دادند.
ناشی  ترک  رشد  فرآیند  که  می دهد  نشان  نویسندگان  بررسی 
اثرات  درنظرگرفتن همزمان  با  وینر  فرایند  از  استفاده  با  از خستگی 
تصادفی و خطای اندازه گیری مطالعه نشده است. به همین منظور در 
این مقاله ابتدا مدل های وینر با درنظرگرفتن اثرات تصادفی و خطای 
از  پارامترها  به دست آوردن  برای  سپس  و  می شود  ارائه  اندازه گیری 
الگوریتم امید ریاضی- بیشینه کردن1 استفاده خواهد شد. در ادامه نیز 
گسترش رشد ترک ناشی از خستگی با استفاده از مدل های ارائه شده 
در یک قطعه آلومینیومی مدل سازی خواهد شد و نتایج به دست آمده 
از هر یک از مدل های مذکور با نتایج تجربی ارائه شده توسط وو و نی 
]9[ و مدل پایه گاما مقایسه خواهد شد. نتایج نشان می دهد که مدل 
فرایند وینر در پیش بینی رشد ترک خستگی براساس داده های موجود 
بهتر از مدل گاما است و با اضافه کردن پارامتر خطای اندازه گیری و 

اثرات تصادفی به این مدل، دقت آن افزایش می یابد. 

2- مدل های فرایند وینر
فرضیه تصمیم گیری مبتنی بر آسیب در حقیقت انتخاب یک مدل 
مناسب برای گسترش تخریب در محصول است که بر اساس فیزیک 
تخریب یا داده های تخریب است. یکی از رایج ترین روش ها مدل سازی 
مبتنی بر فرآیندهای تصادفی و احتمالاتی است. به عبارت دیگر دو 
وجود  تجربی  داده های  براساس  آسیب  مدل سازی  برای  کلی  روش 
آماری  برتوزیع  مبتنی  مدل های  و  تصادفی2  فرآیند  مدل های  دارد: 
است. فرآیندهای تصادفی نیز به دو دسته مسیر کلی3 و فرآیندهای 
فرایند  روش های  ازجمله  وینر  فرآیند   .]10[ می شوند  تقسیم  خاص 
تصادفی است که کاربرد فراوانی در مدل سازی تخریب دارد و در این 

1  Expectation -Maximation (EM) algorithm
2  Stochastic process models
3  General path models
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بخش اصول و نحوه مدل سازی آن تشرح می گردد. 

2-1- مدل پایه فرآیند وینر
از دیدگاه فیزیکی، اصل این فرآیند حرکت براونی است که توسط 
محققین مختلف در حوزه های مختلف علمی استفاده شده است. در 
رشد  و  افزایش  محصولات،  از  بسیاری  برای  آسیب  گسترش  فرآیند 
تخریب در یک فاصله زمانی بی نهایت کوچک می تواند به عنوان یک 
وگسترش  شود  مشاهده  خارجی  عوامل  از  زیادی  تعداد  از  ترکیبی 
تخریب، حاصل اثر مشترک همه این عوامل است، که عموماً به علت 
قضیه حد مرکزی از توزیع نرمال یا شبیه آن پیروی می کند. فرآیند 
برای  می تواند  نرمال  توزیع  بر  مبتنی  تصادفی  و  آماری  نگاه  با  وینر 
مدل سازی به کار رود. در این صورت رابطه زیر برای بیان گسترش و 

رشد یک آسیب یا پدیده استفاده می شود ]11[:

( ) ( ) ( ( ))X t t B tσµ= Λ + Λ  )1(

در این رابطه X(t) نشان دهنده میزان تخریب سیستم در لحظه 
) میزان  )B ⋅ σ پارامتر نوسانات،  t و µ سرعت و نرخ تخریب است ،
حرکت استاندارد برونی1 و Λ(t) یک تابع افزایشی یکنواخت است که 
غیرخطی بودن مسیر آسیب را نشان می دهد. اساساً فرایند وینر دارای 
 ( ) ( ) ( )X t X t t X t∆ = + ∆ − عبارتی  به  است،  مستقل  افزایش 
نرمال به صورت رابطه زیر پیروی  از توزیع  X(t) است و  از  مستقل 

می کند ]12[:

2 2

( ) ( ( )
( ), ( ) ( ))

X t N t t
t t t t

µ

µ σ σ

∆ Λ + ∆ −

Λ Λ + ∆ − Λ

  )2(

فرآیند  فیزیکی،  تفسیرهای  و  ریاضی  مفید  خواص  به  توجه  با 
وینر به طور گسترده ای برای مدل سازی فرایندهای تخریب استفاده 
شده است ]13[. هنگامی که میانگین تخریب به طور خطی افزایش 
همچنین  می شود.  استفاده  خطی  میانگین  با  وینر  فرآیند  می یابد، 
از فرآیندهای تخریب غیرخطی، مسیر تخریب متوسط2  برای برخی 
می تواند با استفاده از تبدیل مناسب، خطی شود. به عنوان مثال، تغییر 
ترانزیستورها ]14[  برای مدل سازی تخریب  زمانی  شکل در مقیاس 
فرآیندهای  دینامیک  برای  غیرخطی  ساختارهای  اخیرا  شد.  اعمال 
این،  بر  علاوه   .]16  ,15[ است  شده  پیشنهاد  غیرخطی  تخریب 
1  Standard Brownian motion
2  Mean degradation path

وانگ و همکاران ]15[ یک چارچوب مدل سازی تخریب عمومی برای 
سیستم های زوال پذیر هیبریدی ارائه دادند که دارای اجزای تخریب خطی 
و غیرخطی هست. مدل پایه، یک پایه بسیار مفید برای تجزیه و تحلیل 
تخریب را فراهم می کند و برای تطبیق و استفاده در مسائل مختلف، اغلب 

در این مدل اصلاحاتی انجام می شود و فرم های گوناگونی تولید می شود.

2-2- فرایند وینر با خطای اندازه گیری3
مدل پایه فرآیند وینر قادر است رفتار تصادفی و ذاتی خود تخریب 
را نمایش دهد، اما قادر به ضبط و ثبت خطاهای اندازه گیری که به 
دلیل بازرسی های نامناسب یا خطای تجهیزات رخ می دهد نیست. به 
عنوان مثال، اندازه گیری فرآیند تخریب اغلب با ابزار معمولی و ساده 
توسط اپراتورها انجام می شود که همراه با خطاهای مختلف است حتی 
دستگاه های مدرن نیز دارای خطا و محدودیت های عملیاتی هستند. 
اندازه گیری  مقدار  بر  نیز  تصادفی  محیط های  این،  شرایط  بر  علاوه 
شده تاثیر می گذارد. لذا بازرسی ناقص در عمل رخ می دهد، به ویژه 
از طریق سنسورها  اندازه گیری ها به صورت غیرمستقیم  هنگامی که 
انجام می شود. این نقص باعث می شود که اصطلاحاً خطا به مدل پایه 
اضافه شود. بعدها یی و همکاران ]16[ نشان دادند که رویکرد ویتمور 
استفاده کامل از داده ها را ارائه نمی دهد و به همین دلیل یک فرایند 

اصلاح شده ی وینر را پیشنهاد کردند.

خطای  با  اطمینان  قابلیت  ارزیابی  و  آسیب  2-2-1-مدل سازی 
اندازه گیری

بیشتر اجزا و سیستم ها در طول زمان هنگامی که میزان آسیب 
بیش از یک سطح قابل قبول به نام آستانه شکست است، خراب شده و از 
کار می افتند. اطلاعات مربوط به میزان آسیب در این سیستم ها )مانند 
به کمک روش های  سایش، خوردگی و طول ترک( معمولا می تواند 
غیرمخرب اندازه گیری شود که پس از آن، یک مدل تخریب یا آسیب 
به کمک تجزیه و تحلیل داده ها  فرآیند  برای توصیف روند  مناسب، 
ارائه می شود. در میان مدل های رایج، فرآیند وینر با میانگین مثبت، 
به دلیل خواص ریاضی و تفسیرهای فیزیکی آن، گزینه مطلوبی است.

دلیل  به  آسیب  و  تخریب  وضعیت  کلی،  قاعده  یک  عنوان  به 
عدم صحت اندازه گیری به طور دقیق اندازه گیری نمی شود. بنابراین، 

3  Wiener process with measurement errors
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داده های تخریب مشاهده شده اغلب تحت تاثیر اندازه گیری های ناقص 
) همراه با مقداری  )X t و همراه با خطا قرار می گیرند، یعنی مقدار 
 (Y(t)) است بنابراین می توان گفت مقدار اندازه گیری شده )ε( خطا

به صورت زیر است:

( ) ( )Y t X t ε= +  )3(

با  نرمال  توزیع  از  که  می شود  فرض  عموما  اندازه گیری  خطای 
میانگین صفر و انحراف استاندارد σε پیروی می کند. 

یادآوری می شود یک سیستم اغلب زمانی دچار شکست می شود 
که مقدار آسیب به یک آستانه شکست ازپیش تعریف شده )h( می رسد. 
فرآیندهای  نگاه  با  اگر  مقدار  این  به  آسیب  و  خرابی  رسیدن  زمان 
تصادفی انجام شود این زمان اصطلاحاً زمان اولین ضربه1 نامیده شده 
این است که  بر  برای تعریف عمر سیستم استفاده می شود. فرض  و 
مسیر تخریب یک سیستم در طول زمان افزایش می یابد بنابراین برای 
فرایند تخریب بدون خطاهای اندازه گیری، بر اساس مفهوم زمان اولین 

ضربه، عمر T می تواند به صورت زیر تعریف شود:

0inf{ ; ( ) }T t t X t h= ≥ ≥  )4(

با توجه به ویژگی فرآیند وینر، Λ(t) زمانی که پارامتر میانگین 
μ ثابت است از توزیع گاوسی معکوس پیروی می کند. بنابراین، تابع 
قابلیت اطمینان )احتمال اینکه مجموعه در زمان t سالم بوده و به عمر 

T نرسیده باشد( به صورت زیر بیان می شود:

1گیری ای اندازهخطا فرایند وینر ب   -2-2

که به    یریگاندازه  ی، اما قادر به ضبط و ثبت خطاهارا نمایش دهد  بیخود تخر  ی و ذات  یرفتار تصادف  قادر است  نریو  ندیفرآ  هیمدل پا
اندازهدهد نیستمیرخ    یا خطای تجهیزات  نامناسب  یهایبازرس  لیدل به عنوان مثال،  ابزار    بیتخر  ندیفرآ  یریگ.  با   و لی  معمواغلب 

می انجام  اپراتورها  توسط  کهساده  خطاها  شود  با  دستگاه  استمختلف    یهمراه  محدودیتحتی  و  خطا  دارای  نیز  مدرن  های های 
در عمل رخ  ناقص    ی. لذا بازرسگذاردیم  ریتاثشده    یریگبر مقدار اندازه  زین  ی تصادف  یهاط یمحشرایط    ن،یعلاوه بر ا  .عملیاتی هستند

  ا که اصطلاح  شودیباعث م  ن نقصی . اشودیسنسورها انجام م  قیاز طر  میرمستقیبه صورت غ   ها ی ریگکه اندازه  یگام هن  ژه ی، به ودهدمی
و به   دهدیها را ارائه نماستفاده کامل از داده  تموریو  کردینشان دادند که رو  [16]و همکاران    ییشود. بعدها    اضافه  هیخطا به مدل پا

کردند.  شنهادیرا پ  نریو یاصلاح شده ندیفرا کی لیدل نیهم
 
گیری و ارزیابی قابلیت اطمینان با خطای اندازه آسیبسازی مدل  -1-2-2 -1-0-2
شده و    خراب  ،قبول به نام آستانه شکست استسطح قابل  کیز  ا  شیب  آسیب  زانیکه م  ی در طول زمان هنگام  ها ستم یاجزا و س  شتریب

کار می بهافتنداز  مربوط  اطلاعات  آسیب  .  امیزان  سا  ها ستم یس  نیدر  و   ش،ی )مانند  م  خوردگی  معمولا  ترک(  کمک  به    تواندیطول 
و   هیتجز  فرآیند به کمک  دنرو  فیتوص  یمناسب، برا  یا آسیب  بیک مدل تخریشود که پس از آن،    یریگاندازه  رمخربیغ های  روش
ارائه مداده  لیتحل به دل  میانگینبا    نریو  ند یفرآ  ، رایج  ی هامدل  انی. در مشودیها  آن،    ی کیزیف  ی رهایو تفس  یاضیخواص ر  ل یمثبت، 

است. یمطلوب گزینه
کل   کیعنوان    به آس  بیتخر  تی وضع  ،یقاعده  دل  بی و  اندازه   لیبه  صحت  دق  یریگعدم  طور  بنابراشودی نم  گیریاندازه  قیبه   ن،ی. 

تاثمشاهده  بیتخر  یهاداده تحت  اغلب  م  یهایریگاندازه  ریشده  قرار  خطا  با  همراه  و  مقدارعنی  رند،یگیناقص  )  ی  )X t    با همراه 
( به صورت زیر است: گیری شده )توان گفت مقدار اندازه( است بنابراین میمقداری خطا )

(3)( ) ( )Y t X t = + 
.  کندیم یرویپ  صفر و انحراف استاندارد  نی انگینرمال با م عیکه از توز شودیعموما فرض م  یریگاندازه یخطا

  . رسدیم(  )  شدهفیتعرش یپ آستانه شکست از  کیبه  مقدار آسیب  که    شودیم  شکستدچار    یاغلب زمان  ستمیس  کی  شودیادآوری می
نامیده شده و   2ضربه نیاول زمان رسیدن خرابی و آسیب به این مقدار اگر با نگاه فرآیندهای تصادفی انجام شود این زمان اصطلاحا  زمان 

  یبرا  نیبنابرا  ابد ییم   شیدر طول زمان افزا  ستمیس  کی  بیتخر  ریاست که مس   نی. فرض بر اشودیاستفاده م  ستمیعمر س  فیتعر  یبرا
شود: فیتعر ریز صورت به  تواندیم  ضربه، عمر  نی اولزمان بر اساس مفهوم  ،یریگاندازه ین خطاهاودب بیخرت ندیفرا
(4)0inf{ ; ( ) }T t t X t h=   

پارامتر    یزمان    نر،یو  ندیفرآ  یژگیبا توجه به و از توز    میانگینکه  پ   یگاوس  عیثابت است  تابع   ن،یرا. بنابدکنیم  یرویمعکوس 
:شودیم  انیب ر یبه صورت ز ( نرسیده باشد سالم بوده و به عمر   )احتمال اینکه مجموعه در زمان نانیاطمتیقابل

(5)
2

( ) ( ) ( ( ) )
( ) 2 ( )( ) exp( ) ( )

( ) ( )

TR t P T t P Y t h
h t h h t

t t
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آن برابر است با: 3احتمال ی تابع چگال جهیدر نت

 
1 Wiener process with measurement errors 
2 first hitting time (FHT) 
3 probability density function (pdf) 
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در نتیجه تابع چگالی احتمال2 آن برابر است با:

(6 )

2 3

2

2

2 3

( )( )
2 ( ( ))

( ( )) ( )exp( )
2 ( )

( ) ( )( )
( )( ( ))

T
T

dR t hf t
dt t

h t d t
dtt

h h t d t
dttt









= − =


−  
− =


−  


 

)که   )   و  ( )   ریفوق تاث  ج یوجود، نتا  نی. با ادهندینشان م   بینرمال استاندارد را به ترت  یتجمع  عیاحتمال و تابع توز  چگالی  تابع  
توز    ی صادفت  متغیر نم  عیبر  نظر  در  را  برارند یگیعمر  خطاهاب   بیتخر  ندیفرا  ی.  شکست    ،یریگاندازه  یا  توسط   آستانه  اغلب 

از داده  فیتعر  یاستاندارد صنعت با استفاده  ا  ی شده بستگمشاهده  بیتخر  یهاشده است، که   نیبه دانش و تجربه متخصص دارد. در 
: شودیم فیتعر ریبه صورت ز مورد، عمر 

(7)0 0inf{ ; ( ) } inf{ ; ( ) }e eT t t Y t h t t X t h=   =   
و    شودیمحاسبه م  توسط    . واضح است که عمر  کند یم  یرویپ     اریو انحراف مع    نیانگینرمال با م  عیاز توز    که

به از عمر    رسدیم  آستانه    بیانگر زمان رسیدن  ثابت باشند، م  و    . اگر  است  که متفاوت    یتابع چگال   ،یبه راحت  توانیمقدار 
در این   و      هر دو مقادیر  ی دست آورد. ولدر روابط فوق به  با      ی نیگزیرا با جا  ر  ناظمت  نانیمطاتیقابل  و تابع   احتمال عمر  

   کهنیتوجه به ا  زمان مورد توجه قرار گیرد. با بر توزیع عمر هم  هاآن  تأثیر  بایدکه  ،  تندهس  ی تصادف  یرهایو متغ  یستندثابت نمدل  
)2)   کنندیم  یروینرمال پ   عیاز توز  و , )eh N h   2  و( , )N    )ب یبه ترت    برای  نانیاطمتیاحتمال و قابل  ی، تابع چگال 

: [17] شوند انیب ریتوسط روابط ز
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استنتاج آماری-2-2-2 -2-0-2
کن فرا  دیفرض  و  نمونه      برای  بیتخر   یندهایکه  شده  بازرسی  در  بررسی  ) تعداد  ,...,1ها  mt t،)  تخر   به  بیمشاهدات 

}صورت  ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijY t y i n j m= = مقاد   است  = پارامترها  ریو  م  بیتخر  یو  استقلال    ی هانمونه  ان یدر  علت  به  مختلف 
آزمامو  یواحدها  یکیزیف نظر    ش یرد  خطا  یآماراز  فرم  اساس  بر  است.   بیتخر  ند یفرا  نر، یو  ندیفرآ  یبرا  یریگاندازه  یمستقل 

)به صورت    تواندیام مواحد    یشده برامشاهده ) ( ) ( ( ))ii j j j ijY t t B t  =  +   ی برا  میانگینپارامتر    که    یشود، به طور  انیب  +
است.     عیاز توز  کسانیکه مستقل و    شودیفرض م  زین  ijیریگدازهان   یاهاطخاست، و      عیبا توز  کسان یاست که مستقل و    واحد  
کرد:  انیرا ب ریز فیام تعارواحد  یبرا توانیم یاز طرف

 )6(

1  First hitting time (FHT)
2  Probability density function (pdf)

) تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی نرمال  )Φ ⋅ ) و  )φ ⋅ که 
استاندارد را به ترتیب نشان می دهند. با این وجود، نتایج فوق تاثیر 
فرایند  برای  نمی گیرند.  نظر  در  را  عمر  توزیع  بر   μ تصادفی  متغیر 
توسط  اغلب   h شکست  آستانه  اندازه گیری،  خطاهای  با  تخریب 
استاندارد صنعتی تعریف شده است، که با استفاده از داده های تخریب 
مشاهده شده بستگی به دانش و تجربه متخصص دارد. در این مورد، 

عمر Te به صورت زیر تعریف می شود:

0 0inf{ ; ( ) } inf{ ; ( ) }e eT t t Y t h t t X t h= ≥ ≥ = ≥ ≥  )7(

 σε و انحراف معیار h از توزیع نرمال با میانگین he = h - ε که
پیروی می کند. واضح است که عمر Te توسط Y(t) محاسبه می شود 
 T عمر  از  متفاوت  که  می رسد   h آستانه  به  رسیدن  زمان  بیانگر  و 
است. اگر he و μ مقدار ثابت باشند، می توان به راحتی، تابع چگالی 
جایگزینی  با  را   Te متناظر  قابلیت اطمینان  تابع  و   Te عمر  احتمال 
 μ و   he مقادیر  دو  هر  ولی  آورد.  به دست  فوق  روابط  در   he با   h
باید  که  هستند،  تصادفی  متغیرهای  و  نیستند  ثابت  مدل  این  در 
تأثیر آن ها بر توزیع عمر هم زمان مورد توجه قرار گیرد. با توجه به 
)2 و  , )eh N h εσ این که he و μ از توزیع نرمال پیروی می کنند )
 Te تابع چگالی احتمال و قابلیت اطمینان برای ،) 2( , )N µ µµ µ σ

به ترتیب توسط روابط زیر بیان شوند ]17[:
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)که   )   و  ( )   ریفوق تاث  ج یوجود، نتا  نی. با ادهندینشان م   بینرمال استاندارد را به ترت  یتجمع  عیاحتمال و تابع توز  چگالی  تابع  
توز    ی صادفت  متغیر نم  عیبر  نظر  در  را  برارند یگیعمر  خطاهاب   بیتخر  ندیفرا  ی.  شکست    ،یریگاندازه  یا  توسط   آستانه  اغلب 

از داده  فیتعر  یاستاندارد صنعت با استفاده  ا  ی شده بستگمشاهده  بیتخر  یهاشده است، که   نیبه دانش و تجربه متخصص دارد. در 
: شودیم فیتعر ریبه صورت ز مورد، عمر 

(7)0 0inf{ ; ( ) } inf{ ; ( ) }e eT t t Y t h t t X t h=   =   
و    شودیمحاسبه م  توسط    . واضح است که عمر  کند یم  یرویپ     اریو انحراف مع    نیانگینرمال با م  عیاز توز    که

به از عمر    رسدیم  آستانه    بیانگر زمان رسیدن  ثابت باشند، م  و    . اگر  است  که متفاوت    یتابع چگال   ،یبه راحت  توانیمقدار 
در این   و      هر دو مقادیر  ی دست آورد. ولدر روابط فوق به  با      ی نیگزیرا با جا  ر  ناظمت  نانیمطاتیقابل  و تابع   احتمال عمر  
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است.     عیاز توز  کسانیکه مستقل و    شودیفرض م  زین  ijیریگدازهان   یاهاطخاست، و      عیبا توز  کسان یاست که مستقل و    واحد  
کرد:  انیرا ب ریز فیام تعارواحد  یبرا توانیم یاز طرف
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)که   )   و  ( )   ریفوق تاث  ج یوجود، نتا  نی. با ادهندینشان م   بینرمال استاندارد را به ترت  یتجمع  عیاحتمال و تابع توز  چگالی  تابع  
توز    ی صادفت  متغیر نم  عیبر  نظر  در  را  برارند یگیعمر  خطاهاب   بیتخر  ندیفرا  ی.  شکست    ،یریگاندازه  یا  توسط   آستانه  اغلب 

از داده  فیتعر  یاستاندارد صنعت با استفاده  ا  ی شده بستگمشاهده  بیتخر  یهاشده است، که   نیبه دانش و تجربه متخصص دارد. در 
: شودیم فیتعر ریبه صورت ز مورد، عمر 

(7)0 0inf{ ; ( ) } inf{ ; ( ) }e eT t t Y t h t t X t h=   =   
و    شودیمحاسبه م  توسط    . واضح است که عمر  کند یم  یرویپ     اریو انحراف مع    نیانگینرمال با م  عیاز توز    که

به از عمر    رسدیم  آستانه    بیانگر زمان رسیدن  ثابت باشند، م  و    . اگر  است  که متفاوت    یتابع چگال   ،یبه راحت  توانیمقدار 
در این   و      هر دو مقادیر  ی دست آورد. ولدر روابط فوق به  با      ی نیگزیرا با جا  ر  ناظمت  نانیمطاتیقابل  و تابع   احتمال عمر  

   کهنیتوجه به ا  زمان مورد توجه قرار گیرد. با بر توزیع عمر هم  هاآن  تأثیر  بایدکه  ،  تندهس  ی تصادف  یرهایو متغ  یستندثابت نمدل  
)2)   کنندیم  یروینرمال پ   عیاز توز  و , )eh N h   2  و( , )N    )ب یبه ترت    برای  نانیاطمتیاحتمال و قابل  ی، تابع چگال 

: [17] شوند انیب ریتوسط روابط ز
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استنتاج آماری-2-2-2 -2-0-2
کن فرا  دیفرض  و  نمونه      برای  بیتخر   یندهایکه  شده  بازرسی  در  بررسی  ) تعداد  ,...,1ها  mt t،)  تخر   به  بیمشاهدات 

}صورت  ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijY t y i n j m= = مقاد   است  = پارامترها  ریو  م  بیتخر  یو  استقلال    ی هانمونه  ان یدر  علت  به  مختلف 
آزمامو  یواحدها  یکیزیف نظر    ش یرد  خطا  یآماراز  فرم  اساس  بر  است.   بیتخر  ند یفرا  نر، یو  ندیفرآ  یبرا  یریگاندازه  یمستقل 

)به صورت    تواندیام مواحد    یشده برامشاهده ) ( ) ( ( ))ii j j j ijY t t B t  =  +   ی برا  میانگینپارامتر    که    یشود، به طور  انیب  +
است.     عیاز توز  کسانیکه مستقل و    شودیفرض م  زین  ijیریگدازهان   یاهاطخاست، و      عیبا توز  کسان یاست که مستقل و    واحد  
کرد:  انیرا ب ریز فیام تعارواحد  یبرا توانیم یاز طرف
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2-2-2-استنتاج آماری
شده  بررسی  نمونه   n برای  تخریب  فرایندهای  که  کنید  فرض 
صورت به  تخریب  مشاهدات   ،) 1,..., mt t ( بازرسی ها  تعداد   m در  و 

} است و مقادیر و پارامترهای  ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijY t y i n j m= = =

تخریب در میان نمونه های مختلف به علت استقلال فیزیکی واحدهای 
خطای  فرم  اساس  بر  است.  مستقل  آماری  نظر  از  آزمایش  مورد 
اندازه گیری برای فرآیند وینر، فرایند تخریب مشاهده شده برای واحد 
بیان   ( ) ( ) ( ( ))ii j j j ijY t t B tµ σ ε= Λ + Λ + به صورت  می تواند  iام 
شود، به طوری که μi پارامتر میانگین برای واحد i است که مستقل و 
ijε نیز فرض می شود  یکسان با توزیع μ است، و خطاهای اندازه گیری
که مستقل و یکسان از توزیع ε است. از طرفی می توان برای واحد iام 

تعاریف زیر را بیان کرد:
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برای راحتی، اولین تفاوت ثبت شده در مشاهدات تخریب برای واحد iام 
1, نشان داده شده است و اولین تفاوت  ,{ ,..., }i i i mY y y∆ = ∆ ∆ توسط 
 1{ ,..., }nY Y Y∆ = ∆ ∆ مشاهدات تخریب برای تمام واحدهای n توسط 
به دست می آید. برای پارامتر ثابت μi، بر اساس خصوصیات فرآیندهای 
( با تابع  ( , )i iY N µ λ∆ Σ ∆iY از توزیع نرمال چند متغیره ) وینر، 

چگالی احتمال مشترک1 زیر پیروی می کند ]17[:
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1,ام توسط  د  واح یبرا بیمشاهدات تخر  شده درثبت  تفاوت نیاول ،یراحت رایب ,{ ,..., }i i i mY y y =   نینشان داده شده است و اول  
تخر مشاهدات  واحدها  یبرا  بیتفاوت  }1توسط      یتمام  ,..., }nY Y Y =    مبه براد یآیدست  ثابت  ی.  اساس    پارامتر  بر   ،

چ  عیتوزاز    iY  نر،یو  یندهایفرآ  اتیخصوص ))  رهیغتم  ندنرمال  , )i iY N   چگال تابع  با  مشترک  ی(   ی رو یپ   ریز  1احتمال 
: [17] کند یم

(11)

1
2 2

1

( | ) (2 ) | | exp
1 ( ) ( )
2

m

i i

T
i i i i

f Y

y y

 

   

− −

−

 = 

 −  −   − 
 

 

)1که   یبه طور ,..., )T
i i imy y y =     ،1( ,..., )T

m  = شودیم فیتعر ریبه صورت ز انسیکووار س یو ماتر :
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2دوباره به صورت   مجهول  یپارامترها  ،یسهولت استنتاج آمار  یبرا
  =  2  و( , )   =   اگر فرض شود که شوندیم  فیتعر .

2 2( , , , , )      }1است و    در    یپارامتر  که    ییباشد، جا   مجهول  یبردار تمام پارامترها  = ,..., }n  صورت   نی، در ا=
:شودینوشته م ری به صورت ز 2یی نما،  تابع حداکثر درست  و Yکامل از جمله یهابا توجه به داده
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پارامترها  یبرا در  یبرآورد  الگور  ناشناخته  از  فوق  منه یشیب-ی اضیر  دیام  تمیرابطه  استفاده  الگورشودیکردن   -یاضی ر  دیام  تمی. 
( ابتدا یاض یر  د ی)گام ام  (. در گام  )گام    یساز( و مرحله حداکثر)گام    ی اض یر  د یکردن شامل دو مرحله است: مرحله امنه یشیب

نشده  مشاهده  یهاداده  یرا به جا  یاض یر  یدهایام  نیو سپس ا  شوندیشده محاسبه ممشاهده  یهابه شرط داده  شدهنمشاهده  یدادها
  یهاداده  یبه جا  هیاعداد اول  یگذاریکردن( بعد از جا  بیشینه)گام    . در گام  شوندیبرآورد م  نظر  مورد  یارامترهاو پ   دهندیقرار م

دادهمشاهده شرط  به  لگاردهمشاه  یهانشده  درست  تمیشده،  م  یینماتابع  اگرددیحداکثر  مآن   زمیمکان  نی.  تکرار  به   شودیقدر  تا 
ممان   دی فوق، با  3یی نمادرست  یتمی تابع لگار  ی اضیر  د یمحاسبه ام  یبرا   نینابرا. ببرسدرها  شده در تکراد برآور  یپارامترها  انی م  ییهمگرا

دوم   و  م  iاول  شود.  مق  افتی  توانیمحاسبه  شرط  i  نیپس  دارکه  توز  iY  به  از  پ نرما  عیهمچنان    د کنیم  یرویل 
(2( , )i N    )4نیپس  عیتوز ن،یزیب هی. با توجه به قض i دیدست آبه  ریبه صورت ز تواند یم :

 
1 joint PDF 
2 Maximum Likelihood Estimation 
3 log-likelihood function (LLF) 
4 posterior distribution 
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)1 و  ,..., )T
mλ λ λ=   ، 1( ,..., )T

i i imy y y∆ = ∆ ∆ به طوری که  
ماتریس کوواریانس به صورت زیر تعریف می شود:
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برای سهولت استنتاج آماری، پارامترهای مجهول دوباره به صورت 

1  Joint PDF

شود  فرض  اگر  می شوند.  تعریف   2( , )ψ η σϒ = Σ و   2
εψ σ σ=

باشد،  مجهول  پارامترهای  تمام  بردار   2 2( , , , , )µ µµ σ σ ψ ηΘ = که 
این  در   ، 1{ ,..., }nµ µΩ = و  است   Λ(t) در  پارامتری   η که  جایی 
Ω،  تابع حداکثر  ∆Y و  صورت با توجه به داده های کامل از جمله

درست نمایی2 به صورت زیر نوشته می شود:
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1,ام توسط  د  واح یبرا بیمشاهدات تخر  شده درثبت  تفاوت نیاول ،یراحت رایب ,{ ,..., }i i i mY y y =   نینشان داده شده است و اول  
تخر مشاهدات  واحدها  یبرا  بیتفاوت  }1توسط      یتمام  ,..., }nY Y Y =    مبه براد یآیدست  ثابت  ی.  اساس    پارامتر  بر   ،

چ  عیتوزاز    iY  نر،یو  یندهایفرآ  اتیخصوص ))  رهیغتم  ندنرمال  , )i iY N   چگال تابع  با  مشترک  ی(   ی رو یپ   ریز  1احتمال 
: [17] کند یم
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)1که   یبه طور ,..., )T
i i imy y y =     ،1( ,..., )T

m  = شودیم فیتعر ریبه صورت ز انسیکووار س یو ماتر :
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2دوباره به صورت   مجهول  یپارامترها  ،یسهولت استنتاج آمار  یبرا
  =  2  و( , )   =   اگر فرض شود که شوندیم  فیتعر .

2 2( , , , , )      }1است و    در    یپارامتر  که    ییباشد، جا   مجهول  یبردار تمام پارامترها  = ,..., }n  صورت   نی، در ا=
:شودینوشته م ری به صورت ز 2یی نما،  تابع حداکثر درست  و Yکامل از جمله یهابا توجه به داده
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پارامترها  یبرا در  یبرآورد  الگور  ناشناخته  از  فوق  منه یشیب-ی اضیر  دیام  تمیرابطه  استفاده  الگورشودیکردن   -یاضی ر  دیام  تمی. 
( ابتدا یاض یر  د ی)گام ام  (. در گام  )گام    یساز( و مرحله حداکثر)گام    ی اض یر  د یکردن شامل دو مرحله است: مرحله امنه یشیب

نشده  مشاهده  یهاداده  یرا به جا  یاض یر  یدهایام  نیو سپس ا  شوندیشده محاسبه ممشاهده  یهابه شرط داده  شدهنمشاهده  یدادها
  یهاداده  یبه جا  هیاعداد اول  یگذاریکردن( بعد از جا  بیشینه)گام    . در گام  شوندیبرآورد م  نظر  مورد  یارامترهاو پ   دهندیقرار م

دادهمشاهده شرط  به  لگاردهمشاه  یهانشده  درست  تمیشده،  م  یینماتابع  اگرددیحداکثر  مآن   زمیمکان  نی.  تکرار  به   شودیقدر  تا 
ممان   دی فوق، با  3یی نمادرست  یتمی تابع لگار  ی اضیر  د یمحاسبه ام  یبرا   نینابرا. ببرسدرها  شده در تکراد برآور  یپارامترها  انی م  ییهمگرا

دوم   و  م  iاول  شود.  مق  افتی  توانیمحاسبه  شرط  i  نیپس  دارکه  توز  iY  به  از  پ نرما  عیهمچنان    د کنیم  یرویل 
(2( , )i N    )4نیپس  عیتوز ن،یزیب هی. با توجه به قض i دیدست آبه  ریبه صورت ز تواند یم :

 
1 joint PDF 
2 Maximum Likelihood Estimation 
3 log-likelihood function (LLF) 
4 posterior distribution 

 

)13(

الگوریتم  از  فوق  رابطه  در  ناشناخته  پارامترهای  برآورد  برای 
امید  الگوریتم  می شود.  استفاده  ریاضی- بیشینه کردن  امید 
ریاضی  امید  مرحله  است:  مرحله  دو  شامل  بیشینه کردن  ریاضی- 
امید  )گام   E گام  در   .)M )گام  حداکثر سازی  مرحله  و   )E )گام 
به شرط داده های مشاهده شده  ابتدا دادهای مشاهده نشده  ریاضی( 
محاسبه می شوند و سپس این امیدهای ریاضی را به جای داده های 
مشاهده نشده قرار می دهند و پارامترهای مورد نظر برآورد می شوند. 
در گام M )گام بیشینه کردن( بعد از جای گذاری اعداد اولیه به جای 
داده های مشاهده نشده به شرط داده های مشاهده شده، لگاریتم تابع 
درست نمایی حداکثر می گردد. این مکانیزم آن قدر تکرار می شود تا 
به همگرایی میان پارامترهای برآوردشده در تکرارها برسد. بنابراین 
باید  فوق،  درست نمایی3  لگاریتمی  تابع  ریاضی  امید  محاسبه  برای 
iµ محاسبه شود. می توان یافت که مقدار پسین  ممان اول و دوم 
( می کند  پیروی  نرمال  توزیع  از  همچنان   iY∆ شرط  به   iµ

 iµ پسین4  توزیع  بیزین،  قضیه  به  توجه  با   .) 2( , )i N µ µµ µ σ

می تواند به صورت زیر به دست آید:
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0iYشرط به  iو ممان دوم    شودیمحاسبه م ریصورت ز  به :
(16)2 2 2 2( | ) ( | ) [ ( | )]i i i i i i i i iu E Y D Y E Y    =  =  +  = + 

الگور از  ادامه،  برانه یشیب  -یاضیر  دیام  تمیدر  درست  افتنی  یکردن  ماستف    نهیشیب  ییمانبرآورد  اگر  شودیاده   .
( ) 2( ) 2( ) ( ) ( )( , , , , )k k k k k
      )  یاضیر  دی، امام باشد، به طور خاص، در گام  در مرحله    برآورد    = )( | , )kY      برابر

)است با | , )l Y   و به صورت زیر است :
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 توانیم  لیدل  نیبه هم  است.    و  ،  2  بهدارد و عبارت دوم تنها    یبستگ    و    متغیرهای  ت فقط بهارعب  نیفوق اولدر رابطه  
)اول    یگرفتن مشتقات جزئنظربا در  .نمود  برآورد  شده را در مرحله  روزبه  یپارامترها )( | , )kY    نسبت به    بیبه ترت    و

 میدادن هر مقدار مشتق شده، دارقرار رو با صف :
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به  + فوق  روابط  متوسط  برادی آیدست  مشابه،  طور  به  تنظ  ی.  با  دوم،    میعبارت 
( ) 2( | , ) 0kY     )2 برآورد از توانی، م = 1)k بدست آورد:  ریرا به صورت ز +
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2  Maximum Likelihood Estimation
3  Log-likelihood function (LLF)
4  Posterior distribution
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µσ بستگی  µµ و  در رابطه فوق اولین عبارت فقط به متغیرهای 
، ψ و η است. به همین دلیل می توان  2σ دارد و عبارت دوم تنها به 
درنظرگرفتن  با  نمود.  برآورد   M مرحله  در  را  به روز شده  پارامترهای 
 µσ µµ و  ) به ترتیب نسبت به  )( | , )kY℘Θ ∆ Θ مشتقات جزئی اول 
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فوق  روابط  توسط   2( 1)k
µσ

+ و   ( 1)k
µµ

+ برآوردهای  نتیجه  در 
تنظیم  با  دوم،  عبارت  برای  مشابه،  طور  به  می آید.  به دست 
به  را   2( 1)kσ + از  برآورد  می توان   ، ( ) 2( | , ) 0kY σ∂℘ Θ ∆ Θ ∂ =

صورت زیر بدست آورد:
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)  ی نیگزیبا جا   جه،یدارد. در نت  و      یبه برآوردها  ی بستگ  مشاهده است  فوق قابله از رابطه  طور کهمان 1)k


+  ،2( 1)k


و    +
2( 1)k )  در + )( | , )kY  یینما، تابع درست  ( )( , | )kl    دیآیدست مبه ریبه صورت ز :

(20)

( )

1

1

1

1 1

1( , | ) ln | ( , ) |
2

( , )
1ln 2 ( , )

( , )

n
k

i

T
i in

T
i i

i T
i

l C

y y
m y

mn
u

   

 

   

   

=

−

−

= −

 = − 

     −
  

+   +   
      




 

در    و      ینیگزیدست آورد. سپس با  جابالا به  یینمارساندن  تابع درستبا حداکثر  توانیرا م  و    برآورد  
  ستفاده توان با ایرا م  از    نهیشیب  یی نمابرآورد درست  ن،یدست آورد. علاوه بر ابه  را در مرحله    2توان برآورد    ی م  2رابطه  

2  از رابطه
  = [17] آورددست به .

 
1ت تصادفی افرایند وینر با اثر  -2-3

آسیب برامشاهده  میزان  دل  ها نمونه   یشده  به  است  ثابت  کسانیعدم    ل یممکن  عوامل درون و  ب  یبودن  فرآ  یرون یو  بر   اریبس  ندیموثر 
باشد.   تصادف  یهامدلمتنوع  م  نیا  برای مطالعه  ی اثرات  قرار  استفاده  اولدنریگیعوامل مورد  تصادف  نی.  فرآ  ی اثر   یبرا  نریو  ندیمدل 

راندگ  یمختلف دارا  ی هاها فرض کردند که نمونهاند. آنداده  شنهادی پ   [ 18]را پنگ و چنگ    بیتخر هستند در   مختلف    ی پارامتر 
را دارند.  مشابه  یریپذها پارامتر نوسانهمه نمونه کهیحال
 
 یبا اثرات تصادف  نانیاطم تیقابل یابیو ارز بیتخر یازسمدل  -1-3-2 -3-0-2

[: 3] باشد یم ری ها به صورت زمدل نیاز ا یک یشده است که   شنهادیپ  ی با اثرات تصادف بیتخر یسازمدل یبرا یادیز ی هامدل
(21)( ) ( ) ( ( ))X t t B t =  +  

  د کهشویم  دهی، دمدل پایه وینربا  سهیدر مقا =.   1اگر فرض شود که = 2)  کند یم  یروینرمال پ  عیاز توز( , )N    )  ،
شود: انیب ریتوسط رابطه ز تواند یم و شرط  د یاحتمال بدون ق یتابع چگال
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 استنتاج آماری  -2-3-2 -4-0-2
کن و  نمونه      برای  بیتخر  ی ندهایفراکه    د یفرض  شده  بازرسی  بررسی  ,...,1)   ها تعداد  mt t،)  برابر آسیب  میزان   و 

{ ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijX t x i n j m= =   واحد  یشده برامشاهده  بی تخر  ندیفرا  ،ی تصادف  با اثرات  نری و  ندیکه بر اساس فرم فرآ  است.  =
) تبه صور تواند یمام  ) ( ) ( ( ))ii j j jiX t t B t  =  +  کرد:  انیرا ب ریز فیام تعارنمونه  یبرا توانیم یشود. از طرف انیب
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1 Wiener process with random effects 

 )19(

همان طور که از رابطه فوق قابل مشاهده است σ(2(k+1)) بستگی به 
)2 و  1)k

µσ
+  ، ( 1)k

µµ
+ برآوردهای ψ و η دارد. در نتیجه، با جایگزینی 

) به  )( , | )kl ψ η Θ ، تابع درست نمایی  ( )( | , )kY℘Θ ∆ Θ )2 در  1)kσ +

صورت زیر به دست می آید:
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{ ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijX t x i n j m= =   واحد  یشده برامشاهده  بی تخر  ندیفرا  ،ی تصادف  با اثرات  نری و  ندیکه بر اساس فرم فرآ  است.  =
) تبه صور تواند یمام  ) ( ) ( ( ))ii j j jiX t t B t  =  +  کرد:  انیرا ب ریز فیام تعارنمونه  یبرا توانیم یشود. از طرف انیب

(23)
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1 Wiener process with random effects 

 )20(

تابع  با حداکثررساندن   می توان  را   η (k + 1) و   ψ (k + 1) برآورد 
 η (k و ψ (k + 1) درست نمایی بالا به دست آورد. سپس با  جایگزینی
2σ را در مرحله k + 1 به دست  2σ می توان برآورد   (1 + در رابطه 

با  εσ را می توان  از  آورد. علاوه بر این، برآورد درست نمایی بیشینه 
2 به دست آورد ]17[.

εψ σ σ= استفاده از رابطه 

2-3- فرایند وینر با اثرات تصادفی1
میزان آسیب مشاهده شده برای نمونه ها ممکن است به دلیل عدم 
یکسان و ثابت بودن عوامل درونی و بیرونی موثر بر فرآیند بسیار متنوع 
باشد. مدل های اثرات تصادفی برای مطالعه این عوامل مورد استفاده 
را  تخریب  برای  وینر  فرآیند  مدل  تصادفی  اثر  اولین  می گیرند.  قرار 
پنگ و چنگ ]18[ پیشنهاد داده اند. آن ها فرض کردند که نمونه های 
همه  حالی که  در  هستند   µ مختلف  راندگی  پارامتر  دارای  مختلف 

نمونه ها پارامتر نوسان پذیری مشابه σ را دارند.

1  Wiener process with random effects
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2-3-1-مدل سازی تخریب و ارزیابی قابلیت اطمینان با اثرات تصادفی
مدل های زیادی برای مدل سازی تخریب با اثرات تصادفی پیشنهاد 

شده است که یکی از این مدل ها به صورت زیر می باشد ]3[:

( ) ( ) ( ( ))X t t B tµ ςµ= Λ + Λ  )21(

σ. اگر فرض  ςµ= در مقایسه با مدل پایه وینر، دیده می شود که 
2( , )N κ κκ µ σ 1κ از توزیع نرمال پیروی می کند ) µ= شود که 

(، تابع چگالی احتمال بدون قید و شرط T می تواند توسط رابطه زیر 
بیان شود:

(19)
1 1

2
1

1

( , ) 21
( , ) ( , )

T Tn
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i i
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mn u

  


      

− −
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)  ی نیگزیبا جا   جه،یدارد. در نت  و      یبه برآوردها  ی بستگ  مشاهده است  فوق قابله از رابطه  طور کهمان 1)k


+  ،2( 1)k


و    +
2( 1)k )  در + )( | , )kY  یینما، تابع درست  ( )( , | )kl    دیآیدست مبه ریبه صورت ز :

(20)

( )
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در    و      ینیگزیدست آورد. سپس با  جابالا به  یینمارساندن  تابع درستبا حداکثر  توانیرا م  و    برآورد  
  ستفاده توان با ایرا م  از    نهیشیب  یی نمابرآورد درست  ن،یدست آورد. علاوه بر ابه  را در مرحله    2توان برآورد    ی م  2رابطه  

2  از رابطه
  = [17] آورددست به .

 
1ت تصادفی افرایند وینر با اثر  -2-3

آسیب برامشاهده  میزان  دل  ها نمونه   یشده  به  است  ثابت  کسانیعدم    ل یممکن  عوامل درون و  ب  یبودن  فرآ  یرون یو  بر   اریبس  ندیموثر 
باشد.   تصادف  یهامدلمتنوع  م  نیا  برای مطالعه  ی اثرات  قرار  استفاده  اولدنریگیعوامل مورد  تصادف  نی.  فرآ  ی اثر   یبرا  نریو  ندیمدل 

راندگ  یمختلف دارا  ی هاها فرض کردند که نمونهاند. آنداده  شنهادی پ   [ 18]را پنگ و چنگ    بیتخر هستند در   مختلف    ی پارامتر 
را دارند.  مشابه  یریپذها پارامتر نوسانهمه نمونه کهیحال
 
 یبا اثرات تصادف  نانیاطم تیقابل یابیو ارز بیتخر یازسمدل  -1-3-2 -3-0-2

[: 3] باشد یم ری ها به صورت زمدل نیاز ا یک یشده است که   شنهادیپ  ی با اثرات تصادف بیتخر یسازمدل یبرا یادیز ی هامدل
(21)( ) ( ) ( ( ))X t t B t =  +  

  د کهشویم  دهی، دمدل پایه وینربا  سهیدر مقا =.   1اگر فرض شود که = 2)  کند یم  یروینرمال پ  عیاز توز( , )N    )  ،
شود: انیب ریتوسط رابطه ز تواند یم و شرط  د یاحتمال بدون ق یتابع چگال

(22)

2 2
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 استنتاج آماری  -2-3-2 -4-0-2
کن و  نمونه      برای  بیتخر  ی ندهایفراکه    د یفرض  شده  بازرسی  بررسی  ,...,1)   ها تعداد  mt t،)  برابر آسیب  میزان   و 

{ ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijX t x i n j m= =   واحد  یشده برامشاهده  بی تخر  ندیفرا  ،ی تصادف  با اثرات  نری و  ندیکه بر اساس فرم فرآ  است.  =
) تبه صور تواند یمام  ) ( ) ( ( ))ii j j jiX t t B t  =  +  کرد:  انیرا ب ریز فیام تعارنمونه  یبرا توانیم یشود. از طرف انیب

(23)

,1 ,1

1 1

, , 1

1

( )
,     2,3,...,
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1 Wiener process with random effects 

 )22(

 2-3-2- استنتاج آماری
بررسی  نمونه   n برای  تخریب  فرایندهای  که  کنید  فرض 
برابر  آسیب  میزان  و   ،) 1,..., mt t ( بازرسی ها  تعداد   m و  شده 
فرم  اساس  بر  که  است.   { ( ) , 1,..., ,  1,..., }i j ijX t x i n j m= = =

فرآیند وینر با اثرات تصادفی، فرایند تخریب مشاهده شده برای واحد 
بیان   ( ) ( ) ( ( ))ii j j jiX t t B tµ µ ς= Λ + Λ صورت  به  می تواند  iام 

شود. از طرفی می توان برای نمونه iام تعاریف زیر را بیان کرد:

,1 ,1

1 1

, , 1

1

( )
,     2,3,...,

( ) ( ),     2,3,...,

i i

ij i j i j

j j j

x x
t

x x x j m
t t j m

λ

λ
−

−

∆ =

= Λ
∆ = − =

= Λ −Λ =

 )23(

i نمونه  برای  تخریب  مشاهدات  تفاوت  اولین  سهولت،  برای 
و  است  شده  داده  نشان   ,1 ,{ ,..., }i i i mX x x∆ = ∆ ∆ توسط  ام 
توسط   ،n نمونه های  تمام  برای  تخریب  مشاهدات  تفاوت  اولین 
، تابع  iκ }1 به دست می آید. برای پارامتر ثابت  ,..., }nX X X∆ = ∆ ∆

چگالی احتمال برابر است با:

2

2 2
1

( ) ( )1( | ) exp
2 2

m
i j jm i

i i i
j j

x
f X C κ

κ λ κ µ
κ κ

λς σ=

 ∆ − −
∆ = − −  

 
∑  )24(

پارامترهای  تمام  بردار   2( , , , )κ κµ σ ς ηΘ = که  شود  فرض  اگر 

 1{ ,..., }nς ςΩ = ناشناخته باشد، جایی که η پارامتری در Λ(t) است و 
که در این حالت ناشناخته است، در این صورت با توجه به داده های 
∆X و Ω،  تابع درست نمایی بیشینه به صورت زیر  کامل از جمله 

نوشته می شود:

اول  یبرا 1,ام توسط  نمونه    یبرا  بیتفاوت مشاهدات تخر  نیسهولت،  ,{ ,..., }i i i mX x x =    اولاده ششان دن تفاوت    نیده است و 
}1توسط    ،  یهاتمام نمونه  یبرا  بیمشاهدات تخر ,..., }nX X X =    پارامتر ثابت  ی. برادیآیدست مبه  i احتمال   ی، تابع چگال

برابر است با: 

(24)2
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)2که  شود    فرض  گرا , , , )     }1است و    در    یپارامتر  که    یی ناشناخته باشد، جا  یبردار تمام پارامترها  = ,..., }n  = 
 ر ی صورت زبه    نهیشیب  یینما،  تابع درستو    X  کامل از جمله  ی هاصورت با توجه به داده  نیحالت ناشناخته است، در ا  نیکه در ا
:شودینوشته م

(25)
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پارامترها  یبرا الگور  ی برآورد  از  محاسبه   یدر راستا  نی. بنابراشودیکردن استفاده م نهیشیب  -یاضیر   دیام  تم یناشناخته در رابطه فوق 
:نیزیب هیمحاسبه شود. با توجه به قض iXبه شرط  iوم  ل و دن اومما  دی با  فوق،  یینمادرست  یتمیتابع لگار  یاضیر دیام

(26)
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:شودیمحاسبه م ریبه صورت ز iXبه شرط iدوم  ممان اول و  نیبنابرا
2

2

( 1; , )( | )
( ; , )i i i

C mu E Y
C m

 

 

 


 
+

=  = )28( 
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( 2; , )( | )
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+
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: شودیم ف یتعر ریبه صورت ز که پارامتر 

0
( ; , ) ( )

n
j n j
n j

j
C n a b a V b−

=

=  )29(

0                   
( )

( 1)       j j

j odd
V b

b j j even


=  −
  

 
الگور از  ادامه،  ریاضیتم  یدر  برآورد  ی  یبرا  کردنبیشینه  -امید  بیشینهدرستافتن  م    نمایی  اگر  یاستفاده  شود. 

( ) 2( ) 2( ) ( )( , , , )k k k k
     مر    برآورد   = باشد،  حله  در  خاص،  به  ام  گام طور  ا  در  ریاضی ،  )  مید  )( | , )kY     از

( | , )l Y    نسبت بهشودیمحاسبه م:

 )25(

برای برآورد پارامترهای ناشناخته در رابطه فوق از الگوریتم امید 
بنابراین در راستای محاسبه  ریاضی- بیشینه کردن استفاده می شود. 
باید ممان اول و دوم  امید ریاضی تابع لگاریتمی درست نمایی فوق، 

∆iX محاسبه شود. با توجه به قضیه بیزین: iκ به شرط 
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( | ) exp

2
kim

i i ip X
κ

κ µ
κ ς

σ

 −
∆ ∝ − 

  





 )26(

که
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∑                                            )27( 
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∑ 

∆iX به صورت زیر محاسبه  iκ به شرط بنابراین ممان اول و دوم 
می شود:
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که پارامتر C به صورت زیر تعریف می شود:

0
( ; , ) ( )

n
j n j
n j

j
C n a b a V b−

=

= ∑                                      )29( 

  0                   
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( 1)       j j
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V b
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=  −

برای  بیشینه کردن  ریاضی-  امید  الگوریتم  از  ادامه،  در 
اگر  می شود.  استفاده   Θ بیشینه  درست نمایی  برآورد  یافتن 
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Θ در مرحله kام باشد، به طور  ) برآورد  ) 2( ) 2( ) ( )( , , , )k k k k
κ κµ σ ς ηΘ =  

  ( | , )l YΘ ∆ Ω ) از  )( | , )kY℘Θ ∆ Θ خاص، در گام E، امید ریاضی 
Ωمحاسبه می شود: نسبت به  

(30)
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  یبرآوردها  توانیم  لی دل  نیمرتبط است. به هم  2دارد و عبارت دوم تنها با    یبستگ  و    ط به  عبارت فق  نیدر رابطه فوق اول
)اول    یگرفتن مشتقات جزئنظردست آورد. با در  به  شده را در مرحله  روزبه  یپارامترها )( | , )kY    نسبت به    بیترت  به    و

 داشت:  میدادن هر مقدار مشتق شده، خواهو با صفر قرار

(31)2 2

1 1

1 1,      
n n

i i
i i

u v
n n    

= =

= = −  

نت )  ی برآوردها  جهیدر  1)k


)2و    + 1)k


بهتو  + فوق  روابط  مسط  برادی آیدست  مشابه،  طور  به  تنظ  ی.  با  دوم،    میعبارت 
( ) 2( | , ) 0kY     )2برآورد  توانی، م = 1)k دست آورد:هب  ریرا به صورت ز +

(32)
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2( 1)k برآوردهاب  ی بستگ  + د    ی ه  که  نتدارد  جا   جه،یر  )2  ی نیگزیبا  1)k دوم    + عبارت  )در  )( | , )kY  درست تابع   یی نما، 
( )( | )kl   دی آیدست مبه  ریبه صورت ز :

(33)
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م  برآورد   تابع درسترساندبا حداکثر  توانیرا  به  یینمان  با بالا  آورد. سپس  رابطه      ینیگزیجا   دست  توان یم   2در 
دست آورد.به  را در مرحله  2برآورد 

 
 مدل پایه فرایند گاما  -3

فرا  [ 19]  دیعبدالحم ب  ندیابتدا  را  مف  کیه عنوان  گاما  از   شنهادیپ   و آسیب  بیتخر  ی ندهایفرا  سازیمدل  یبرا  دیمدل  استفاده  کرد. 
افزا  یجیتدر  بیکه آس  ی گاما، زمان  ندیفرآ و رشد ترک مناسب است   یخوردگ  ،یمانند خستگ  ابد،ییکاهش م  ای  شیبه طور همزمان 

آن ساده است.    یاضی ر  شیمحبوب است و نما  یکیزیف  ریتفس  کیبه عنوان    بیتخر  یسازمدل  یگاما برا  ندی. استفاده از فرا[21,  20]
.  ردیگیم در نظر نیز را بیتخر ندیفرا  یتنوع زمان ن،یعلاوه بر ا

 
 تخریب با فرایند پایا گاما سازی مدل -1-3
)اگر   )L t  0باشد، که در آن    بیو تخر  بیگسترش آس  ندیدهنده فرآنشانt   (0)  درلحظه صفر مقدار آن، و 0L ا  ،است  =   نیدر 
مستقل  ی رمنفیغ  شیافزا یدارا( 1)مذکور باشد: خواص  یاگر دارا کند یم یرویگاما پ  ندیاز فرآ بیتخر  ندیکه فرآ شودیرت گفته مصو

ا به  که    نیاست،  )معنا  ) ( ) ( )L t L t t L t = + )از    مستقل  − )L t  است( افزا  کی  یبرا(  2،  )  کنواختی  یشی تابع  )t،  ( )L t   از
)کند، به عبارتیا پیروی میتوریع گام  )( ) , ( )L t Ga t       که( ) ( ) ( )t t t t   = +   اسیو مق  شکلتابع    بیبه ترت  و     −

  :[ 22] شودر بیان میآن به صورت زی احتمال یتابع چگال . در این صورتگاما هستند عیتوز

(34)
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( ) ( )( ) exp( )    0
( )

t

L t t

y yf y y
t



  

 −

 = − 
 

 

: [ 22] بارتند ازع  بیگاما به ترت عیتوز  انسیوار و نیانگیم و
( )( ) ( )E L t t = )35( 

 

)30(

و  دارد  بستگی   κσ و   κµ به  فقط  عبارت  اولین  فوق  رابطه  در 
2ς مرتبط است. به همین دلیل می توان برآوردهای  عبارت دوم تنها با 
پارامترهای به روزشده را در مرحله M به  دست آورد. با درنظرگرفتن 
 κσ κµ و  ) به ترتیب نسبت به  )( | , )kY℘Θ ∆ Θ مشتقات جزئی اول 

و با صفر قراردادن هر مقدار مشتق شده، خواهیم داشت:

2 2

1 1

1 1,      
n n

i i
i i

u v
n nκ κ κµ σ µ

= =

= = −∑ ∑  )31(

فوق  روابط  توسط   2( 1)k
µσ

+ و   ( 1)k
µµ

+ برآوردهای  نتیجه  در 
تنظیم  با  دوم،  عبارت  برای  مشابه،  طور  به  می آید.  به دست 
)2 را به صورت  1)kσ + ، می توان برآورد  ( ) 2( | , ) 0kY ς∂℘ Θ ∆ Θ ∂ =

زیر به دست آورد:

2 2
2

1 1

( ) 21 n m
i ij ij i ij ij

i j ij

v x u x
mn

λ λ
ς

λ= =

∆ − ∆ +
= ∑∑  )32(

)2 بستگی به برآوردهای η دارد که در نتیجه، با جایگزینی  1)kς +

درست نمایی  تابع   ، ( )( | , )kY℘Θ ∆ Θ دوم  عبارت  در   2( 1)kς +

) به صورت زیر به دست می آید: )( | )kl η Θ

(30)
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  یبرآوردها  توانیم  لی دل  نیمرتبط است. به هم  2دارد و عبارت دوم تنها با    یبستگ  و    ط به  عبارت فق  نیدر رابطه فوق اول
)اول    یگرفتن مشتقات جزئنظردست آورد. با در  به  شده را در مرحله  روزبه  یپارامترها )( | , )kY    نسبت به    بیترت  به    و

 داشت:  میدادن هر مقدار مشتق شده، خواهو با صفر قرار

(31)2 2

1 1

1 1,      
n n

i i
i i

u v
n n    

= =

= = −  

نت )  ی برآوردها  جهیدر  1)k


)2و    + 1)k


بهتو  + فوق  روابط  مسط  برادی آیدست  مشابه،  طور  به  تنظ  ی.  با  دوم،    میعبارت 
( ) 2( | , ) 0kY     )2برآورد  توانی، م = 1)k دست آورد:هب  ریرا به صورت ز +

(32)
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2( 1)k برآوردهاب  ی بستگ  + د    ی ه  که  نتدارد  جا   جه،یر  )2  ی نیگزیبا  1)k دوم    + عبارت  )در  )( | , )kY  درست تابع   یی نما، 
( )( | )kl   دی آیدست مبه  ریبه صورت ز :

(33)
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م  برآورد   تابع درسترساندبا حداکثر  توانیرا  به  یینمان  با بالا  آورد. سپس  رابطه      ینیگزیجا   دست  توان یم   2در 
دست آورد.به  را در مرحله  2برآورد 

 
 مدل پایه فرایند گاما  -3

فرا  [ 19]  دیعبدالحم ب  ندیابتدا  را  مف  کیه عنوان  گاما  از   شنهادیپ   و آسیب  بیتخر  ی ندهایفرا  سازیمدل  یبرا  دیمدل  استفاده  کرد. 
افزا  یجیتدر  بیکه آس  ی گاما، زمان  ندیفرآ و رشد ترک مناسب است   یخوردگ  ،یمانند خستگ  ابد،ییکاهش م  ای  شیبه طور همزمان 

آن ساده است.    یاضی ر  شیمحبوب است و نما  یکیزیف  ریتفس  کیبه عنوان    بیتخر  یسازمدل  یگاما برا  ندی. استفاده از فرا[21,  20]
.  ردیگیم در نظر نیز را بیتخر ندیفرا  یتنوع زمان ن،یعلاوه بر ا

 
 تخریب با فرایند پایا گاما سازی مدل -1-3
)اگر   )L t  0باشد، که در آن    بیو تخر  بیگسترش آس  ندیدهنده فرآنشانt   (0)  درلحظه صفر مقدار آن، و 0L ا  ،است  =   نیدر 
مستقل  ی رمنفیغ  شیافزا یدارا( 1)مذکور باشد: خواص  یاگر دارا کند یم یرویگاما پ  ندیاز فرآ بیتخر  ندیکه فرآ شودیرت گفته مصو

ا به  که    نیاست،  )معنا  ) ( ) ( )L t L t t L t = + )از    مستقل  − )L t  است( افزا  کی  یبرا(  2،  )  کنواختی  یشی تابع  )t،  ( )L t   از
)کند، به عبارتیا پیروی میتوریع گام  )( ) , ( )L t Ga t       که( ) ( ) ( )t t t t   = +   اسیو مق  شکلتابع    بیبه ترت  و     −

  :[ 22] شودر بیان میآن به صورت زی احتمال یتابع چگال . در این صورتگاما هستند عیتوز

(34)
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( ) 1

( ) ( )( ) exp( )    0
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: [ 22] بارتند ازع  بیگاما به ترت عیتوز  انسیوار و نیانگیم و
( )( ) ( )E L t t = )35( 

 )33(

برآورد η (k + 1) را می توان با حداکثررساندن تابع درست نمایی بالا 
2ς می توان برآورد  به دست آورد. سپس با جایگزینی η (k + 1) در رابطه 

2ς را در مرحله k + 1 به دست آورد.

3- مدل پایه فرایند گاما
مفید  مدل  یک  عنوان  به  را  گاما  فرایند  ابتدا   ]19[ عبدالحمید 
استفاده  کرد.  پیشنهاد  آسیب  و  تخریب  فرایندهای  مدل سازی  برای 
از فرآیند گاما، زمانی که آسیب تدریجی به طور همزمان افزایش یا 
کاهش می یابد، مانند خستگی، خوردگی و رشد ترک مناسب است 
]20, 21[. استفاده از فرایند گاما برای مدل سازی تخریب به عنوان 
است.  ساده  آن  ریاضی  نمایش  و  است  محبوب  فیزیکی  تفسیر  یک 

علاوه بر این، تنوع زمانی فرایند تخریب را نیز در نظر می گیرد. 

3-1- مدل سازی تخریب با فرایند پایا گاما
باشد،  تخریب  و  آسیب  گسترش  فرآیند  نشان دهنده   ( )L t اگر 
در  است،   (0) 0L = آن  مقدار  صفر  درلحظه  و   ، 0t > آن  در  که 
پیروی  گاما  فرآیند  از  تخریب  فرآیند  که  می شود  گفته  صورت  این 
افزایش غیرمنفی  دارای  باشد: )1(  دارای خواص مذکور  اگر  می کند 
) مستقل  ) ( ) ( )L t L t t L t∆ = + ∆ − که  معنا  این  به  است،  مستقل 
 ( )L t∆  ، ( )tη ) است، )2( برای یک تابع افزایشی یکنواخت  )L t از 
) که   )( ) , ( )L t Ga tβ η∆ ∆ از توریع گاما پیروی می کند، به عبارتی
مقیاس  و  شکل  تابع  ترتیب  به   β و    ( ) ( ) ( )t t t tη η η∆ = + ∆ −

توزیع گاما هستند. در این صورت تابع چگالی احتمال آن به صورت 
زیر بیان می شود ]22[: 

( )
( ) 1

( ) ( )( ) exp( )    0
( )

t

L t t

y yf y y
t

η

η ββ η

∆ −

∆ ∆= − >
Γ ∆

 )34(

و میانگین و واریانس توزیع گاما به ترتیب عبارتند از ]22[:

( )( ) ( )E L t tη β=                                                     
)35(

 
( ) 2( ) ( )Var L t tη β=

طبق تعریف )رابطه )4((، طول عمر T برابر است با:

{ }inf | ( )T t L t ω= ≥  )36(

توزیع  تابع  می یابد،  t افزایش  زمان  با  ) موکداً  )L t که آنجا  از 
تجمعی T  را می توان به صورت زیر بیان کرد:

( )
( )
( ),

( ) ( ) ( ( ) )
( )T

t
F t P T t P L t

t
η ω β

ω
η

Γ
= ≤ = ≥ =

Γ
 )37(



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 4، سال 1400، صفحه 2271 تا 2286

2279

که

( ) 1,
x

a

z
a z x e dx

−∞ −Γ = ∫  )38(

3-2- استنتاج آماری
n نمونه بررسی شده و  برای  فرض کنید که فرایندهای تخریب 
) میزان آسیب نمونه i ام  )i jL t  ،) 1,..., mt t در m تعداد بازرسی ها )

 [9] متر(یلیترک )م یهاع اندازهیتوز:  1 جدول

Table 1. Distribution of crack sizes (mm) 

  سیکل نمونه
01111 00111 01111 00111 01111 00111 01111 

0 01/01 10/01 00/01 11/01 00/01 10/00 30/00 
0 30/01 01/01 10/01 03/01 11/00 10/00 30/00 
0 00/01 00/01 10/01 30/00 11/00 11/00 10/00 
0 00/01 10/01 31/01 30/00 00/00 01/00 10/00 
0 01/01 33/01 01/01 00/00 00/00 01/00 10/00 
0 10/01 00/01 00/01 00/00 10/00 00/00 00/00 
3 01/01 11/01 10/01 00/00 10/00 00/00 00/00 
1 00/01 11/01 00/01 10/01 01/01 11/01 03/00 
1 00/01 00/01 00/00 00/00 01/00 00/00 10/03 
01 30/01 10/01 00/01 30/01 01/01 11/01 00/00 
00 11/01 01/01 11/01 00/01 10/01 00/00 00/00 
00 01/01 10/01 30/01 10/00 10/00 10/00 00/03 
00 00/01 00/01 10/01 01/01 00/00 30/00 00/00 
00 00/01 10/01 03/01 00/00 11/00 11/00 01/00 
00 01/01 11/01 00/01 10/01 01/01 10/00 01/00 
00 10/01 30/01 03/01 01/00 03/00 00/00 00/00 
03 10/01 00/01 00/01 03/00 10/00 10/00 00/00 
01 10/01 00/01 01/01 00/00 11/00 10/00 00/00 
01 11/01 03/01 11/01 00/01 00/00 11/00 31/00 
01 30/01 13/01 01/01 10/01 00/01 10/01 00/00 
00 10/01 00/01 00/01 11/01 10/00 10/00 00/00 
00 33/01 01/01 00/01 01/01 00/01 03/00 11/00 
00 10/01 00/01 13/01 31/01 01/00 00/00 00/00 
00 30/01 00/01 03/01 03/01 30/01 00/00 01/00 
00 10/01 00/01 01/01 01/00 00/00 00/00 11/00 
00 00/01 10/01 10/01 13/00 00/00 13/00 00/03 
03 10/01 00/01 10/01 01/01 01/00 10/00 00/00 
01 10/01 00/01 13/01 00/01 10/01 03/00 01/00 
01 10/01 33/01 01/01 03/00 01/00 00/00 03/00 
01 01/01 11/01 10/00 11/00 01/00 00/00 01/01 

 

  

جدول 1. توزیع اندازه های ترک )میلی متر( ]9[
Table 1. Distribution of crack sizes (mm)
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 θ 1. اگر  j m≤ ≤ 1 و   i n≤ ≤ در زمان tj را نشان می دهد، که  
 1( ) ( )ij i j i jY L t L t −= − یک مدل بردار پارامتر مجهول باشد، آنگاه 
فرایند  برای  تابع درست نمایی  )1 سپس،  ) ( ) ( )j j jt t tη η η −∆ = − و 

گاما، به صورت زیر بیان شود:

( )
( ) 1

( )
1 1

( ) exp
( )

j

j

tn m
ij ij

t
i j j

y y
l

t

η

ηθ
βη β

∆ −

∆
= =

 
= − 

Γ ∆  
∏∏  )39(

Λ (t) 4- تعیین
پیش بینی  و  مدل سازی  برای  فوق  مدل های  از  استفاده  برای 
از  فوق  مدل های  در  موجود  پارامترهای  باید  تخریب  و  آسیب  رشد 
تجربی  نتایج  و  آزمون ها  از  حاصل  داده های  تحلیل  و  تجزیه  طریق 
فیزیک خرابی  یا  قبلی  دانش  اساس  بر  باید،  ابتدا  در  محاسبه شود. 
بررسی  در  مثال  برای  شود.  تعیین   Λ(t) برای  پارامتریک  فرم  یک 
گسترش ترک ناشی از خستگی، تجربه نشان می دهد که رشد ترک 
تابعی از زمان استفاده t است. ولی اگر هیچ اطلاعاتی از قبل در مورد 
Λ(t) وجود نداشته باشد، باید از حد میانگین نمونه های تست برای 

به دست آوردن تخمین میانگین مسیر خرابی استفاده نمود.

5- آنالیز عددی
وو و نی ]9[ آزمایشی برای بررسی رشد ترک خستگی برای قطعاتی 
از جنس آلومینیوم T351-2024 انجام دادند. در این آزمایش، 30 
نمونه با طول ترک اولیه تحت آزمون خستگی قرار می گیرند. افزایش 
طول ترک هر نمونه پس از 10000 سیکل اول اندازه گیری و سپس، 
پس از هر 5000 سیکل تا 40000 سیکل اندازه گیری شد که داده های 
این آزمایش ها در جدول 1 ارائه شده است. در مقاله حاضر از داده های 
تجربی آن ها استفاده شده و 28 نمونه برای برآورد پارامترهای مدل و 
از دو نمونه )نمونه های 7 و 27( که به صورت تصادفی انتخاب شده اند 
)فرض شده است که فقط 28 نمونه وجود دارد و دو نمونه دیگر صرفاً 
برای صحت پیش بینی مدل استفاده شده است( برای بررسی صحت 
و درستی مدل پیشنهادی استفاده می شود. مقادیر و اندازه ترک در 

نمونه های مختلف در شکل 1 نشان داده شده است.
فرایند  شبیه سازی  برای  استفاده شده  شکست  ارزیابی  الگوریتم 
تخریب در شکل 2 نشان داده شده است. در این مطالعه عملکرد مدل 
پایه وینر، مدل وینر باخطای اندازه گیری، مدل پایه با اثرات تصادفی و 

همچنین مدل پایه گاما با یکدیگر مقایسه خواهند شد و پارامترهای 
استفاده شده در هر یک از این مدل ها در جدول 2 آورده شده است. 

 
Fig. 1. Fatigue crack growth paths of 28 testing units 

 یشینمونه آزما 28از  یترک خستگ رشد یرهایمس:  1 شکل 

  

شکل 1. مسیرهای رشد ترک خستگی از 28 نمونه آزمایشی
Fig. 1. Fatigue crack growth paths of 28 testing units

 
Fig. 2. Flowchart of failure evaluation with degradation process 

 الگوریتم ارزیابی شکست با استفاده از فرایندهای تخریب 2 شکل 

 

  

شکل 2. الگوریتم ارزیابی شکست با استفاده از فرایندهای تخریب
Fig. 2. Flowchart of failure evaluation with degradation 

process
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 با توجه به این که فرآیند رشد ترک مشابه روابط توانی است و فرم 
کلی نمایی است، می توان تابع Λ(t) را به صورت tb درنظر گرفت که 
. در نتیجه با قراردادن آن در توابع چگالی احتمال و استفاده  bη =

شد،  ذکر  قبل  قسمت  در  که  درست نمایی  بیشینه  تخمین  روش  از 
پارامترهای محاسبه شده به صورت جدول 3 است:

این  در  فوق،  مدل های  بین  از  مدل  مناسب ترین  انتخاب  برای 
مطالعه از معیار اطلاعات آکایک که به شرح زیر است، استفاده می شود:

( )2 2AIC L PS= − +  )40(

P تعداد پارامترها و ) مقدار لگاریتم تابع درست نمایی،  )L S که 
S تعداد مشاهدات می باشد. معیار فوق بیانگر سازگاری داده ها با مدل 

است و مدلی بهتر است که کمترین مقدار AIC را داشته باشد. بدین 
منظور برای داده های شکست این معیار برای مدل های متفاوت برآورد 
و مقایسه می شوند. جدول 3 بیانگر معیارهای آکایک برای مدل های 

مورد مطالعه براساس داده های موجود است. همان طور که در جدول 
3 نشان داده شده، در کل مدل وینر فرآیند رشد ترک خستگی را بهتر 
از مدل گاما مدل سازی می کند. در بین مدل های وینر، مدل با خطای 
با  وینر  مدل  در  است.  سازگار  بهتر  موجود  داده های  با  اندازه گیری، 
خطای اندازه گیری اثرات تصادفی هم درنظر گرفته شده است که این 
مدل نسبت به مدل وینر با اثرات تصادفی نتایج بهتری را ارائه می کند. 
میانگین مسیر و مقادیر رشد ترک برای نمونه های تجربی با مسیرهای 

تخمین زده شده توسط مدل های مذکور در شکل 3 ارائه شده است.
 ،Λ(t) تابع  نمایی  رابطه  توان  قانون  بررسی صحت فرضیه  برای 
می بایست مقیاس زمانی آزمایش به tb تبدیل شود. همان طور که در 
شکل 4 نشان داده شده میزان تخریب مشاهده شده در مقیاس زمانی 
ترسیم  آسیب  برای  تخمین زده شده  مسیرهای  با  همراه  تبدیل شده 
شده است. همچنین مسیر متوسط نمونه و مسیر متوسط برآوردشده 
براساس مدل فرآیند وینر، در مقیاس زمانی تبدیل شده ترسیم شده 

 های تخریب مدل پارامترهای:  2 جدول

Table 2. Parameters of degradation models  
 انحراف معیار میانگین نوع توزیع پارامتر

 - - ثابت (h) آستانه شکست مدل پایه
 - - ثابت (میانگین مدل پایه)

 - - ثابت (پذیری مدل پایه )نوسان
 - - ثابت (مقیاس )
 صفر نرمال (گیری )خطای اندازه  

h  نرمال (eh) گیریاندازهآستانه شکست مدل با خطای   
 نرمال (گیری)میانگین مدل با خطای اندازه    
 - - ثابت (ثابت اثرات تصادفی )
 نرمال (معکوس میانگین )    

 - - ثابت (پارامتر ثابت زمانی )
 

  

جدول 2. پارامترهای مدل های تخریب 
Table 2. Parameters of degradation models

 رشد ترک یهاداده یبرا پیشنهادیمدل  4نمایی بیشینه از تخمین درست:  3 جدول

Table 3. MLEs of 4 different Wiener process models for the crack growth data 
  کیاطلاعات آکا اریمع نمایی بیشینهتخمین درست مدل

 پایه وینر  1/1001,   1/1031 ,  0/0 00/010  
 پایه گاما   01/00,  0/03 03/001  

 گیریوینر با خطای اندازه  01/31,  00/00 ,   1/1010,   0/00   00-01,   0/00 00/00-  
 وینر با اثرات تصادفی   00/00,   01/10,   0/03,  0/00 11/0-  

 

  

جدول 3. تخمین درست نمایی بیشینه از 4 مدل پیشنهادی برای داده های رشد ترک
Table 3. MLEs of 4 different Wiener process models for the crack growth data
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است. شکل  4 نشان می دهد که مقادیر مشاهدات تحت مقیاس زمانی 
تبدیل شده تقریبا خطی هستند، لذا فرض در نظر گرفته شده مبتنی 

بر قانون توان تقریبا مناسب است. 
از دو  برای صحه گذاری مدل حاصله  بیان شد  قبلًا  همانطور که 
نمونه  7 و 27 برای پیش بینی و تقریب مسیر تخریب توسط فرایند 
مدل  این  از  حاصل  نتایج  می شود.  استفاده  تصادفی  اثرات  با  وینر 

 
Fig. 3. Estimated mean paths based on fatigue crack growth 

 رشد ترک خستگی  بینی شده  میانگین مسیرهای پیش :  3 شکل 

  

 
Fig. 4. Estimated paths under the transformed time scale 

 شده لیتبد یاس زمانیشده در مقزدهنیر تخمیمس:  4 شکل 

  

میزان رشد  و  مقایسه شده  تجربی در جدول 4  داده های  با  تخریب 
ترک پیش بینی شده نیز در در شکل 5 نشان داده شده است. همان طور 
که مشاهده می شود، مسیر تخمین زده شده نسبت به داده های تجربی 
دارای اختلاف اندکی است و ماکزیمم خطا 2/2 درصد است. در این 
حالت سیکل بارگذاری و میزان ترک در یک نمونه به عنوان ورودی 

داده شده و مقادیر اندازه ترک در زمان های آتی محاسبه شده است.
زمان  تجربی  تجمعی2  توزیع  تابع  برازش1  نیکویی  آزمون  برای 
شکست از روش کاپلان _ ما یر3  استفاده می شود. اگر گسترش ترک 
ناشی از خستگی از فرآیند وینر پیروی کند، همان طور که قبلا گفته 
شده است، زمان شکست )زمان اولین ضربه برای تعریف عمر سیستم 
از  مطالعه  این  در  که  می کند  پیروی  معکوس  گاوسی  توزیع  از   )h
اثرات  با  وینر  مدل  است.  شده  استفاده   h =  20/5 آستانه  مقدار 
روش  با  محاسبه شده  شکست  احتمال  به  مربوط  مقادیر  و  تصادفی 
کاپلان _ مایر )مبتنی بر داده های آزمایشات( در شکل 6 نشان داده 
شده است. همان طور که در شکل دیده می شود در 5 هزار سیکل آخر 
که به شکست نمونه نزدیک می شود مدل وینر پایه با داده های تجربی 
اختلاف بیشتری دارد، در حالی که در شکل 7 اختلاف بین مدل وینر 
با خطای اندازه گیری و داده های حاصل از کاپلان _ مایر کم است که 
با داده های خستگی نمونه مذکور سازگاری  این مدل  نشان می دهد 

بهتری دارد.

6- نتیجه گیری
بار  تحت  آلومینیومی  نمونه  یک  قابلیت اطمینان  مقاله،  این  در 
خستگی با استفاده از فرایند های تخریب بررسی شده است. فرایندهای 
با   وینر  از  مقاله  این  در  که  است  زیادی  مدل های  دارای  تخریب 
خطاهای اندازه گیری و اثرات تصادفی و فرایند گاما پایه استفاده شده 
است. در هر یک از فرایندها عبارات فرم بسته تابع چگالی احتمال عمر 
و تابع قابلیت اطمینان نیز به طور دقیق آورده شده است و پارامترهای 
مجهول فرآیند نیز در استنتاج آماری، با استفاده از روش های مختلفی 
برآورد شده اند. سپس  بیشینه کردن  ریاضی-  امید  الگوریتم  از جمله 
رشد  داده های  تحلیل  و  تجزیه  برای  را  مذکور  مدل های  از  یک  هر 
ترک خستگی که در آن نمونه ها تحت شرایط مشابه آزمایش شده اند، 

1  Goodness of fit
2  Cumulative distribution function (cdf)
3  Kaplan-Meier

شکل 3. میانگین مسیرهای پیش بینی شده رشد ترک خستگی
Fig. 3. Estimated mean paths based on fatigue crack 

growth

شکل 4. مسیر تخمین زده شده در مقیاس زمانی تبدیل شده
Fig. 4. Estimated paths under the transformed time scale
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با یکدیگر  از فرایندهای تخریب  بکار برده و نتایج حاصل از هر یک 
مقایسه شده است. نتایج نشان می دهد که از میان فرایند وینر و گاما، 
مدل وینر، فرآیند رشد ترک خستگی را بهتر از مدل گاما مدل سازی 
می کند و در بین مدل های مختلف وینر، مدل با خطای اندازه گیری، با 
داده های موجود بهتر سازگار است. در مدل وینر با خطای اندازه گیری 
اثرات تصادفی هم درنظر گرفته شده است، بنابراین این مدل نسبت 
به مدل وینر با اثرات تصادفی نتایج بهتری را هم دارا است. فرایندهای 
تخریب دارای مدل های دیگری غیر از آن چه که در این مطالعه بررسی 
شد، نیز هست. همچنین خود این مدل ها هم داری دسته بندی های 

 27و  7تقریب مسیر تخریب برای دو نمونه آزمایشی :  4 جدول

Table 4. Estimation of fatigue crack growth path of 2 testing units 7 and 27 

 سیکل نمونه
 01111 00111 01111 00111 01111 00111 01111 

3 
 00/00 00/00 10/00 00/00 10/01 11/01 01/01 تجربی

 11/00 01/00 00/00 00/00 01/01 01/01 01/01 فرایند وینر
 01/0 11/1 00/0 00/0 01/0 10/0 10/1 اختلاف )%(

03 
 00/00 10/00 01/00 01/01 10/01 00/01 10/01 تجربی

 00/00 01/00 10/00 01/01 03/01 00/01 00/01 فرایند وینر
 33/0 33/1 10/0 01/0 01/0 10/0 11/1 اختلاف )%(

 

جدول 4. تقریب مسیر تخریب برای دو نمونه آزمایشی 7 و 27
Table 4. Estimation of fatigue crack growth path of 2 testing units 7 and 27

 
Fig. 5. Comparison between the estimated path and experimental data of units 7 and 27 

 27و  7های تجربی نمونه های با دادهشده زدهنیر تخمیمس: مقایسه  5 شکل 

  

شکل 5. مقایسه مسیر تخمین زده شده با داده های تجربی نمونه های 7 و 
27

Fig. 5. Comparison between the estimated path and 
experimental data of units 7 and 27

 
Fig. 6. Comparison between the estimated failure time distributions using the Wiener basic model and the 

empirical distribution with the 95% confidence band 

 ٪95نان یبا اطم یع تجربیو توز پایه  شده با استفاده از مدل وینرزدهنیع زمان شکست تخمین توزیسه بیمقا:  6 شکل 

  

از  استفاده  با  تخمین زده شده  شکست  زمان  توزیع  بین  مقایسه   .6 شکل 
مدل وینر پایه و توزیع تجربی با اطمینان ٪95

Fig. 6. Comparison between the estimated failure time 
distributions using the Wiener basic model and the 

empirical distribution with the 95% confidence band

 
Fig. 7. Comparison between the estimated failure time distributions using the Wiener model with 

measurement errors and the empirical distribution with the 95% confidence band 

 ٪ 95نان یبا اطم یتجربع یو توز گیریبا خطای اندازه با استفاده از مدل وینرشده زدهنیتخم زمان شکستع ین توزیسه بیمقا:  7 شکل 

 

از  استفاده  با  تخمین زده شده  شکست  زمان  توزیع  بین  مقایسه   .7 شکل 
مدل وینر با خطای اندازه گیری و توزیع تجربی با اطمینان ٪95

Fig. 7. Comparison between the estimated failure time 
distributions using the Wiener model with measurement 
errors and the empirical distribution with the 95% 

confidence band
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متفاوت و زیادی هستند.  بنابراین برای بررسی بیشتر می توان مطالعه 
معکوس  عمومی،  مسیر  همچون  روش هایی  از  استفاده  با  را  مشابه 
بررسی کرد. همچنین  این مطالعه  نتایج  با  و  داد  انجام   ... و  گاوسی 
استفاده از تکنیک های یادگیری ماشین نظیر ماشین بردار پشتیبان 

و شبکه عصبی برای مدل سازی و بررسی نتایج آن توصیه می شود.
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