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ABSTRACT:  For the first time, vibrations of the axially graded Rayleigh moving beams are studied. It is 
supposed that the material characteristics of the system change linearly or exponentially in a longitudinal 
direction continuously. By using the Galerkin method and eigenvalue problem, the natural frequencies 
and divergence of the system are computed numerically. Also, the analytical relations are extracted for 
the critical velocity of the system. Essential contours of velocity and stability maps are investigated 
for different distributions of material. As indicated, exponential and linear changes lead to more stable 
operation in the variable state of density and elastic modulus, respectively. Also, the results showed that 
increasing the elastic modulus gradient parameter or decreasing the density gradient parameter results 
in an increase in the natural frequency of the system and a development in stability. Hence, alteration 
in the density and elastic modulus gradient parameters has a different role in the dynamic behavior 
of the system. The results of this study can be useful for designing and optimizing high-speed non-
homogeneous axial movable structures. 
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1. 1. INTRODUCTION
Axial moving beams are widely used in various engineering 

industries. Therefore, numerous researchers have addressed 
the dynamic modeling and vibrational characteristics of 
these structures and have discussed the dynamic behavior 
of these structures from multiple aspects [1, 2]. In all of the 
available articles, the materials used in the structures were 
homogeneous. In recent years, engineers have improved 
the mechanical behavior of moving dynamics systems by 
enhancing material properties. To avoid possible structural 
limitations, the researchers introduced functionally graded 
materials, made from one surface to another by continuous 
and soft changes of two or more constituents [3-5]. 

According to the authors’  knowledge, in all studies 
on axially graded beams, it has been assumed that the 
configuration of the system materials changes along with the 
thickness while studying the dynamic behavior of the graded 
beams despite the importance of grading the material properties 
in the axial direction. In this regard, the dynamical analysis 
and stability improvement of two-axis Rayleigh moving 
beams have been studied comprehensively, numerically, and 
analytically by applying axial graded materials. The effect 
of several vital parameters, such as axial grading, rotational 
inertia, and beam velocity on the dynamical properties of 
the axial propulsion systems are explained. The features of 
the materials change in longitudinal direction based on two 
linear and exponential profiles. The dynamical equation of 
the system is derived based on Hamilton’s law and compared 

with the equations in the literature. In the following, the 
reduced-order equation is obtained by the Galerkin method, 
and the eigenvalue problem is applied. Then, instability zones 
are identified for the axial moving axial beam [6, 7].

2. 2. METHODOLOGY
It is assumed that the beam or boundary conditions of 

simple supports at a constant axial velocity V move in the 
longitudinal direction and are under P axial pressure. The 
length, cross-sectional area, and moment of inertia of the 
beam are indicated by L, A, and I, respectively. The kinetic 
energies and potential of the system are expressed in Eqs. 
(1-2) [8-13]:
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where w (x, t) is the transverse beam. According to 
Hamilton’s principle, it can be written: 
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By placing Eqs. (1-2) into Eq. (3), we will have:
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The discretization of the system equation, the transverse 
beam displacement is given by Eq. (5): 
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where qr is the generalized dimensional coordinate, n is 
the number of essential functions, φr is the acceptable mode 
for the transverse displacement of the system.
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Axial moving beams are widely used in various 
engineering industries. Therefore, numerous researchers 
have addressed the dynamic modeling and vibrational 
characteristics of these structures and have discussed the 
dynamic behavior of these structures from multiple 
aspects [1, 2]. In all of the available articles, the materials 
used in the structures were homogeneous. In recent years, 
engineers have improved the mechanical behavior of 
moving dynamics systems by enhancing material 
properties. To avoid possible structural limitations, the 
researchers introduced functionally graded materials, 
made from one surface to another by continuous and soft 
changes of two or more constituents [3-5].  

According to the authors' information knowledge, in 
all studies on axially graded beams, it has been assumed 
that the configuration of the system materials changes 
along with the thickness while studying the dynamic 
behavior of the graded beams despite the importance of 
grading the material properties in the axial direction. No 
technical reports. In this regard, the dynamical analysis 
and stability improvement of two-axis Rayleigh moving 
beams have been studied comprehensively, numerically, 
and analytically by applying axial graded materials. The 
effect of several vital parameters, such as axial grading, 
rotational inertia, and beam velocity on the dynamical 
properties of the axial propulsion systems are explained. 
The features of the materials change in longitudinal 
direction based on two linear and exponential profiles. 
The dynamical equation of the system is derived based 
on Hamilton's law and compared with the equations in 
the literature. In the following, the reduced-order 
equation is obtained by the Galerkin method, and the 
eigenvalue problem is applied. Then, instability zones are 
identified for the axial moving axial beam [6, 7]. 
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The discretization of the system equation, the 
transverse beam displacement is given by Equation Eq. 
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where qr is the generalized dimensional coordinate, n  
is the number of essential functions, φr  is the acceptable 
mode for the transverse displacement of the system. 
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where q is the generalized coordinate vector, M is the 
matrix of mass, C is the damping matrix, and K is the 
stiffness matrix of the system.  

 3. Results and Discussion  

To better understand the dynamical behavior of the 
system, the time response of the first generalized 
coordinate system at different speeds is shown in Fig. 1. 
Initial system conditions, the static displacement of the 
unit is assumed to be zero for the first mode. As the speed 
increases, the transverse stiffness of the system decreases 
due to centrifugal effects. The real base frequency 
becomes zero, resulting in a buckling order. In this case, 
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where q is the generalized coordinate vector, M is the 
matrix of mass, C is the damping matrix, and K is the stiffness 
matrix of the system. 

3. 3. RESULTS AND DISCUSSION 
To better understand the dynamical behavior of the 

system, the time response of the first generalized coordinate 
system at different speeds is shown in Fig. 1. Initial system 
conditions, the static displacement of the unit is assumed 
to be zero for the first mode. As the speed increases, the 
transverse stiffness of the system decreases due to centrifugal 
effects. The real base frequency becomes zero, resulting in 
a buckling order. In this case, the dynamic response of the 
system without oscillation grows more durable over time, 
and the system becomes statically unstable. By increasing the 
velocity at v = 4, the imaginary part becomes zero, and the 
beam achieves its stability. As the speed increases at v = 5, the 
actual portion of the frequency increases, while the imaginary 
part of the system’s natural frequency becomes negative, 
thereby amplifying the system’s amplitude exponentially 
with time. Unlike the divergence instability, where there is no 
oscillation. Therefore, the magnitude of the system increases 
significantly with time. As a result, flutter instability is more 
dangerous than divergence instability for axial moving 
beams. In practice, for flutter speeds, any transverse motion 
results in dynamic ups and downs in the system [14, 15].

4. 4. CONCLUSIONS
The structural dynamics and possible vibrational 

instabilities of the axially-graded moving beams have been 
studied numerically and analytically. The distribution of 
material properties of the system in a longitudinal direction is 
considered linear and exponential. By applying the Galerkin 
discretization method and the problem of eigenvalues, 
natural frequencies, dynamic response and flutter, and diurnal 
instability ranges of the system based on the combined 
effects of beam velocity, dimensional bending stiffness, 
density gradient, and modulus parameters. Mathematical 
closed-form expressions are obtained for the critical speed 
of the system. Stability maps and 2D contour diagrams of 
critical velocity are plotted in terms of axial grading and 

dimensionless bending rigidity parameters for the Rayleigh 
and Euler-Bernoulli beams.
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مطالعه تأثیر گراديان طولی مواد بر ارتعاشات سیستم‌های متحرک محوری

علی فروغی، مهران صفرپور، اکبر علی بیگلو*

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه تربیت مدرس، تهران، ایران

خلاصه: برای اولین بار، ارتعاشات و پايداري تيرهاي رايلي متحرک مدرج محوري با هدف بهبود کارايي سيستم‌هاي 
متحرک عبوري مطالعه شده است. همچنين، يک مطالعه مقايسه‌اي مفصل براي روشن‌کردن اثر پارامترهاي مختلف 
مانند درجه‌بندي محوري مواد و اينرسي دوراني بر مرزهاي پايداري تيرهاي رايلي و اويلر- برنولي انجام شده است. 
فرض شده است که مشخصات مادي سيستم به‌طور پيوسته در راستاي طولي به‌صورت خطي يا نمايي تغيير مي‌کنند. 
پيکربندي  طبيعي،  فرکانس‌هاي  تا  شده‌اند  به‌کاربرده  ويژه  مقدار  مسئله  همچنین  و  گالرکين  گسسته‌سازي  روش 
سرعت  براي  تحليلي  روابط  همچنين  شوند.  محاسبه  سيستم  دايورژانس  و  فلاتر  ناپايداري  آستانه‌هاي  ديناميکي، 
بحراني سيستم به‌دست‌آمده‌اند. نقشه‌هاي پايداري و کانتورهاي سرعت بحراني برحسب توزيع‌هاي مختلف مورد آزمون 
قرارگفته‌اند. ضمنا نشان داده شد که در حالت چگالي و مدول الاستيک متغير، به ترتيب تغييرات نمايي و خطي 
منجر به سيستم پايدارتر مي‌شوند. همچنين نتايج نشان دادند که کاهش پارامتر گراديان چگالي و يا افزايش پارامتر 
را گسترش مي‌دهد،  پايداري  و محدوده‌هاي  افزايش مي‌دهد  را  فرکانس طبيعي سيستم  الاستيک،  گراديان مدول 
بنابراين تغييرات پارامترهاي گراديان چگالي و مدول الاستيک، نقش‌هاي متضاد در رفتار ديناميکي سيستم دارند. 
نتایج پژوهش حاضر برای طراحی و بهینه‌سازی سازه‌های متحرک محوری غیرهمگن سرعت بالا می‌تواند مفید باشد. 
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1- مقدمه
مهندسي  صنايع  در  گسترده  به‌صورت  محوري  متحرک  تيرهاي 
بي‌شماري  محققين  ازاين‌رو  می‌گیرند.  قرار  استفاده  مورد  مختلف 
سازه‌ها  اين  ارتعاشاتي  مشخصه‌سازی  و  ديناميکي  مدل‌سازی  به 
گوناگون  جنبه‌هاي  از  را  سازه‌ها  اين  ديناميکي  رفتار  و  پرداخته‌اند 
بحث کرده‌اند. در اين راستا، بر اساس تئوري تير اويلر برنولي، ويکرت 
و  تحليل کرد  را  عبوري تحت‌فشار  تيرهاي  ارتعاشات غيرخطي   ]1[
اثرات کشش اوليه و سفتي خمشي را بر ارتعاشات آزاد توضيح داد. 
متحرک  تيرهاي  اجباري  غيرخطي  ديناميک   ،]2[ امابيلي  و  قايش 
و  ماندگار  پاسخ حالت  و  به ‌صورت عددي مطالعه کردند  را  محوري 

انشعاب سيستم را استخراج کردند. چن و يانگ ]3[، پايداري  نقاط 
پارامتريک تيرهاي ويسکوالاستيک متحرک محوري با سرعت محوري 
نوساني و تکيه‌گاه‌هاي هيبريدي را مطالعه کردند. در مقاله‌ي ذکرشده، 
فرکانس‌هاي طبيعي، توابع مودال و سرعت بحراني به ازاي پارامترهاي 
مکانيزم   ]4[ پاکدميرلي  و  از  شده‌اند.  تعيين  مختلف  سيستمي 
ديناميکي تيرهاي متحرک محوري با سرعت وابسته به زمان را مطالعه 
کردند. آن‌ها نشان دادند که تغييرات دامنه سرعت منجر به گسترش 
تيرهاي  پايداري  و شرايط  ارتعاشاتي  رفتار  پايداري مي‌شوند.  نواحي 
ويسکوالاستيک شتابي محوري توسط چن و همکاران ]5[ بررسي شد. 
آن‌ها کشف کردند که در رزونانس زيرهارمونيک اول، کاهش تنش و 
ناپايداري  آستانه  بر  يکساني  اثرات  محوري  متوسط  سرعت  افزايش 
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سيستم دارند. در اين زمينه مطالعات محدودي نيز بر اساس تئوري 
چانگ  و  ژو  به‌عنوان‌مثال،  است.  شده  انجام  تيموشنکو  و  رايلي  تير 
محوري  متحرک  چرخان  رايلي  تيرهاي  پايداري  و  ارتعاشات   ]6[
بررسي  را  سيستم  ژيروسکوپي  ويژگي‌هاي  آن‌ها  کردند.  مطالعه  را 
کردند و فهميدند که با افزايش اينرسي دوراني تير، پايداري سيستم 
کاهش ميي‌ابد. دهرويه- سمناني و همکاران ]7[ مشخصات ارتعاشي 
تيموشنکو  تير  تئوري  اساس  بر  را  محوري  متحرک  ميکروتيرهاي 
بررسي کردند. از نتايج آن‌ها مي‌توان به فرکانس‌هاي وابسته به اندازه 
و  ازاي شرايط مرزي دوسر مفصل  به  بحراني سيستم  و سرعت‌هاي 
ارتعاشات  و  رزونانس  ناپايداري،  از  جلوگيري  رسيد.  دوسرگيردار 
از ملزومات اساسي در طراحي‌هاي مهندسي سيستم‌هاي  ناخواسته، 
ارتعاشات  کاهش  براي  مهندسين  تاکنون  است.  محوري  متحرک 
ارتعاشاتي  کنترل  روش‌هاي  محوري،  متحرک  سيستم‌هاي  اضافي 
فعال و غيرفعال مختلفي پيشنهاد داده‌اند. به‌عنوان‌مثال لي و همکاران 
با  را  نوارهاي متحرک محوري  ارتعاشات غيرخطي  ]8[ کنترل فعال 
به‌کارگیری فيدبک سرعت مرزي درنظرگرفتند. آن‌ها نشان دادند که 
با به‌کارگیری فيدبک خطي منفي سرعت در بالادست يا پايين‌دست 
و  ژانگ  داد.  کاهش  به ‌خوبی  را  سيستم  ارتعاشات  مي‌توان  نوار، 
تير متحرک  ارتعاشات يک  و غيرفعال  تطابقي  همکاران ]9[ کاهش 
محوري متصل به جاذب‌های غيرخطي را بررسي کردند. آن‌ها نشان 
پارامتر جرم، کارايي جاذب غيرخطي را مي‌توان  با تنظيم  دادند که 
بالا، مواد به‌کاربرده  افزايش داد. در تمام مقالات مرور شده  به‌خوبی 
اخير،  سال‌هاي  در  است.  بوده  همگن  مواد  جنس  از  سازه  در  شده 
مهندسين با بهبود خواص مواد، رفتار مکانيکي سيستم‌هاي ديناميکي 
محدوديت‌هاي  از  جلوگيري  هدف  با  بخشيده‌اند.  بهبود  را  متحرک 
تابعي را معرفي کردند که يک  سازه‌اي ممکن، محققين مواد مدرج 
نوع جديد از مواد مرکب هستند و با تغييرات پيوسته و نرم دو يا چند 
از سطحي به سطحي ديگر ساخته‌شده‌اند. مواد  ماده تشکيل‌دهنده، 
مدرج نسبت به مواد همگن و لایه‌ای مرسوم، با ارائه مزاياي عالي و 
برجسته‌اي همچون مقاومت خوردگي بهتر، تمرکز تنش کمتر و سختي 
گسترده‌اي  کاربردهاي  مهندسي  پيچيده  صنايع  در  کمتر،  شکست 
دارند]10[. گرچه مواد مدرج محوري در طراحي و ساخت سامانه‌هاي 
فراهم  بالايي  به‌کارگیری  پتانسيل  آينده،  پيشرفته  محوري  متحرک 
مي‌کنند، اما بااين‌وجود تحقيقات محدودي در اين زمينه انجام شده 

است. پيووان و سامپايو ]11[، ارتعاشات تيرهاي لغزان منبسط شونده 
بررسي  تشکیل‌شده‌اند  محوري  مدرج  مواد  از  که  را  شونده  جمع  يا 
قانون  طبق  سيستم  مواد  مشخصات  که  کردند  فرض  آن‌ها  کردند. 
اثرات مواد تشکيل‌دهنده و  تواني درجه‌بندی‌شده‌اند. همچنين آن‌ها 
شتاب سيستم بر پاسخ ديناميکي را تحقيق کردند. سويي و همکاران 
تيموشنکو متحرک محوري ساخته  تيرهاي  ارتعاشات عرضي   ،]12[
شده از مواد مدرج محوري را درنظرگرفتند. آن‌ها فرکانس‌هاي طبيعي 
و سرعت بحراني سيستم را برحسب توان مدرج محوري و نسبت طول 
و عرضي  ارتعاشات طولي   ،]13[ کياني  کردند.  محاسبه  به ضخامت 
نانوتيرهاي مدرج محوري را بر اساس تئوري غيرمحلي رايلي مطالعه 
ناپايداري‌هاي  بر  را  تواني  قانون  و شاخص  اندازه  پارامتر  اثر  او  کرد. 
سيستم بررسي کرد. اخيراً، يان و همکاران ]14[، ارتعاشات غيرخطي 
تيرهاي مدرج محوري متحرک محوري با درنظرگيري اثرات غيرخطي 
هندسي و نيروي محوري را مطالعه کردند. آن‌ها با به‌کاربردن روش 
در  را  زيرهارمونيک  رزونانس  رخداد  شرايط  مستقيم،  چندمقياسي 

سيستم به دست آوردند.
بر  انجام‌شده  مطالعات  تمام  در  نويسندگان،  اطلاعات  اساس  بر 
روي تيرهاي مدرج متحرک محوري، فرض شده است که پيکربندي 
مواد سيستم در راستاي ضخامت تغيير مي‌کنند، درحالي‌که عليرغم 
رفتار  مطالعه  محوري،  راستاي  در  مواد  خواص  درجه‌بندي  اهميت 
فني  ادبيات  در  تابه‌حال  متحرک  محوري  مدرج  تيرهاي  ديناميکي 
گزارش نشده است. با توجه به اين مطلب، تحليل ديناميکي و بهبود 
پايداري تيرهاي متحرک محوري دوسرمفصل رايلي با به‌کارگیری مواد 
مدرج محوري به‌طور جامع، عددي و تحليلي موردمطالعه قرارگرفته 
محوري،  درجه‌بندي  مانند  کليدي،  متعدد  پارامترهاي  اثر  است. 
سيستم‌هاي  ديناميکي  مشخصات  بر  تير  سرعت  و  دوراني  اينرسي 
است.  داده‌شده  توضيح  فيزيکي‌شان  تعابير  به‌علاوه  محوري  متحرک 
نمايي  و  پروفيل خطي  دو  اساس  بر  طولي  راستاي  در  مواد  خواص 
هميلتون  قانون  اساس  بر  سيستم  ديناميکي  معادله  مي‌کنند.  تغيير 
استخراج ‌شده است و با معادلات موجود در ادبيات مقايسه شده است. 
در ادامه معادله کاهش مرتبهي‌افته با روش گالرکين به‌ دست‌آمده است 
و مسئله مقدار ويژه اعمال‌شده است. سپس براي تير مدرج محوري 
اطمينان  براي  شناسایی‌شده‌اند.  ناپايداري  مناطق  محوري  متحرک 
ادبيات  در  موجود  نتايج  با  مقايسه‌اي  مطالعه  حل،  روش  درستي  از 
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انجام شده است. پاسخ زماني، سرعت بحراني و فرکانس‌هاي طبيعي 
سيستم به‌صورت عددي اکتساب شده‌اند. عبارت صريح تحليلي براي 
اساسي  عوامل  اثر  درنهایت،  است.  ارائه‌شده  سيستم  بحراني  سرعت‌ 
بر پاسخ ديناميکي و محدوده‌هاي پايداري سيستم توضيح داده‌شده 
است. نتایج پژوهش حاضر را می‌توان در طراحی سازه‌های مهندسی 
که در راستای طولی از دو یا چند ماده تشکیل‌شده‌اند و یا مشخصات 
هندسی آن‌ها )سطح مقطع، ممان اینرسی و ...( در راستای محوری 

سیستم تغییر می‌کنند، به کاربرد.

2- مدل‌سازی رياضي
از مواد  تير متحرک محوري متشکل  در شکل 1، شماتيک يک 
مدرج محوري نمايش داده‌شده است. فرض مي‌شود که تير يا شرايط 
مرزي تکيه‌گاه‌هاي ساده با سرعت محوري ثابت V در راستاي طولي 
طول،  است.   P محوري  فشاري  پيش  بار  تحت  و  مي‌کند  حرکت 
 I و   A  ،L با  ترتيب  به  تير  اينرسي  ممان  و  مقطع  سطح  مساحت 
نشان داده مي‌شود. چگالي ))ρ(x( و مدول الاستيک تير ))E(x( طبق 
نمايي  يا  خطي  به‌صورت  تير  طول  راستاي  در   )2-1( فرمول‌هاي 

درجه‌بندی‌ شده‌اند:
0( ) ( )x g xρ ρ= �)1(

0( ) ( )E x E f x= �)2(

که

. ( ) 1 ( 1)x
xg
L ρα= + − )3-الف(�

.
ln( )

( )
x

Lg x e
ρα

= )3-ب(�

( ) 1 ( 1)x E
xf
L

α= + − )4-الف(�

ln( )

( )

Ex
L

xf e
α

= )4-ب(�

الاستيک  مدول  و  چگالي  گراديان  پارامتر  ترتيب  به   αE و   αρ که 
مي‌باشند که به ترتيب بيانگر نسبت چگالي و مدول الاستيک انتهاي 

تير )x=L( به ابتداي تير )x=0( مي‌باشند.

0

L
ρ

ρ
α

ρ
= �)5(

0

L
E

E
E

α = �)6(

بيان   )8-7( معادلات  طبق  سيستم  پتانسيل  و  جنبشي  انرژي‌هاي 
مي‌شوند ]18-15[:

( )( ) ( )2 22

0 0

1 1( ) ( )
2 2

L L
T x A V w Vw dx x I w Vw dxρ ρ′ ′ ′′= + + + +∫ ∫ 

�)7(

( )( )2 2
( )0

1 ( )
2

L

xU P w E I w dx′ ′′= +∫ �)8(

هميلتون  اصل  طبق  است.  تير  عرضي  جابجايي   w(x, t) آن  در  که 
مي‌توان نوشت:

2

1

( ) 0
t

t
T U dtδ − =∫ �)9(

با جايگذاري روابط )7-8( در رابطه )9( خواهيم داشت:

�)10(

معرفي  زير  بي‌بعد  پارامترهاي  بي‌بعد،  معادلات  استخراج  هدف  با 
مي‌شوند:

, ,x w t
L L T

ξ η τ= = = �)11(

که در آن:

2
0AL

T
P

ρ
= �)12(

با جايگذاري پارامترهاي بي‌بعد معادله )11( در معادله )10( به دست 
خواهد آمد:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0f

g v v v v g v v g v v

v v v v k f

ξ η η η λ ξ η η ξ β η η λ ξ β η η ξ β η η

µ ξ β η η λ ξ β η η η ξ η γ ξ η χ ξ η

′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′ ′′ ′′′ ′′′′+ + + + − + − + − +

′ ′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′′ ′′′ ′′− + − + − + + + =

       

 

�)13(

معرفي   )14( رابطه  در  به‌دست‌آمده  بي‌بعد  پارامترهاي  آن  در  که 
مي‌شوند:

2 20 0
2 2, , , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )f

A E IIv V k f f x g x L f x L g x L f x L
P AL PL
ρ

β ξ λ ξ γ ξ µ ξ χ ξ′ ′ ′′ ′′= = = = = = = = )14(

که در آن پارامترهاي β و kf به ترتيب ضریب اينرسي دوراني و سفتي 
خمشي بي‌بعد نام دارند. اين نکته بايد بيان شود که معادلات سيستم 
متحرک  محوري  مدرج  برنولي  اويلر  تير  معادلات  به   ،β=0 ازاي  به 

کاهش پيدا مي‌کند.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0

x A w Vw V w x A Vw V w x I w Vw x I w Vw x IV w Vw

x IV w Vw x IV w Vw Pw E x Iw E x Iw E x Iw

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′′ ′ ′ ′′ ′′′ ′′′′+ + + + − + − + − +
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Fig. 1. Schematic of moving axially functionally graded beam 
 متحرک محوري مدرج تير شماتيک :1 شکل

  

Fig. 1. Schematic of moving axially functionally graded beam

شکل 1: شماتيک تير مدرج محوري متحرک
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3- روش گسسته‌سازي
براي گسسته‌سازي معادله سيستم، جابجايي عرضي تير طبق معادله 

)15( در نظر گرفته مي‌شود:

( , )
1

( ) ( )
n

r r
j

qξ τη ϕ ξ τ
=

= ∑ �)15(

 φr ،تعداد توابع پايه n ،مختصات بي‌بعد تعميمي‌افته qr که در آن
 φs شکل مود قابل‌قبول براي جابجايي عرضي سيستم است. با ضرب
در معادله )13(، انتگرال‌گيري بر بازه ]0,1[ و بهره‌گيري از خاصيت 

تعامد مودها، به دست خواهد آمد:
�)16(

که در آن q بردار مختصات تعميمي‌افته، M ماتريس جرم، C ماتريس 
دمپينگ و K ماتريس سختي سيستم هستند و طبق روابط )20-17( 

بيان مي‌شوند:

�)17(
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sr s r s r s r s r s r

f s r s r s r

g g d

k f d

ν ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ β ξ φ ξ φ ξ λ ξ φ ξ φ ξ µ ξ φ ξ φ ξ ξ

ξ φ ξ φ ξ γ ξ φ ξ φ ξ χ ξ φ ξ φ ξ ξ

′′ ′ ′′′′ ′′′ ′′= + − + +

′′′′ ′′′ ′′+ + +

∫
∫

�)20(

4- تحليل پايداري
معادلات مرتبه دوم به‌دست‌آمده )16( را مي‌توان به معادلات مرتبه 

اول زير کاهش داد:
( ) ( ) 0τ τ+ =BZ EZ �)21(

که در آن:

�)22(

با فرض Z(τ)=Aeiωτ مي‌توان نوشت:
iω− =YA I 0 �)23(

فرکانس   ω همچنين  است.   Y=-B-1E و  هماني  ماتريس   I که 
پارامترهاي  برحسب  مي‌توان  که  است  سيستم  طبيعي  مختلط 
گراديان  بي‌بعد،  اينرسي، سفتي خمشي  ممان  مانند ضریب  کليدي 
چگالي و مدول الاستيک به دست مي‌آورد. پايداري سيستم متحرک، 
فرکانس  موهومي  و  قسمت‌هاي حقيقي  تأثیر علامت  تحت  به‌شدت 
است. قسمت‌هاي حقيقي و موهومي فرکانس سيستم، به ترتيب به 

فرکانس ارتعاشات و ضريب دمپينگ سيستم مربوط است. هنگامي‌که 
سيستم  طبيعي  فرکانس  شاخه‌هاي  از  يکي  حداقل  حقيقي  قسمت 
برابر صفر شود، درحالي‌که قسمت موهومي آن منفي و قسمت حقیقی 
چنگالي  انشعاب  يک  طريق  از  دايورژنس  ناپايداري  است،  صفر  آن 
در سيستم رخ مي‌دهد. سرعت مربوط به رخداد دايورژنس به‌صورت 
سرعت بحراني دايورژنس شناخته مي‌شود. همچنين زماني که قسمت 
درحالي‌که  شود،  منفي  فرکانس  شاخه‌هاي  از  يکي  حداقل  موهومي 
قسمت حقيقي آن مثبت و قسمت موهومی آن منفی است، سيستم 

از طريق انشعاب هاپف، ناپايداري فلاتر را تجربه مي‌کند ]25-19[.

5- بحث و نتايج
انجام  ارائه‌شده  روش  براي  همگرايي  آزمون  ابتدا  بخش،  اين  در 
با  و  استخراج‌شده  همگن  سيستم  براي  نتايج  همچنين  مي‌شود. 
اثر سرعت  ادبيات فني مقايسه مي‌شوند. سپس  اطلاعات موجود در 
جداگانه  به‌صورت  الاستيک،  مدول  و  جرم  گراديان  پارامترهاي  تير، 
مرزهاي  و  ديناميکي  پاسخ  طبيعي،  فرکانس‌هاي  بر  هم‌زمان،  و 
بازتاب  اويلر برنولي  پايداري تيرهاي مدرج محوری متحرک رايلي و 
مي‌شوند. لازم به ذکر است که پاسخ ديناميکي سيستم را نيز مي‌توان 
عددي  به‌صورت  چهارم  مرتبه  کوتاي  رانگ  روش  به‌کارگیری  با 

انتگرال‌گيري محاسبه کرد.

1-5- صحه‌سازي مدل
براي ارزيابي روش حل ارائه‌شده، قسمت حقيقي فرکانس پايه‌اي 
فشاري  بار  تحت  همگن  مرسوم  برنولي  اويلر  محوري  متحرک  تير 
برحسب سرعت بي‌بعد در نسبت‌هاي سختي متمايز )kf( در شکل )2( 
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Fig .2. Dimensionless fundamental frequency of homogenous Euler-Bernoulli moving beam on the basis of 

dimensionless velocity 
 بعدبي  سرعت برحسب همگن وليبرن -اويلر متحرک تير بعدبي ايپايه فرکانس :2 شکل

  

Fig .2. Dimensionless faundamental frequency of 
homogenous Euler-Bernoulli moving beam on the basis of 

dimensionless velocity
شکل 2: فرکانس پايه‌اي بي‌بعد تير متحرک اويلر- برنولي همگن 
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رسم شده است. همان‌طور که مشاهده مي‌شود نتايج به‌دست‌آمده از 
پژوهش حاضر، تطابق خوبي با نتايج ارائه‌شده توسط از و پاکدميرلي 
پايه‌اي سيستم  فرکانس   ،kf افزايش  با   ،2 براساس شکل  دارند.   ]4[

همگن افزايش ميي‌ابد.
در شکل 3، قسمت حقيقي سه فرکانس اول تير متحرک رايلي 
همگن تحت بار کششي نمايش داده‌شده است. همان‌طور که مشاهده 
مي‌شود، نتايج به‌دست‌آمده از پژوهش حاضر با نتايج ارائه‌شده توسط 
براي  که  است  ذکر  به  لازم  دارد.  خوبي  مطابقت   ]6[ چانگ  و  ژو 
به‌کارگیری روش گالرکين و رسم شکل‌ 2، در معادله )16( نه مود در 
نظر گرفته‌شده است. درنتیجه با توجه به‌دقت نتايج، براي محاسبات 

بيشتر، استفاده از 9 مود خمشي منطقي است.

2-5- اثر پارامتر گراديان مدول الاستيک
در شکل 4 )الف و ب(، به ترتيب منحني‌هاي قسمت حقيقي و 
موهومي دو فرکانس طبيعي اول سيستم برحسب سرعت تير متحرک 
 kf الاستيک هنگامي‌که0/9=  نمايي مدول  و  تغييرات خطي  ازاي  به 
است، رسم شده‌اند. همان‌طور که مشخص است، هنگامی‌که سرعت 
تير صفر است، فرکانس‌هاي طبيعي سيستم کاملًا حقيقي هستند. با 
افزايش سرعت سيستم، قسمت حقيقي فرکانس‌هاي طبيعي سيستم 
برابر صفر  موهومي‌شان  درحالي‌که قسمت  به‌آرامي کاهش ميي‌ابند، 
باقي مي‌ماند. در سرعت بحراني )vd(، قسمت حقيقي فرکانس پايه‌اي 
سيستم صفر مي‌شود. در اين نقطه سيستم پايداري خود را از دست 

در  دايورژنس  القاشده  ناپايداري  مي‌شود.  کمانش  دچار  و  مي‌دهد 
تحت‌فشار  تيرهاي  در  کمانش  مشابه  محوري،  متحرک  سيستم‌هاي 
تعبير  همان  محوري  سرعت  افزايش  به‌طوري‌که  است،  کلاسيک 
فرکانس  بيشتر سرعت،  افزايش  با  نيروي فشاري ستون است )30(. 
طبيعي  فرکانس  درحالي‌که  مي‌شود،  موهومي  کاملًا  سيستم  پايه‌اي 
به  سرعت،  بيشتر  افزايش  با  ميي‌ابد.  کاهش  يکنواخت  به‌طور  دوم 
دست  به  مجدداً  را  خود  پايداري  سيستم  ژيروسکوپي،  اثرات  دليل 
مي‌آورد. اين‌طور مي‌توان بيان کرد که نقطه شروع و پايان ناپايداري 
و موهومي  ناپديد شدن قسمت‌هاي حقيقي  با  ترتيب  به  دايورژنس، 
فرکانس پايه مرتبط است. درنهایت قسمت‌هاي حقيقي فرکانس‌هاي 

 

 

 0fk001, .=0β=.8 سرعت برحسب همگن متحرک رايلي تير اول فرکانس سه :3 شکل

  

Fig .3. First three frequencies of homogenous moving Rayleigh 
beam based on velocity kf=0.8, β=0.001

شکل 3: سه فرکانس اول تير رايلي متحرک همگن برحسب سرعت 
β=0.001, kf=0.8
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Fig .4. (a) Real part (b) Imaginary part of first two frequencies of moving axially functionally graded 

=1ρα=0.001, β=0, fkbeam based on  
 0.5fk=1, ρραα=0, ββ= سرعت حسببر متحرک محوري مدرج تير اول فرکانس دو ميموهو قسمت( ب) حقيقي قسمت( الف) :4 شکل

 

  

Fig .4. (a) Real part (b) Imaginary part of first two frequen-
cies of moving axially functionally graded beam based on kf=0, 

β=0.001, αρ=1

شکل 4: )الف( قسمت حقيقي )ب( قسمت موهومي دو فرکانس اول تير 
β=0, αρ=1, kf=0.5 مدرج محوري متحرک برحسب سرعت
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اول و دوم از طريق يک انشعاب کوپل مود فلاتر نوع پايدوسيس، با 
به دوشاخه  هم يکي مي‌شوند، درحالي‌که قسمت‌هاي موهومي‌شان، 
فلاتر  ناپايداري  و سيستم  مي‌شوند  تقسيم  منفي  و  مثبت  مقادير  با 
از سرعت  کمتر  بر سرعت‌هاي  علاوه  حقيقت،  در  مي‌کند.  تجربه  را 
بحراني، يک محدوده باريک سرعت در محدوده کاري سيستم )بين 
که  دارد  وجود  فلاتر(  ناحيه  شروع  و  دايورژانس  ناحيه  پايان  نقطه 
سيستم در آن محدوده نيز پايدار است. لازم به ذکر است که بعد از 
عبور از سرعت بحراني فلاتر، سيستم ديگر پايدار نخواهد شد. نتيجه 
مي‌شود که تير متحرک، روند تکامل پايداري "پايدار دايورژنس مود 
اوليه‌اي  نتيجه  مي‌کند.  تجربه  را  فلاتر"  مود  پيوستگي  پايدار  اول 
پارامتر  افزايش  با  که  است  اين  فهميد  مي‌توان  4-الف  شکل  از  که 
گراديان مدول الاستيک، قسمت حقيقي فرکانس‌هاي سيستم افزايش 
 ،αE افزايش  با  بالاتر. همچنين،  فرکانس مودهاي  ميي‌ابند، مخصوصاً 
متحرک  محوري  مدرج  تير  ناپايداري‌هاي  آغاز  به  مربوط  سرعت 
سرعت‌هاي  در  سيستم  فلاتر  و  دايورژنس  رفتار  و  ميي‌ابد  افزايش 
بالاتر مشاهده مي‌شود. به‌بيان‌ديگر، رخداد پديده دايورژنس که يک 
با  مي‌توان  را  است  محوري  متحرک  سازه‌هاي  در  نامطلوب  پديده 
افزايش پارامتر گراديان مدول الاستيک به تعويق انداخت. اين روند 
پارامتر گراديان مدول  اين حقيقت توجيه شود که چون  با  مي‌تواند 
پارامتر  در  افزايشي  لذا هر  دارد،  نقش  ماتريس سختي  در  الاستيک 
و  مي‌شود  منجر  سخت‌تر  سيستم  يک  به  الاستيک  مدول  گراديان 
بزرگ‌تر  مقادير  به‌بيان‌ديگر  پايداري مي‌شود.  مناطق  باعث گسترش 
αE افزايش سختي در سيستم را القا مي‌کند. يک نکته مهم ديگر در 

مربوط  سرعت‌هاي  باند  پهناي  که  است  اين  )الف-ب(   3 شکل‌هاي 
ناپايداري سيستم، با افزايش پارامتر گراديان مدول الاستيک منبسط 
ازاي  به  سيستم  مي‌شود،  مشاهده  که  همان‌طور  همچنين  مي‌شود. 
حالت  به  نسبت  بيشتري  پايداري  الاستيک،  مدول  خطي  تغييرات 
ميرايي سيستم  نسبت  اساس شکل 3- ب،  بر  دارد.  نمايي  تغييرات 
نمايي  تغييرات  با  مقايسه  در  همچنين  است.  بيشتر   αE<1 ازاي  به 
در سيستم  بيشتر  ميرايي  به  منجر  تغييرات خطي  الاستيک،  مدول 
الاستيک،  مدول  گراديان  پارامتر  دقيق  تنظيم  با  درنتيجه  مي‌شود. 
مي‌توان رفتار ديناميکي و آستانه ناپايداري در سيستم را تعيين نمود 

.]29-26[
مختصه  زماني  پاسخ  سيستم،  ديناميکي  رفتار  بهتر  فهم  براي 

 =1،β =0،=2αEعمومي اول سيستم در سرعت‌هاي مختلف و به ازاي
αρ وkf =0/5را در شکل 5 نمايش داده‌شده است. شرايط اوليه سيستم، 

جابجايي استاتيکي واحد براي مود اول با سرعت اوليه صفر در نظر 
گرفته مي‌شود. مطابق شکل 5- الف، به ازاي v =1، ازآنجاکه قسمت 
برابر صفر است، درنتيجه  از صفر و قسمت موهومی  بزرگتر  حقیقی 
سيستم به‌صورت ديناميکي پايدار است و نوسانات هارمونيک پايدار 
توليد مي‌کند. با افزايش سرعت، سختي عرضي سيستم به دليل اثرات 
فرکانس  حقيقي  قسمت   ،v=2/5 در  ميي‌ابد.  کاهش  مرکز  از  گريز 
در  مي‌شود.  کمانش  متحمل  سيستم  نتيجه  در  مي‌شود،  صفر  پايه 
به‌شدت  زمان  با  نوسان  بدون  سيستم  ديناميکي  پاسخ  حالت  اين 
بزرگ مي‌شود و سيستم دچار ناپايداري استاتيکي مي‌شود. با افزايش 
و  مي‌شود  صفر  فرکانس  موهومي  vقسمت    =4 در  سرعت  بيشتر 
افزايش  سرعت  که  همچنان  مي‌آورد.  دست  به  را  خود  پايداري  تير 
ميي‌ابد در v=5، قسمت حقيقي فرکانس افزايش ميي‌ابد، درحالي‌که 
درنتيجه  مي‌شود،  منفي  سيستم  طبيعي  فرکانس  موهومي  قسمت 
در  تقويت مي‌شود  زمان  با  نمايي  به‌صورت  ارتعاشات سيستم  دامنه 
چنين سطح سرعتي تير مدرج محوري، ناپايداري فلاتر که همراه با 
نوسان است را تجربه مي‌کند، برخلاف ناپايداري دايورژنس که در آن 
قابل‌توجهي  به‌طور  دامنه سيستم  بنابراين  ندارد.  نوساني  هيچ وجود 
با زمان افزايش ميي‌ابد. درنتيجه، ناپايداري فلاتر نسبت به ناپايداري 
دايورژنس براي تيرهاي متحرک محوري خطرناک‌تر است. در عمل، 
براي در سرعت‌هاي فلاتر، هرگونه حرکت عرضي منجر به خيزهاي 

 

 
=0, β=0.5, fkbeam for  axially functionally gradedDimensionless displacement response of moving  .5.Fig 

=2Eαρ=1, α 
 0.5fk=1, ρραα=2, Eαα=0, ββ= ازاي به متحرک جي اف تير بعدبي  جابجايي پاسخ :5 شکل

  

Fig .5. Dimensionless displacement response of moving axially 
functionally graded beam for kf=0.5, β=0, αρ=1, αE=2

 β=0, αE=2, شکل 5: پاسخ جابجايي بي‌بعد تير اف جي متحرک به ازاي
αρ=1, kf=0.5
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 4 شکل  براساس  مي‌شود.  سيستم  در  بزرگ  تنش‌هاي  و  ديناميکي 
)الف- ب(، محدوده‌هاي هر دو ناپايداري دايورژنس و فلاتر در سيستم 
تعيين  الاستيک  گراديان مدول  پارامتر  مناسب  تنظيم  با  را مي‌توان 

نمود.
پايداري  نقشه  سيستم،  ديناميکي  پيکربندي  بهتر  فهم  براي 
سيستم در صفحات vd-kf و vd-αE در شکل 6 )الف-ب( رسم شده‌اند. 
در نقشه‌هاي پايداري، منحني‌هاي نشان‌داده مناطق پايدار و ناپايدار را 
جدا مي‌کند که سيستم در بالاي آن‌ها در شرايط ناپايداري دايورژانس 
 kf قرار دارد. همان‌طور که در شکل 6- الف مشاهده مي‌شود، هرچه
بيشتر، سيستم پايدارتر است. درنتيجه مي‌توان گفت افزايش پارامتر 
همچنين  دارد.  محوري  متحرک  سيستم‌هاي  بر  پايدارکننده  اثر   kf

مدول  گراديان  پارامتر  افزايش  با  است،  مشخص  که  همان‌طور 
الاستيک، مرزهاي پايداري سيستم گسترش ميي‌ابند. بر اساس شکل 
مدول  تغييرات خطي  نمايي،  تغييرات  حالت  با  مقايسه  در  الف،   -6
الاستيک مرزهاي پايداري را بيشتر گسترش مي‌دهد. ضمناً در kf هاي 
کوچک و بزرگ، اثر پارامتر گراديان مدول الاستيک مشهودتر است و 
مرزهاي پايداري از هم دور مي‌شوند. مرزهاي پايداري نشان داده‌شده 
که مشاهده  تطابق هستند. همان‌طور  در  باهم   6 و  در شکل‌هاي 4 
 ،)αE=1( مي‌شود، در مقايسه با تير معمولي همگن متحرک محوري
پارامتر  افزايش  با  و  است  پايدارتر  سيستم  است،   αE<1هنگامي‌که
گراديان مدول الاستيک، پايداري سيستم بيشتر مي‌شود. همچنين، 
براي kf هاي بزرگ‌تر، تغييرات گراديان چگالي، اثر محسوس‌تري در 
آستانه‌هاي ناپايداري دارد. بر اساس شکل 6 )الف- ب(، کاملًا مشخص 
که  ميي‌ابد  افزايش  سيستم  بحراني  سرعت   ،kf افزايش  با  که  است 
بي‌بعد  خمشي  سفتي  پايدارکننده  اثرات  به  را  ويژگي  اين  مي‌توان 
تغييرات خطي  ازاي  به  به‌غيراز αE=1، سيستم  نسبت داد. همچنين 
مدول الاستيک نسبت به حالت نمايي پايدارتر است. به‌بيان‌ديگر، با 
مرزهاي  همگن(  )حالت  يک  مقدار  به  گراديان  پارامتر  نزديک‌شدن 
با  و  مي‌شوند  نزديک  يکديگر  به  نمايي  و  خطي  تغييرات  پايداري 
افزايش و يا کاهش پارامتر گراديان، اين مرزها از هم فاصله می‌گیرند.

3-5- اثر پارامتر گراديان چگالي
تکامل  روند  چگالي،  گراديان  پارامتر  اثر  بررسي  به‌منظور 
سيستم  دوم  و  اول  فرکانس‌هاي  موهومي  و  حقيقي  قسمت‌هاي 
برحسب سرعت سيستم و به ازاي پارامترهاي گراديان چگالي مختلف 
به ترتيب در شکل 7 )الف- ب( رسم شده‌اند. قابل‌مشاهده است که 
اثر  بالاتر  مودهاي  طبيعي  فرکانس‌هاي  بر  چگالي  گراديان  تغييرات 
بيشتري دارد. همان‌طور که مشاهده مي‌شود، تغييرات فرکانس‌هاي 
طبيعي سيستم در حالت‌هاي چگالي و مدول الاستيک متغير، برعکس 
يکديگر هستند. به اين صورت که فرکانس‌هاي طبيعي و سرعت‌هاي 
بحراني دايورژانس و فلاتر سيستم با افزايش پارامتر گراديان چگالي 
الاستيک  مدول  حالت  برعکس  ضمن،  در  دارند.  کاهشي  روند  يک 
متغير، در حالت چگالي متغير، محدوده پايداري تغييرات نمايي نسبت 
به تغييرات خطي بزرگ‌تر است. محدوده ناپايداري سيستم، با افزايش 
پارامتر گراديان چگالي منقبض مي‌شود. پارامتر گراديان چگالي، در 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .6. Dimensionless critical velocity of the system based on (a) dimensionless stiffness ratio (b) gradient 

parameter of elastic modulus β=0, αρ=1 
 1ρραα=0, ββ= الاستيک مدول انگرادي پارامتر( ب) بعدبي سختي نسبت( الف) برحسب سيستم بعدبي بحراني سرعت :6 شکل

  

Fig .6. Dimensionless critical velocity of the system based on (a) 
dimensionless stiffness ratio (b) gradient parameter of elastic 

modulus β=0, αρ=1

شکل 6: سرعت بحراني بي‌بعد سيستم برحسب )الف( نسبت سختي 
β=0, αρ=1 بي‌بعد )ب( پارامتر گراديان مدول الاستيک
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ماتريس‌هاي جرم، دمپينگ و سختي نقش دارد که به ترتيب اثرات 
افزودگي جرم، ژيروسکوپي و افزايش سختي دارند. بر اساس شکل 7، 
مي‌توان نتيجه گرفت که اثرات افزودگي جرم در سيستم غالب است.

يک نکته مهم در نقشه پايداري تيرهاي مدرج متحرک محوري 
اين است که در مقايسه با حالت مدول الاستيک متغير، هنگامي‌که 
چگالي در طول سيستم تغيير مي‌کند، سيستم محدوده گسترده‌تري 
طراحي،  ديدگاه  از  دليل،  همين  به  مي‌کند.  تجربه  را  فرکانس‌ها  از 
حالت چگالي متغير مي‌تواند در جلوگيري از پديده رزونانس مؤثرتر 
باشد. با کاوش بيشتر در شکل‌هاي 5 و 7 مشهود است که درجه‌بندي 
و  ترتيب  اما  مي‌دهد  تغيير  را  سيستم  بحراني  سرعت  مواد  محوري 
نوع سري انشعابات سيستم را تغيير نمي‌دهد. درنتيجه مي‌توان گفت 

که مقادير کمي فرکانس‌هاي طبيعي و سرعت‌هاي پايداري سيستم 
وابستگي شديدي به تغييرات محوري مواد دارد، اما پايداري کيفي با 

درجه‌بندي محوري مواد تغيير نمي‌کند.
نقشه پايداري در صفحات vd-β و vd-αρ به ترتيب در شکل‌هاي 
8 )الف-ب( رسم شده‌اند. بر اساس شکل 8-الف، تير مدرج محوري 
پايدارتر  با حالت همگن  مقايسه  است، در   αρ>1متحرک هنگامي‌که
گراديان  پارامترهاي  در  که  است  اهميت  حائز  نکته  اين  ذکر  است. 
نزديک به يک )حالت همگن( مرزهاي پايداري مربوط به تغييرات خطي 
و نمايي به يکديگر نزديک مي‌شوند. ضمناً سرعت بحراني سيستم، در 
حالت تغييرات نمايي چگالي نسبت به تغييرات خطي چگالي مقدار 
گراديان  پارامتر  بزرگ  و  مقادير کوچک  در  دارد، مخصوصاً  بيشتري 

 

 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .7. (a) Real part (b) imaginary part of first two frequencies of moving axially functionally graded beam 

=1Eα=0, β=0.5, fkbased on velocity  

 0.5fk=1, Eαα=0, ββ= سرعت برحسب متحرک محوري مدرج تير اول فرکانس دو موهومي قسمت( ب) حقيقي قسمت( الف) :7 شکل

  

Fig .7. (a) Real part (b) imaginary part of first two frequencies 
of moving axially functionally graded beam based on velocity 

kf=0.5, β=0, αE=1

شکل 7: )الف( قسمت حقيقي )ب( قسمت موهومي دو فرکانس اول تير 
β=0, αE=1, kf=0.5 مدرج محوري متحرک برحسب سرعت

 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .8. Critical velocity of moving axially functionally graded beam on the basis of (a) whirling inertia 

=1Eα=0.5, fkcoefficient (b) density gradient parameter  
 1Eαα=0.5, fk= گاليچ گراديان پارامتر( ب) دوراني اينرسي ضريب( الف) برحسب متحرک محوري جمدر تير بحراني سرعت :8 شکل

  

Fig .8. Critical velocity of moving axially functionally graded 
beam on the basis of (a) whirling inertia coefficient (b) density 

gradient parameter kf=0.5, αE=1

شکل 8: سرعت بحراني تير مدرج محوري متحرک برحسب )الف( ضریب 
kf=0.5, αE=1 اينرسي دوراني )ب( پارامتر گراديان چگالي
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بزرگ‌تر،  و  انتخاب گراديان چگالي کوچک‌تر  با  به‌بيان‌ديگر،  چگالي. 
تقويت  چگالي  نمايي  و  خطي  حالت  پايداري  مرزهاي  بين  اختلاف 
مي‌شود. بر اساس شکل 8 )الف- ب(، ازآنجايي‌که افزايش در ضریب 
کوچک‌تر  به سمت سرعت‌هاي  را  پايداري  مرزهاي  دوراني،  اينرسي 
جابجا مي‌کند، لذا تئوري تير متحرک اويلر برنولي، پايداري کمتري 
نسبت به تئوري تير متحرک رايلي پيش‌بيني مي‌کند. همچنين، براي 
افزايش پارامتر گراديان چگالي، محدوده‌هاي پايداري  با  هر β ثابت، 
با  سيستم کوچک مي‌شوند. درمجموع مي‌توان گفت که در مقايسه 
vd-αE که در بخش  vd-kf و  پايداري سيستم در صفحات  نقشه‌هاي 
کلًا   vd-αρ و   vd-β صفحات  در  پايداري  نقشه‌هاي  شد،  تحليل  قبل 
اشاره مي‌کند  اين موضوع  به  αρ، کاهشي هستند که  و   β افزايش  با 
که افزايش ضریب اينرسي دوراني و پارامتر گراديان چگالي مي‌تواند 
بحراني  کاهش سرعت  به  مي‌شود  منجر  که  کند  ناپايدار  را  سيستم 
در  نشان‌داده‌شده  پايداري  مرزهاي  که  است  ذکر  به  لازم  سيستم. 
و   7 شکل‌هاي  اساس  بر  هستند.  تطابق  در  باهم   8 و   7 شکل‌هاي 
گراديان  پارامتر  به  قابل‌توجهي  وابستگي  بحراني سيستم  8، سرعت 
گراديان چگالي  پارامترهاي  يا  بزرگ  هاي   β ازاي  به  و  دارد  چگالي 

کوچک و بزرگ، اين وابستگي مشهودتر است.

مدول  و  چگالي  گراديان  پارامتر  تغييرات  هم‌زمان  اثرات   -5-4  
الاستيک

بر اساس بخش قبل، تغييرات چگالي و مدول الاستيک در راستاي 
دارند.  محوري  متحرک  تيرهاي  ديناميک  بر  چشمگيري  اثر  طولي 
به‌طور   αρ و   αE پارامترهاي  تنظيم  با  که  شد  داده  نشان  همچنين 
اساس  بر  داد.  کاهش  را  اضافي سيستم  ارتعاشات  مي‌توان  جداگانه، 
راستاي  در  الاستيک  مدول  و  چگالي  تغييرات   ،8 الي   4 شکل‌هاي 
سيستم  پايداري  بر  معکوس  اثرات  جداگانه  به‌طور  سيستم،  طولي 
براي  اضافي  آزادي  درجات  مي‌توانند  پارامترها  اين  درنتيجه،  دارند. 
تنظيم مشخصات ديناميکي سيستم‌هاي متحرک محوري فراهم کنند. 
αρ مي‌توان کارايي تير متحرک  αE و  با تنظيم هم‌زمان  به‌بيان‌ديگر، 
محوري را به‌طور فراوانی بهبود بخشيد. تعيين نقش تغييرات هم‌زمان 
نيز  پايداري سيستم  در  متحرک  مدرج محوري  تير  مواد  مشخصات 

اهميت بالايي دارد.
و  الاستيک  مدول  هم‌زمان  تغييرات  اثرات  بر  بخش،  اين  در 

همچنين  است.  شده  تأکيد  متحرک  تير  طولي  راستاي  در  چگالي 
کوپل  تغييرات  ازاي  به  موردنظر  سيستم  پايداري  مشخصه‌هاي 
چگالي و مدول الاستيک در راستاي طولي )با در نظرگيري افزودگي 
براي  همچنين  مي‌شود.  مطالعه  هم‌زمان(  افزودگي سختي  و  جرمي 
سرعت بحراني به ازاي تغييرات مشخصات مواد، عبارت‌هاي تحليلي 
مي‌شود.  انجام  مختلف  حل  روش‌هاي  بين  مقايسه  و  مي‌شود  ارائه 
سيستم  پايه‌اي  فرکانس  مي‌شود،  کمانش  دچار  سيستم  هنگامي‌که 
صفر مي‌شود و يا به‌عبارت‌ديگر سختي سيستم به ازاي مود اصلي صفر 
مي‌شود. درنتيجه سرعت بحراني سيستم مربوط به مود اول طبيعي 
است و براي استخراج آن، معادله )16( را با در نظر گرفتن يک مود 

)s=r =1(، به معادله زير کاهش ميي‌ابد]36-30[:

11 1 11 1 11 1( )+ ( )+ ( )=0τ τ τM q C q K q  �)24(

که انديس 1 براي مود اول است. با درنظرگرفتن تغييرات خطي 
مشخصات مادي سيستم مي‌توان نوشت:

�)25(

محوري  مدرج  تير  بحراني  که سرعت  مي‌کند  تائيد   )25( رابطه 
متحرک محوري، به تغييرات پارامتر گراديان چگالي و مدول الاستيک 
بررسي  باهدف  است.  وابسته  سيستم  بي‌بعد  خمشي  سفتي  به‌علاوه 
دقيق‌تر پايداري سيستم، نمودارهاي کانتور دوبعدي سرعت بحراني در 
صفحات αE-αρ و kf-β به ترتيب در شکل‌هاي 9 )الف-ب( رسم شده‌اند. 
پارامتر  افزايش  با  سيستم  بحراني  سرعت  الف،   -9 شکل  اساس  بر 
افزايش  چگالي  گراديان  پارامتر  کاهش  و  الاستيک  مدول  گراديان 
ميي‌ابد و برعکس. درنتيجه مي‌توان گفت که اثر پارامترهاي گراديان 
مدول الاستيک و چگالي بر مرزهاي پايداري سيستم معکوس يکديگر 
هستند. همان‌طور که در شکل‌هاي 9- ب مشاهده مي‌شود، سرعت 
پارامتر  افزايش  و  دوراني  اينرسي  ضریب  کاهش  با  سيستم  بحراني 
مي‌توان  بنابراين  برعکس.  و  ميي‌ابد  افزايش  بي‌بعد  خمشي  سفتي 
نتيجه گرفت که ضریب اينرسي دوراني و پارامتر سفتي خمشي بي‌بعد 
به‌عبارت‌ديگر، برعکس  پايداري سيستم دارند.  بر  اثرات معکوس  نيز 
پارامتر گراديان چگالي و ضریب اينرسي دوراني، افزايش پارامترهاي 
سيستم  مقاومت  بي‌بعد  خمشي  سفتي  و  الاستيک  مدول  گراديان 
پارامترهاي  هم‌زمان  انتخاب  درنتيجه،  مي‌برند.  بالا  را  دايورژنس  به 
گراديان الاستيک و سفتي خمشي بي‌بعد بزرگ‌تر و پارامتر گراديان 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2
11 1 1 1 2d E f dv k vρ ρπ β α α α= + − + + + −K
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پايدارتر و درنتيجه  اينرسي کوچک‌تر منجر به يک سيستم  و ممان 
بهبود عملکرد سيستم‌هاي متحرک محوري مي‌شود ]37, 38[.

 در شکل 10 )الف- د(، آستانه‌هاي ناپايداري سيستم هنگامی‌که 

هستند  برابر  هم  با  الاستيک  مدول  و  چگالي  گراديان  پارامترهاي 
)αE=αρ=α(، نمايش داده ‌شده است و صحت روابط تحليلي سنجيده 
از  که  بحراني  سرعت‌هاي  مي‌دهند  نشان  نمودارها  اين  است.  شده 
روش تحليلي به‌دست‌آمده‌اند با نتايج روش عددي تطابق خوبي دارند. 
همان‌طور که در شکل 10- الف ديده مي‌شود، افزايش پارامتر گراديان 
ماده )α(، منجر به يک کاهش ملايم در سرعت بحراني سيستم مي‌شود. 
درنتيجه در مقايسه با نقشه‌هاي پايداري در بخش‌هاي قبل )شکل‌هاي 
6 و 8(، مي‌توان گفت که گراديان چگالي )افزودگي جرم( نقش غالبي 

 

 

 (الف)

 

 (ب)

Fig .9. Influence of (a) density gradient parameter and elastic modulus (b) bending stiffness and whirling 

inertia coefficient on the critical velocity of the system 
 سيستم بحراني سرعت بر دوراني اينرسي ضريب و خمشي يفتس( ب) الاستيک مدول و چگالي گراديان پارامتر( الف) اثر -9 شکل

  

شکل 9- اثر )الف( پارامتر گراديان چگالي و مدول الاستيک )ب( سفتي 
خمشي و ضریب اينرسي دوراني بر سرعت بحراني سيستم

Fig .9: Influence of (a) density gradient parameter and 
elastic modulus (b) bending stiffness and whirling inertia 

coefficient on the critical velocity of the system

 

 (الف)

 

 (ب)
 

 

 (ج)
 

 

 (د)

Fig .10. Critical velocity of the system according to (a) bending stiffness (b) gradient parameter (c) 

whirling inertia coefficient (d) gradient parameter 
  گراديان پارامتر( د) دوراني اينرسي ضريب( ج) گراديان پارامتر( ب) خمشي سفتي( الف) برحسب سيستم بحراني سرعت -10 شکل

 

شکل 10- سرعت بحراني سيستم برحسب )الف( سفتی خمشي )ب( 
پارامتر گراديان )ج( ضریب اينرسي دوراني )د( پارامتر گراديان 

Fig .10: Critical velocity of the system according to (a) 
bending stiffness (b) gradient parameter (c) whirling 

inertia coefficient (d) gradient parameter
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در پايداري سيستم ايفا مي‌کند و گراديان مدول الاستيک تأثیر کمتري 
بر رفتار ديناميکي سيستم نسبت به گراديان چگالي دارد. البته لازم به 
ذکر است که در مقايسه با بخش قبلي، همچنان که چگالي و مدول 
الاستيک به‌طور هم‌زمان در راستاي طولي تغيير مي‌کنند، هنگامي‌که 
هم  به  پايداري  مرزهاي  مي‌شود،  برجسته  بي‌بعد  اثر سفتي خمشي 
مادي  مشخصات  تغييرات  به  کمتري  حساسيت  و  هستند  نزديک‌تر 
پارامتر  افزايش  با  اساس شکل 10- ب،  بر  دارند.  راستاي طولي  در 
گراديان، نواحي پايدار سيستم کوچک شده‌اند و نمودار روند کاهشي 
دارد. ضمناً در سفتي‌هاي خمشي بي‌بعد بزرگ، تغيير پارامتر گراديان، 
اثر جزئي بر آستانه ناپايداري تير متحرک دارد که اين نکته در طراحي 
با  پايداري  محدوده‌هاي  د(،  )ج-   10 در شکل  باشد.  مفيد  مي‌تواند 
افزايش پارامتر گراديان و ضریب اينرسي دوراني، کوچک مي‌شوند. در 
مقايسه با حالت همگن، هنگامي‌کهα >1 است، تير متحرک محوري 
پايدار است. همچنين وقتي پارامتر گراديان به اندازه کافي زياد باشد، 

سرعت‌هاي بحراني سيستم تغييرات کمي خواهند داشت. 

6- نتيجه‌گيري
تيرهاي  ارتعاشاتي  ممکن  ناپايداري‌هاي  و  سازه‌اي  ديناميک 
مدرج محوري متحرک با جزييات، به ‌صورت عددي و تحليلي مطالعه 
به  طولي،  راستاي  در  سيستم  مادي  مشخصات  توزيع  است.  شده 
به‌کارگیری روش  با  نظر گرفته‌شده است.  نمايي در  و  ‌صورت خطي 
طبيعي،  فرکانس‌هاي  ويژه،  مقدار  مسئله  و  گالرکين  گسسته‌سازي 
ناپايداري فلاتر و دايورژنس سيستم  پاسخ ديناميکي و محدوده‌هاي 
برحسب اثرات ترکيبي سرعت تير، سفتي خمشي بي‌بعد، پارامترهاي 
فرم  عبارت‌هاي  شدند.  محاسبه  الاستيک  مدول  و  چگالي  گراديان 
بسته رياضي براي سرعت بحراني سيستم به‌دست‌آمده‌اند. نقشه‌هاي 
برحسب  بحراني  سرعت  دوبعدي  کانتور  نمودارهاي  و  پايداري 
پارامترهاي درجه‌بندي محوري و سفتي خمشي بي‌بعد براي تيرهاي 
رايلي و اويلر- برنولي رسم شده‌اند. نتايج مهم به ‌صورت زير خلاصه 

مي‌شوند:
هنگامي‌که  همگن،  محوري  متحرک  تيرهاي  با  مقايسه  در   -1
 )αρ >1( چگالي و مدول الاستيک در راستاي طولي، به ترتيب کاهش
و افزايش )αE <1( ميي‌ابند، سيستم پايدارتر خواهد بود. به‌بيان‌ديگر، 
اثر  ترتيب  به  و چگالي  الاستيک  مدول  گراديان  پارامترهاي  افزايش 

پايدارکننده و ناپايدارکننده بر تير متحرک محوري دارند.
2- در حالت چگالي و مدول الاستيک متغير، به ترتيب تغييرات 

نمايي و خطي منجر به پايداري بيشتر سيستم مي‌شوند.
مدول  و  چگالي  گراديان  پارامترهاي  درنظرگرفتن  يکسان  با   -3
ارتعاشاتي سيستم غالب  بر پيکربندي  اثر گراديان چگالي  الاستيک، 

است.
4- هرچه سفتي خمشي بي‌بعد بزرگ‌تر، سيستم پايدارتر است، 
سيستم  باشد،  کوچک‌تر  دوراني  اينرسي  ضریب  هرچه  درحالي‌که 
ناپايدارتر است. اثر تغييرات محوري مواد بر مرزهاي پايداري سيستم، 
در سفتي‌هاي خمشي بي‌بعد و ضرایب اينرسي دوراني بي‌بعد کوچک 

و بزرگ، ملموس‌تر است.
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