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ابتدا،  مقاله  این  در  است.  رباتیک  در  مطرح  مباحث  از  یکی  سیار،  ربات های  مسیر  کنترل  و  مدل سازی  خلاصه: 
با چرخ های  سیّار  پایه  یک  روی  که  دورانی-کشویی  مفاصل  با  مکانیکی  بازوی  یک  دینامیکی  و  سینماتیکی  مدل 
غیرهولونومیکی قرار دارد، به روش گیبس-اپل ارائه شده است. در واقع، مزیت استفاده از این روش دینامیکی این است 
که می توان از مشکلات ضرایب لاگرانژ که از قیود غیرهولونومیک ناشی می شوند، رهایی یافت. سپس از روش کنترل 
پیش بین غیرخطی برای پیدا کردن قوانین کنترل سینماتیکی و دینامیکی برای ردیابی مسیر مرجع استفاده شده 
است. اساس این روش، پیش بینی پاسخ های مدل غیرخطی ربات در بازه زمان پیش بین با استفاده از بسط سری تیلور 
می باشد. قوانین کنترلی بهینه بر اساس کمینه کردن اختلاف بین پاسخ های مطلوب و پیش بینی شده خروجی های 
سیستم، به صورت تحلیلی توسعه داده می شوند. قوانین کنترلی استخراج شده منجر به خطی سازی فیدبک خواهند 
شد. کنترل کننده سینماتیک سرعت های زاویه ای و خطّی مطلوب پایه سیّار و بازوهای مکانیکی را به دست می آورد. 
سپس، سرعت های مطلوب به دست آمده به عنوان مقادیر مطلوب برای طراحی کنترل کننده دینامیکی مورد استفاده 
قرار می گیرد. در پایان، نتایج حاصل از شبیه سازی عددی به منظور تأکید بر توانایی روش ارائه شده در مدل سازی 

ریاضی و کنترل ردیابی مسیر همزمان پایه سیّار و مجری نهایی نشان داده شده است.
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1- مقدمه
امروزه مسئله مدل سازی سینماتیکی و دینامیکي و کنترل ردیابی 
مسیر بازوهای سیّار مکانیکی توجّه بسیاری از پژوهشگران را به خود 
جلب کرده است. بسیاری از این کارها به ربات های متداولي که تنها 
است که  واضح  مفاصل دورانی تشکیل شده اند، محدود می شوند.  از 
عملکرد این بازوهای رباتیکی با اضافه شدن مفاصل رفت و برگشتی به 
شدّت افزایش می یابد. در واقع، قابلیّت تحرّک ربات سیّار با قابلیت های 
سیستم های  این  که  می شود  باعث  مکانیکي  بازوهاي  دستکاری 
رباتیکی به طور گسترده در صنایع مختلف از جمله نیروگاه های برق، 
نیروگاه های هسته ای، کارخانه هاي شیمیایي، کارخانه هاي داروسازي 

مورد استفاده قرار گیرند. 

فراوان در مورد سینماتیک ربات های چرخدار،  علیرغم مطالعات 
تنها تعداد کمی از آنها مربوط به مدل سازی کامل دینامیکی این دست 
از سیستم های رباتیکی است. از گذشته تا به امروز، هنوز مدل بندی 
معادلات  استخراج  برای  روش ها  رایج ترین  اویلر  نیوتون-  و  لاگرانژ 
حاکم براي ربات های سیّار چرخدار با قیود غیرهولونومیک می باشند. 
به عنوان مثال یک ربات همکار که در آن پایه سیّار بر روي یک سطح 
صفحه اي حرکت مي کند، توسّط خطیب و همکاران مدل سازي گردید 
]1[. از سوی دیگر با در نظر گرفتن قیود غیرهولونومیک برای سیستم 
ظاهر  حرکت  دینامیکی  معادلات  در  لاگرانژ  ضرایب  مطالعه،  مورد 
خواهند شد که تنها با استفاده از مدل بندی لاگرانژ محاسبه مي شوند. 
در واقع ضرایب لاگرانژ نیروهای عکس العملي هستند که توسط زمین 
به سیستم اعمال می شوند. به منظور اجتناب از ضرایب لاگرانژ، در ]2[ 
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یک پایه سیّار با استفاده از معادلات کین مورد بررسي قرار گرفته است. 
مدل سازي  در  کین  مدل بندی  از  استفاده  مزایاي  به  تحقیق  این  در 
قیود  نظر گرفتن  در  مناسب جهت  ابزار  از  استفاده  و  پایه هاي سیّار 
کامل  مدل  یک   ]3[ در  همچنین  است.  شده  اشاره  غیرهولونومیک 
از مدل بندی کین توسط  استفاده  با  بازوی مکانیکی سیّار  براي یک 
تانر و کریاکپوس ارائه گردیده است. در این تحقیق یک دسته معادله 
دینامیکي، همچنین یک دسته معادله قیدي براي بازوی مکانیکی با 
ارائه گردیده است. تحقیقات مذکور به مدل سازی ریاضی  پایه سیّار 
شده اند،  تشکیل  دورانی  مفاصل  از  تنها  که  سیّار  مکانیکی  بازوهاي 
محدود شده است؛ و مفاصل رفت و برگشتی در اینگونه از سیستم ها 
در نظر گرفته نشده است. حرکت همزمان پایه و قابلیت های دستکاری 
بازوهاي مکانیکی که از مفاصل دوراني-کشویي تشکیل شده اند، قابلیّت 
عملیاتی این نوع از سیستم های رباتیکی را به طرز چشمگیري افزایش 
پایه سیّار غیرهولونومیک  اثرات کوپلینگ بین  این حال  با  می دهند. 
و بازوی مکانیکی هولونومیک، دشواری مدل سازی دینامیکی اینگونه 
از سیستم ها را در پي دارد. علاوه بر این، اگر تعداد بازوهای بیشتري 
در ساخت یک بازوی رباتیکی سیّار مورد استفاده قرار گیرد، استخراج 
معادلات حرکت دینامیکی سیستم به صورت دستی کاري طاقت فرسا 
و زمان بر است. بنابراین برای استخراج خودکار معادلات حرکت، انتظار 
معادلات  آوردن  به دست  برای  بازگشتی  الگوریتم  یک  از  که  می رود 
متعدّدی  بازگشتی  الگوریتم های  که  چند  هر  شود.  استفاده  حرکت 
است  شده  استفاده  سری  ربات های  حرکت  معادلات  استخراج  برای 
]6-4[، اما تنها تعداد کمی از آنها برای بازوهای رباتیکی سیار قابل 
الگوریتم  یک  از   ]7[ در  سیّار،  پایه  با  ربات  زمینه  در  هستند.  اجرا 
ربات  معادلات حرکت  و سیستماتیک  تولید خودکار  براي  بازگشتي 
سیّار با قیود غیرهولونومیک استفاده شده است. روش پیشنهادي، یک 
روش عمومي و کليّ براي استخراج معادلات حرکت ربات با پایه سیّار 

محسوب مي گردد که در آن از اصل کار مجازي استفاده شده است. 
از آنجایي که تأکید این مقاله بر استخراج معادلات حرکت با استفاده 
از مدل بندی گیبس-اپل مي باشد، اهمّ کارهایي که در این زمینه انجام 
شده است به شرح زیر ارائه مي گردد. در زمینه رباتیک پوپوف روشی 
بسط  برای  وکوبراتوویچ  و  پوتکنجاک  توسّط  بعدها  که  کرد  طرح  را 
یک عبارت به شکل بسته که از پیچیدگی محاسباتی بالایی برخوردار 
ورشچاگین  توسط  دیگر  روشی   .]8[ گرفت  قرار  استفاده  مورد  بود، 

پیشنهاد شد که معادلات حرکت بازوی مکانیکی را از اصول گاوس و 
تابع گیبس استخراج می کرد ]9[. این روش بعدها توسط تو و روداس 
برای حلّ مسئله دینامیک معکوس ربات ها استفاده شد ]10[. ماتا و 
همکاران در تحقیقي، دو الگوریتم برای حلّ مسئله دینامیک معکوس 
بر پایه معادلات گیبس-اپل ارائه نمودند ]11[. در هر دو الگوریتم از 
پیچیدگی  از  الگوریتم  اوّلین  است.  شده  استفاده  برداری  متغیّرهای 
)2 برخوردار است و از الگوریتم دوّم کارایی کمتری  )O n محاسباتی 
) برخوردار است  )O n دارد؛ ولی الگوریتم دوّم از پیچیدگی محاسباتی 
است.  شده  مقایسه  نیوتن-اویلر  روش  پایه  بر  حرکت  معادلات  با  و 
پروونزانو و همکاران در تحقیقي روشی برای محاسبه تانسور اینرسی 
تعمیم یافته ربات ها بر پایه توابع گیبس-اپل ارائه کردند ]12[. در این 
شده  ارائه   ( )O n پیچیدگی  با  مفید  بازگشتی  الگوریتم  یک  روش 
است که برای نوشتن برنامه ای به زبان فرترن از آن استفاده می شود. 
سرانجام ماتا و همکاران برای تکمیل کارهای قبلی خود در تحقیقي 
مسئله مدل دینامیکی ربات ها با بازوهای صلب و اتصّالات ایده آل را 
در  چه  و  مستقیم  حالت  در  چه  گیبس-اپل  معادلات  از  استفاده  با 
حالت معکوس به طور کامل شرح دادند ]13[. اخیراً کورایم و شافعي 
از مدل بندی گیبس-اپل در استخراج معادلات  بهره گیری  به منظور 
غیرهولونومیک  و  هولونومیک  قیود  با  رباتیکی  سیستم های  حرکت 
یک الگوریتم بازگشتي را بر اساس ماتریس های دوران 3⨯3 برای به 
دست آوردن معادلات حرکت ربات های زنجیره ای صلب و انعطاف پذیر 
توسعه داده اند ]27-14[. آنها همچنین از این الگوریتم بازگشتي برای 
به دست آوردن معادلات حاکم در ربات های سیّار همکار و همچنین در 
بازوهاي مکانیکي سیّاری که به وسیله مفاصل دورانی-کشویی به هم 
متصل هستند، بهره جستند ]31-28[. با این حال همه این کارها به 
اهداف مدل سازی دینامیکی محدود بوده و هیچ سیستم کنترلی برای 
ردیابی مسیرهای پایه سیّار و مجری نهایی در سیستم های رباتیکی 

مذکور طراحی نشده است.
ویژگی اصلی بازوهای مکانیکی سیّار، زیر تحریک بودن آنها است. 
بدین معنا که تعداد ورودی های کنترلی در اینگونه از سیستم ها کمتر 
از متغیّرهاي حالتي است که باید کنترل شوند. علاوه بر این، بر اساس 
کنترل  برای  پایدارساز  کنترلي  قوانین  طراحی   ]32[ براکت  تئوری 
حرکت این سیستم های غیرهولونومیک، یک کار چالش برانگیز است. 
زیرا هیچ فیدبک پیوسته اي نمی تواند برای پایداری چنین سیستم  هایی 
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اعمال شود. همچنین کوپلینگ دینامیکی بین ربات سیّار و بازوهای 
و  سیستم  این  ریاضي  مدل  بودن  غیرخطّی  و  سو،  یک  از  مکانیکی 
از سویي دیگر، چالش های کنترلی جذابی را  عدم قطعیّت های مدل 
ایجاد کرده است ]33[. روش های  بازوهای سیّار  برای ردیابی مسیر 
متنوعی برای حلّ این مشکلات ارائه شده است که می توان به استفاده 
از کنترل مد لغزشی ]34[، کنترل مقاوم ]35[، کنترل فازی ]36[، 
بهینه  کنترل  و   ]38[ عصبی  شبکه  کنترل   ،]37[ تطبیقی  کنترل 
برای  تطبیقی  کنترل کننده  یک   ]40[ مرجع  در  کرد.  اشاره   ]39[
ردیابی مسیرهای مطلوب بازوی رباتیکی سیّار با وجود عدم قطعیّت ها 
غیرفعّال  تطبیقی  کنترل کننده  یک   ]41[ بوکاتایا  شد.  داده  توسعه 
جهت کنترل بازوهاي مکانیکي سیّار غیرهولونومیک را با فرض وجود 
عدم قطعیّت  و اغتشاشات پیشنهاد نمود. چن ]42[ یک کنترل کننده 
برای  عقب  به  برگشت  روش  از  استفاده  با  را  تطبیقی  لغزشی  مد 
افزایش مقاومت مسئله تعقیب مسیر طراحی کرد. در کار تحقیقاتي 
برابر عدم  دیگري یک کنترل کننده تعقیب مسیر تطبیقی مقاوم در 
قطعیّت های ساختاری و اغتشاشات خارجی توسط پنگ پیشنهاد شده 
چند  کنترل کننده    ،]44[ مرجع  در  محقّقان  همچنین   .]43[ است 
متغیّره اي را به صورت تحلیلی به منظور تعقیب مسیر ربات های سیّار 
با استفاده از روش کنترل پیش بین غیرخطّی توسعه دادند. نتایج این 
کار به یک پایه سیّار محدود است و اثرات کوپلینگ ناشی از نصب یک 

بازوی مکانیکی بر روی آن در نظر گرفته نشده است. 
شده  استفاده  غیرخطی  پیش بین  کنترل  روش  از  مقاله  این  در 
که در ادامه به مزیت های آن اشاره خواهد شد. این روش غیرخطی 
مبتنی بر بهینه سازی است و قوانین کنترلی به شکل تحلیلی و فرم 
کنترل کننده  آسان  پیاده سازی  موجب  که  می شوند  استخراج  بسته 
به دلایلی که در ادامه بیان خواهد شد، می شود. اساساً دو نوع روش 
از روش  استفاده  دارد:  بهینه وجود  کنترل  در حل مسائل  کلاسیک 
به  منجر  که  بهینه  کنترل  مسئله  حل  برای  دینامیکی  برنامه ریزی 
بلمن1  جاکوبی-  همیلتون-  جزئی  مشتقات  با  دیفرانسیل  معادلات 
می شود که بایستی به نوعی حل گردند. روش دوم استفاده از روش 
حساب تغییرات است که خود منتهی به حل معادلات دیفرانسیل با 
کلاسیک  روش های  از  استفاده  اما  می شود.  جداگانه2  مرزی  شرایط 
برای سیستم هایی که دینامیک آنها غیرخطی است دارای مشکلاتی 

1  Hamilton–Jacobi–Bellman (HJB)
2  Two-Point Boundary Value (TPBV)

می باشد؛ چرا که در این حالت یا باید مسئله غیرخطی و یا معادلات با 
مشتقات جزئی برای یک سیستم غیرخطی حل شوند. برای حل این 
پیدا کرد و حتی در  راه حل تحلیلی  به ندرت می توان  گونه مسائل 
بسیاری موارد که اثرات غیر خطی مدل شدید باشند، هرگز نمی توان 
جواب تحلیلی ارائه نمود. استفاده از روش های عددی نیز در این موارد 
آسان نبوده و مستلزم بهینه سازی دینامیکی همزمان می باشد که خود 

باعث تأخیر در سیستم شده و عوارض نامطلوب دارد. 
سیستم های  بهینه  کنترل  مسئله  فوق،  مشکلات  به  توجه  با 
غیرخطی یکی از موضوعات روز کنترل می باشد. به عنوان یک روش 
عملی جایگزین برای حل مسائل کنترل بهینه سیستم های غیرخطی 
که در آن نیازی به حل معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزی جداگانه 
و یا معادلات با مشتقات جزئی نیست، روش کنترل پیش بین مبتنی 
بر مدل3  می باشد. اما از مشکلات عمده این روش برای سیستم های 
از  یکی  می باشد.  همزمان  دینامیکی  بهینه سازی  به  نیاز  غیرخطی، 
یک  دارد.  به دنبال  بالا  محاسبات  که  است  تأخیری  مهم،  مشکلات 
روش،  این  از  استفاده  در  همزمان  محاسبات  از  اجتناب  برای  روش 
توسعه کنترل پیش بین حلقه بسته است. در این روش، پاسخ غیرخطی 
تیلور پیش بینی  بازه زمان بعدی توسط بسط سری  سیستم در یک 
پیدا می شود که  فعلی چنان  لحظه  در  قانون کنترلی  و سپس  شده 
خطای ردیابی پیش بینی شده مینیمم گردد. در این مقاله، این روش 
برای کنترل ردیابی مسیر حرکت یک بازوی مکانیکی سیّار که از یک 
صلب  مکانیکی  بازوی  یک  و  غیرهولونومیک  چرخ های  با  سیّار  پایه 
که توسط مفاصل دورانی-کشویی به هم متصل شده اند، توسعه داده 
می شود. پس از مدل سازی سینماتیکی و دینامیکی سیستم رباتیکی 
مذکور، یک کنترل کننده سینماتیکی به صورت تحلیلی با یک فرآیند 
بهینه سازی استخراج می شود و پایداری این سیستم حلقه بسته ثابت 
می شود. همچنین در این بخش کنترل کننده  دینامیکی این سیستم با 
استفاده از روش مشابه به دست می آید. سپس عملکرد روش کنترلی 
کامپیوتری  از طریق شبیه سازی  قطعیّت ها  با وجود عدم  پیشنهادی 

مورد ارزیابی قرار می گیرد.

2- مدلسازی 
2-1- سینماتیک سیستم

در این بخش سینماتیک ربات با بازو هاي صلب و مفاصل دورانی-
قرار  بررسی  مورد  گرفته  قرار  سیّار  پایه  یک  روی  بر  که  کشویی 

3  Model-Based Predictive Control (MPC)
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یک  بازو  هر  به  )دناویت-هارتنبرگ(  قاعده  طبق  )شکل1(.  می گیرد 
( اختصاص می یابد. علاوه بر  2 2 2x y z 1 و  1 1x y z دستگاه مختصات )
0 چارچوب متّصل به پایه سیّار است که در سینماتیک  0 0x y z این 
که  گرفت؛  نظر  در  مرجع  را چارچوب  آن  می توان  رباتیکی  بازوهاي 
تقارن  محور  امتداد  در   0x محور  دارد،  قرار   P نقطه  در  آن  مبدأ 
0y در امتداد محور چرخش چرخ ها )به سمت چرخ  پایه سیّار است، 

متعامد  مختصات  دستگاه  کننده  تکمیل   0z محور  و  چپ(  سمت 
G سیستم مختصاتی است که به زمین متّصل است و  G GX Y Z است. 

می تواند به عنوان چارچوب اینرسی در نظر گرفته شود. 
زیر در نظر  پایه سیّار فرضیّات  با  بازوی مکانیکی  در مدل سازی 

گرفته می شود:
1- هیچ گونه لغزشی بین چرخ ها و زمین وجود ندارد )در حقیقت 

 

Fig.1. Schematics of a single link moving robot with rotary-sliding joints 

کشویی -دورانی مفاصل با بازو  ربات سیار تک: ۱شکل   
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Fig.1. Schematics of a single link moving robot with rotary-sliding joints

شکل 1: ربات سیار تک بازو با مفاصل دورانی-کشویی
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تماس از نوع غلتش خالص فرض می شود(.
 محدود گردیده و هیچ گونه 

G G GX O Z 2-  حرکت پایه به صفحه 
Z انجام نمی پذیرد. حرکتی در امتداد محور 

P در امتداد محور دوران پایه سیّار )نقطه  3-  عدم حرکت نقطه 
تقاطع محور تقارن پایه سیّار با محور دوران چرخ ها( مفروض است.

P نسبت به دستگاه  با توجه به آخرین فرض سرعت واقعی نقطه 
( به  فرم زیر ارائه می گردد. 0 0 0x y z مختصات متصل به پایه سیّار )

0 0
0P Pv v x=

   )1(

شتاب  و  سرعت  اکنون  است.   { }T0
0 1 0 0x =
 آن  در  که 

زاویه ای پایه سیّار و بازوی مکانیکی در دستگاه مرجع محلی خود به  
صورت زیر بیان می شود.

0 0
0 0 0zω θ= 

  )2(

( )1 1
1 0 1 1zω θ θ= +
 

   )3(

} می باشد. از آنجا که روش  }T0 1
0 1 0 0 1z z= =
  به طوری که 

پیشنهادی در این مقاله بر اساس مدل بندی گیبس-اپل است مقدار 
P  لازم است، که می توان آن را با مشتق گرفتن  شتاب مطلق نقطه 

از معادله )1( نسبت به زمان به دست آورد.

0 0 0
0 0 0P P pv v x v yθ= +

  

 

  )4(

} است. اکنون با داشتن سرعت مطلق  }T0
0 0 1 0y =
 که در آن 

P و سرعت زاویه ای پایه، شتاب مطلق مرکز جرم مجموعه پایه  نقطه 
( و همچنین شتاب مطلق مرکز جرم بازوی مکانیکی در  0G و چرخ ها )

دستگاه مختصات محلی آنها به صورت زیر بیان می شود.

( ) ( )0

0 2 0 0
0 0 0 0 0G P Pv v d x v d yθ θ θ= − + +

  

   

  )5(

 )6(

 ، 1 1cosC θ= 0G است. همچنین  P و  dفاصله بین نقطه  که   
1 می باشند.  1sinS θ=

همانگونه که در بالا ذکر شد چرخ های پایه سیّار بدون لغزش روی 
زمین حرکت می کنند. بنابراین سرعت مطلق مرکز چرخ های چپ و 
 ) 0 0 0x y z ( سیّار  پایه  به  متصل  محلی  مختصات  دستگاه  در  راست 

به صورت زیر بیان می شود.

0 0 0 0
/ / 0 0 / 0L R L R a a L Rv y r z r xθ θ= × =

   

   )7(

ar شعاع  ×( عملگر ضرب خارجی را نشان می دهد و  که در آن )
زاویه ای چرخ های سمت  به ترتیب سرعت   Rθ Lθ و  دوران چرخ ها و
چپ و راست در امتداد محور دوران چرخش چرخ ها را نشان می دهد. 
همچنین سرعت مرکز چرخ ها )چپ یا راست( به صورت زیر محاسبه 

می شود.

( ) ( )0 0 0 0 0
/ 0 0 0 0 0L R P Pv v z a y v a xθ θ= + × ± =

    

 

  )8(

P و مرکز دوران چرخ ها است. با توجه به  a فاصله بین نقطه  که 
معادلات )7( و )8( داریم:

( )/ 0
1

L R P
a

v a
r

θ θ= 

  )9(

معادلات  استخراج  مقاله  این  تأکید  شد،  ذکر  قبلًا  که  همانگونه 
است.  گیبس-اپل  مدل بندی  اساس  بر  رباتیکی  سیستم  این  حرکت 
با  به ترتیب  باید  راست  و  چپ  چرخ های  زاویه ای  شتاب  بنابراین 
مشتق گیری از معادله )9( نسبت به زمان به دست آیند. بنابراین داریم:

( )/ 0
1

L R P
a

v a
r

θ θ= 


  )10(

در بخش بعدی از روابط ارائه شده در بالا به منظور به دست آوردن 
تابع گیبس کل سیستم استفاده می شود.

2-2- دینامیک سیستم 
مدل بندی گیبس-اپل از یک تابع اسکالر به نام تابع گیبس یا انرژی 
مکانیکی  سیستم  یک  حرکت  معادلات  آوردن  به دست  برای  شتاب 
استفاده می کند. به همین دلیل مجموعه ای از شبه سرعت های مستقل 

( ) ( )(
( ) )
( ) ( )(

( ) ( )) 0
0

1010
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2
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انتخاب می شود. پس از تشکیل تابع گیبس بر حسب جملات شتاب، 
با  نهایت  در  می گیریم.  مشتق  شتاب ها  شبه   به  نسبت  تابع  این  از 
مساوی قرار دادن نتیجه به دست آمده با نیروهای تعمیم یافته مرتبط 
با شبه  سرعت ها معادلات حاکم بر حرکت به دست می آیند. می توان 
تابع گیبس برای یک جسم صلب به فرم زیر  به راحتی ثابت کرد که 

ارائه می گردد.

1 1
2 2

T T T
G G G GS m a a I Iω ω ω ω ω= ⋅ + ⋅ + ⋅
     

  

  )11(

اینرسی  ممان  و  جرم  بیانگر  به ترتیب   GI m و  بالا  معادله  در 
و   ω و  جرم  مرکز  شتاب   Ga هستند.  مرکز جرم  به  نسبت  جرمی 
هستند.  صلب  جسم  زاویه ای  شتاب  و  زاویه ای  سرعت  به ترتیب   ω

ω است. سیستم  ω یک ماتریس پادمتقارن مرتبط با بردار  همچنین 
رباتیک نشان داده شده در شکل 1 از چهار جسم صلب تشکیل شده 
است. این اجسام عبارت است از: یک پایه سیّار، دو چرخ و یک بازوی 
پایه  در جرم  راست  و  که جرم های چرخ های چپ  آنجایي  از  صلب. 
0G مرکز جرم پایه سیّار و چرخ ها می باشد. لذا با  سیّار ادغام شده اند، 
استفاده از معادله )11( تابع گیبس برای بازوهاي مکانیکی پایه سیّار 

به صورت زیر نوشته می شود.

 )12(

 ممان اینرسی جرمی 
0GI 0m جرم کل پایه سیّار و چرخ ها و  که 

0G عبور می کند، است.  پایه سیّار حول محور عمودی که از مرکز جرم 
 ممان اینرسی جرمی بازو حول محور 

1GI 1m جرم بازو و  همچنین 
wI ممان اینرسی  هستند. در پایان  1G عمودی گذرنده از مرکز جرم  
بقیه  می باشد.  چرخ ها  دوران  محور  حول  راست  و  چپ  چرخ های 
عبارات قبلًا نام گذاری شده است. با جایگذاری معادلات )2( و )3( و 
همچنین معادلات )5( و )6( فرمول گیبس-اپل برای کل سیستم بر 
حسب مجموعه ای از شبه  شتاب های مستقل به دست می آید. جهت 
اجتناب از طولانی شدن مقاله، این تابع اسکالر در پیوست )معادله الف 

-1( ارائه شده است. 

در روش گیبس-اپل معادله حرکت با مشتق گیری از تابع گیبس 
به  نیاز  بنابراین  می آید.  به دست  مستقل  شبه  شتاب های  به  نسبت 
 /S η∂ ∂  و   1/S θ∂ ∂   ، 0/S θ∂ ∂   ، / PS v∂ ∂  جملات،  محاسبه 
آورده  الف-5(  تا  الف-2  )معادلات  پیوست  در  عبارت ها  این  داریم. 

شده اند.
معادلات حاکم بر ربات با در نظر گرفتن نیرو های تعمیم یافته مرتبط 
گشتاورهاي  تنها  می کنیم  فرض  می گردد.  تکمیل  شبه سرعت ها  با 
Lτ که به ترتیب به چرخ های راست و  Rτ و  خارجی وارد بر سیستم، 
τ به مفصل دورانی اعمال می شوند. همچنین نیروی  چپ و گشتاور 
F به مفصل کشویی وارد می شود. بنابراین کار تعمیم یافته را می توان 

به صورت زیر نوشت:

 )13(

با جایگذاری معادله )9( در معادله )13( کار تعمیم یافته بر حسب 
شبه  سرعت ها به صورت زیر  به دست می آید:

 )14(

گشتاور  از  ناشی  تعمیم یافته  نیرو های  آوردن  به دست   برای 
شبه  به  نسبت   )14( معادله  از  که  است  کافی  خارجی  نیرو های  و 

 سرعت ها مشتق بگیریم. 

( )1
R L

A a

U
v r

τ τ∂
= +

∂
 )15(
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0
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τ τ
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= −
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 )16(

1
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θ
∂
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 )17(

U F
η

∂
=

∂ 
 )18(

حال، معادلات حرکت دینامیک معکوس سیستم رباتیکی مذکور 
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یس پادمتقارن تریک ما  ωاي جسم صلب هستند. همچنین  اي و شتاب زاویه اویه ت زسرع رتیب  تبه   ωو    ωرم و  ج
صلب تشکیل شده است. این اجسام م  جس  چهاراز    1است. سیستم رباتیک نشان داده شده در شکل    ωمرتبط با بردار  

در جرم پایه    هاي چپ و راستهاي چرخصلب. از آنجایی که جرم  بازوي  یک  خ وچر  ر، دو سیاّ  عبارت است از: یک پایه
  براي بازوهاي) تابع گیبس  11با استفاده از معادله (  لذاباشد.  ها میمرکز جرم پایه سیاّر و چرخ 0G،  دناسیاّر ادغام شده

 شود.صورت زیر نوشته میمکانیکی پایه سیاّر به
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ها و  جرم کل پایه سیاّر و چرخ  0mکه  
0GI    0ممان اینرسی جرمی پایه سیاّر حول محور عمودي که از مرکز جرمG 

و    بازوجرم    1mهمچنین    کند، است.عبور می
1GI    حول محور عمودي گذرنده از مرکز جرم    بازوممان اینرسی جرمی

1G   هستند. در پایانwI   ه عبارات قبلاً باشد. بقیها میهاي چپ و راست حول محور دوران چرخ ممان اینرسی چرخ 
معادلاذگنام جایگذاري  با  است.  شده  (اري  (3(و  )  2ت  معادلات  همچنین  و  گیبس6(   و )  5)  فرمول  کل  -)  براي  اپل 

جهت اجتناب از طولانی شدن مقاله، این تابع  آید.  دست میمستقل به  ايهشتاباي از شبه  سیستم بر حسب مجموعه 
   ه است.ارائه شد) 1-(معادله الف اسکالر در پیوست 

رو گیبدر  مشتقاپ -سش  با  حرکت  معادله  شبهاز  گیري  ل  به  نسبت  گیبس  بهشتابتابع  مستقل  میهاي  آید.  دست 
/بنابراین نیاز به محاسبه جملات،   PS v∂ ∂   ،0/S θ∂ ∂   ،1/S θ∂ ∂     و/S η∂ ∂   یوست ها در پ داریم. این عبارت

 اند. ) آورده شده5-تا الف 2-عادلات الف(م
کنیم  گردد. فرض میها تکمیل میسرعتیافته مرتبط با شبههاي تعمیمر ربات با در نظر گرفتن نیروحاکم ب  معادلات 

بر سیستم،  تن ب  Lτو    Rτها گشتاورهاي خارجی وارد  به مفصل   τي راست و چپ و گشتاور  هاه چرخ ب  یبترته که 
نیرونشومیاعمال  دورانی   همچنین  می  F  يد.  وارد  کشویی  مفصل  تبه  کار  بنابراین  مییمعمشود.  را  توان یافته 

 نوشت: صورت زیر به
 

)13(1R R L LU θ τ θ τ θ τ Fη= + + +  

 
 

 : دآیدست میهب صورت زیر ها بهسرعت شبه  بر حسبیافته ) کار تعمیم13) در معادله (9ادله (مع  اريایگذبا ج
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6 
 

یس پادمتقارن تریک ما  ωاي جسم صلب هستند. همچنین  اي و شتاب زاویه اویه ت زسرع رتیب  تبه   ωو    ωرم و  ج
صلب تشکیل شده است. این اجسام م  جس  چهاراز    1است. سیستم رباتیک نشان داده شده در شکل    ωمرتبط با بردار  

در جرم پایه    هاي چپ و راستهاي چرخصلب. از آنجایی که جرم  بازوي  یک  خ وچر  ر، دو سیاّ  عبارت است از: یک پایه
  براي بازوهاي) تابع گیبس  11با استفاده از معادله (  لذاباشد.  ها میمرکز جرم پایه سیاّر و چرخ 0G،  دناسیاّر ادغام شده

 شود.صورت زیر نوشته میمکانیکی پایه سیاّر به
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ها و  جرم کل پایه سیاّر و چرخ  0mکه  
0GI    0ممان اینرسی جرمی پایه سیاّر حول محور عمودي که از مرکز جرمG 

و    بازوجرم    1mهمچنین    کند، است.عبور می
1GI    حول محور عمودي گذرنده از مرکز جرم    بازوممان اینرسی جرمی

1G   هستند. در پایانwI   ه عبارات قبلاً باشد. بقیها میهاي چپ و راست حول محور دوران چرخ ممان اینرسی چرخ 
معادلاذگنام جایگذاري  با  است.  شده  (اري  (3(و  )  2ت  معادلات  همچنین  و  گیبس6(   و )  5)  فرمول  کل  -)  براي  اپل 

جهت اجتناب از طولانی شدن مقاله، این تابع  آید.  دست میمستقل به  ايهشتاباي از شبه  سیستم بر حسب مجموعه 
   ه است.ارائه شد) 1-(معادله الف اسکالر در پیوست 

رو گیبدر  مشتقاپ -سش  با  حرکت  معادله  شبهاز  گیري  ل  به  نسبت  گیبس  بهشتابتابع  مستقل  میهاي  آید.  دست 
/بنابراین نیاز به محاسبه جملات،   PS v∂ ∂   ،0/S θ∂ ∂   ،1/S θ∂ ∂     و/S η∂ ∂   یوست ها در پ داریم. این عبارت

 اند. ) آورده شده5-تا الف 2-عادلات الف(م
کنیم  گردد. فرض میها تکمیل میسرعتیافته مرتبط با شبههاي تعمیمر ربات با در نظر گرفتن نیروحاکم ب  معادلات 

بر سیستم،  تن ب  Lτو    Rτها گشتاورهاي خارجی وارد  به مفصل   τي راست و چپ و گشتاور  هاه چرخ ب  یبترته که 
نیرونشومیاعمال  دورانی   همچنین  می  F  يد.  وارد  کشویی  مفصل  تبه  کار  بنابراین  مییمعمشود.  را  توان یافته 

 نوشت: صورت زیر به
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زیر  به صورت  است  دیفرانسیلی  معادله   4 از  مجموعه ای  شامل  که 
به دست می آیند.

A A

S U
v v
∂ ∂

=
∂ ∂

 )19(

 )20(

S U
η η
∂ ∂

=
∂ ∂ 

 )21(

معادلات بالا به فرم دینامیک معکوس می باشند. در بخش بعد با 
نوشتن این معادلات به فرم دینامیک مستقیم زمینه را برای شبیه سازی 

این دسته از معادلات آماده می نماییم.
برای اهداف کنترلی مطلوب است که ضریب های شبه شتاب ها، در 
)Re که شامل  , )

→

Θ Θ
 

 سمت چپ معادله و اثرات دینامیکی باقیمانده 
و  مرکز هستند  از  گریز  نیر و های  کریولیس،  گرانش، شتاب  ترم هاي 
τ در سمت راست  همچنین نیرو های تعمیم یافته سیستم یعني بردار 
معادلات حرکت قرار گیرند. با سازماندهی این معادلات دیفرانسیلي 
به صورت زیر  به شکل ماتریسی معادلات دینامیک مستقیم سیستم 

به دست می آید.

( ) Re( , )I τ
→

Θ Θ = Θ Θ +
   



   )22(

) ماتریس اینرسی کل سیستم شامل )پایه سیّار و بازوها(  )I Θ
 که 

قبلًا   τ و   Re( , )
→

Θ Θ
 

 همچنین  می باشد.  شبه  شتاب ها  بردار   Θ


 و 
معرفي شده اند. اجزای معادله )22( به صورت زیر ارائه می گردد.

( )
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

I I I I
I I I I

I
I I I I
I I I I

 
 
 Θ =
 
 
 



 )23(

{ }T

0 1Pv θ θ ηΘ =




 

  )24(

( ) ( )
T

1
R L R L

a a

a F
r r

τ τ τ τ τ τ
 

= + − 
 

  )25(

{ }
0 1

T
Re( , ) Re Re Re Re

Pv ηθ θ

→

Θ Θ =
 



 

  )26(

عناصر ماتریس اینرسی و ترم های دینامیکی باقیمانده در پیوست 
)معادلات الف-6 تا الف-25( آورده شده اند.

3- توصیف مسئله و طراحي سیستم کنترلي 
نشان  را  شده  طراحی  کنترلی  سیستم  بلوکی  شکل 2دیاگرام 
می دهد. هدف اصلی این سیستم کنترلی تعیین گشتاور ورودی اعمال 
( و همچنین گشتاور ورودی  Rτ Lτ و  شده به چرخ های چپ و راست )
τ و نیروی ورودی به مفصل کشویی  به مفاصل بازوی مکانیکی یعني 
F است؛ به طوری که پایه سیّار و مجری نهایی سیستم واقعی  یعني 
بتوانند مسیر پایه سیّار و مجری نهایی مرجع را دنبال کنند. مطابق 

شکل 2 سیستم کنترل پیشنهادی از دو بخش تشکیل شده است:
1-  ابتدا یک کنترل کننده سینماتیکی برای یافتن سرعت ورودی 
موقعیّت  خطاهای  بتواند  که  به طوري  است،  شده  طراحی  مناسب 

( را به صفر نزدیک کند. eη , و  ( 0,1)i e iθ =  ، 0
ePy  ، 0

ePx سیستم )
و  گشتاور  ایجاد  برای  دینامیکی  کنترل کننده  یک  طراحی    -2
دورانی-کشویی  مفاصل  و  چرخ ها  به  شده  اعمال  کنترلی  نیرو های 

Pv ( ربات  زاویه ای  و  سرعت  خطّی  که  به طوری  مکانیکی،  بازوی 
از  که  مطلوبي  زاویه ای  و  سرعت  خطّی  به   )  dη و  ( 0,1)i iθ =  ،

dη و   , ( 0,1)i d iθ =  ،
dPv ( است  آمده  به دست  سینماتیک  مرحله 

( میل کند.
توجه شود در این مقاله در طراحی کنترل کننده فرض شده است 
که تمامی حالت های سیستم در دسترس می باشند. در واقع با داشتن 
زاویه ای  سرعت  سنسور  و  ربات  موقعیت  تعیین  جهت  ژیروسکوپ 
)انکودر( و استفاده از الگوریتم های متداول تخمین مانند فیلتر کالمن 
بو  بی  کالمن  فیلتر  و   )EKF2( یافته  توسعه  کالمن  فیلتر   ،)KF1(
را  فیدبک  جهت  نیاز  مورد  حالت های  می توان   ]45-47[  )UKF3(

فراهم نمود.

3-1- معادلات خطای ردیابی
ربات مورد  برای  به منظور طراحی یک کنترل کننده سینماتیکي 
مطالعه، خطای ردیابی سیستم شامل پایه سیّار و بازوی مکانیکی باید 
1  Kalman Filter
2  Extended Kalman Filter
3  Unscented Kalman Filter 

1,0=
∂
∂

=
∂
∂ iUS

ii θθ 
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محاسبه شوند. شکل 3 مسیرهای واقعی و مرجع پایه سیّار و مجری 
نهایی را نشان می دهد.

بین  تفاوت  است،  شده  داده  نشان   3 شکل  در  که  همانطور 
P توسط بردار  وضعیّت فعلی و موقعیّت مطلوب پایه سیّار در نقطه 
0 نشان داده شده  است؛ که در سیستم مختصات محلی متصل 

epr

( به صورت رابطه زیر ارائه مي گردد. 0 0 0x y z به پایه سیّار )

( )0 0

0 0
0 0

e r a

e e

G G
P G P P

P P

r R r r

x x y y

= − =

+

  

 

 )27(

که  است  اي   3×3 دوران  ماتریس   0
GR  ،)27( معادله  در 

G را نسبت به دستگاه  G GX Y Z جهت گیري دستگاه مختصات اینرسي 
0 که به پایه سیّار متصل شده است، توصیف  0 0x y z مختصات محلي 
مي کند. خطاي جهت گیري بین موقعیّت واقعي پایه سیّار و موقعیّت 
، همچنین خطاي موقعیّت خطّي و زاویه اي بین  0,eθ مطلوب آن یعني 
 ) eη eθ,1 و  وضعیّت واقعي و وضعیّت مطلوب براي بازوی مکانیکی )

به صورت زیر ارائه مي گردد:

0, 0, 0,e r aθ θ θ= −  )28(

( ) ( )
( )

1, 0, 1, 0, 1,

0, 1, 1,

e r r a a

e r a

θ θ θ θ θ

θ θ θ

= + − + =

+ −
 )29(

e r aη η η= −  )30(

با مشتق گیری از معادله )27( نسبت به زمان، تفاوت بین سرعت 
P و سرعت واقعی این نقطه توصیف شده در دستگاه  مرجع نقطه 

0 به صورت زیر به دست می آید. 0 0x y z مختصات 

( )
( )

0 0 0
0, 0

0
0, 0

e e e e

e e

P P P P a

P P a

r v x y x

y x y

θ

θ

= = −

+ +

  












 )31(

واقعی  و  مرجع  بین سرعت  تفاوت   ،3 اساس شکل  بر  همچنین 
0 به صورت زیر  0 0x y z P توصیف شده در دستگاه مختصات  نقطه 

بیان می شود.

( )
( )

0 0 0 0
0, 0

0
0, 0

cos

sin 0
e r a r a

r

P P P P e P

P e

v v v v v x

v y

θ

θ

= − = −

+ −

   



 )32(

دینامیک خطای موقعیّت پایه سیّار را می توان با مساوي قرار دادن 
معادلات )31( و )32( به صورت زیر به دست آورد.

 

Fig.2. The block diagram of control system 

کنترلی سیستم بلوکی  دیاگرام :۲شکل   
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شکل 2: دیاگرام بلوکی سیستم کنترلی
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0, 0,cos
e r a eP P e P P ax v v yθ θ= − + 

  )33(

0, 0,sin
e r eP P e P ay v xθ θ= − 

  )34(

بازو های  و  سیّار  پایه  جهت گیری  خطای  دینامیک  طرفي  از 
مکانیکی را می توان با مشتق گیری از معادلات )28( الی )30( نسبت 

به زمان به صورت زیر ارائه نمود.

 

Fig.3. Actual and reference positions of the robot 

ھای واقعی و مرجع ربات موقعیّت : ۳شکل   
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شکل 3: موقعیّت های واقعی و مرجع ربات
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0, 0, 0,e r aθ θ θ= −    )35(

( )1, 0, 1, 1,e e r aθ θ θ θ= + −     )36(

e r aη η η= −    )37(

معادلات )33( تا )37( به عنوان دینامیک خطای ردیابي شناخته 
برای طراحی کنترل کننده  معادلات  این  بعد  لذا در بخش  می شوند. 

سینماتیکي مورد استفاده قرار می گیرند.

3-2- طراحي کنترل کننده سینماتیکی
در این بخش یک کنترل کننده سینماتیک غیر خطّی با استفاده از 
روش کنترل پیش بین طراحی خواهد شد. در اینجا معادلات )33( الی 

)37( به فرم فضای حالت ارائه مي گردند.

1 3 1 2 2cos
rPx v x u x u= − +  )38(

2 3 1 2sin
rPx v x x u= −  )39(

3 0, 2rx uθ= −

  )40(

( )4 3 1, 3rx x uθ= + −

   )41(

5 4rx uη= −  )42(

 { } { }TT
1 2 3 4 5 0, 1,e eP P e e ex x x x x x x y θ θ η= =

 آن  در  که 
 { } { }TT

1 2 3 4 0, 1,dP d d du u u u u v θ θ η= =


 



همچنین  و  حالت  متغیر   بردارهای 
}بردار ورودی سرعت های کنترلی است. از  } { }TT

1 2 3 4 0, 1,dP d d du u u u u v θ θ η= =


 



آنجایی که تعداد ورودی های کنترلی کمتر از تعداد متغیّرهاي حالتي 
است که باید کنترل شوند، سیستم رباتیکی مورد بررسی به عنوان یک 
سیستم زیر تحریک شناخته مي شود. هدف از این بخش پیدا کردن 
قوانین کنترلي مناسب جهت پایدارسازي سیستم زیر تحریکي است 
 0x →



 که توسط معادلات )38( الی )42( ارائه شده است )یعني 
.)t →∞ زمانی که 

در مسائل پایدارسازی، توابع خروجی را می توان به گونه ای انتخاب 

نماید  پایدار  را  سیستم  شده  طراحی  فیدبک  کنترل کننده  که  نمود 
توابع  این  سیستم،  حالت  فضای  فرم  اساس  بر  روي،  این  از   .]48[

خروجی را می توان به صورت زیر ارائه نمود.

( )1 1 2 0- sgn ry x xβ θ=   )43(

 )44(

β یک عدد ثابت مثبت است.  (.)sgn تابع علامت است و  که 
اکنون با توسعه یک روش کنترل کننده غیرخطّي پیش بین ]49-52[، 
باعث  که  مي گردد  طراحي   متغیّره اي  چند  غیرخطّي  کنترل کننده 
مي شود خروجي هاي سیستم به سمت صفر میل  کنند. در این روش 
ابتدا خروجی های سیستم برای بازه زمانی بعدی با استفاده از بسط 
سری تیلور پیش بینی می شوند. سپس ورودی های کنترلی پیوسته اي 
اعمال مي گردد تا خطاهای ردیابي پیش بینی شده را به حداقل برساند. 
لذا براي حل مسئله پایدارسازي، یک تابع هدف نقطه اي مرتبه دو را 

به صورت زیر تعریف مي نماییم.

( ) ( )
4

2

1

1
2 i i

i
J u w y t h

=

= +∑  )45(

 iw h زمان پیش بینی بوده و یک عدد ثابت حقیقی است و  که 
ارزان  کنترلی  سیستم  یک  که  است  ذکر  به  لازم  است.  وزنی  عامل 
در اینجا در نظر گرفته شده است. زیرا در آن هیچ ثابت وزني براي 
ورود ی های کنترلی در تابع هدف )معادله )45(( در نظر گرفته نشده 
بدون  ربات  حرکت  کامل  ردیابي  راهکار،  این  کارگیری  به  با  است. 
اعمال هیچگونه محدودیتي بر روي ورودیهاي کنترلي سیستم تحقّق 
مي یابد. در اینجا بسط سری تیلور به منظور پیش بیني خروجی ها در 
t مورد استفاده قرار می گیرد. خروجی های سیستم برای  h+ زمان 
 t q در زمان  بازه زمان بعدی با استفاده از بسط سری تیلور مرتبه 

به صورت زیر به دست می آیند.

 )46(

iq با استفاده از مرجع ]53[ به دست می آید. که در آن 

4,...,21 == + ixy ii
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i i iq r ρ= +  )47(

نشان  را  نسبی  درجه  و  کنترل  مرتبه  به ترتیب   iρ و   ir که 
می دهند.

s r≤ [ ] ( ) 0su t τ+ ≠ ] اگر  ]0, hτ ∈ )48(  برای هر 

s r> [ ] ( ) 0su t τ+ = ] اگر  ]0, hτ ∈ برای هر   )49(

 ( )u t τ+ s تابع  مشتق مرتبه  [ ] ( )su t τ+ در معادلات فوق  
iρ درجه نسبی است، که به عنوان پایین ترین  τ است و  نسبت به 
کنترلی  ورودی  آن  در  بطوریکه  می شود؛  تعریف   iy مشتق  مرتبه 
برای اوّلین بار به صورت صریح ظاهر می شود. بر اساس معادلات )38( 
1ρ است. از  = تا )42( درجه نسبی سیستم با توجه به هر خروجی 
طرف دیگر برای رسیدن به یک انرژی کنترلی پایین، مرتبه کنترلی 
ir در اینجا به حداقل ممکن یعنی صفر محدود می شود ]53[. لذا 

تنها بایستي یک بسط سری تیلور مرتبه اوّل بر روی خروجی ها اعمال 
شود. پس، پاسخ غیرخطّی هر خروجی در بازه زمانی بعد به صورت زیر 

پیش بینی می شود. 

 )50(

با جایگذاري معادلات خروجی و مشتقّات آنها در معادله )50( و 
سپس با جایگذاري نتیجه حاصله در معادله )45(، تابع هدف بر حسب 
تابعی از ورودی های کنترلی به دست مي آید. در ادامه قوانین کنترلی 

بهینه با کمینه سازی تابع هدف )معادله )45(( به دست می آیند. 

 )51(

بعد از انجام تعدادی عملیات ریاضی داریم.

 )52(

 )53(

3 1, 3 4
1

ru x x
h

θ= + +



 )54(

4 5
1

ru x
h

η= +  )55(

لازم به ذکر است که در استخراج ورودی های کنترلي بهینه، ثوابت 
حرکت  مسیر  ردیابی  خطاهای  یکسان  اهمیت  بر  تأکید  برای  وزنی 
ربات، برابر 1 در نظر گرفته شده اند. در ادامه ثابت خواهد  شد سیستم 
از  و  توصیف شده   )42( تا   )38( معادلات  توسط  که  حلقه-بسته ای 
به عنوان   )55( الی   )52( معادلات  بوسیله  که  کنترلی  قوانین  طریق 
h به صورت نمایی پایدار  0> ورودي پایدارسازي گردیده، برای هر 
,0 باشد. با  0rè ≠ است. البته به شرط آنکه سرعت زاویه ای مرجع 
)معادله  اوّلین خروجی  در مشتق   )39( و   )38( معادلات  جایگذاری 

)43(( داریم:

( )
( )( )
( )( )

1 1 2 0,

1 2 2 1 0,

3 3 0,

sgn

sgn

cos sin sgn
r

r

r

p r

y x x

u u x x

v x x

β θ

β θ

β θ

= −

= − + +

+ −



  





 )56(

در ادامه قوانین کنترلي به دست آمده که توسط معادلات )52( و 
)53( ارائه گردیده اند، در معادله )56( جایگزین مي شوند. با ساده سازي 

معادله به دست آمده داریم:

1 1
1 0y y
h

+ =  )57(

همچنین اگر عملیات فوق بر روي دیگر خروجی ها اعمال گردد، 
داریم:

 )58(

معادلات )57( و )58( خطّی و ثابت با زمان هستند. لذا سیستم 
پایدار است. همچنین  نمایي  h به صورت  0> برای هر  حلقه-بسته 

نتایج زیر بدست می آید:

13 
 

)52(( )( )
( ))

1 2 0,

1
2 1 0, 3 0,

3 3 0,

sgn ( )1
sgn ( )

cos sin sgn ( )
r

r

r r

P r

x x θ
u

h x x θ x hθ

hv x x θ

β

β

β

 −
=
+ + +

+ −



 



 

 

)53(( )2 3 0,
1

ru x hθ
h

= +  

 

)54(3 1, 3 4
1

ru x x
h

θ= + +

 

 

)55(4 5
1

ru x
h

η= + 

 
 

خطاهاي ردیابی  یکسان    ثوابت وزنی براي تأکید بر اهمیتهاي کنترلی بهینه،  تخراج وروديدر اس  است کهر  لازم به ذک
اي که توسط معادلات  بسته -شد سیستم حلقه  اند. در ادامه ثابت خواهددر نظر گرفته شده  1ات، برابر  مسیر حرکت رب

سازي عنوان ورودي پایدار) به55) الی (52(  عادلاتم  که بوسیله  ) توصیف شده و از طریق قوانین کنترلی42(  تا)  38(
براي هر   hگردیده،  پایدابه  <0 نمایی  به  صورت  البته  زاویهر است.  آنکه سرعت  ,0اي مرجع  شرط  0rθ ≠   با باشد. 

 )) داریم: 43ادله ( ) در مشتق اوّلین خروجی (مع39) و (38جایگذاري معادلات (
 

)65(

( )
( )( )
( )( )

1 1 2 0,

1 2 2 1 0,

3 3 0,

sgn
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cos sin sgn
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r

r

p r

y x x

u u x x

v x x

β θ

β θ

β θ

= −

= − + +
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به   رد کنترلی  قوانین  (ادامه  معادلات  توسط  که  آمده  (52دست  و  گردیده53)  ارائه  (  ،اند)  معادله  جایگزین  56در   (

 دست آمده داریم: سازي معادله بهشوند. با سادهمی
 

)57(1 1
1 0y y
h

+ = 

 
 ردد، داریم: گ اعمال ها وجیفوق بر روي دیگر خر عملیاتهمچنین اگر 
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1     اگر 1 2 0,

1

,

0 sgn ( )
0 0 2,..., 4

r

i i

t

y x x
y x i

β θ

+

→ ∞

 → ⇒ →⇒ 
→ ⇒ → =

  59(

حال با جایگذاری قوانین کنترلی ارائه شده توسط معادلات )52( 
الی )55( در معادلات دینامیک خطا ))38( تا )42(( و اعمال شرایط 

به دست آمده در معادله )59( داریم:

 )60(

 )61(

به صورت   0, 0rè ≠ و   h 0> برای هر   )61( و   )60( معادلات 
از طرفي تمامی متغیّرهاي حالت به صفر همگرا  پایدار است.  نمایي 
از  ادامه  در  مي یابد.  تحقّق  پایدارسازی  هدف  بنابراین  می شوند. 
مقادیر  به عنوان  مرحله  این  در  آمده  به دست   کنترلی  ورودی های 
بعدی  بخش  در  می شود.  استفاده  دینامیکی  کنترل کننده  مطلوب 
ورودي هاي کنترلي گشتاور و نیرو به گونه اي طراحی مي شوند تا این 

مقادیر مطلوب سرعت را ردیابي کنند.

3-3- طراحي کنترل کننده دینامیکی 
در این بخش یک کنترل کننده غیرخطّی مبتنی بر روش کنترل 
پیش بین با استفاده از معادلات دینامیکي سیستم برای ربات پایه سیّار 
ارائه مي گردد. مدل دینامیکی این سیستم )معادله )22(( به فرم فضای 

حالت به صورت زیر ارائه مي گردد:

 )62(

 { } { }TT
1 2 3 4 0 1Px x x x x v θ θ η= =



 

 که 

U به صورت زیر بیان می شوند.
 ) و  )f x



 است. همچنین بردارهاي 

( )

1

1

( ) Re( , )

( )

I

I f x Uτ

→
−

−

Θ = Θ Θ Θ

+ Θ = +

   

 


 

 

 )63(

مشابه  دینامیکی  مدل  برای  پیش بین  کنترل کننده  طراحی 
مدل سینماتیکی است. هدف این قسمت این است که خروجی های 

( مقادیر مطلوبشان  4y η=  3 و  1y θ=   ، 2 0y θ=   ، 1 Py v= سیستم )
( که در بخش  4,d dy η=  ,3 و  1,d dy θ=   ، 2, 0,d dy θ=   ، 1, dd Py v= (
قبل به دست آمدند را دنبال کنند. بر اساس فرم فضای حالت سیستم، 

توابع خروجی را می توان به صورت زیر نوشت.

 )64(

غیرهولونومیک  قیود  دارای  سیّار  پایه  که  باشید  داشته  توجه 
شبه مختصات  یک  به عنوان  زمان  به  نسبت   Pv انتگرال  لذا  است. 
1 )و نه  Px v= معنای فیزیکی خاصی ندارد. بنابراین متغیّر حالت 
می شود.  انتخاب  سیّار  پایه  توصیف حرکت  برای   )  1 Px v dt= ∫
از  آمده  به دست  مطلوب  مقادیر  شد  گفته  نیز  پیشتر  که  همانطور 
کنترل کننده سینماتیکي به شکل قوانین کنترلي ارائه شده در روابط 
)52( الی )55( باید با پیدا کردن قوانین کنترلی مناسب ردیابی شوند. 
که  به گونه اي  بعد  لحظه  برای  هدف  تابع  یک  مجدداً  نیز  اینجا  در 

خطای ردیابی را به حداقل برساند، به شکل زیر تعریف می شود.

( ) ( )
4

2
1 1

1

1
2 i i

i
J U w e t h

=

′= +∑


 )65(

است.  پیش بینی  افق   1h و  مثبت  وزنی  iw ضریب  ′ آن  در  که 
خطا های ردیابی پیش بینی شده به صورت زیر تعریف می شوند.

 )66(

یعني  سیستم  خروجی های  سیستم،  مدل  به  توجه  با 
1ñ هستند. لذا بسط  = ) دارای درجه نسبی  ), 1, , 4i iy x i= = 

) و مقادیر  ), 1, , 4iy i = 

سری تیلور مرتبه اوّل برای خروجی های 
) کافی است. ), , 1, , 4i dy i = 

مطلوب آنها یعني 

 )67(

با جایگذاری معادلات )67( در معادله )66( و در ادامه با جایگذاري 
و   )65( معادله  توسط  ارائه شده  تابع هدف  در  آمده  به دست  نتیجه 
به کار گیري فرم فضای حالت معادلات دینامیکی )یعني معادله )62(( 

معادله زیر به دست می آید.
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( )
( ) ( )

1

4 2

, 1 ,
1

1
2 i i i d i i i d

i

J U

w x x h f U x
=

=

 ′ − + + − ∑





 )68(

می توان  را  بهینه  کنترل  قوانین  بهینگی،  شرایط  اعمال  با  حال 
به صورت زیر به دست آورد.

 )69(

به طوری که در آن خطاهای ردیابی در معادله )66( تعریف شده اند. 
مانند بخش قبل با توجه به اهمیت یکسان دقت ردیابی، ضرائب وزني 
برابر با یک در نظر گرفته شده اند. حال، با استفاده از معادلات )25( 
و )63( می توان به محاسبه گشتاور و نیروی اعمال شده به چرخ های 

پایه سیّار و مفاصل بازوی مکانیکی پرداخت.

( ) ( )2,1
1,1

2
a

R
r

a
τ

τ τ
 

= + 
 



  )70(

( ) ( )2,1
1,1

2
a

L
r

a
τ

τ τ
 

= − 
 



  )71(

( )3,1τ τ=   )72(

( )4,1F τ=   )73(

رفتار  و  شده  استخراج  حلقه-بسته  سیستم  دینامیک  ادامه،  در 
وارد  با  می گیرد.  قرار  مطالعه  مورد  کنترل کننده  حضور  در  سیستم 
کردن قوانین کنترلي به دست آمده بر اساس مدل نامي )رابطه )69(( 

در مدل واقعي سیستم )معادله )62(( داریم.

 )74(

îf بیانگر مقادیر نامي است. اکنون با بازنویسی معادله  که در آن   
)74( معادله خطای ردیابی به صورت زیر به دست می آید.

 )75(

همانطور که می دانیم وجود عدم قطعیّت ها در مدل واقعي باعث 
îf انحراف داشته باشد.  if از مقداري نامي خود یعني  می شود که 
îf توسط  if و  برای مقادیر مشخصی از عدم قطعیّت ها اختلاف بین 
0iF محدود مي گردد. این عدم قطعیت ها شامل  > یک مقدار ثابت 
دو بخش ساختاری و غیر ساختاری هستند. دسته اول از اختلاف در 
مقادیر پارامترهای نامی و واقعی سیستم حاصل می شوند. دسته دوم 
شامل دینامیک های مدل نشده مانند لقی و بک لش و اصطکاک و ... 

می باشند. 

 )76(

با اعمال کران های بالا و پایین معادله فوق در سمت راست معادله 
دینامیکی خطای ردیابي )معادله )75(( داریم:

 )77(

حال برای تحلیل خطا و پایداری سیستم کنترلی در حضور عدم 
قطعیت ها، تابع لیاپانوف به شکل زیر تعریف می شود:

4
2 2

1

1 1
2 2 i

i
V e e

=

= = ∑  )78(

با استفاده از )75( و مشتق تابع لیاپانوف تعریف شده داریم:

4
2

1 1 1
4

1

1 1ˆ(( ) )

ˆ( )

i i i i
i

i i i
i

V e f f e e
h h

e f f
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∑
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 )79(

رابطه )79(  به  رابطه )76(  از  بالای عدم قطعیت ها  اعمال کران 
منجر می شود به:

4
2

11

1
i i

i
V e e F

h =

≤ − +∑  )80(

می شود،  نتیجه  دوم  اتحاد  از  که  زیر  معروف  ناتساوی  از  حال 
استفاده می کنیم:
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2
2

4
bab ca
c

≤ +  )81(

c اعداد حقیقی و مثبت هستند. با در نظر  b و   ،a که در آن 

 و اعمال ناتساوی فوق به آخرین عبارت سمت راست 
1

1
4

c
h

= گرفتن 

معادله )80( می توان نوشت:

4
2 2 2

1 1
11 1

3 3
4 2i

i
V e h F V h M

h h=

≤ − + ≤ − +∑  )82(

به طوری که 

4
2 2

1
i

i
M F

=

=∑  )83(

از ناتساوی فوق نتیجه می شود که:

1
3

2 2 2 2
1

2 2 2 2
1 1

1 2( (0) )
2 3

2 2
3 3

h t
V e V h M e

h M h M

−
= ≤ −

+ ≤
 )84(

داخل  در  زمان  گذشت  با  خطا  که  می دهد  نشان  فوق  رابطه 
پایداری  ترتیب  بدین  و  می شود  محدود   { }12 3e h M≤ مجموعه 
 1h تنظیم  با  همچنین  می شود.  تضمین  لیاپانوف  نظر  از  سیستم 
به عنوان پارامتر آزاد کنترل کننده، می توان خطا را از هر مقدار دلخواه 
 1h آزاد  پارامتر  انتخاب  با  دیگر  عبارتی  به  کرد.  کوچکتر   0ε >

{ }e ε≤ 10 خطای ردیابی به مجموعه  3 2h Mε< < به صورت 
همگرا خواهد شد.

ایجاد  به  منجر  قطعیّت ها  عدم  که  می دهد  نشان  فوق  تحلیل 
می تواند   1h پیش بین  افق  پارامتر  چه  اگر  می شود.  ردیابی  خطای 
طوری تنظیم گردد که سبب کاهش خطاهای ردیابی ناشی از عدم 
قطعیّت ها شود؛ اما این پارامتر را تا اندازه ای مشخص می توان کاهش 
با توجه به رابطه )69( کاهش بیش از حد این پارامتر  داد. در واقع 
آزاد سبب ایجاد ورودی های کنترلی بزرگ و نوسانی مي شود. از این رو 
، یک مصالحه بین کاهش خطاي  1h لازم است با تنظیم مناسب پارمتر 
مسائل  از  بسیاری  در  شود.  برقرار  کنترلي  ورودي  مقادیر  و  ردیابي 
کاربردی مثل مقاله حاضر، خطای ردیابی مجاز قابل قبول می باشد و 

انتظار می رود انرژی کنترلی به ازای خطای ردیابی مجاز در حداقل 
ممکن قرار بگیرد. در مسائلی که رسیدن به خطای صفر ضروری است 
می توان از روش های فیدبک انتگرال ]54[ و روش شبکه عصبی ]55[ 

در ترکیب با روش پیشنهادی بهره برد.

4- نتایج شبیه سازی
برای  پیشنهادی  روش  پایه  بر  شبیه سازی  یک  بخش،  این  در 
ارزیابی عملکرد سیستم کنترلی طراحي شده، به منظور ردیابی مسیر 
حرکت توسط ربات، ارائه مي گردد. در این شبیه سازي عدم قطعیّت ها 
این  در خواص جرمی  قطعیّت  عدم  لذا %30  است.  لحاظ شده   نیز 
wI در نظر گرفته شده است.   و 

1GI  ،
0GI  ، 1m  ، 0m سیستم شامل 

همچنین به منظور بررسي عملکرد کنترل کننده در شرایط واقعي، به 
تمام داده هاي اندازه گیري شده، نویز سفید افزوده شده است. 

زیر  به ترتیب  نهایی  مجری  و  سیّار  پایه  برای  مرجع  مسیرهای 

 

انتخاب شده است.
( ) sin(0.6 )

( ) sin(1.2 )
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x t t

y t t
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=
 )85(

( )
( ) ( )

( ) ( )

3( ) 2.16sin
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 )86(

با استفاده از معادله )1( سرعت خطّی و زاویه ای مرجع پایه سیّار 
به صورت زیر به دست می آید.

( ) ( ) ( )2 2
r r rP P Pv t x t y t= +   )87(
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 )88(

همچنین می توان به آسانی نشان داد که موقعیّت خطی و زاویه ای 
مرجع بازوی صلب به صورت زیر است.

( ) ( )
( ) ( )1

1, 0,tan r
r r

r

Y t
t t

X t
θ θ−  

= −  
 

 )89(
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( ) 2 2 1

2r r r
lt X Yη = + −  )90(

که در آن

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0,

0,

cos

sin
r r

r r

r E P r

r E P r

X t x t x t d

Y t y t y t d

θ

θ

= − −

= − −
  )91(

و  ) سرعت خطّی  )r tη و   ( )1,r tθ داشتن  اختیار  در  با  حال 
زاویه ای مرجع بازوی صلب با مشتق گیری از معادلات )89( و )90( 
به دست می آیند. البتّه در اینجا مسئله سینماتیک معکوس این سیستم 
رباتیکی به صورت تحلیلی حل شده است. با این وجود مي توان مسئله 
سینماتیک معکوس را به صورت عددی جهت استفاده از مزایای روش 

پیشنهادی براي سیستم هاي رباتیکي پایه سیّار که از چندین بازوی 
صلب تشکیل شده اند، حل نمود.

واقعی  ربات  و  ربات مرجع  اوّلیه  در جدول 1 موقعیّت و سرعت 
یعني  کنترلی  قوانین  آزاد  پارامترهای  همچنین  است.  شده  ارائه 

1β انتخاب شده است. = 1 و  0.01h h s= =

نهایی را نشان  پایه سیّار و مجری  شکل4 مسیر واقعی و مرجع 
می دهد. علاوه بر این، خطای ردیابی موقعیّت و جهت گیری پایه سیّار 
نشان   5 شکل  در   ) eη  ، 1,eθ  ، 0,eθ  ،

ePy  ،
ePx ( مکانیکی  بازوی  و 

داده شده است. همانطور که دیده می شود با وجود پارامترهای عدم 
از  استفاده  با  مقاله  این  در  که  سینماتیکی  کنترل  قوانین  قطعیّت، 
معادلات )52( الی )55( ارائه شده است، ردیابی مسیر را با دقّت قابل 

 
 هاي اولّیه براي ربات مرجع و ربات واقعیها و سرعت : موقعیتّ 1جدول 

Table 1. Reference robot and actual robot’s initial positions and velocities 
 

 ربات مرجع  ربات واقعی
  

  
  
  

  
  

 

myx tPP )2,2(|),( 0==myx PP )5.0,333.0(),( −−=
radt )6/,6/(|),( 010 ππθθ ==radtrr )4429.1,5708.1(|),( 010 −==θθ

mt 5.0| 01 ==ηmtr 3525.0| 01 ==η

smv tp /1| 0==smv tp /3| 0==

sradt /)1,1(|),( 010 ==θθ sradtrr /)3409.2,666.1(|),( 010 −==θθ 

smt /1| 01 ==ηsmtr /1871.5| 01 ==η

جدول 1: موقعیّت ها و سرعت های اوّلیه براي ربات مرجع و ربات واقعی

   Table 1. Reference robot and actual robot’s initial positions and velocities

 

Fig.4. Moving platform and end-effector’s reference and actual trajectories 

مرجع و واقعی مربوط به پایه سیّار و مجري نهایی  مسیر: 4شکل   

 

  

Fig.4. Moving platform and end-effector’s reference and actual trajectories

شکل 4: مسیر مرجع و واقعی مربوط به پایه سیّار و مجری نهایی
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قبولی انجام می دهند.
همانطور که قبلا ذکر شد، سرعت های خطّی و زاویه ای پایه سیّار 
و بازوی مکانیکی با استفاده از کنترل کننده سینماتیکی، توسط اعمال 
قوانین کنترلی که به وسیله معادلات )52( الی )55( ارائه شده است، 
توسط  که  دینامیکی  کنترل کننده  توانایی   6 می آیند. شکل  به دست 

0,dθ  ،
dPv معادله )69( ارائه شده، در ردیابی مؤثرّ پاسخ های مطلوب )

( را نشان می دهد. dη  ، 1,dθ  ،

گشتاور و نیرو  های اعمال شده به چرخ های سمت چپ و راست و 
بازوی مکانیکی صلب به عنوان سیگنال های کنترلی در شکل 7 نشان 
داده شده است. همانطور که از شکل 7 نتیجه می شود، ورودی های 
عملی  اهداف  برای  لذا  هستند؛  هموار  تقریباً  آمده  به دست  کنترلی 

مناسب به نظر می رسند. 
 0, 0rθ = در   ( )0,sgn rθ تابع  آنجایی که  از  باشید  داشته  توجه 
مشتق پذیر نیست، می توان نتیجه گرفت که کنترل کننده سینماتیکي 

 

 

 

 

 

Fig.5. The position and the orientation tracking errors associated with the mobile base and 
manipulator links 

 گیري مربوط به پایه سیّار و بازوي مکانیکی خطاي ردیابی موقعیّت و جهت   :5شکل 
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Fig.5. The position and the orientation tracking errors associated with the mobile base and manipulator links

شکل 5: خطای ردیابی موقعیّت و جهت گیری مربوط به پایه سیّار و بازوی مکانیکی
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پیشنهاد شده در این نقطه عملکرد مطلوبي از خود نشان نمي دهد. در 
signum باعث جهش ناگهانی در پاسخ هاي سیستم  واقع ویژگی تابع 
) که رفتاري  )0,tanh 10 rθ می شود. لذا برای غلبه بر این نقص، تابع
این  در  عین حال  در  و  مي دهد  نشان  از خود   ( )0,sgn rθ به  شبیه 
نقطه مشتق پذیر است، به جای این تابع به کار می رود. علاوه بر این، در 
شبیه سازی ارائه شده در اینجا یک برنامه کامپیوتری بر اساس روش 
مرتبه هفتم و مرتبه هشتم فلبرگ1 با گام زمانی 0/01 ثانیه برای حلّ 
سینماتیکی  اوّل  مرتبه  دیفرانسیلي  معادله  پنج  شامل  دستگاه  یک 

1  Fehlberg

)معادلات )38( الی )42(( و همچنین براي حلّ یک دستگاه شامل 
چهار معادله دیفرانسیلي مرتبه اوّل دینامیکی )معادله )62(( ارائه شده 
است. استفاده از مرتبه هفتم و مرتبه هشتم مدل بندی رانگ-کوتا2، 
 ( ),f x y ، تابع  ( ) ( ),y x f x y′ = جهت حلّ معادله دیفرانسیلی 
را 13 مرتبه در هر بازه زماني به منظور تخمین خطا و حل مسئله 

مورد ارزیابي قرار مي دهد.

5- نتیجه گیری

2  Runge-Kutta

 

 

 

 

Fig.6. The tracking errors associated with (A, B) the moving platform’s linear and angular velocities 
and (C, D) the manipulator link’s linear and angular velocities 

هاي خطیّ و  ) خطاي ردیابی مربوط به سرعت Dو    Cاي پایه سیّار و (هاي خطیّ و زاویه ) خطاي ردیابی مربوط به سرعت Bو    A(  :6شکل
 اي بازوي مکانیکی زاویه 
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 Fig.6. The tracking errors associated with (A, B) the moving platform’s linear and angular velocities and (C, D) the manipulator
link’s linear and angular velocities

شکلA( :6 و B( خطای ردیابی مربوط به سرعت های خطّی و زاویه ای پایه سیّار و )C و D( خطای ردیابی مربوط به سرعت های خطّی و زاویه ای بازوی مکانیکی
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در این مقاله، ابتدا روش گیبس-اپل برای مدل سازی سینماتیکی 
با مفاصل دورانی-کشویی که روی  بازوی مکانیکی  و دینامیکی یک 
داده  توسعه  گرفته،  قرار  غیرهولونومیکی  با چرخ های  سیّار  پایه  یک 
شد. مزیت این روش در برابر دیگر روش ها این است که به مشکلات 
ضرایب لاگرانژ ناشی از قیود غیرهولونومیک برخورد نمی کند. در ادامه 
و  سینماتیکی  قوانین  توسعه  برای  غیرخطی  پیش بین  کنترل  روش 
سیستم  پاسخ  روش،  این  در  گرفت.  قرار  استفاده  مورد  دینامیکی 
غیرخطی در افق پیش بین، با استفاده از بسط تیلور پیش بینی شده 
و ورودی های کنترلی در لحظه فعلی بر اساس مینیمم کردن خطای 
شبیه سازی  نتایج  پایان،  در  آمدند.  بدست  عملکرد  تابع  در  ردیابی 
زمانی  توانایی سیستم کنترلی طراحی شده در ردیابی مسیر مرجع 

در حضور نامعینی های پارامتریک را نشان دادند. 
به منظور  تئوري  چارچوب  یک  ارائه  بر  مقاله  این  بیشتر  تأکید 
بود.  استوار  کنترلي  سیستم  طراحي  و  حرکت  معادلات  استخراج 
لذا به عنوان کارهاي آینده مي توان از روش مذکور جهت مدل سازي 
تعداد  از  که  پیچیده تر  مراتب  به  سیستم هایي  کنترل  و  دینامیکي 
بازو هاي بیشتري تشکیل شده است، استفاده نمود. در ادامه با ساخت 
نتایج  با  را  تئوري  از  حاصل  نتایج  مي توان  آزمایشگاهي  نمونه  یک 
حاصل از تست مقایسه نمود. همچنین به عنوان کارهاي آینده مي توان 
به منظور  عصبي  شبکه  و  پسخورد  انتگرال  همچون  تکنیک هایي  از 
و  قطعیت ها  عدم  به دلیل  که  ردیابي  خطاي  بیشتر  چه  هر  کاهش 
اغتشاشات ناشي مي شود، بهره برد. در پایان، نوآوری های این تحقیق 

 

 

 

 
Fig.7. The input torques applied to (A, B, C) the right and left rolling wheels and the rotary joint 

of manipulator. The input force exerted on (D) the manipulator’s sliding joint 

) نیروي اعمالی به بازوي کشویی  Dهاي چپ و راست و بازوي دورانی ربات و () گشتاور ورودي به چرخ Cو    A    ،B(  :7شکل 
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 Fig.7. The input torques applied to (A, B, C) the right and left rolling wheels and the rotary joint of manipulator. The input force
exerted on (D) the manipulator’s sliding joint

شکل B ، A( :7 و C( گشتاور ورودی به چرخ های چپ و راست و بازوی دورانی ربات و )D( نیروی اعمالي به بازوی کشویی ربات
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به صورت خلاصه یادآوری می شود:
- یکي از نوع آوري هاي این مقاله، ترکیب همزمان دو مفصل دوراني، 
شده  سوار  سیار  پایه  یک  روي  بر  که  است  برگشتي  و  رفت  و 
باعث  مفاصل  نوع  این  از  استفاده  مي دانیم  که  همان گونه  است. 
دستکاري  قابلیت  واقع  در  مي شود.  ربات  کاري  فضاي  افزایش 
ویژگي هاي  از  سیار  پایه  چابکي  همراه  به  ماهر  مکانیکي  بازوي 
منحصر به فرد سیستم رباتیکي مورد مطالعه مي باشد. حال آنکه 
در کار انجام شده در مرجع ]44[ تنها ردیابي پایه سیار مد نظر 

بوده است.
- از دیگر مزایاي روش بکار رفته در این مقاله، استفاده از فرمولاسیون 
رباتیکي مورد  استخراج معادلات حرکت سیستم  گیبس-اپل در 
مطالعه است. به دلیل وجود دو قید غیرهولونومیک در پایه سیار، 
لاگرانژ  ضرایب  ظهور  به  منجر  لاگرانژ  فرمولاسیون  از  استفاده 
مي شود که حذف این ضرایب به عملیات ریاضي پیچیده اي نیاز 
دارد. حال آنکه با استفاده از فرمولاسیون گیبس-اپل، بدون مواجه 
معادلات  مستقیم  و  سرراست  کاملًا  صورت  به  و  ضرایب  این  با 
گیبس-اپل  روش  دیگر،  طرف  از  مي گردند.  استخراج  حرکت 
براي  کمتري  جزئي  مشتقات  به  لاگرانژ  فرمولاسیون  به  نسبت 

استخراج معادلات حرکت احتیاج دارد. 
- در این مقاله تمامي محاسبات با استفاده از ماتریس هاي دوران 3⨯3 

و بردارهاي 1⨯3 انجام شده است. استفاده از ماتریس هاي دوران 
از  بیش  کاهش  موجب   4⨯4 انتقال  ماتریس هاي  به جاي   3⨯3

پیش پیچیدگي محاسبات مي شود.
براي  که  است  آن  بازگشتي  الگوریتم  مقاله  این  نوآوري  مهمترین   -

استخراج معادلات حرکت و طراحي سیستم کنترل مورد استفاده 
دلیل  به  گردید،  اشاره  نیز  پیشتر  که  همانگونه  مي گیرد.  قرار 
ماهیت بسیار پیچیده این گونه از سیستم هاي رباتیکي، استخراج 
غیربازگشتي و غیرسیستماتیک این گونه از معادلات علاوه بر اینکه 
بروز  امکان  تحلیل کننده صرف مي کند،  از  را  زیادي  بسیار  وقت 
خطاي انساني در آن را نیز به شدت افزایش مي دهد. لذا ارائه یک 
الگوریتم سمبولیک که به تولید خودکار و سیستماتیک این گونه از 
معادلات بپردازد و نقش محاسبات دستي را بي اثر کند، امري لازم 

و ضروري است که در این مقاله به آن اشاره شده است.
- روش کنترل پیش بین غیرخطی به شکل حلقه بسته برای ردیابی 

همزمان مسیر بازوهای مکانیکی و پایه سیار مطرح گردید. حال 
آنکه در مرجع ]44[ کنترل کننده دینامیکي طراحي شده بدون 
بازوهاي  و  سیار  پایه  دینامیکي  کوپلینگ  اثرات  گرفتن  نظر  در 

مکانیکي انجام شده است.
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پیوست الف
تابع گیبس کل سیستم شامل پایه سیار، چرخ هاي سمت راست و چپ و بازوی صلب سیستم به صورت زیر ارائه مي گردد:
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