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Kinematic and dynamic performance evaluation of a four degrees of freedom parallel 
robot 
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ABSTRACT:  In this paper, the performance four-degree-of-freedom parallel manipulator with 
Schönflies motion is evaluated from kinematic and dynamic points of view. Its low inertia makes it 
a suitable choice for pick-and-place applications, which demand high velocity and acceleration. So, 
the dynamic characteristics of the robot are of high importance. Moreover, parallel robots suffer from 
a small workspace, on which their singularities put additional constrain. Hence, this paper studies the 
kinematic and dynamic behavior of the robot in-depth to give a clear perspective to path planning and 
its applications. To perform kinematic analysis, constraint equations are derived based on the geometric 
method, and then Jacobian matrices are determined via velocity analysis. By considering the constraint 
equations and joint limits, reachable workspace is determined, applying point-to-point search algorithm 
and singularities are identified by the inverse and direct Jacobian matrices. For dynamic modeling, 
Euler-Lagrange formulation is applied and both kinematic and dynamic models are verified by the 
results obtained from mechanism simulation in ADAMS software. Furthermore, for evaluation of the 
robot performance, pressure angles are employed to show the equality of motion/force transmission, and 
dynamic indices based on joint space inertia matrix are applied to illustrate its dynamic behavior.

Review History:

Received: Jan. 19, 2020
Revised: Mar. 14, 2020-03-14
Accepted: May, 03, 2020
Available Online:  May, 16, 2020

Keywords:

four-degree-of-freedom parallel 

robot 

Schönflies motion

Kinematics

Dynamics

Performance Evaluation

491

*Corresponding author’s email: mo_taghizadeh@sbu.ac.ir

                                  Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Amirkabir University Press. The content of this article                                                  
                                 is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 4.0) License. For more information, 
please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.

1- Introduction
Parallel Kinematic Manipulators (PKM) are closed-

loop kinematic chain mechanisms comprising of several 
independent serial chins, connecting the end-effector to 
the base. This constrained structure gives them capabilities 
like high accuracy, velocity, stiffness, payload capacity, and 
great dynamic performance, and makes them an excellent 
choice for Pick-and-place (PnP) applications. Thanks to 
their light-weight and low-inertia structure, delta type 
Schönflies motion (3T1R) PKMs are extensively employed 
for PnP applications. Aside from all positive points, PKMs 
suffer from some drawbacks such as small workspace and 
singular configurations. These limitations together with the 
demanding tasks for which they are planned have been the 
motivation behind numerous researches on performance 
evaluation criteria [1-4].

2- Methodology
The PKM under study is a modification on the redundantly 

actuated Veloce [5], which is composed of four identical 
R-(SS)2 arms, connecting the base to the end-effector. As 
shown in Fig. 1, by shifting the connection of two opposite 
arms to the end-effector along with opposite directions and 
adding a couple of revolute joints, the mechanism will be 
able to generate Schönflies motion, with rotation around the 
horizontal axis [6].

The structure of one arm of the manipulator is illustrated 

in Fig. 2. The loop-closure equation for the ith arm is written as
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Squaring both sides of Eq. (1) and simplifying the result 
yields the inverse kinematic equation as
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Figure Fig. 12. Coordinate frames and variables 

of the arm 
For velocity analysis, Eq. (1) is differentiated with 

respect to time, which gives the Jacobian matrix, 
mapping the joints’ velocity to the velocity of the end-
effector. 
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3. Performance Evaluation 

To describe the motion/force transmission ability of a 
parallel mechanism, two distinct pressure angles are 
defined. 
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For velocity analysis, Eq. (1) is differentiated with respect 
to time, which gives the Jacobian matrix, mapping the joints’ 
velocity to the velocity of the end-effector.
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To describe the motion/force transmission ability of a 
parallel mechanism, two distinct pressure angles are 
defined. 
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where 𝜇𝜇𝑖𝑖 shows the motion/force transmitted from the 
active joint of the i-th arm to the end-effector, and 𝜗𝜗 
indicates the force transmitted from the end-effector to 
the passive joints of the other arms when their active 
joints are locked. The local 
transmission index for kinematic evaluation of the 
mechanism is defined as, 

 LTI min cos , cosi =  (8) 
PnP applications require high acceleration devices, 

and this makes the inertia forces of the robot a decisive 
factor. Thus, the mean value of the principal elements of 
the joint space inertia matrix is defined as Joint-Reflected 
Inertia (JIR) and represents the overall inertial level of 
the parallel manipulator for inertia matching [7]. The 
Coefficient of Variation of joint-space Inertia (CVI) 
index is another dynamic index, showing the imbalance 
of inertia property among arms, and is defined [8], 
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4. Simulation Results 

Three performance indices for a section cut crossing the 
workspace at z=-700 mm are shown in Figs. 3 to 
5. As depicted in Fig. 3, the PKM demonstrates poor 
performance when ψ

 JRI distribution illustrated in Fig. 4 reveals that 
when ψ =-45  this index is less than 10 for central area, 
while for horizontal configuration this index increases 
considerably.  
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According to Fig. 5, for ψ =-45° the distribution of 

CVI over the section is more uniform. For ψ =0° the 
central area offers better performance. 
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5. Conclusion 

This paper addressed the performance evaluation of a 
Schönflies robot. It was shown that this robot 
demonstrates poor performance in the horizontal 
configuration of the end-effector, while for other 
configurations, the performance improves. 
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where  shows the motion/force transmitted from the 
active joint of the i-th arm to the end-effector, and  indicates 
the force transmitted from the end-effector to the passive 
joints of the other arms when their active joints are locked. 
The local transmission index for kinematic evaluation of the 
mechanism is defined as,
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4- Simulation Results
Three performance indices for a section cut crossing the 

workspace at z=-700 mm are shown in Figs. 3 to 5. As depicted 
in Fig. 3, the PKM demonstrates poor performance when ψ =0°, 
however as this angle increases to -45°, this index increases to 
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Fig. 2. Coordinate frames and variables of the arm
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higher values. JRI distribution illustrated in Fig. 4 reveals that 
when ψ =-45° this index is less than 10 for central area, while 
for horizontal configuration this index increases considerably. 

According to Fig. 5, for ψ =-45° the distribution of CVI 
over the section is more uniform. For ψ =0° the central area 
offers better performance.
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effector, while for other configurations, the performance 
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خلاصه: در این مقاله عملکرد یک ربات موازی چهار درجه آزادی با حرکت شون فلیس بررسی شده است. اینرسی پایین 
این ربات، مزیتی برای کاربری جابجایی اشیاء سبک است. این کاربرد، عموماً سرعت و شتاب بالایی نیاز دارد؛ لذا عملکرد 
دینامیکی ربات از اهمیت بالایی برخوردار است. از طرفی در ربات های موازی، فضای کار محدود بوده و تکینگی های درون 
آن، فضای کاری را محدودتر نیز می کنند. از این رو با تمرکز بر دو حوزه سینماتیک و دینامیک، رفتار عملکردی ربات در 
فضای کار مورد مطالعه قرار گرفته است. به منظور انجام تحلیل سینماتیک، با استفاده از روش هندسی، معادلات قید 
استخراج و سپس با تحلیل سرعت، ماتریس های ژاکوبین تعیین شده اند. فضای کار ربات با لحاظ نمودن معادلات قید 
و محدودیت مفاصل به صورت جستجوی نقطه به نقطه فضا، به دست آمده و با مطالعه ماتریس های ژاکوبین معکوس 
و مستقیم، وضعیت و نوع تکینگی ها درون فضای کار تعیین شده است. در ادامه، معادلات دینامیکی حاکم بر ربات به 
روش اویلر- لاگرانژ استخراج، و نتایج حل مسائل سینماتیک و دینامیک با خروجی شبیه سازی مکانیزم در نرم افزار ادمز 
اعتبارسنجی شده است. علاوه بر این به منظور ارزیابی عملکرد ربات، زوایای فشار برای نشان دادن کیفیت انتقال حرکت/ 
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1- مقدمه
ربات هاي موازي به دلیل دارا بودن مزایایی از جمله، دقت، سرعت، 
سختی و ظرفیت بالای حمل بار در دهه های اخیر بسیار مورد توجه 
قرار گرفته اند. هر چند در ابتدا محققان بیشتر بر ربات های 6 درجه 
آزادی تمرکز داشتند، در سال های اخیر مطالعات عمدتاً بر ربات های با 
درجات آزادی کمتر متمرکز شده اند. دلیل این محبوبیت از محاسبات 
ساده تر و هزینه پایین ساخت این ربات ها نشأت می گیرد. از طرفی، 
آزادی  درجه  شش  به  همیشه  رباتیک  در  مختلف  کاربردهای  برای 
نیازی نیست. ربات های چهار درجه آزادی پر سرعت، پتانسیل خوبی 
برای استفاده در صنایع بسته بندی دارند؛ زیرا در عین سادگی و سبکی 
دارای سختی بالایی هستند و می توانند حرکتی پرسرعت ایجاد کنند. 

درجه  و یک  انتقالی  آزادی  درجه  این حوزه سه  در  مطلوب  حرکت 
آزادی دورانی1 است، که اصطلاحاً شون فلیس یا اسکارا نامیده می شود. 
یا قراردادن قطعات  به نصب  این حوزه می توان  از کاربردهای خاص 
روی تسمه متحرک خط تولید، بازرسی و کنترل کیفیت، بسته بندی 

قطعات، و جداسازی و مرتب سازی آن ها را نام برد ]1[.
تاکنون ربات های مختلفی برای ایجاد حرکت شون فلیس پیشنهاد 
شده اند. پییِرو و همکاران ]2[ یک ربات موازی چهار درجه آزادی به 
نام اچ 4 2 را بر پایه ربات دلتا پیشنهاد دادند که دارای صفحه متحرک 
نو در سنتز توپولوژی ربات های موازی معرفی  ایده ای  مفصلی بود و 
کرد. از دیگر کارهای این محققان ]3[ بررسی سینماتیک و دینامیک 

1  3 Translational, 1 rotational (3T1R)
2  H4
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یک ربات موازی شون فلیس موسوم به پارت 4 و بهینه سازی آن برای 
کاربردهای بسته بندی بود. ریچارد و همکاران ]4[ و همچنین کونگ و 
گوسلین ]5[ مکانیزمی چهار درجه آزادی با حرکت شون فلیس به نام 
ربات کوادروپترون پیشنهاد دادند که هر بازوی آن دارای مفاصل لولا، 
رباتی است که توسط شرکت  استوانه ای می باشد. کواترو،  و  کشویی 
تکنولوژی آدپت به تولید صنعتی رسید، و با شتاب بالغ بر پانزده برابر 
شتاب گرانش تحت بار دو کیلوگرم سریع ترین ربات موازی حال حاضر 

به شمار می رود.
در کنار مزایای قابل توجه، ربات های موازی دارای معایبی از جمله 
فضای کار کوچک و ترکیب بندی های تکین می باشند که لازم است 
در فرآیند طراحی مدنظر قرار گرفته و از عملکرد مطلوب ربات برای 
عملکرد  ارزیابی  اساس،  این  بر  اطمینان حاصل شود.  مدنظر  کاربرد 
ربات های موازی به صورت گسترده مورد توجه محققین قرار گرفته 
از  را  موازی  ربات   ]8[ برینکر  و همچنین   ]7[ مزارع   ،]6[ لی  است. 
دیدگاه سینماتیک مورد بررسی قرار دادند. شائو ]9[ و لیو ]10[ نیز 

عملکرد دینامیکی ربات موازی را مطالعه کردند.
معیارهای مختلفی برای ارزیابی عملکرد ربات های موازی پیشنهاد 
شده است. گوسلین و آنجلیز ]11[ عکس عدد وضعیت را تحت عنوان 
شاخص وضعیت محلی1 برای ارزیابی مهارت، دقت کنترل، ایزوتروپی 
تکین  به وضعیت  مکانیزم  موقعیت  نزدیکی  تعیین  برای  و همینطور 
داده  تعمیم  کار  فضای  کل  به  را  شاخص  این  آن ها  دادند.  پیشنهاد 
برخی  برای   .]12[ کردند  معرفی  را  عمومی2  وضعیت  شاخص  و 
نظر  در  شاخص  عنوان  به   ]14[ سختی  و   ]13[ دقت  نیز  کاربردها 
تردستی  توانایی  شاخص  از   ]15[ میلر  و  استاک  است.  شده  گرفته 
برای بهینه سازی سینماتیکی پارامترهای هندسی ربات دلتا استفاده 
با  اچ 4را  ربات  و همکاران ]16[ عملکرد سینماتیکی  کردند. چویی 
استفاده از بیضی گون چالاکی ارزیابی کردند. یوآن و همکاران ]17[، 
با به کارگیری ضریب مجازی، شاخص های انتقالی را برای مکانیزم های 
انتقالی برای  فضایی پیشنهاد دادند. تاکدا و فوناباشی ]18[ شاخص 
لینک های  از  انتقالی  مجازی  توان  و  داده  ارائه  موازی  مکانیزم های 
همه  نگه داشتن  ثابت  با  کردند.  لحاظ  را  خروجی  لینک  به  ورودی 
آزادی  درجه  یک  با  مکانیزمی  لینک،  یک  جز  به  ورودی  لینک های 
و  آزاد  ورودی  لینک  بین  اتصال  در  انتقال  زوایای  و  حاصل می شود 

1  Local Conditioning Index (LCI)
2  Global Conditioning Index (GCI)

لینک خروجی تحلیل می شود. وانگ و همکاران ]19[، با تلفیق مفهوم 
ضریب مجازی و رویکرد تاکدا مبنی بر ثابت نگه داشتن همه ورودی ها 
برای مکانیزم های موازی فضایی  به استثنای یک مورد، روندی کلی 
پیشنهاد دادند. دو شاخص پیشنهادشده توسط این محققان عبارتند 
از شاخص انتقال ورودی3 و شاخص انتقال خروجی4. حداقل مقدار این 
دو شاخص به عنوان شاخص انتقال محلی درنظر گرفته شده است. 
وو ]20[ از این شاخص برای ارزیابی عملکرد و بهینه سازی یک ربات 

موازی چهار درجه آزادی دیواری استفاده کرد.
می توان  ربات  عملکرد  ارزیابی  اصلی  دینامیکی  شاخص های  از 
مهارت، توانایی تردستی و ایزوتروپی دینامیکی را نام برد که بر مبنای 
مشخصه های جبری ماتریس اینرسی محاسبه می شوند. لیو و همکاران 
ماتریس های  مبنای  بر  دینامیکی  عملکرد  ارزیابی  شاخص  دو   ]10[
اینرسی و کریولیس پیشنهاد دادند. مو و همکاران ]21[ با اشاره به 
این نکته که ماتریس اینرسی فضای کار ربات های چهار درجه آزادی 
از لحاظ بعد سازگار نیست، دینامیک ربات ایکس 54 پرسرعت را با 
استفاده از شاخص تصویر اینرسی در فضای مفصل6 و شاخص ضریب 
یکنواختی  به تصویرکشیدن  برای  مفصل7  فضای  اینرسی  تغییرات 

شتاب هر عضو ربات تحلیل کردند.
این مقاله، به مطالعه رفتار سینماتیکی و دینامیکی یک نوع  در 
پرداخته شده  با حرکت شون فلیس  آزادی  درجه  چهار  موازی  ربات 
است. این ربات که با اعمال تغییراتی در ساختار ربات سه درجه آزادی 
افزونه ولوچ ]22[ ایجاد شده است، امکان دوران مجری نهایی حول 
ربات های  غالب  در  این که  به  توجه  با  می آورد.  فراهم  را  افقی  محور 
چهار درجه آزادی موجود، دوران مجری نهایی حول محور قائم صورت 
می گیرد، این ربات می تواند جبرانی برای خلأ موجود باشد. در ابتدا، 
معادلات قیود سینماتیکی ربات بر مبنای روش برداری استخراج شده، 
با  شده اند.  تعیین  ژاکوبین  ماتریس های  سرعت،  تحلیل  با  سپس  و 
درنظرگرفتن محدودیت مفاصل، فضای کاری ربات به صورت عددی 
مکانیزم  تکینگی های  ژاکوبین،  ماتریس های  از  استفاده  با  و  تعیین 
درون این فضا بررسی شده است. در ادامه، با استفاده از روش اویلر- 
اعتبارسنجی  منظور  به  و  استخراج،  ربات  دینامیکی  مدل  لاگرانژ 

3  Input Transmission Index (ITI)
4  Output Transmission Index (OTI)
5  X4
6  Joint-Reflected Inertia (JIR)
7  Coefficient of variation of joint-space Inertia (CVI)
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معادلات سینماتیک و دینامیک استخراجی، ربات در محیط نرم افزار 
و  سینماتیک  مسائل  عددی  حل  از  حاصل  نتایج  و  شده  مدل  ادمز 
دینامیک با خروجی شبیه سازی مکانیزم در نرم افزار ادمز مقایسه شده 
است. در گام آخر، زوایای فشار برای نشان دادن کیفیت انتقال حرکت/ 
نیرو و شاخص های مبتنی بر ماتریس اینرسی در راستای ارزیابی رفتار 

دینامیکی ربات به کار گرفته شده است. 
نوآوری های مقاله را می توان به شرح زیر برشمرد:

موازی  مکانیزم  دینامیک  و  سینماتیک  معادلات  استخراج   -
مورد مطالعه و صحت سنجی آن ها با نرم افزار ادمز

استخراج فضای کار مکانیزم با توجه به قیود و محدودیت های   -
حاکم

شناسایی و تحلیل تکینگی های مکانیزم به تفکیک نوع آنها  -
ارزیابی عملکرد ربات از دو دیدگاه سینماتیک و دینامیک با   -

تمرکز بر شاخص های مرتبط با نوع و کاربرد مکانیزم
تحلیل  به  که   2 بخش  در  است:  بدین صورت  مقاله  ساختار 
سینماتیک اختصاص دارد، ابتدا مکانیزم ربات و پارامترهای آن معرفی 
با  می شوند. سپس  استخراج  هندسی  روش  به  قید  معادلات  و  شده 
تحلیل سرعت، ماتریس ژاکوبین به دست می آید. فضای کاری ربات به 
روش عددی، با اعمال قیود و محدودیت اعضا تعیین شده و وضعیت 
تکینگی های درون آن مطالعه می گردد. در بخش 3 معادلات دینامیک 
حاکم بر ربات به روش اویلر- لاگرانژ استخراج می گردد. بخش 4 به 
معرفی شاخص های ارزیابی عملکرد سینماتیک و دینامیک می پردازد. 

مکانیزم  محاسباتی،  دینامیک  و  سینماتیک  مدل  اعتبارسنجی  برای 
در نرم افزار ادمز شبیه سازی شده است. در بخش 5 ابتدا نتایج مدل 
سینماتیک و دینامیک محاسباتی با خروجی شبیه سازی مقایسه شده، 
نتایج ارزیابی  وضعیت تکینگی ها درون آن شرح داده می شود. نهایتاً 
با   6 بخش  در  مقاله  می شود.  ارائه  عمکردی  شاخص های  اساس  بر 

نتیجه گیری مطالعات به پایان می رسد.

2- سینماتیک
ربات موازی این تحقیق با اعمال تغییراتی در ساختار ربات موازی 
زمره  در  ولوچ  ربات  است.  شده  ایجاد   ]22[ وِلوچ  آزادی  درجه  سه 
چهار  از  استفاده  با  که  چرا  می گیرد؛  قرار  افزونه  عملگر-  ربات های 
این  بازوی  چهار  می کند.  فراهم  را  انتقالی  آزادی  درجه  سه  عملگر، 
ربات مشابه بوده و از یک لینک و یک سازه متوازی الاضلاع تشکیل 
شده اند که با مفاصل لولا و کروی به هم متصل می گردند. بازوها با 
نهایی  مجری  به  را  آن  و  گرفته  قرار  پایه  اطراف  در  مرکزی  تقارنی 
متصل می کنند. با تغییر موقعیت اتصال دو متوازی الاضلاع متقابل در 
سمت مجری نهایی و افزودن دو لولای اضافی مطابق شکل 1، ربات 
قادر به ایجاد حرکت شون فلیس شده و می تواند مجری نهایی را حول 

محور افقی حرکت دهد.

 

 

یسفل ربات با حرکت شون یمدل سه بعد 1شكل   

Fig. 1 3D model of the Schönflies motion robot 

  

شكل 1. مدل سه بعدی ربات با حرکت شون فلیس
Fig. 1. 3D model of the Schönflies motion robot

 
 

ربات یابعاد یپارامترها 2شكل  

Fig. 2 Robot dimensional parameters 
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شكل2. پارامترهای ابعادی ربات
Fig. 2. Robot dimensional parameters
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است.  شده  داده  نشان   2 شکل  در  ربات  بازوی  یک  ساختار 
همانطور که مشهود است، دو دستگاه مختصات تعریف می گردد که 
و دستگاه  ثابت  پلتفرم  دستگاه مختصات مرجع روی مرکز هندسی 
مختصات متحرک روی مرکز هندسی مجری نهایی قرار دارد. رابطه 
زنجیره برداری نقطه اتصال بازو به مجری نهایی به صورت رابطه )1( 

نوشته می شود.

4 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆP i i i i il l l lε+ = + +r w e u v      )1(

sec 1,  4
sec 2,  3

i
i

i

i
i

β
ε

β
=

= − =
            )2(

 بردار موقعیت مجری نهایی 
T

P p p px y z =  r در آن، 
است.

مطابق شکل 2 بردارهای یکه به صورت زیر تعریف می شوند:

[ ]cos sin 0 T
i i iα α=e       )3(

[ ]iˆ cos cos s n cos sin T
i i i i i iα θ α θ θ= −u      )4( 

[ ]iˆ cos cos s n cos sin T
i i i iβ ψ β β ψ= −w       )5(

لینک  با  متناظر  بردار  که  می شود  مرتب  به گونه ای   )1( معادله 
قرار  دیگر  سمت  در  جملات  سایر  و  سمت  یک  در  متوازی الاضلاع 

گیرند.

( )4 2 3ˆ ˆ ˆP i i Ai i il l lε+ − − =r rw u v     )6(

اندازه بردارهای دو سمت رابطه فوق برابر است. بنابراین می توان 
نوشت:

( )2 2
4 2ˆP i i Ail lε+ − +r rw

( ) 2
2 4 3ˆ2 .ˆP i i Ai il l lε− + − =r rw u     

)7(

رابطه )4( در  از  فوقانی معادل آن  لینک  بردار یکه  به جای  اگر 
معادله )7( جایگذاری شود، معادله قید حاصل می گردد.  ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 
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فرم بسته معادلات سینماتیک معکوس، با نوشتن جملات مثلثاتی 
برحسب تانژانت نصف کمان به صورت معادله درجه 2 حاصل می شود. 

( ) ( )2
3 2 1 3 22 0i i i i i i iC C k C k C C− + + + =      )10(

( )tan / 2i ik θ=     )11(

 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 

1 8 

( )
( )
( )
( )

2 2
4 2

2 4 1

2 4 2

2
2 4 3 3

ˆ
ˆˆ2
ˆˆ2

,

ˆˆ2

P i i Ai

T
P i i Ai i i

T
P i i Ai i i

T
P i i Ai i

l l

l l c c

l l s c

l l s l



  

  

 

= + − +

− + −

− + −

+ + − −

r r

r r

r r

r r

f( ) w

w

w

w

Θ







 

2 9 

   
 
 

3

1 2

1 2

3 4

1 0 0 , 0 1 0

0 0 1 ,
TT

P

T

T T

T 

   

 =  

=

= =

= r

 



 

3 12 ( )1 2 4 3̂ˆ2 T
i P i i AiC l l= + − r rw  

4 13 ( )  2 2 4 1 2
ˆ ˆˆ2 T

i P i i Ai i iC l l c s  = − + −  +r rw   

5 14 ( ) 2 2
3 4 2 3ˆ T

i P i i AiC l l l= + − + −r rw 

6 20 
( ) ( )

 
2 3

2

ˆ ˆ

0 0

O
P Ui i Li i PCi

T

l l

 

=  +  − 

= =

r ru v  


 

7 21  ˆ ˆ, sin cos 0 T
Ui i i i i i  = = −n n 

8 22 ( ) ( )2 2̂ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO
P i i i i i PCi il   =   −  r rv n u v v  

9 23 X =J J 

10 25 ( )2̂ˆ ˆT O
Xi i PCi iJ  =   rv v 

11 31 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 1 1 2 3 4

2 2 2 1 3 4

2 3 3 1 2 4

2 4 4 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

TO
X PC

TO
PC

TO
PC

TO
PC

J =   

−   

−   

−   

r

r

r

r

v v v v

v v v v

v v v v

v v v v









 

     )12(

 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 
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4 2

2 4 1

2 4 2
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2 4 3 3
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ˆˆ2
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ˆˆ2

P i i Ai
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T
P i i Ai i
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l l c c

l l s c
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3 12 ( )1 2 4 3̂ˆ2 T
i P i i AiC l l= + − r rw  

4 13 ( )  2 2 4 1 2
ˆ ˆˆ2 T

i P i i Ai i iC l l c s  = − + −  +r rw   

5 14 ( ) 2 2
3 4 2 3ˆ T

i P i i AiC l l l= + − + −r rw 

6 20 
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ˆ ˆ

0 0

O
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l l
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7 21  ˆ ˆ, sin cos 0 T
Ui i i i i i  = = −n n 

8 22 ( ) ( )2 2̂ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO
P i i i i i PCi il   =   −  r rv n u v v  

9 23 X =J J 

10 25 ( )2̂ˆ ˆT O
Xi i PCi iJ  =   rv v 
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 ارائه معادلات دارای اشکال به همراه شماره معادله در متن مقاله: ججدول 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  شماره معادله  مورد 
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ˆ ˆ
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به دست  رابطه )15(  به صورت  معادله سینماتیک معکوس ربات 
می آید.

( )2 2 2
1 1 3 2

3 2

2arctan
i i i i

i
i i

C C C C

C C
θ

 − ± − − =  − 
 

       )15(

پاسخ  کسر  صورت  در  تفریق  علامت  مطالعه  مورد  ربات  در 
مسأله است. بردار یکه لینک متوازی الاضلاع را می توان با استفاده از 

ماتریس های دوران به صورت زیر نوشت.

ˆ
i i i i i

i i i i i i

i i

c c c s s
s c c c s

s c

α φ σ α σ
α φ σ α σ

φ σ

− 
 = + 
 − 

v
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این بردار یکه به صورت زیر  بازو،  از رابطه برداری هر  از طرفی، 
به دست می آید.

( )4 2 2ˆ /ˆ ˆi P i i Ai il l lε= + − −r rv w u       )17(

از برابر قراردادن دو رابطه فوق، زوایای دوران لینک متوازی الاضلاع 
به صورت روابط )18( و )19( محاسبه می شوند.

( )arcsin sin cosi ix i iy iv vσ α α= − +      )18(

( )( )arccos cos sin / cosi ix i iy i iv vφ α α σ= +       )19(




