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کمی سازی وقوع ناپایداری ویسکوز فینگرینگ جریان سیال در محیط متخلخل
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خلاصه: در این مقاله ناپایداری انگشتی لزج در فرایند جابجایی دو سیال قابل امتزاج با وجود ذرات نانو در یک محیط 
متخلخل همگن به صورت غیرخطی شبیه سازی و تحلیل فرکتالی شده است. با توجه به فرکتالی بودن مرز مشترک 
ناپایداری بین دو سیال، با معرفی بعد فرکتالی به عنوان مشخصه ناپایداری، برای پارامترهای موثر بر ناپایداری همچون 
ضریب رسوب، نسبت تحرک بین مولفه ها و ضرایب پخش، بعد فرکتالی در زمان های مختلف با استفاده از روش جعبه 
شمارنده محاسبه و در مورد آن بحث شده است. نتایج نشان می دهد که  افزایش ضریب رسوب باعث کاهش پیچیدگی 
الگوی های انگشتی و بعد فرکتالی  می شود و افزایش ضریب پخش ذرات نانو تاثیر چندانی بر بعد ندارد، این در حالی است 
که افزایش ضریب پخش سیال جابجاشونده به شدت بعد فرکتالی را افزایش و الگو ها را پیچیده تر می کند. همچنین بررسی 
فرکتالی نشان می دهد در صورت وجود ضریب رسوب، افزایش مقدار نسبت تحرک سیال تاثیری بر پیچیدگی الگوها 
نداشته و مقدار زمان موثر ثابت و برابر 275 باقی می ماند، اما هر دو واحد افزایش مقدار نسبت تحرک، 25 واحد شروع 
ناپایداری را به تاخیر می اندازد. نتایج نشان می دهد که آنالیز فرکتالی می تواند در کنار سایر مشخصه ها، یکی از مواردی 

باشد که به تحلیل ناپایداری انگشتی کمک می کند.  
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1- مقدمه
گستره  در  فراوانی  اهمیت  دارای  انگشتی لزج  ناپایداری  پدیده 
آنها  جمله  از  که  می باشد  محیطی  زیست  و  طبیعی  علوم  از  بزرگی 
می توان به کروماتوگرافی، چاه های ژئوترمال، سفره  آب های زیرزمینی، 
دفع ضایعات و به ویژه در فرایند استخراج و بازیابی چاه های نفت اشاره 
کرد و تحقیقات گسترده ای را تا به امروز به خود اختصاص داده است. 
این پدیده هنگامی اتفاق می افتد که سیالی با ویسکوزیته کمتر باعث 
جابجایی سیالی با ویسکوزیته بیشتر شود، این نوع ناپایداری در مرز 
مشترک دو سیال رخ می دهد و به دلیل عدم توانایی سیال اولیه در 
جابجایی سیال ویسکوزتر، بجای جابجایی کل سیال، تنها مسیرهای 
باریکی را در آن به وجود می آورد، که به دلیل شباهت مرز مشترک 
شناخته  لزج  انگشتی   ناپایداری  نام  به  دست،  انگشتان  به  سیال  دو 
می شود ]1[. این مرز مشترک، به ویژه در حالت ناپایداری به لحاظ 
هندسی شامل انحنا و فراز و فرود غیر متناوب می گردد و با افزایش 
ناپایداری دارای پیچیدگی های ویژه می شود. به همین منظور در این 

مقاله مرز مشترک در فرایند ناپایداری انگشتی لزج در فرایند جابجایی 
دو سیال با همراه با ذرات نانو به لحاظ مشخصه سازی با استفاده از 

بحث فرکتالی بررسی می شود.
کلمه فرکتال اولین بار توسط مندلبورت در سال 1975 معرفی 
شد. این کلمه که از یک کلمه لاتین به معنی شکسته1 نشات می گیرد، 
به فضایی اطلاق می شود که پیچیده تر از آن است که به سایر فضاهای 
شناخته شده هندسی تعلق یابد ]2[. به صورت عمومی از این کلمه 
متشابه2  به صورت خود  نظر  مد  هندسه  که  استفاده می شود  زمانی 
باشد، یعنی هر قسمتی یا بخشی از شکل، مشابه کل باشد. همچنین 
کلمه فرکتال را می توان به مفاهیمی همچون تشابه، تقارن، مقیاس 
می توان  متنوع،  اشکال  به  توجه  با  گره  زد.  نیز  شکل  در  تناوب  و 
فرکتال را به دو هندسه تک فرکتالی و چندفرکتالی تقسیم بندی کرد. 
بسیاری از هندسه های فرکتال دقیقا خود متشابه هستند اما شکل ها 
و فرایندهای طبیعی بسیاری هم در طبیعت وجود دارد که نمی توان 

1  Fractus
2  Self-similarity
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به صورت دقیق آنها را خود متشابه خواند، به عنوان مثال می توان از 
شکل شاخه های درخت، توزیع ابرها در آسمان، نمایی از رشته کوه ها، 
شکل برخی از سبزی ها، پراکندگی بارش، رشد جمعیت، جریان آشفته 
سیال، تغییرات اقتصادی در بازارهای بورس، مسائل پزشکی و غیره نام 
برد ]3-7[. اما استفاده از هندسه فرکتالی و مفهوم آن در سال های 
اخیر تنها محدود به همین موارد نمی شود. یکی از کاربردهای آن را 
می توان در بحث های مهندسی ]8, 9[ مورد بررسی قرار داد که دارای 
سطح  برای  فرکتالی  هندسه  از  استفاده  مانند  متنوعی  کاربردهای 
لوله ها جهت انتقال حرارت بهتر در مبدل های حرارتی ]10[، بهبود 
حرکت جریان در پخش کننده های فرکتالی گاز ]11[ و یا استفاده از 
پره هایی با الگوی های فرکتالی جهت بهبود فرایند اختلاط در کانال ها 

]12[ است. 
یکی از مهمترین پارامتر های موجود در آنالیز فرکتالی تصاویر، بعد 
فرکتالی آن است. بعد فرکتالی می تواند به صورت عدد کسری باشد و 
با استفاده از این بعد می توان تا حدودی در مورد اندازه و پیچیدگی 
شکل صحبت کرد و به عبارت بهتر می توان گفت بعد فرکتال میزان 
چگالی یا درهم تنیدگی هندسه فرکتالی که فضا را اشغال کرده است 
فرکتال  بعد  محاسبه  برای  متفاوتی  راه های   .]2[ می دهد  نشان  را 
موجود است که از جمله آنها می توان به روش تشابهی1، هیوگاچی2، 
این  از  کدام  هر   .]15-13[ کرد  اشاره  جعبه شمارنده4  و  هادزروف3 
روش ها می تواند بنا به نوع مساله پاسخ های نسبتا متفاوتی را ارائه  کند. 
هرکدام از روش هایی که ذکر شد تنها زمانی قابل استفاده هستند که 
هندسه به صورت تک فرکتالی باشد. در مسائل تک فرکتالی تصاویر به 

صورت باینری 5هستند. 
الگوی های انگشتی در مساله ناپایداری به صورت تصادفی ایجاد 
می شوند که دارای فراز و نشیب  و پیچیدگی هایی می باشند که توسط 
تحلیل فرکتالی قابل بررسی هستند. مساله ناپایداری به صورت کلی 
برای اولین بار توسط هیل و همکاران ]16[ مشاهده  شد و بعد از آن 
تلاش های گسترده ای برای شناخت، بررسی و شبیه سازی این پدیده 
صورت گرفت ]17-19[. اما برای اولین بار در سال 1988 با استفاده 
از روش های شبه طیفی و الگوریتم تفاضل محدود، تن و حمصی ]20[ 

1  Similarity Dimension
2  Higuchi methods
3  Hausdorff Dimension
4  Box-counting
5  Binary

نوع  این  را شبیه سازی کردند و تحول عظیمی در مطالعه  ناپایداری 
ناپایداری ایجاد نمودند. آنها با استفاده از این روش، الگوی های مختلف 
از این تلاش،  از انگشتی ها را مشاهده و ثبت کردند. بعد  و جدیدی 
توجه محققان بسیاری به سمت روش معرفی شده در مطالعه تن و 
حمصی ]20[ متمرکز شد ]21, 22[. مساله ناپایداری انگشتی شدن 
لزج در جابجایی دو سیال دارای جنبه های مختلفی است که محققان 
نظر گیری  در  با  می توان  مثال  عنوان  به  پرداخته اند.  آن  به  بسیاری 
ترکیب دوتایی  بین دو سیال ]23[، حالات مختلف  برشی در  تنش 
نیوتونی و غیرنیوتونی دو سیال ]24[، حالات مختلف ناهمگنی محیط 
و در نظرگیری توابع مختلف ]22[، در نظرگیری جاذبه و تاثیر آن در 
جابجایی دو سیال ]25[، معرفی و استفاده از روش های عددی مختلف 
در حل مساله ]26[، تعیین تاثیر پارامتر های مختلف از جمله نسبت 
ابعاد، پکلت و نسبت ویسکوزیته ]27[، ارائه  راهکارهای مختلف برای 
افزایش بازده جابجایی و کاهش انگشتی ها در فرایند ازدیاد استخراج 
نفت ]28[ و همچنین در نظرگیری واکنش در حین فرایند جابجایی 
و  شاه نظری  توسط  آن  مولتی فرکتالی  تحلیل  که  کرد  اشاره    ]29[
همکاران ]30[ ارائه شده است. یکی دیگر از مواردی که نسبت به سایر 
جنبه ها کمتر مورد توجه قرار گرفته، استفاده از نانوسیال در فرایند 
از  استفاده  امروزه  است.  ناپایداری  در  متخلخل  محیط  در  جابجایی 
ذرات نانو بسیار کاربرد پیدا کرده و به دلیل تغییر خواص سیال پایه 
می تواند منجر به بهبود فرایندها  شود. قسمت و همکاران ]31[ ابتدا 
به صورت خطی مساله ناپایداری را همراه با نانوسیال بررسی کردند 
ازایز  و  نانوسیال توسط دستاوره  فرایند جابجایی  بعد  و در سال های 
]32[  به صورت غیر خطی شبیه سازی شد. متر اندازه گیری کمی در 
عموم این مقالات محدود به سه پارامتر طول اختلاط، سطح تماس 
و بازدهی فرایند می باشد. تحلیل فرکتالی این پدیده نیز در کارهای 
تجربی زاکاد و همکاران ]33[، تانگ و وی ]34[ در یک سلول هل شاو 

دایروی بررسی شده است.  
 با توجه به ادبیات موضوع می توان دریافت که مطالعات زیادی بر 
روی پدیده  ناپایداری انگشتی شدن لزج صورت گرفته است، اما از منظر 
فرکتالی مطالعات چندانی را شاهد نیستیم، هرچند که در سال های 
اخیر تحقیقات قابل توجهی بر روی کاربردهای فرکتالی در حوزه های 
مختلفی انجام شده است. به همین منظور در این مقاله ضمن تحلیل 
غیرخطی پدیده ناپایداری انگشتی لزج در خلال جابجایی یک سیال 
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توسط سیالی با ویسکوزیته کمتر و بررسی تاثیر مشخصات ذرات نانو 
محلول بر آن، از آنالیز فرکتالی به منظور تعیین نحوه  تاثیر مشخصات 
به  توجه  با  منظور  همین  به  شده است.  استفاده  ناپایداری  بر  فرایند 
رابطه بعد فرکتالی مرز مشترک با میزان پیچیدگی و در نتیجه کیفیت 
بررسی  فرکتالی  بعد  تغییرات  بر  کمیات  تغییر  وابستگی  ناپایداری، 

شده است. 

2- مدل سازی
مطابق شکل 1 در یک محیط متخلخل همگن دو بعدی به طول 
با ضریب تخلخل و گذردهی ثابت سیال اولیه ای در حال  H L و عرض 

جابجایی سیال ثانویه در جهت طول صفحه می باشد. فرض می شود 
 0aC 0aµ و غلظت اولیه  A )جابجاکننده( دارای ویسکوزیته  سیال 
B )جابجاشونده( نیز مقدار غلظت و ویسکوزیته آن برابر  و سیال دوم 
U است. در این مساله  0bµ می باشد و سرعت اولیه آنها برابر  0bC و 

فرض شده است که سیال جابجاکننده به صورت یکنواخت دارای ذرات 
نظر  در   0nµ و   0nC به صورت  آن  که مشخصات  می باشد  نیز  نانو 

گرفته می شود. 

2-1 معادلات حاکم
معادلات حاکم بر مساله را می توان به صورت معادله پیوستگی، 

معادله دارسی و معادله جابجایی نفوذ در نظر گرفت، لذا داریم:

 iD p فشار و  ) میدان سرعت،  , )u v=u که در روابط بالا  
سیال  تحرک   /K µ همچنین  است؛  همسانگرد  پراکنش  تانسور 
به   K محیط  نفوذپذیری  نسبت ضریب  حاصل  که  می شود  تعریف 
که  است  رسوب  نرخ  بیانگر  نیز   depk است.   µ سیال  ویسکوزیته 
بیشتر در نظریه فیلتراسیون ذرات کلوئیدی کاربرد دارد. با توجه به 
ادبیات موضوع، می توان معادلات حاکم را با استفاده از پارامتر پراکنش 

2/aD U ، زمان را با  /aD U بی بعد کرد. لذا در این روش، طول را با 
ویسکوزیته  از  استفاده  با  را  ویسکوزیته  اولیه،  سرعت  با  را  سرعت   ،
برای  نهایت  در  و   /a aD Kµ با   را  فشار   ،  aµ جابجاکننده  سیال 
غلظت، از غلظت سیال استفاده کرد؛ لذا غلظت سیال یک و دو مقدار 
به  را  مرز  تغییرات  بتوان  اینکه  برای  همچنین  می شود؛  یک  عددی 
سهولت مشاهده نمود، دستگاه مختصات را در حالت لاگرانژی در نظر 
U در  گرفته و فرض می شود، دستگاه مختصات نیز با سرعت ثابت 

حال حرکت است؛ یعنی:

و در نهایت معادلات بی بعد به صورت زیر خواهند شد:

نرخ  بی بعد  عدد  2( ) /dep dep aDa k D U= معادلات   این  در  که 
nδ نرخ انتشار سیال دوم و همچنین  bδ و  رسوب است. همچنین 

 

  

 

 

 
 

 مسئلهتصویری الگو وار از هندسه : 1شکل 
Fig. 1: Schematic geometry of the problem 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 کخلف( شکل برفدانه 

 
 ج( محاسبه بعد فرکتالی تصویر ب

 
 ب( تصویر باینری الف

 محاسبه بعد فرکتالی: آنالیز تصویر و 2شکل 
Fig. 2: Image processing and fractal dimension calculation  
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شکل 1. تصویری الگو وار از هندسه مسئله
Fig. 1. Schematic geometry of the problem
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ذرات نانو با توجه به سیال جابجاکننده هستند. در ادامه برای راحتی 
در خوانش علامت ستاره از معادلات حذف می شود. شرایط مرزی زیر 

را نیز می توان برای حل مساله در نظر داشت:

شرایط مرزی نشان می دهد ذرات نانو تنها در سیال جابجاکننده 
با توجه به ضریب ترسیب کاهش خواهد  با گذر زمان  وجود دارد و 
یافت. همچنین برای تکمیل روابط باید رابطه ای را نیز برای وابستگی 
ویسکوزیته به غلظت نوشت. تاکنون روابط زیادی برای این کار مطرح 

شده  است، که از رابطه )13( استفاده می شود ]31[: 

nR لگاریتم نسبت تحرک هستند.  bR و   ، aR که در آن ها 

جهت حذف ترم فشار از معادلات، از تابع جریان و گردابه برای 
شبیه سازی مساله استفاده شده است. با در نظر گرفتن تابع جریان و 

گردابه به صورت زیر: 

و با جایگذاری رابطه )15( در )16(، می توان رابطه )17( را نوشت: 

اجرای  با  می کند؛  ارضا  را  پیوستگی  شرط  رابطه همزمان  این 
ترم فشار حذف  رابطه )14(،  بکارگیری  و  رابطه )8(  بر  عملگر کرل 
می آید:  بدست  گردابه  برای  دیگری  رابطه  و  شده 
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همچنین روابط )9( تا )11( نیز به فرم زیر تبدیل خواهند شد:

مجموعه معادلات )17( تا )21( تحت معادلات نهایی حاکم برای 
شبیه سازی مساله به روش طیفی، مورد استفاده قرار می گیرد.

3- بعد فرکتالی
مرز مشترک بین دو سیال، به ویژه در حالت ناپایداری به لحاظ 
هندسی شامل انحنا و فراز و فرود غیر متناوب می گردد و با افزایش 
ناپایداری دارای پیچیدگی های ویژه می شود. این موضوع امکان بررسی 
تمامی  شد،  ذکر  که  همانطور  می دهد.  فرکتالی  دیدگاه  در  را  آن 
در  آنها  از  برخی  نیستند،  متشابه  خود  دقیق  صورت  به  فرکتال ها 
قسمتی از جز می توانند به صورت تشابهی از کل باشند. بعد تشابهی 
تنها زمانی قابل استفاده است که شکل به صورت کامل خود متشابه 
sD نمایش می دهند. در این  باشد که در این صورت این مقدار را با 
N بار خودش را با یک مقیاس کوچکتر  حالت در هر مرحله یک جسم 
r تولید می کند. لذا می توان با استفاده از قانون توانی رابطه بین  <   1
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شکل 2. آنالیز تصویر و محاسبه بعد فرکتالی
Fig. 2. Image processing and fractal dimension calcula-

 tion

این پارامتر ها را به صورت زیر نوشت:
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روش  از  استفاده  فرکتالی  بعد  محاسبه  روش های  از  یکی 
مینکوفسکی-بولیگاند1، یا جعبه  شمارنده است. این روش که به افتخار 
دانشمند آلمانی و فرانسوی در سال 1980 به این نام شناخته  می شود، 
به دلیل بکارگیری مفهومی و قابل درک، یکی از پرکاربردترین روش ها 
از  استفاده  برای  می شود ]35[.  محسوب  فرکتالی  بعد  محاسبه  در 
. ، ابتدا  S روش جعبه شمارنده، با در نظرگیری یک محیط فرکتالی 
با  گرفته  شود.  نظر  در  مربعی  شبکه بندی های  به صورت  باید شکل 
نظر  در  مربعی  و  m خط عمودی  و  افقی  n خط  به  تقسیم شکل 
ε خواهد شد. در این روش تعداد  گرفتن شبکه ها، طول هر المان برابر 
خانه هایی که بخشی از تصویر مد نظر در آن قرار گرفته  است شمارش 
) در نظر گرفته می شود. با کوچک تر  )N ε می شود که مقدار آن برابر 
، در هر مرحله تعداد خانه های پر شمارش می شود. سپس  ε کردن 
 log( ( ))N ε و محور عمودی آن log(1 / )ε منحنی با محور افقی آن 
قابل ترسیم است. مقدار شیب خط منحنی برابر با بعد فرکتالی خواهد 
بود. به عبارت بهتر می توان آن را به صورت زیر تعریف کرد که همان 

قانون توانی2 است ]35[:
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جعبه  روش  از  ناپایداری  مساله  فرکتالی  بعد  محاسبه  منظور  به 
نوشته  شده  کد  بررسی  برای  همچنین  شده است.  استفاده  شمارنده 
مثلث  کخ،  برف دانه  فرکتالی  شکل  سه  ابتدا  بعد،  محاسبه  جهت 
سرپینسکی و فرش سرپینسکی که به صورت تحلیلی بعد آن ها قابل 
شماتیک  2-الف  شکل  می گیرند.  قرار  استفاده  مورد  است  محاسبه 
یک  از  استفاده  با  را  آن  باینری  تصویر  2-ب  شکل  و  فرکتالی  خم 
مقیاس مناسب در پردازش تصویر نشان می دهد. لازم به ذکر است 
که تصویر دارای 280 پیکسل در عرض و طول می باشد و هر پیکسل 
محاسبه  است. جهت  صفر  یا  یک  مقدار  دارای  باینری شدن  از  بعد 

1  Minkowski–Bouligand
2  Power law

در 120  تا 120   1 در   1 ابعاد  با  مربع هایی  با  تصویر  فرکتالی،  بعد 
باشند، مربع  اگر پیکسل های داخل مربع خالی  پوشانده می شود که 
عدد صفر و اگر دارای حداقل یک پیکسل پر باشد، عدد یک به آن 
تعلق می گیرد. شکل 2-ج منحنی لگاریتمی تعداد جعبه های پر را به 
ازای اندازه جعبه نشان می دهد که شیب این منحنی بیانگر عدد بعد 
برابر  فرکتالی شکل است. مقدار تحلیلی بعد فرکتالی شکل مد نظر 
با روش عددی 1/249  آن  1/262 می باشد که مقدار محاسبه شده 
است. جدول 1 مقایسه نتایج تحلیلی و عددی را به نمایش می گذارد 
که نشان می دهد خطای محاسبات زیر 2/5 درصد است، لذا می توان 

از آن جهت بررسی و محاسبه بعد فرکتالی استفاده کرد.

4- نتایج و بحث
همچنین  و   256×256  ،128×128 شبکه های  مقاله  این  در 
انگشتی ها  تعداد  بررسی  با  و  گرفت  قرار  بررسی  مورد   512×512
ابعاد  نسبت  ثابت بودن  به  توجه  با  و  حالت  هر  در  اختلاط  طول  و 
استفاده   256×256 شبکه  از  شبیه سازی ها  تمامی  در  پکلت  عدد  و 
شد. همچنین برای بررسی دقت شبیه سازی، برای  طول اختلاط با 
مرجع ]36[ مقایسه شد. شکل 3 مقایسه نتایج حاصل از مقایسه طول 

اختلاط را به نمایش می گذارد.
=7 تحرک  نسبت  لگاریتم  مقادیر  نتایج  تمامی  مقاله  ادامه  در 

انتخاب شده اند تا ناپایداری همواره وجود داشته باشد.  aR bR و 3= 

rA در نظر گرفته شده است. شکل 4 نحوه  همچنین نسبت ابعاد 1= 
تحلیل  جهت  مشترک  مرز  به  غلظت  کانتورهای  تبدیل  چگونگی 
ابتدا پیکسل هایی  انتخاب مرز  فرکتالی را به نمایش می گذارد. برای 
که شدتی در بازه ای مناسب دارند انتخاب و مرز با توجه به آن تعیین 
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تعیین مرز دو  برای  برای غلظت  این مقاله مقدار 0/35  می شود. در 
سیال انتخاب شده است. 

برای درک بهتر چگونگی تغییرات بعد فرکتالی، شکل  5نمونه ای 
در  جابجایی  فرایند  در  سیال  دو  بین  مشترک  مرز  فرکتالی  بعد  از 
محیط متخلخل را نشان می دهد. همچنین در سه زمان مختلف نیز 
کانتورهای غلظت در کنار آن ترسیم شده اند. با توجه به این منحنی  
می توان لحظه آغاز ناپایداری را شناسایی کرد، چرا که مرز مشترک از 
خط مستقیم )بعد فرکتالی 1( شروع به ایجاد انگشتی هایی می کند. 
همانطور که در شکل نیز مشخص است تا زمان 275، بعد فرکتالی 
از آن  این در حالی است که  افزایش است،  زیادی در حال  با شیب 
پس مقدار آن با شدت کمتری کاهش می یابد. با توجه به کانتور های 
غلظت می توان دریافت تا آن زمان انگشتی ها در حال ایجاد الگوی های 
الگو ها  این  طول  به  تنها  بعد  به  زمان  آن  از  اما  هستند  پیچیده ای 
طول  افزایش  نمی آورند.  پدید  را  جدیدی  پیچیدگی  و  شده  اضافه 
بدنه انگشتی ها باعث کاهش بعد فرکتالی می شود و این به این دلیل 
است که طول بیشتر باعث می شود مرز مشترک به خطوط صاف و 
با پیچیدگی  کمتر منتهی شود. یکی دیگر از مواردی که از این زمان 
ایجاد پدیده  به بعد باعث کاهش بعد فرکتالی مرز مشترک می شود 

محو شدن و به هم آمیختگی می   باشد. پدیده محو شدن باعث می شود 
انگشتی ها ناپدید شوند و پدیده به هم آمیختگی از کناره ها نیز باعث 
در  غلظت  کانتور  آن می کاهد.  پیچیدگی  از  و  ترکیب شاخه ها شده 
با دو زمان دیگر به خوبی این  شکل 5 در زمان 450 و مقایسه آن 
بعد  بین  زمانی  فاصله  مقاله  این  ادامه  در  می دهد.  نشان  را  مساله 
فرکتالی یک که شروع انگشتی ها است و بیشینه بعد فرکتالی که پایان 

ایجاد الگوی های پیچیده است، فاصله زمانی موثر نامیده می شود.

4-1 تاثیر ضریب ترسیب
ضریب ترسیب میزان رسوب ذرات نانو را نشان می دهد. با افزایش 
نانوذرات رسوب کرده و  از  بیشتری  انتظار می رود حجم  این ضریب 
تاثیرگذاری آن بر فرایند کاهش یابد. شکل 6 کانتورهای غلظت سیال 

 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 مقایسه روش عددی و تحلیلی: 1جدول 
Table 1: Comparison between analytical and numerical method 

 خطا )درصد( بعد فرکتالی )عددی( بعد فرکتالی )تحلیلی( شکل
 52/2 545/1 585/1 مثلث سرپینسکی
 14/1 871/1 892/1 فرش سرپینسکی

 03/1 249/1 262/1 برفدانه کخ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

جدول 1. مقایسه روش عددی و تحلیلی
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شکل 4. نحوه تبدیل کانتور غلظت مساله ناپایداری به مرز مشترک دو 
سیال
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شکل 5. بعد فرکتالی در زمان های مختلف
Fig. 5. Variation of fractal dimension with time

شکل 3. مقایسه طول اختلاط به ازای شرایط          ,         ,        ,          ,       
0.01depDa  با مرجع ]36[ = ,       ,         و 

  Fig. 3. Mixing length for         ,        ,         ,       ,       ,      
and                in comparison with [36[

2rA = 1bδ = 1nδ =

0.01depDa =

6bR = 2aR =1nR =

2rA =1bδ =1nδ =1nR =

2aR = 6bR =
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depDa متفاوت به  جابجاکننده را در زمان های مختلف و به ازای اعداد 
نمایش می گذارد. در این شکل ها مقدار اغتشاش اولیه وارده به سیستم 
یکسان در نظر گرفته شده است. با توجه به شکل 6 می توان گفت که با 
افزایش عدد رسوب ناپایداری افزایش می یابد. علت این امر را می توان 
به دلیل افزایش مقدار رسوب نسبت داد. به عبارت دیگر افزایش عدد 
depDa باعث کاهش مقدار حضور ذرات نانو شده و کاهش ذرات نانو نیز 

که تاثیر مستقیم بر کاهش ویسکوزیته سیال جابجاکننده دارد باعث 
انگشتی ها   depDa ناپایداری می شود. به عنوان مثال در 0=  افزایش 
مسیر مستقیمی را طی می کنند و در بعضی زمان ها تنها الگوی بهم 
آمیختگی تک سویه دارند، اما با افزایش اندک مقدار ضریب ترسیب به 
عدد 0/01، حتی در زمان 200 نیز می توان الگوی دوشاخه ای شدن 
depDa نیز برقرار است. دو  را مشاهده کرد. همین روند برای 0/1= 
مشخصه طول اختلاط و سطح تماس هرکدام به ترتیب نمایشگر طول 
پیشروی و طول انگشتی ها است. در این مقاله بعد فرکتالی به عنوان 
معرفی  انگشتی ها  شکل  پیچیدگی  میزان  بررسی  جهت  مشخصه ای 
ازای  به  زمان  در  را  انگشتی ها  رشد  فرکتالی  بعد   7 شکل  می شود. 
پنج ضریب ترسیب مختلف نشان می دهد. با افزایش عدد رسوب، بعد 

فرکتالی آن همواره بیشتر می شود. 
نکته دیگری که با توجه به بعد فرکتالی می توان به آن اشاره کرد 
این است برای مقادیر بالای عدد رسوب فاصله زمانی موثر کوتاه تر از 
این فاصله برای اعداد رسوب کمتر است. مقدار فاصله زمانی موثر از 
تا 325  و  بیشترین مقدار عدد رسوب شروع شده  برای  مقدار 215 
برای کمترین عدد رسوب ادامه می یابد. علت این امر آن است که در 
اعداد رسوب بالا، انگشتی ها در همان لحظات اولیه الگوی های پیچیده 

 

 

 
 
 

 و مقادیر مختلف عدد رسوب nR، 1 =b، 1= n =1 به ازایکانتور غلظت سیال جابجاکننده : 6شکل 

Fig. 6: Contours of aC  for 1nR == , 1b == , 1n == and different deposition rate. 

 
 nR، 1 =b، 1= n =1 به ازای: بعد فرکتالی 7شکل 

Fig 7. Fractal dimension for 1nR == , 1b ==  and 1n ==  

 

t=200 t=300 t=400 t=500 t=600

t=600t=500t=400t=300t=200

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

0 100 200 300 400 500 600

Fr
ac

ta
l D

im
en

sio
n

Time

Da=0.000
Da=0.001
Da=0.010
Da=0.100
Da=0.500

 

شکل 6.کانتور غلظت سیال جابجاکننده به ازای             ,            ,              و مقادیر مختلف عدد رسوب
Fig. 6. Contours of 

aC   for 1nR =  , 1bδ =  , 1nδ =   and different deposition rate

1nR =1bδ =1nδ =
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 1nδ = شکل 7. بعد فرکتالی به ازای                  ,              و   
Fig. 7. Fractal dimension for           ,            and      

1bδ = 1nR =
1nR = 1bδ = 1nδ =

را تشکیل و سریعا نیز این الگو ها به علت زیاد شدن انگشتی ها با هم 
مخلوط شده و در بعضی شاخه ها نیز محو می شوند، لذا دیگر الگوی 
خاصی ایجاد نمی کنند. با استفاده از تحلیل های موجود می توان به این 
مساله اشاره کرد که افزایش عدد رسوب علاوه بر ایجاد تاخیر اندک 
در آغاز فرایند ناپایداری، از الگوی های پیچیده نیز جلوگیری می کند.

برای مقایسه بهتر، دو مشخصه طول اختلاط و طول تماس مورد 
بررسی قرار می گیرند. برای محاسبه طول تماس مجموعه نقاط دارای 
به  تا  می شود  گرفته  نظر  در  صفحه  عرض  به  نسبت   0/35 غلظت 
عنوان مرز لحاظ شوند. همچنین برای طول اختلاط، طول انگشتی ها 
( ترسیم  Pe در میانگین غلظت عرضی نسبت به طول کل صفحه )
شده است، لذا عددی بین صفر و یک خواهد داشت. شکل 8 و شکل 
پیش بینی می شود  که  نشان می دهد. همانطور  را  منحنی  دو  این   9
طول  اما  داشته  تماس  سطح  بر  زیادی  تاثیر  رسوب  عدد  افزایش 

اختلاط را به میزان اندکی افزایش می دهد.
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 . nR 4-2 تاثیر عدد  
به  نسبت  را  نانوذرات  ویسکوزیته  نسبت  لگاریتم   nR عدد 
افزایش  معنای  به  آن  مقدار  افزایش  می دهد.  نشان  پایه  ویسکوزیته 
سیال  ویسکوزیته  مجموع  در  که  می باشد  نانوذرات  ویسکوزیته 
شدن  پایدارتر  به  می رود  انتظار  که  می دهد  افزایش  را  جابجاکننده 
جریان کمک کند. کل 10 مقایسه ای را با توجه به کانتورهای غلظت 
نیز  شکل ها  این  در  گذاشته است.  نمایش  به  مختلف   nR ازای  به 
لحاظ  به  بتوان  تا  نظر گرفته شده اند  ثابتی در  اولیه مقدار  اغتشاش 
کیفی و کمی نیز الگوی های انگشتی را با یکدیگر مقایسه کرد. با توجه 
nR باعث  به شکل ها می توان اینطور گزارش کرد که افزایش مقدار 
کاهش تعداد الگوها شده و شکل های ساده تری را ایجاد می کند و در 
نتیجه ناپایداری کاهش می یابد. به عنوان مثال در زمان 400 انگشتی 
nR سه شاخه و  nR چهار شاخه و در 3=  در بالای صفحه در 1= 
nR تنها دارای دو شاخه است که در حال گسترش می باشد.  در 5= 

اما با بررسی فرکتالی مرز مشترک بین دو سیال در این حالات، 
کامل  غلظت  کانتورهای  از  شده  برداشت  نتیجه  که  گفت  می توان 
تاثیر   nR تغییرات  که  است  مشخص   11 شکل  به  توجه  با  نیست. 
محسوسی در بیشینه بعد فرکتالی ندارد و تنها تغییر در زمان وقوع 
نشان  مشترک  مرز  فرکتالی  تحلیل  دیگر  عبارت  به  است.  ناپایداری 
nR باعث کاهش  می دهد که بر خلاف نتایج ارائه شده، افزایش مقدار 
زمان های  در  ناپایداری  می شود  باعث  تنها  بلکه  نمی شود،  ناپایداری 
دیرتری آغاز شود. با توجه به منحنی می توان گفت فاصله زمانی موثر 
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 275 مقدار  مساوی  و  برابر  حدودا  یکدیگر  با  حالات  این  تمامی  در 
 است. بررسی آنالیز فرکتالی نشان می دهد به ازای هر دو واحد تغییر 

، ناپایداری به اندازه 25 واحد زمانی به تاخیر می افتد. nR در مقدار 
نکته قابل توجه دیگری که باید به آن اشاره کرد این است که به 
ازای تغییر پارامتر های دیگر، شکل و تعداد انگشتی ها متفاوت خواهد 
( می توان گفت که شکل  انگشتی ها  nR بود، اما در این حالت )تغییر
تقریبا یکسان بوده و تنها با تاخیر از هم به وجود می آیند )کل 10(. 
برای بررسی علت این مساله شبیه سازی ناپایداری انگشتی لزج برای 
مقدار ضریب رسوب صفر نیز تکرار شده است. شکل 12 بعد فرکتالی 
nR مختلف نشان می دهد. در این  را در زمان های مختلف بر حسب 
با  لذا  شده است،  گرفته  نظر  در  صفر  ترسیب  ضریب  مقدار  منحنی 
که  کرد  مشاهده  می توان   11 شکل  منحنی  با  منحنی  این  مقایسه 
نیز  را  موثر  زمانی  فاصله  ناپایداری،  فرایند  ایجاد  در  تاخیر  بر  علاوه 
افزایش داده و میزان پیچیدگی انگشتی ها نیز بسیار تحت تاثیر قرار 
گرفته و کم می شود. با مقایسه دو منحنی 11 و 12 علت این امر را 
nR افزایش  می توان در این مساله جستجو کرد که هرچند که مقدار
 nR می یابد، اما وجود ضریب رسوب باعث می شود بعد از مدتی تاثیر 

کاهش یابد.
، با توجه به معادله )14(  nR لازم به توجه است که فارغ از مقدار 
 nR b باشد ناپایدار است و افزایش مقدار  aR R> جابجایی زمانی که 
پایدار  کاملا  سیستمی  ایجاد  توانایی  اما  می کند  پایدارتر  را  سیستم 
هرچقدر است،  صفر  مخالف   depDa که زمانی  عبارتی  به  ندارد.   را 

از اگر  اما  پایدارتر است.  باشد سیستم  بزرگتر  a n bR R R R= + −

R < سیستم پایدار و 0  R > depDa صرف نظر شود، به ازای 0  

سیستم ناپایدار است ]31[. به همین منظور در شکل 12 با توجه به 
ناپایداری تنها حالت  ، برای وجود  bR aR و 7=  انتخاب مقادیر 3= 

nR کوچکتر از 4 می باشد.  مجاز، انتخاب مقدار 
در  را  اختلاط  و ل طول  تماس  همچنین شکل 13 طول سطح 
علاوه  می گذارد.  نمایش  به  متفاوت  حالات  برای  مختلف  زمان های 
بر اینکه در طول زمان مقدار سطح تماس و طول اختلاط در مقادیر 
ناپایداری )جایی  بوده است، زمان شروع  بیشتر  nR کوچکتر همواره 

که منحنی شروع به تغییر از مقدار یک می کند( نیز سریع تر اتفاق 
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می افتد.

nδ 4-3 تاثیر عدد 
یکی دیگر از پارامتر هایی که باید مورد بررسی قرار گیرد کمیت 
به  نانو  ذرات  پخش  ضریب  نسبت    . nδ است.  نفوذ  ضریب  نسبت 
ضریب پخش سیال جابجاکننده است. شکل 6 کانتورهای غلظت به 
nδ را نشان دادند. لذا برای بررسی بیشتر تغییرات الگو های  ازای 1=
انگشتی به ازای مقادیر دیگر 0/5، 2 و 5 نیز کانتورهای غلظت ترسیم 
nδ  می توان  شده اند )شکل 14(. با مقایسه نتایج حاصل از تغییرات
شاهد تغییرات اندکی در الگوی های انگشتی بود، هرچند این تغییرات 
  nδ به عبارت دیگر می توان گفت که. اندک هستند.  بسیار جزئی و 

depDa دارد.  تاثیر اندکی در الگوی های انگشتی به ازای 01/=0 
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1nR =

1nR =

منحنی بعد فرکتالی در شکل 15 نیز همین مساله را به صورت 
کمی تایید می کند. با کاهش نسبت ضریب نفوذ زمان آغاز ناپایداری 
اندکی به تاخیر افتاده و زمان موثر کاهش می یابد. شکل 16 و شکل 
 17نیز به ترتیب منحنی سطح تماس و طول اختلاط را به نمایش 
افزایش  این نمودارها می توان مشاهده کرد که  با بررسی  می گذارند. 
nδ به میزان اندکی باعث پیچیده تر شدن الگو ها می شود. در  مقدار 
مورد طول اختلاط هم مشاهده می شود که انگشتی ها تغییری در رشد 

خود نداده و تقریبا طول اختلاط ثابت می ماند.

bδ 4-4 تاثیر عدد 
سیال  به  جابجاشونده  سیال  نفوذ  نسبت ضریب  نیز   bδ پارامتر 
جابجاکننده را نشان می دهد. شکل 19 کانتور غلظت را به ازای دو 
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می توان گفت  به شکل  توجه  با  می دهد.  نشان  مختلف  نمونه  حالت 
تاثیر به سزایی بر روی تعداد و همچنین الگوی های  bδ تغییرات مقدار
ایجاد شده دارد و با کوچک شدن این مقدار، تعداد انگشتی ها بسیار 
افزایش می یابد. شکل 6 نیز که پیشتر نمایش داده شده بود، به ازای 

bδ کانتورهای غلظت را نشان می دهد.  مقدار 1=
برای کمی کردن اطلاعات مربوط به پیچیدگی کانتور غلظت، بعد 
بررسی شده است.  زمان  بر حسب  این حالات در شکل 19  فرکتالی 
bδ است، بعد  در تمامی حالات بررسی شده، هنگامی که مقدار 0/5=
فرکتالی بیشترین مقدار خود را دارد و به عدد 1/37 می رسد. این در 
حالی است که افزایش آن باعث کاهش بعد فرکتالی یا به عبارت دیگر 
کاهش پیچیدگی انگشتی ها شده است. همچنین می توان مشاهده کرد 
به  می اندازد.  تاخیر  به  نیز  را  ناپایداری  شروع  زمان   bδ افزایش  که 
در  بیشتری  جابجاشونده  سیال  ضریب،  این  افزایش  با  دیگر  عبارت 
باعث می شود لایه تشکیل شده  نفوذ می کند که  سیال جابجاکننده 
دارای ویسکوزیته بیشتری نسبت به سیال اولیه باشد که خود کمک 

به پایدار شدن فرایند می کند. 
همچنین منحنی های طول اختلاط و سطح تماس در شکل 20 و 
شکل 21 آمده است. همانطور که مشخص است سطح تماس در حالتی 
bδ است در زمان 500 حدود 9 برابر عرض کانال می باشد،  که 0/5=
 bδ این درحالی است که بیشترین مقدار سطح تماس در حالت 2=
حدود 6 برابر عرض مقطع است. با توجه به شکل 21 تا زمان 550 
bδ بیشتر است، اما  مقدار طول اختلاط به ازای مقدار مقادیر کوچکتر
در زمان انتهایی مقدار آنها به یکدیگر نزدیک می شود. می توان علت 
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 Fig. 22. Mixing length for aC    for 1nδ =  , 1nR =  a  0.01depDa =

این امر را اینطور ذکر کرد که هرچند تعداد انگشتی ها و الگوی  آنها 
کوچک بیشتر است، اما عرض انگشتی ها کمتر می شود،  bδ در مقدار 
bδ بزرگ تر برعکس است، تعداد انگشتی های  همین مساله در مقادیر 

کمتر اما دارای عرض بیشتر و به دنبال آن غلظت بیشتری هستند.

5- نتیجه گیری
سیال  جابجایی  در  لزج  انگشتی  ناپایداری  مساله  مقاله  این  در 
از  استفاده  با  و  غیرخطی شبیه سازی شد  به صورت  نانوذرات  شامل 
نتایج آن تحلیل فرکتالی صورت پذیرفت. همچنین تحلیل پارامتر های 
ناپایداری سیستم مورد بررسی قرار گرفتند و در کنار  بر روی  موثر 
طول اختلاط و بازده جاروبی سیستم، بعد فرکتالی به عنوان یکی دیگر 
از تعریف فاصله زمانی موثر  با استفاده  از مشخصه ها معرفی شد که 
نتایج غیرخطی تحلیل شدند. نتایج نشان می دهد افزایش نرخ رسوب 
افزایش  را  فرکتالی  بعد  و  شده  سیستم  در  ناپایداری  افزایش  باعث 
می دهد. همچنین زمان موثر نیز افزایش می یابد. این در حالی است 
که تغییر در مقدار ویسکوزیته نانوذرات با فرض رسوب، تغییرچندانی 
در ناپایداری را ایجاد نمی کند و تنها زمان آغاز ناپایداری را تحت شعاع 
قرار می دهد. به ازای هر دو واحد تغییر در نسبت ویسکوزیته، شروع 
در  است  حالی  در  این  می افتد.  تغییر  به  زمانی  واحد   25 ناپایداری 
صورت عدم فرض رسوب در جریان، افزایش نسبت ویسکوزیته علاوه 

بر افزایش زمان آغاز ناپایداری، زمان موثر و بعد فرکتالی را افزایش 
نشان  نتایج  همچنین  می کند.  پیچیده تر  انگشتی  الگوی های  و  داده 
می دهد نسبت ضریب پراکندگی ذرات نانو تاثیر چندانی در تغییر بعد 
اما نسبت ضریب پراکندگی سیال جابجاشونده بسیار  فرکتالی ندارد 
تاثیرگذار بوده و کاهش آن علاوه بر افرایش پیچیدگی و بعد فرکتالی، 
زمان شروع ناپایداری را نیز به تاخیر می اندازد، این در حالی است که 
می توان  کلی  به صورت  می یابد.  کاهش  اندکی  میزان  به  موثر  زمان 
گفت که روش فرکتالی روشی مناسب برای تحلیل مساله ناپایداری و 
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