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به کارگیری روش میرايي شانت به منظور کاهش ارتعاشات صفحه اي پره توربین باد مقیاس 
کوچک با درنظرگرفتن اثر کوپلینگ ارتعاشات 
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خلاصه: اين مقاله، به بررسي تاثير روش ميرايی شانت در کاهش ارتعاشات صفحه اي پره توربين باد محور افقي مقياس 
از روش  استفاده  با  ابتدا  پره مي پردازد.  از صفحه  و خارج  ارتعاشات داخل  ميان  با درنظرگرفتن کوپلينگ  کوچک، 
لاگرانژ، معادلات ديفرانسيل غيرخطی حاکم بر ديناميک پره به همراه ميراگر شانت استخراج مي گردند. سپس، مدل 
ديناميکی مذکور با مقايسه فرکانس طبيعي حاصل از حل عددي معادلات با مقدار متناظر به دست آمده از يک نرم افزار 
المان محدود، اعتبارسنجی می گردد. در ادامه، با انجام آناليز حساسيت و انتخاب تابع هدف و قيود مناسب، پارامترهاي 
ميراگر شانت با استفاده از روش الگوريتم ژنتيک برای يک پره واقعی بهينه سازي می گردند. لازم به ذکر است که در 
اين پژوهش، نيروي باد اعمالی به پره به صورت سينوسي و با فرکانس متغير، در چهار سرعت مختلف در نظر گرفته 
می شود. پس از حل معادلات ديناميکی حاکم، به منظور ارزيابی موثربودن روش مذکور در کاهش ارتعاشات، نتايج 
حاصل از اين پژوهش با نتايج حاصل از به کارگيری ميراگر جرمی تنظيم شده بهينه برای کاهش ارتعاشات صفحه ای 
پره، مقايسه می گردد. نتايج مقايسه نشان مي دهد که هر دو روش تاثير مطلوبي در کاهش ارتعاشات دارند. همچنين 

در سرعت های باد پايين ميرايی شانت تاثير بيش تری در کاهش ارتعاشات دارد. 
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1- مقدمه
انرژي باد به عنوان یک منبع انرژي تجدیدپذیر مورد بررسي هاي 
به زودي  باد  از  تولیدي  برق  انرژي   .]3-1[ است  گرفته  قرار  فراواني 
مي تواند به عنوان منبعي براي شارژ خودروهاي الکتریکي تبدیل شود 
استفاده  خیابان ها  روشنایي  براي  مي تواند  همچنین  باد  انرژي   .]4[
ارتعاشات  باد  توربین  پره هاي  در  ارتعاشات  نوع  مهم ترین   .]5[ شود 
مي توان  ارتعاشات  نوع  این  کنترل  صورت  در   .]6[ است  صفحه اي 
هزینه هاي تعمیر و نگهداري را کاهش داده، همچنین بازده توربین ها 

را افزایش داد.
تاکنون روش هاي متعددي براي کاهش ارتعاشات پره هاي توربین 
بادي استفاده شده است که عمدتا به سه روش کنترل فعال، کنترل 

ارتعاشات  نیمه فعال و کنترل غیرفعال تقسیم بندي مي شوند. کاهش 
صفحه اي پره توربین باد با استفاده از روش کنترل فعال توسط استاینو 
و همکارانش ]7[ مورد مطالعه قرار گرفت. آن ها اثرات شتاب گریز از 
مرکز و جاذبه را در معادلات دینامیکي حاکم بر مسئله لحاظ نمودند 
انتهای  در  ارتعاشات  میزان  ذکرشده  کنترلي  روش  به کارگیري  با  و 
کنترل  همچنین  و  عددي  آنالیز  دادند.  کاهش  زیادي  حد  تا  را  پره 
ارتعاشات پره هوشمند توربین باد با به کارگیری پیزوالکتریک و ارایه 
تاثیرات کوپلینگ مکانیکي  با درنظرگرفتن  فعال  نوعي روش کنترل 
قرار گرفت.  بررسي  و همکارانش ]6[ مورد  توسط کیااو  الکتریکي  و 
در حوزه کنترل نیمه فعال، باسو و همکاران ]8[ یک روش نیمه فعال 
ارتعاشات  کنترل  برای  تنظیم شده  جرمی  میراگرهای  از  استفاده  با 
کاهش  و همچنین  از ساحل  دور  باد  توربین  یک  پره های  صفحه ای 
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از  استفاده  با   ]9[ و همکارانش  نمودند. چن  ارائه  آن  برج  ارتعاشات 
پره  صفحه ای  ارتعاشات  کاهش  فازي،  نیمه فعال  کنترل  روش  نوعي 
توربین باد را مورد بررسي قرار دادند. روش کنترلي آن ها بر این مبنا 
ارتعاشات  با  متناسب  ولتاژ  اعمال  با  فازي  کنترل  سیستم  که  است 
فراهم  را  ارتعاشات  براي کاهش  میرایي لازم  به دمپر مگنتورئولوژي 
میراگر  از  غیرفعال،  کنترل  حوزه  در   ]10[ نیلسن  و  ژانگ  مي کند. 
مایع قابل تنظیم براي کاهش ارتعاشات پره چرخان توربین باد استفاده 
کردند. آن ها با مقایسه میراگر مایع با میراگر غلتکي بیان کردند که، 
اگرچه میزان تاثیر میراگر غلتکي از میراگر مایع در کاهش ارتعاشات 
براي  آسان تر  تنظیم  چون  مزایایي  مایع  میراگر  اما  است،  بیش تر 

بهینه سازي و سهولت در نصب و به کارگیري را دارد.
روش  از  استفاده  ارتعاشات،  کاهش  غیرفعال  روش های  از  یکی 
میرایی شانت است. اساس عملکرد این روش بر مبناي افزودن میرایي 
به سیستم و تبدیل انرژی ارتعاشی نامطلوب به انرژی گرمایی است. در 
روش میرایي شانت، یک ماده پیزوالکتریک، انرژي مکانیکي ناشی از 
ارتعاشات نامطلوب را به انرژي الکتریکي تبدیل کرده و سپس از طریق 
یک مدار، این انرژي الکتریکي به صورت انرژي گرمایي تلف مي شود. 
مورد  سازه  و  مسئله  به  بسته  پیزوالکتریک ها  این  قرارگیري  نحوه 
باشد. مدارهاي   ... و  به صورت هاي ستوني، دایره اي  بررسي مي تواند 
شانت عموما داراي یک مقاومت، یک مقاومت و سلف، مقاومت متغیر 

و در برخي موارد شامل خازن مي باشند ]11[.
کنترلي  روش   ]12[ همکارانش  و  رید  شانت،  میرایي  حوزه  در 
غیرفعال شانت را براي کاهش ارتعاشات پنل هاي کناري ماهواره به کار 
شدند.  آورده  دست  به  فرضي  مود  روش  با  حرکت  معادلات  بردند. 
تاثیر روش کنترلي به صورت گشتاور اعمالي به پایه پنل شبیه سازي 
شده است. نتایج نشان دادند که افزودن پیزوالکتریک ها به سیستم و 
اعمال روش میرایي شانت موجب کاهش ارتعاشات پنل ها خواهد شد. 
همچنین آن ها دریافتند که مدار مقاومت و سلف تاثیر بیش تري نسبت 
به مدار مقاومت تنها براي کاهش میرایي دارد. ماکراني و باستاتیس 
]13[ روش میرایي شانت همراه با پیزوالکتریک هاي متقارن را براي 
کاهش ارتعاشات پره هاي حول یک استوانه چرخان مورد بررسي قرار 
دادند. آن ها بیان کردند که براي تحلیل کل سازه درنظرگرفتن تنها 
در  بود.  خواهد  کافي  استوانه  حول  موجود  پره هاي  کل  از  پره  یک 
الکتریک  پیزو   12 آلومینیومي  دیسک  یک  روي  بر  آن ها،  پژوهش 

نصب شدند. شبیه سازي در نرم افزار اجزا محدود و متلب انجام شد و 
کاهش 42 درصدي ارتعاشات ملاحظه گردید. شیواشانکار و کانداگال 
با  یک سرگیردار  تیر  ارتعاشات  کاهش  براي  را  تحلیلی  مدلي   ]14[
استفاده از روش میرایي شانت بهینه ارائه دادند. تیر داراي سطح مقطع 
مستطیلي بوده و پیزوها به هر دو سمت بالا و پایین تیر متصل شدند. 
پس از انجام تست هاي آزمایشگاهي آن ها دریافتند که مدل تحلیلي با 
نتایج آزمایش مطابقت خوبي دارد. براي نمونه فرکانس ارتعاشات در 

مدل تحلیلي 22/879 هرتز و در مدل آزمایشي 22/825 هرتز بود.
نویسندگان این مقاله در مقاله دیگري کاهش ارتعاشات صفحه ای 
جرمی  میراگر  به کارگیری  با  را  کوچک  مقیاس  باد  توربین  پره 
تنظیم شده بهینه مورد برررسی قرار دادند ]15[. اما در آن پژوهش، 
اثر کوپلینگ ارتعاشات داخل و خارج از صفحه، تاثیر نیروهاي وزن و 
گریز از مرکز پره در استخراج معادلات دینامیکی حاکم لحاظ نگردید 
با   ،]16[ دیگري  پژوهش  در  لذا  شد.  استفاده  ساده تری  مدل  از  و 
و  صفحه  از  خارج  و  داخل  ارتعاشات  کوپلینگ  اثرات  درنظرگرفتن 
همچنین، نیروهای جاذبه و گریز از مرکز، مدل نسبتا کاملی برای پره 
توربین باد در نظر گرفته شد و بر اساس آن، پارامترهای بهینه میراگر 
جرمی استخراج و کاهش ارتعاشات صفحه ای پره توربین باد مقیاس 

کوچک مورد بررسی قرار گرفت.
مقاله  در  بار  نخستین  براي  مقاله  این  نویسندگان  همچنین، 
ارتعاشات صفحه ای  به منظور کاهش  را  دیگري روش میرایی شانت 
ارائه  با  را  آن  موثربودن  و  پیشنهاد  کوچک  مقیاس  باد  توربین  پره 
شبیه سازی های مناسب، مورد ارزیابی قرار دادند. نتایج حاصل، بیانگر 
 .]17[ است  پره  ارتعاشات  کاهش  در  مذکور  روش  مناسب  کارآیی 
ارتعاشات داخل و خارج از  از تاثیر کوپلینگ  اما در پژوهش مذکور، 
پره صرف نظر  براي ساده سازي در مدل سازی  باد  توربین  پره  صفحه 
شده بود. نویسندگان این مقاله در پژوهش دیگری ]18[ به بررسی اثر 
لحاظ نمودن کوپلینگ ارتعاشات در مدلسازی دینامیکی بر ارتعاشات 
صفحه ای پره پرداختند. نتایج به دست آمده نشان داد که لحاظ نمودن 
پیش بینی  بر  قابل توجهی  اثر  مدلسازی،  در  ارتعاشات  کوپلینگ  اثر 
تاثیر  لحاظ نمودن  اگرچه  دیگر،  عبارت  به  دارد.  پره  ارتعاشی  رفتار 
کوپلینگ باعث پیچیدگي نسبتا زیادي در معادلات حرکت مي شود، 
ولی منجر به دستیابی به مدل دینامیکی دقیق تر پره خواهد شد. این 
امر، انگیزه اصلی برای نویسندگان ایجاد نمود که در این مقاله، کاهش 
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ارتعاشات صفحه ای پره توربین باد مقیاس کوچک با استفاده از روش 
میرایی شانت و با درنظرگرفتن مدل ارتعاشی نسبتا کامل پره شامل 
قرار  ارزیابی  مورد  را  پره  صفحه  خارج  و  داخل  ارتعاشات  کوپلینگ 

دهند که همین موضوع، نوآوری اصلی این مقاله است. 
توربین  پره  ارتعاشات  بر  حاکم  دینامیکي  معادلات   2 بخش  در 
باد به همراه میراگر شانت با درنظرگرفتن کوپلینگ ارتعاشات داخل 
و  شده  استخراج  لاگرانژ  روش  از  استفاده  با  و  صفحه  از  خارج  و 
آنالیز حساسیت و  انجام  از  اعتبارسنجی می گردند. در بخش 3 پس 
انتخاب تابع هدف و قیود مناسب، پارامترهاي میراگر شانت به روش 
الگوریتم ژنتیک بر اساس مدل ارتعاشی پره توربین باد با لحاظ نمودن 
منظور  به   4 بخش  در  می گردند.  بهینه سازي  ارتعاشات  کوپلینگ 
ارزیابی عمل کرد روش میرایي شانت در مقایسه با یکی از روش هاي 
معمول، میزان کاهش ارتعاشات پره با به کارگیری میراگر شانت بهینه 
و همچنین میراگر جرمي تنظیم شده بهینه مورد بررسی و مقایسه قرار 

می گیرند. در بخش 5 نتیجه گیری مقاله ارائه می گردد. 

2- معادلات ارتعاشي و اعتبارسنجي 
باد  این بخش نحوه به کارگیري میرایي شانت در پره توربین  در 
به منظور کاهش ارتعاشات مورد بررسي قرار گرفته و معادلات حرکت 
پره با میرایي شانت استخراج مي شوند. فرضیات مسئله به صورت زیر 

است:
الف( پره انعطاف پذیر در نظر گرفته شده است.
ب( سرعت دوراني پره ثابت فرض شده است.

ج( اثرات نیروهاي گریز از مرکز و مولفه جاذبه در راستاي طولي 
پره در استخراج معادلات لحاظ شده اند.

د( اثر کوپلینگ ارتعاشات داخل و خارج از صفحه پره در استخراج 
معادلات دینامیکی در نظر گرفته شده اند.

ه( از شکل مود پیچشي پره صرف نظر شده است.

1-2- استخراج معادلات دینامیکی حاکم بر پره با میراگر شانت
در شکل 1 نماي پره هاي توربین بادي همراه با سیستم مختصات 
اینکه سرعت  فرض  با  است.  شده  داده  نشان  پره  یک  براي  مربوطه 
 j است، زاویه آزیموس  براي پره Ω  دوراني پره ثابت و برابر با

ام از رابطه زیر محاسبه مي شود ]16[: 

2( ) ( -1)       
3

  1, 2,3

j t t j

j

πΨ Ω= +

=
 )1(

از روابط )2( و )3( به ترتیب جا به جایي صفحه اي و خارج از صفحه 
پره توربین باد، در هر نقطه قابل محاسبه است:

3 3( , ) ( ) ( ) in in inu x t x q tϕ= −  )2(

3 3( , ) ( ) ( )out out outu x t x q tϕ= −  )3(

که در آن  و  شکل مود هاي اول نرمال شده 
برای ارتعاشات داخل و خارج از صفحه مي باشند. همچنین  و 
 به ترتیب بخش هاي زمانی جابه جایي صفحه اي و خارج از 
صفحه پره توربین باد است. در شکل 2 نحوه قرارگیري میرایي شانت 
در پره توربین باد به همراه مختصات مربوط به آن آورده شده است. 
توجه شود که براي نصب پیزوالکتریک ها در پره ابتدا صفحه کوچکي 
سپس  مي کنیم  نصب  پره  در  افقي  صورت  به  را  پره  خود  جنس  از 
پیزوالکتریک ها را بر روي این صفحه قرار مي دهیم. در شکل 3 مدار 

معادل میرایي شانت نشان داده شده است.
انرژي جنبشي پره به همراه صفحه نصب شده درون پره و همچنین 

پیزوالکتریک ها به صورت رابطه زیر قابل محاسبه مي باشد:

   
Fig. 1. Wind turbine blade and the related coordinates in edgewise and flapwise vibrations [16] 

]۱۶ھ [صفح   از خارج و  ی ا : پره توربین باد و مختصات مربوطھ در حالت ارتعاشات صفحھ۱ شکل   

  

شکل 1. پره توربين باد و مختصات مربوطه در حالت ارتعاشات صفحه ای و 
خارج از صفحه ]16[

Fig. 1. Wind turbine blade and the related coordinates in 
edgewise and flapwise vibrations [16]
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blade plate piezoT T T T= + +   )4(

قابل محاسبه   )5( رابطه  از  پره  جنبشي  انرژي  به  مربوط  بخش 
است ]16[:

2
3 3

0
2 2

3 3 3 3

1 ( )( ( , )
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T x v x t

v x t v x t dx
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که در آن  جرم واحد طول پره است. همچنین ]16[:
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3 3 3

( , ) ( ) ( )
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out out out

in in

v x t x x q t
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  )6(

حرکت  پره  با  و  شده  نصب  پره  روی  بر  پیزوالکتریک ها  اگرچه 
می کنند، به دلیل انعطاف پذیری دارای حرکت نسبی نسبت به پره نیز 
هستند. اگر جابجایی پیزوالکتریک ها نسبت به پره در راستای محور 

با   نمایش داده شود، مشابه روند ارائه شده در مرجع ]16[   
برای یافتن رابطه )6(، رابطه زیر برای سرعت پیزوالکتریک ها به دست 

خواهد آمد:

, 3

, 3
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  )7(

به پره  که در آن  نشان دهنده سرعت پیزوالکتریک ها نسبت 
مي باشد. در نتیجه بخش مربوط به انرژي جنبشي پیزوالکتریک ها از 

رابطه زیر قابل محاسبه است:

2
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2
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v
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∑
 )8(

پره  به  افزوده شده  پیزوالکتریک  ردیف هاي  تعداد   n آن،  در  که 
است، ضریب 2 نیز به علت این است که دو ردیف پیزوالکتریک وجود 
در  شده  نصب  صفحه  پایین  در  دیگري  و  بالا  در  ردیف  یک  دارد، 
صفحه  طولي  مرکز  مختصه  نویس   زیر  همچنین   .)2 )شکل  پره 
نصب شده در پره و نیز مختصه مرکزي در راستاي طول پیزوالکتریک 
مي باشد که از رابطه )9( قابل محاسبه است )در این مقاله پیزوها در 
راستاي عرض صفحه نصب شده اند و طول پیزوها با طول صفحه برابر 
افزوده شده به پره منطبق  بنابراین مرکز پیزو بر مرکز صفحه  است 

 

Fig. 2. Packaging of the plate and piezoelectric layers in the wind turbine blade with the relevant coordinates 
[17] 

]۱۷بھ ھمراه مختصات مربوطھ [ باد  توربین پره در  ھاپیزوالکتریک صفحھ و قرارگیري  نحوه: ۲ شکل   

  

شکل 2. نحوه قرارگيري صفحه و پيزوالکتريک ها در پره توربين باد به 
همراه مختصات مربوطه ]17[

Fig. 2. Packaging of the plate and piezoelectric layers in 
the wind turbine blade with the relevant coordinates [17]

 
Fig. 3. The equivalent circuit of the shunt method [12] 

: مدار معادل روش شانت۳ شکل    ]۱۲[  

  

شکل 3. مدار معادل روش شانت  ]12[
Fig. 3. The equivalent circuit of the shunt method [12]
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به دست  زیر  رابطه  از  پره  در  نصب شده  انرژي جنبشي صفحه 
مي آید.
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و  پره  درون  نصب شده  صفحه  همراه  به  پره  پتانسیل  انرژي 
پیزوالکتریک ها به صورت رابطه )11( قابل محاسبه مي باشد.

blade plate piezoU U U U= + +  )11(
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 مدول یانگ،  و  به ترتیب ممان هاي دوم 
مي باشند.  صفحه  از  خارج  و  داخل  ارتعاشات  راستاي  در  پره  سطح 
ارتعاشات است.   ممان دوم سطح پره براي کوپلینگ 
نمایان گر  ترتیب  به   )14( و   )13( معادلات  سوم  و  دوم  بخش هاي 
سختی ناشي از نیروهاي گریز از مرکز و مولفه جاذبه در راستاي طولي 
پره مي باشند. در شکل 4 نحوه تاثیر نیروي جاذبه بر پره توربین باد 

قابل ملاحظه است.
مشابه با پره، انرژي پتانسیل صفحه نصب شده در پره به صورت 

زیر قابل محاسبه است:

 
 

Fig. 4. Effect of the gravity force on the blade 

: نحوه تاثیر نیروي جاذبھ بر پره۴ شکل   

  

شکل 4. نحوه تاثير نيروي جاذبه بر پره
Fig. 4. Effect of the gravity force on the blade
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گریز  نیروهاي  ناچیز  بسیار  تاثیر  علت  به  که  است  ذکر  به  لازم 
( در سختی کل  از مرکز و مولفه جاذبه در راستای طولی )محور 
آن ها  از   )18( و   )17( روابط  استخراج  در  پره،  در  نصب شده  صفحه 
پیزوالکتریک ها،  پتانسیل  انرژي  محاسبه  براي  است.  شده  صرف نظر 

رابطه الکترومکانیکي براي پیزو به صورت زیر است ]12[:
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که در آن  تنش مکانیکي،  کرنش،  میدان الکتریکي، 
ضریب  مکانیکي،   سختي  الکتریک،   دي  ثابت   
دي الکتریک و  جابه جایي الکتریکي مي باشد.  و  از 

روابط )21( و )22( محاسبه مي شوند.
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به  نسبت  پیزوالکتریک  جابه جایي  نشان دهنده  آن   در  که 
صفحه اي که بر روي آن نصب شده است مي باشد. از رابطه )23( براي 
محاسبه انرژي پتانسیل جفت پیزوالکتریک ها استفاده مي شود ]19[.
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 )23(

نشان دهنده  ارتفاع،   راستاي  نشان دهنده  آن   در  که 
با  مي باشد.  طولي،  راستاي  نشان دهنده  و   عرضي  راستاي 
جاي گذاري  و  از روابط )21( و )22( در رابطه )23( و 
به دست  زیر  به صورت  پیزوالکتریک ها  پتانسیل  انرژي  انتگرال گیري، 

مي آید.

2 22piezo in in p pU q q q qα β γ= − +  )24(

که در آن:
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صفحه  ارتفاع  پیزو،   عرض  پیزو،   ارتفاع  آن   در  که 
نصب شده در پره و  عرض صفحه نصب شده در پره است. در ضمن، 
با به کارگیری اصل کار مجازي براي محاسبه کار نیروهاي تعمیم یافته 

خواهیم داشت:
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صفحه اي،  راستاي  در  پره  بر  وارد  نیروهاي  مجموع  آن  در  که 
و  صفحه  از  خارج  راستاي  در  پره  بر  وارد  نیروهاي  مجموع   
 مجموع نیروهاي ناشي از مدار شانت هستند. معادلات 

لاگرانژ برای پره با میرایي شانت به صورت معادلات زیر می باشند:
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 )31(

نیروهاي تعمیم یافته به صورت روابط )32( تا )34( قابل محاسبه 
هستند.
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 و  به ترتیب نمایان گر مولفه های نیروي باد در راستاهای 
صفحه اي و خارج از صفحه پره هستند. دامنه این نیروها با استفاده از 
روش تئوري المان پره محاسبه می گردد ]7[. همچنین  و  
به ترتیب نمایان گر میرایي سازه در جهت  صفحه اي و خارج از صفحه 
هستند. بخش  سوم معادله )32( مربوط به نیروی ناشی از وزن خود 
پره و بخش آخر معادله )32( نیروي ناشي از جرم صفحه نصب شده در 
پره به همراه پیزوالکتریک ها در جهت ارتعاش داخل صفحه هستند. 

نیروهاي  و  پتانسیل  جنبشي،  انرژي  روابط  جاي گذاري  با 
تعمیم یافته در معادلات لاگرانژ، معادلات نهایي ارتعاشي پره با میرایي 

شانت به صورت زیر به دست مي آیند:
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که در آن:
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براي محاسبه تابع هاي مربوط به جرم واحد طول، ممان هاي دوم 

سطح، سطح مقطع و شکل مودها، از روابط موجود در مرجع ]16[ 
ارائه شده  که توسط نویسندگان همین مقاله براي پره مورد بررسی 
است، استفاده مي شود. براي نمونه شکل مودهاي اول ارتعاشات داخل 

و خارج از صفحه در شکل 5 نشان داده شده است.

2-2- اعتبارسنجي
نتایج  قبل،  در بخش  ارائه شده  اعتبارسنجي مدل سازي  به منظور 
از  متناظر  نتایج  با  متلب  در  پره  دینامیکی  معادلات  حل  از  حاصل 
شبیه سازي با استفاده از یکی از نرم افزارهای مهندسی مورد مقایسه 
پره  صفحه اي  ارتعاشات  اول  مود  شکل   6 شکل  در  می گیرند.  قرار 
با  صفحه ای  ارتعاشات  طبیعي  فرکانس  مقدار  مي شود.  مشاهده 
شبیه سازي در نرم افزار برابر با 64 رادیان بر ثانیه می باشد. همچنین، 
مقدار فرکانس طبیعي ارتعاشات صفحه ای با حل عددی معادلات در 
متلب بدون درنظرگرفتن تاثیر کوپلینگ ارتعاشات، برابر با 69 رادیان 
بر ثانیه به دست آمده است که 12% با نرم افزار اختلاف دارد. زماني 
فرکانس  مقدار  مي شود،  لحاظ  معادلات  در  ارتعاشات  کوپلینگ  که 
که  مي باشد  ثانیه  بر  رادیان   62 با  برابر  صفحه ای  ارتعاشات  طبیعي 
زماني  مي شود  مشاهده  که  همانطور  دارد.  اختلاف  نرم افزار  با   %4
طبیعي  فرکانس  مي شود،  لحاظ  معادلات  در  کوپلینگ  تاثیرات  که 
به دست آمده ناشي از حل عددي معادلات، به فرکانس به دست آمده از 

نرم افزار بسیار نزدیک تر است.

 

Fig. 5. Mode shapes of the edgewise and flapwise vibrations [16] 
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شکل 5. شکل مودهاي مربوط به ارتعاشات صفحه اي و خارج از صفحه 
]16[

Fig. 5. Mode shapes of the edgewise and flapwise vibra-
tions [16]
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3- بهينه سازي
براي بهینه سازي پارامترهاي میرایي شانت، ابتدا حساسیت و اثر 
تغییر هر پارامتر در کاهش ارتعاشات مورد بررسي قرار گرفته است. 
سپس بر اساس آنالیز حساسیت انجام شده، پارامترهاي موثر در میزان 
مي شود.  گرفته  درنظر  بهینه سازي  متغیرهاي  عنوان  به  ارتعاشات 

مشخصات هر پیزوالکتریک در جدول 1 آورده شده است.

1-3- آنالیز حساسیت
براي آنالیز حساسیت بیشینه ارتعاشات انتهاي پره به عنوان تابع 
مقادیر  از  مجموعه  یک  اساس  بر  که  مي شود،  گرفته  نظر  در  هدف 
پره  انتهاي  ارتعاشات  بیشنه  شانت،  میراگر  براي   2 جدول  در  نامی 

انجام  نحوه  از  نمونه  یک  نشان دادن  براي  است.  آورده شده  به دست 
)بیشینه  هدف  تابع  حساسیت  نمودار   7 شکل  در  حساسیت،  آنالیز 
نشان  پیزوالکتریک  طول  تغییرات  به  نسبت  پره(  انتهاي  ارتعاشات 
داده شده است. آنالیز حساسیت سایر مشخصه ها به طور مشابه صورت 

گرفته است.
همان طور که در شکل 7 مشاهده مي شود هر چه طول پیزوالکتریک 
بیش تر باشد، ارتعاشات کاهش بیش تري مي یابد. به طور مشابه با انجام 

آنالیز حساسیت براي سایر مشخصه ها نتایج زیر حاصل شد:
- هر چه مکان نصب پیزوالکتریک به نوک پره نزدیک تر باشد، اثر 

 
Fig. 6. The first mode shape of the wind turbine blade for edgewise vibrations  

   باد توربین پره ياصفحه ارتعاشات اول مود شکل: 6 شکل

  

شکل 6. شکل مود اول ارتعاشات صفحه ای پره توربين باد 
Fig. 6. The first mode shape of the wind turbine blade for edgewise vibrations 

[11مشخصات پیزوالکتریک ]: 1 جدول  
Table 1. Characteristics of the piezoelectric material [21] 

 
 پارامتر مقدار

 0557 kg/m3  ( چگالي𝜌𝜌 ) 
  0700   N/m2  مدول الاستيک (𝐶𝐶𝐷𝐷 ) 

  -0/55 × 079  V/m ثابت دي ( الکتريکℎ ) 

2/58555 × 070  Vm/C ضريب دي ( الکتريک𝛽𝛽𝑠𝑠 ) 
 
  

مقادیر نامی برای میراگر شانت در آنالیز حساسیت: 1 جدول  
Table 2. Nominal values of shunt damper parameters in the sensitive analysis  

 
 پارامتر مقدار

Lt = 077 mm  طول پيزوالکتريک 

bt = 27 mm  عرض پيزوالکتريک 

ht = 2 mm  ارتفاع پيزوالکتريک 

R = 57 kΩ  مقاومت 

L = 0 H  ضريب خودالقايي سلف 

 
  

جدول 1. مشخصات پيزوالکتريک ]21[
Table 1. Characteristics of the piezoelectric material [21]

جدول 2. مقادير نامی برای ميراگر شانت در آناليز حساسيت
Table 2. Nominal values of shunt damper parameters in 

the sensitive analysis
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آن در کاهش ارتعاشات بیش تر مي شود. اما با توجه به محدودیت فضا 
در قسمت انتهای پره امکان اتصال پیزوها به انتهای پره وجود ندارد و 
تنها می توان آن ها را در فاصله 20 سانتی متر از انتهای پره نصب نمود.

کاهش  ارتعاشات  باشد،  بیش تر  پیزوالکتریک  عرض  چه  هر   -
بیش تري مي یابد.

الگوي  ارتعاشات  میزان  بر  پیزوالکتریک  ارتفاع  تغییرات  اثر   -
نامنظمي دارد. پس از شبیه سازي هاي متعدد براي یافتن علت این 
موضوع پي برده شد که میزان تغییرات ارتفاع پیزوالکتریک به مقاومت 
مدار شانت وابستگي زیادي دارد، و با بالابردن مقدار مقاومت با افزایش 

ارتفاع میزان ارتعاشات باز هم مي تواندکاهش یابد.

- در مجموع افزایش مقدار مقاومت موجب کاهش بیشتر ارتعاشات 
مي شود، اما این کاهش الگوي منظم و ثابتي ندارد.

کاهش  موجب  مشخصي  حد  تا  القاگر  ضریب  مقدار  افزایش   -
در  تاثیری  آن حد  از  از گذشتن  اما پس  ارتعاشات مي شود،  بیش تر 

کاهش ارتعاشات ندارد.
- با توجه به آنالیز حساسیت پي برده شد که تاثیر تغییرات عرض 
پیزوالکتریک در کاهش ارتعاشات نسبت به سایر پارامترها ناچیز است. 
کوچک  را  آن ها  عرض  پیزوالکتریک ها  جرم  کم بودن  براي  بنابراین 

انتخاب مي کنیم )5 میلي متر براي هر پیزو(.

2-3- یافتن پارامترهاي بهینه میرایي شانت
تابع هدف مسئله به صورت ترکیبی از بیشینه جابه جایي انتهای پره 

 
Fig. 7. The effect of variations in piezoelectric length on the objective function 

 بر تابع هدف: تاثیر تغییرات طول پیزوالکتریک 7شکل 
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شکل 7. تاثير تغييرات طول پيزوالکتريک بر تابع هدف
Fig. 7. The effect of variations in piezoelectric length on 

the objective function

 
Fig. 8. Pareto front curve 

 :  منحنی پیشانی پارتو 8شکل 

  

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
0.95

0.96

0.97

0.98

0.99

1

1.01

1.02

1.03

M/M0

X
/X

0

شکل 8.  منحنی پيشاني پارتو
Fig. 8. Pareto front curve

سازی و مقدار نهایی پارامترهاقیود بهینه: 3 جدول  
Table 3. Optimization constraints and final values of parameters 

 
شدهمقدار بهينه ناميمقدار   سازيمتغيرهاي بهينه قيود   

Lt = 058/58 Lt = 077 57< Lt <057 متر()ميلي طول پيزوالکتريک  

ht = 2/66 ht = 2 0< ht<5 متر(ارتفاع پيزوالکتريک )ميلي  

R = 8/052  R = 007 27< R <277 )مقاومت )کيلو اهم 

L = 5/0  L = 5 0< L <00 )ضريب خودالقايي سلف )هانري 

n = 6 n = 8 0< n <5 تعداد جفت پيزوالکتريک 

 
  

جدول 3. قيود بهينه سازي و مقدار نهايي پارامترها
Table 3. Optimization constraints and final values of parameters
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و جرم مجموع پیزوالکتریک ها در نظر گرفته مي شود. که بهینه سازي 
سعي بر کاهش این تابع هدف دارد. تابع هدف مسئله در رابطه 40 

آورده شده است.

1 2
0 0

1 2

 

1 ,  1  ,  
300

X MObjective W W
X M

W W

= +

= =

 )40(

انتخاب  2W توابع وزنی می باشند ]21[. علت  1W و  که در آن 
توابع وزني ذکرشده در معادله 40 یکسان سازي میزان تاثیر تغییرات 
انتهای  ارتعاشات  بیشینه   X است.  ارتعاشات  کاهش  دامنه  و  جرم 
مقادیر  با  نامی  حالت  در  پره  انتهای  ارتعاشات  بیشینه   0X و  پره 
 M همچنین  می باشد.   3 جدول  در  ذکرشده  پارامترهاي  متوسط 
حالت  در  پیزوالکتریک ها  0M جرم  و  پیزوالکتریک ها  مجموع  جرم 
نامی با مقادیر متوسط پارامترهاي ذکرشده در جدول 3 است. شکل 
8 نشان دهنده نقاط بهینه سازی به دست آمده برای مساله بهینه سازی 

میراگر شانت می باشد، که به منحني پیشاني پارتو معروف است.
را  نقاط زیر منحنی  از  نیاز طراحی، می توان هر یک  به  با توجه 
به عنوان مقدار بهینه درنظر گرفت. در نقاط ابتدایی مقدار جرم کمتر 

انتهایی  نقاط  در  دارد.  بالایی  مقدار  ارتعاشات  دامنه  بنابراین  است، 
مقدار جرم بیشتر است، بنابراین دامنه ارتعاشات مقدار پایین تری دارد. 
مقادیر بهینه برای پارامترهای میرایی شانت با درنظرگرفتن تاثیر هر 
دو میزان جرم پیزوالکتریک ها و درصد کاهش ارتعاشات پره، یکی از 
نقاط میانی شکل 8 در نظر گرفته می شود. قیود بهینه سازي و مقدار 

tb آورده شده است. =  5 mm نهایي پارامترها در جدول 3 براي
 

4- نتايج شبيه سازي و بحث
معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر رفتار ارتعاشی پره توربین 
باد با و بدون وجود میرایي شانت با استفاده از مقادیر بهینه جدول 3 
و با استفاده از روش عددی ode45 در نرم افزار متلب سیمولینک حل 
می شوند. با درنظرگرفتن نیروی باد به صورت تابع سینوسی با جاروب 
فرکانسی )از 30 تا 250 رادیان بر ثانیه( برای چهار سرعت متوسط 
مختلف باد 5، 10، 15 و 20 متر بر ثانیه، نتایج شبیه سازي به ترتیب 

در شکل هاي 9، 10، 11 و 12 ارائه شده اند.

)تشدید(  ارتعاشات  دامنه  ناگهانی  افزایش   12 تا   9 اشکال  در 
قابل ملاحظه است. همانگونه که اشاره شد، اشکال مذکور پاسخ زمانی 
با جاروب  باد  ارتعاشات صفحه ای پره را نسبت به تحریک سینوسی 

 

Fig. 9. Edgewise vibration of the wind turbine blade with and without the optimal shunt damper in the 
presence of a sweep sine excitation for the wind average speed of 5 m/s 

سرعت متوسط  يبرا یبا جاروب فرکانس یبا اعمال تحریک سینوس  نهیبه یی شانتمیرابدون  وپره توربین باد با  ياصفحه ارتعاشات: 9 شکل
 ه متر بر ثانی 5باد 
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شکل 9. ارتعاشات صفحه ای پره توربين باد با و بدون ميرايي شانت بهينه 
با اعمال تحريک سينوسی با جاروب فرکانسی برای سرعت متوسط باد 5 

متر بر ثانيه
Fig. 9. Edgewise vibration of the wind turbine blade with 

and without the optimal shunt damper in the presence 
of a sweep sine excitation for the wind average speed of 

5 m/s

 

Fig. 10. Edgewise vibration of the wind turbine blade with and without the optimal shunt damper in the 
presence of a sweep sine excitation for the wind average speed of 10 m/s 

 متوسطسرعت  يبرا یبا جاروب فرکانس یبا اعمال تحریک سینوس  نهیبه یی شانتمیرابدون  وپره توربین باد با  ياصفحه ارتعاشات: 10 شکل
   ثانیه بر متر 10 باد
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شکل 10. ارتعاشات صفحه ای پره توربين باد با و بدون ميرايي شانت بهينه 
با اعمال تحريک سينوسی با جاروب فرکانسی برای سرعت متوسط باد 10 

متر بر ثانيه
Fig. 10. Edgewise vibration of the wind turbine blade 

with and without the optimal shunt damper in the pres-
ence of a sweep sine excitation for the wind average 

speed of 10 m/s
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فرکانسی از 30 تا 250 رادیان بر ثانیه نمایش می دهند. همانگونه که 
ارتعاشی پره )با  در بخش 2-2 اشاره شد، فرکانس طبیعی مود اول 
لحاظ نمودن کوپلینگ ارتعاشات( برابر با 62 رادیان بر ثانیه است. از 
آن جا که فرکانس طبیعی مذکور در بازه جاروب فرکانسی تحریک از 
30 تا 250 رادیان بر ثانیه قرار دارد، به هنگام عبور فرکانس تحریک 
دامنه  ناگهانی  افزایش  و  داده  تشدید رخ  پدیده  فرکانس طبیعی،  از 

ارتعاشات در اشکال 9 تا 12 مشاهده می شود. 

در ضمن، همانگونه که در شکل هاي 9 تا 12 مشاهده می شود، با 
نیز  پره  ارتعاشات صفحه ای  اضافه نمودن میرایي شانت، میزان دامنه 
کاهش  میزان  موضوع،  این  کمی  بررسی  منظور  به  می یابد.  کاهش 
بیشینه دامنه ارتعاشات و همچنین، جذر میانگین مربعات ارتعاشات 
در  می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  باد  مختلف  متوسط  سرعت های  در 
جدول 4 مقایسه میزان تاثیر میرایي شانت، در کاهش دامنه بیشینه 
نمودارهای  پیک  )نقطه  باد  توربین  پره  انتهاي  صفحه اي  ارتعاشات 

 

Fig. 11. Edgewise vibration of the wind turbine blade with and without the optimal shunt damper in the 
presence of a sweep sine excitation for the wind average speed of 15 m/s 

سط سرعت متو يبرا یبا جاروب فرکانس یبا اعمال تحریک سینوس  نهیبه یی شانتمیرابدون  وپره توربین باد با  ياصفحه  ارتعاشات: 11 شکل
  متر بر ثانیه 15باد 
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شکل 11. ارتعاشات صفحه ای پره توربين باد با و بدون ميرايي شانت بهينه 
با اعمال تحريک سينوسی با جاروب فرکانسی برای سرعت متوسط باد 15 

متر بر ثانيه
Fig. 11. Edgewise vibration of the wind turbine blade 

with and without the optimal shunt damper in the pres-
ence of a sweep sine excitation for the wind average 

speed of 15 m/s

 

Fig. 12. Edgewise vibration of the wind turbine blade with and without the optimal shunt damper in the 
presence of a sweep sine excitation for the wind average speed of 20 m/s 

سرعت متوسط  يبرا یبا جاروب فرکانس یبا اعمال تحریک سینوس نهیبه یی شانترامیبدون  وپره توربین باد با  ياصفحه ارتعاشات: 12 شکل
 متر بر ثانیه   20باد 
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شکل 12. ارتعاشات صفحه ای پره توربين باد با و بدون ميرايي شانت 
بهينه با اعمال تحريک سينوسی با جاروب فرکانسی برای سرعت متوسط 

باد 20 متر بر ثانيه
Fig. 12. Edgewise vibration of the wind turbine blade 

with and without the optimal shunt damper in the pres-
ence of a sweep sine excitation for the wind average 

speed of 20 m/s
 یکپ نقطهانتهای پره توربین باد )  ایصفحه ارتعاشات بیشینه کاهش در جرمی میراگر میرایی شانت و تاثیر میزان: 4 جدول

 ثانیه بر رادیان 153تا  33 از یفرکانس جاروبسینوسی با  تحریک اعمال( با زمان حسب بر دامنه ینمودارها
Table 4. Effect of the shunt and tuned mass dampers in suppression of the maximum edgewise 
vibration at the tip of the wind turbine blade (Peak points of the amplitude diagrams in time 

domain) in the presence of a sweep sine excitation from 30 to 250 rad/s 
 
 

 ارتعاشات بیشینه کاهش درصد
[11]پره با میراگر جرمی  انتهای  

 انتهای ارتعاشات بیشینه کاهش درصد
 سرعت باد پره با میرایی شانت

62 59  5 m/s 

69 60  07 m/s 

65 55  05 m/s 

60 55  27 m/s 
 
  

جدول 4. ميزان تاثير ميرايي شانت و ميراگر جرمي در کاهش بيشينه ارتعاشات صفحه اي انتهاي پره توربين باد ) نقطه پيک نمودارهای دامنه بر حسب 
زمان( با اعمال تحريک سينوسي با جاروب فرکانسی از 30 تا 250 راديان بر ثانيه

Table 4. Effect of the shunt and tuned mass dampers in suppression of the maximum edgewise vibration at the tip of the 
wind turbine blade (Peak points of the amplitude diagrams in time domain) in the presence of a sweep sine excitation 

from 30 to 250 rad/s
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است. همچنین  آورده شده  تشدید  زمان( در حالت  بر حسب  دامنه 
 ]16[ مرجع  در  موجود  جرمي  میراگر  با  شانت  میرایي  تاثیر  میزان 

مقایسه شده است. 
شانت  میرایي  تاثیر  که  می شود  مشاهده   4 جدول  به  توجه  با 
بسیار  باد  توربین  پره  انتهای  ارتعاشات صفحه ای  بیشینه  کاهش  در 
قابل ملاحظه مي باشد، اما اندکي نسبت به میراگر جرمي تاثیر کم تري 
در کاهش ارتعاشات دارد. به منظور درک بهتر تاثیر روش میرایي شانت 
در کاهش ارتعاشات و مقایسه آن با میراگر جرمي، مقایسه بین جذر 

میانگین مربعات ارتعاشات صفحه ای انتهاي پره برای پره تنها، پره با 
میرایي شانت و پره با میراگر جرمي صورت مي پذیرد. این مقایسه به  
میرایي  با  پره  ارتعاشات  مربعات  جذرمیانگین  کاهش  درصد  صورت 
تنها در جدول 5 نشان  به پره  با میراگر جرمي، نسبت  شانت و پره 

داده شده است.
با توجه به جدول 5 مشاهده می شود که میرایي شانت در کاهش 
جذر میانگین مربعات ارتعاشات صفحه ای انتهای پره توربین باد تاثیر 
در  مي شود  ملاحظه  که  همان طور  همچنین  دارد.  مطلوبي  بسیار 
سرعت هاي پایین باد تاثیر میرایي شانت از میراگر جرمي بالاتر است، 
کاهش  در  موثرتري  تاثیر  جرمی  میراگر  بالا،  باد  سرعت هاي  در  اما 

ارتعاشات دارد.
در  میراگر شانت  افزودن  با  پره  ارتعاشی  رفتار  بررسی  به منظور 
حوزه فرکانس، تبدیل فوریه سریع بر نتایج حوزه زمان اعمال می گردد. 
با اعمال تبدیل فوریه سریع بر نمودارهای حوزه زمان ارائه شده برای 
تحریک باد 20 متر بر ثانیه )شکل 12(، نمودارهای پاسخ فرکانسی 
مشاهده   13 شکل  به  توجه  با  می آیند.  دست  به   13 شکل  مطابق 
پره  فرکانس طبیعی  مقدار  میراگر شانت،  به کارگیری  با  که  می شود 
کمی کاهش یافته و بیشینه دامنه ارتعاشات صفحه ای پره به میزان 

قابل توجهی کاهش می یابد.

5- نتيجه گيري
در این پژوهش روش میرایي شانت به منظور کاهش ارتعاشات 

ا پره توربین باد ب یانتها یامیراگر جرمی در کاهش جذر میانگین مربعات ارتعاشات صفحه میرایی شانت و : میزان تاثیر5 جدول
 ثانیه بر رادیان 153تا  33 از یجاروب فرکانس با سینوسی تحریک اعمال

Table 5. Effect of the shunt and tuned mass dampers in suppression of the rms edgewise vibration 
at the tip of the wind turbine blade in the presence of a sweep sine excitation from 30 to 250 rad/s 

 
 تمربعا میانگین جذر کاهش درصد

 پره با میراگر جرمی انتهای ارتعاشات
[11]  

 مربعات میانگین جذر کاهش درصد
  پره با میرایی شانت انتهای ارتعاشات

 سرعت باد

00 57  5 m/s 

87 88  07 m/s 

89 86  05 m/s 

58 50  27 m/s 
 

شکل 13. نمودار پاسخ فرکانسي ارتعاشات صفحه ای پره توربين باد با و 
بدون ميرايي شانت بهينه برای سرعت متوسط باد 20 متر بر ثاني

Fig. 13. Frequency response diagrams for the edgewise 
vibration of wind turbine blade with and without the op-
timal shunt damper at the wind average speed of 20 m/s 

جدول 5. ميزان تاثير ميرايي شانت و ميراگر جرمي در کاهش جذر ميانگين مربعات ارتعاشات صفحه ای انتهای پره توربين باد با اعمال تحريک سينوسي با 
جاروب فرکانسی از 30 تا 250 راديان بر ثانيه

Table 5. Effect of the shunt and tuned mass dampers in suppression of the rms edgewise vibration at the tip of the wind 
turbine blade in the presence of a sweep sine excitation from 30 to 250 rad/s

 
Fig. 13. Frequency response diagrams for the edgewise vibration of wind turbine blade with and without the 

optimal shunt damper at the wind average speed of 20 m/s  

  متر بر ثانیه 20سرعت متوسط باد  يبرا نهیبه یی شانتمیرابدون  وپره توربین باد با  ياصفحه ارتعاشاتنمودار پاسخ فرکانسی : 13 شکل
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صفحه ای پره توربین باد با درنظرگرفتن اثر کوپلینگ ارتعاشات داخل 
ارتعاشي  معادلات  ابتدا  قرار گرفت.  بررسی  مورد  از صفحه  و خارج 
حاکم بر مسئله به صورت پیوسته و با روش لاگرانژ استخراج شدند. 
معادلات  حل  از  حاصل  نتایج  مدل سازي،  اعتبارسنجي  به منظور 
دینامیکی پره با نتایج متناظر به دست آمده از شبیه سازي با نرم افزار 
در  کوپلینگ  تاثیرات  که  زماني  داد  نشان  نتایج  شدند.  مقایسه 
از  ناشي  به دست آمده  طبیعي  فرکانس  مي شود،  لحاظ  معادلات 
نزدیک تر  نرم افزار  از  به دست آمده  فرکانس  به  معادلات،  حل عددي 
تابع هدف  معرفی  و  آنالیز حساسیت  انجام  از  پس  ادامه،  در  است. 
مناسب، پارامترهای بهینه میراگر شانت تعیین گردید. در نهایت، به 
منظور مقایسه میزان تاثیر روش میرایی شانت در کاهش ارتعاشات 
میرایي  معمول،  به سایر روش هاي  نسبت  باد  توربین  پره  صفحه ای 
گرفت.  قرار  مقایسه  مورد  نیز  شده  تنظیم  جرمی  میراگر  با  شانت 
در  مطلوبي  بسیار  تاثیر  روش  دو  هر  که  داد  نشان  حاصل  نتایج 
در  جرمی  میراگر  تاثیر  میزان  همچنین  داشتند.  ارتعاشات  کاهش 
کاهش ارتعاشات در سرعت های باد بالا، از میرایی شانت بیش تر بود. 
اما در سرعت های باد پایین میرایی شانت تاثیر بیش تری در کاهش 

ارتعاشات داشت. 
لازم به ذکر است که در این مقاله، تنها اثر مود ارتعاشی اول در 
برای  مقاله  این  در  ارائه شده  نتایج  لذا  نظر گرفته شد.  در  پره  پاسخ 
فرکانس  به  نزدیک  فرکانسی  محدوده  در  شانت  میراگر  اثر  بررسی 
همین  در  هم  شبیه سازی  نتایج  که  هستند  معتبر  پره  اول  طبیعی 
محدوده فرکانسی ارائه شده اند. بررسی رفتار ارتعاشی پره و اثر میراگر 
شانت در فرکانس های تحریک بالاتر که مستلزم لحاظ نمودن مودهای 
ارتعاشی بالاتر در پاسخ نیز هست، به عنوان یکی از پژوهش های آینده 

پیشنهاد می شود.

تشکر و قدرداني
 نگارندگان بر خود لازم می دانند از مهندسان برجسته آقایان امیر 
اخلاقي  فربد  بیگلري،  حسین  امیر  حیدري،  سعید  جلیلیان،  محمد 
ارشد رشته مهندسي  کارشناسي  دانشجویان  آیت فیض صیادیان،  و 
را  همکاري  کمال  مقاله  نویسندگان  با  پژوهش  این  در  که  مکانیک، 

داشته اند، تقدیر و تشکر نمایند.
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