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در این مقاله تأثیر اثر اندازه روی خواص الاستیک نانولوله های تک جداره کربنی با استفاده از تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی 
مورد بررسی قرار گرفت. بدین منظور از مدل های مکانیکی مانند میله تحت کشش، تیر اویلر- برنولی ومیله تحت پیچش استفاده 
گردید. مدل میله تحت کشش در تحقیق حاضر پایه گذاری گردید. مدل تیر اویلر- برنولی از منابع موجود استخراج و شرایط مرزی 
حاکم بر تیر فوق در تحقیق حاضر اصلاح گردید. درضمن مدل میله تحت پیچش در تحقیق حاضر پایه گذاری گردید. در تحقیق 
حاضر معادله ساختاری برای حالت یک بعدی کاهش یافته و استخراج گردید. معادلات حاکم و شرایط مرزی با استفاده از روش 
انرژی و حساب تغییرات استخراج شد. سپس از معادلات ساختاری تئوری الاستیسیته گرادیان کرنشی استفاده شد تا خواص 
الاستیک وابسته به اندازه، بر اساس تنش مؤثر محاسبه گردند. نتایج حکایت از آن دارد که طول نانولوله کربن روی میزان مدول 

یانگ در مقایسه با مدول برشی تأثیر بیشتری دارد و با کاهش طول نانولوله مدول یانگ نیز کاهش می یابد.
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مقدمه-11
در طی دو دهه گذشته، به دلیل رشد علوم و فنون نانو، حوزه های جدیدی 
در شاخه های مهندسی، پزشکی و علوم پایه گسترش یافته اند. نانولوله های 
کربنی با خواص منحصر به فرد الکتریکی و مکانیکی که توسط ایجیما1 
در  نوین  مواد  بهترین  از  یکی  عنوان  به   ]1[ شده اند  کشف   )1991(
پلیمری  کامپوزیت های   .]2[ گرفته اند  قرار  توجه  مورد  نانوفناوری  حوزه 
تقویت شده با نانولوله ها در قیاس با کامپوزیت های پلیمری معمولی میزان  
قابل توجه ای از افزایش استحکام و سفتی را نشان می دهند ]3[. با توجه 
حوزه های  از  بسیاری  در  کربنی  نانولوله های  خیره کننده  قابلیت های  به 
مکانیکی  رفتار  از  دقیق  فهم  مکانیک، ضرورت  مهندسی  ویژه  به  علوم 
با  تقویت شده  مواد  بهینه سازی  و  دقیق تر  طراحی  برای  ساختارها  این 

نانولوله های کربنی امری مهم جلوه می کند.
کلی  راهکار  دو  نانوساختارها  مکانیکی  رفتار  تعیین  منظور  به  کلی  بطور 
وجود دارد: )1( روش های آزمایشگاهی و )2( مدل سازی ریاضی. از آنجایی 
که روش های آزمایشگاهی در ابعاد نانو پرهزینه است و با دشواری های 
ریاضی  مدل سازی  عمده  روش  سه  بنابراین  است؛  همراه  خود  خاص 
موردتوجه قرار می گیرد که به ترتیب عبارتند از: الف( مدل سازی اتمی، ب( 
مدل سازی ترکیبی مولکولی و مکانیکی و ج( مدل سازی بر مبنای مکانیک 
در  اتم ها  تعداد  بیشینه  و  زمان  محدودیت های  لحاظ  به  پیوسته.  محیط 
شبیه سازی، دو روش اول در قیاس با مدل سازی بر مبنای مکانیک محیط 
پیوسته پرهزینه تر بوده و درضمن روابط و فرمول بندی های منحصر به دو 
روش مذکور نیز از پیچیدگی های بیشتری برخوردار هستند. بنابراین این 
موضوع بیانگر آن است که می توان از مکانیک محیط پیوسته به عنوان 
بهره  نانو  حوزه  در  فیزیکی  پدیده هایی  بررسی  جهت  مناسب  راهکاری 

جست.
از  دسته ای  با  مواجهه  در  کلاسیک  پیوسته  محیط  مکانیک  ناتوانی  اما 
مسائل از قبیل: تکینگی های کرنش و تنش در خطوط نابجایی ها و نوک 
ترک، تفسیر رفتار وابسته به اندازه مواد مختلف و همچنین توصیف الگوی 
از مهمترین مسائل در حوزه مکانیک  نابجایی ها بروز پیدا می کند. یکی 
مواد  مکانیکی  رفتار  روی  آن  تأثیر  و  اندازه  اثرات  بحث  پیوسته،  محیط 
مختلف است. این اثرات در زمانی که اندازه ذرات بسیار کوچک می گردند، 
تأثیر غالبی را بر رفتار مکانیکی ماده خواهند داشت و تئوری های مبتنی 
بر مکانیک محیط پیوسته کلاسیک توانایی درنظرگرفتن چنین اثراتی را 
ندارد. این امر مخصوصاً در فضای اتمی که اندازه ساختارها در قیاس با 
مشخصات درون اتمی مواد خیلی بزرگ نیست به وضوح مشاهده می گردد. 
در واقع اثرات اندازه در اثر تداخل دو مقیاس طول مشخصه داخلی نظیر 
پیدا  بروز  ترک  طول  نظیر  خارجی  مشخصه  طول  و  ذرات  میان  فاصله 
به  که  تعمیم یافته  پیوسته  محیط  مکانیک  تئوری های  از  یکی  می کند. 

بررسی چنین پدیده ای می پردازد، تئوری گرادیان کرنش است.
سرآغاز تحقیقات مربوط به تئوری گرادیان کرنشی را می توان در مطالعات 

1 Ijima

میندلین2 )1964( و کرونر3 )1963( جستجو نمود ]4[ و ]5[. در واقع اساس 
تئوری گرادیان کرنشی بر این امر استوار است که در چگالی انرژی کرنشی 
جسم علاوه بر کرنش، گردایان های کرنش نیز به میان آورده شوند. البته 
این نتیجه براساس یک سری مطالعات سینماتیکی روی المان متناظر به 
یک نقطه مادی از جسم حاصل گردید. به عبارتی میندلین )1968( فرض 
نمود که درون هر نقطه مادی می توان میکروساختاری را درنظر گرفت 
که کمیت های سینماتیکی متناظر با آن و مقیاس ماکرو متمایز از یکدیگر 
هستند و انرژی جنبشی و چگالی انرژی کرنشی را بر حسب متغیرهای 
تئوری  نمودن  ساده تر  برای  نهایت  در  اما   .]6[ داد  ارائه  مقیاس  دو  هر 
را بر حسب مشتقات میدان  خود، کمیت های سینماتیکی مقیاس میکرو 
جابجایی مقیاس ماکرو بیان نمود و از این طریق  گردایان های کرنش در 

چگالی انرژی کرنشی به میان آورده شدند.
در زمینه استفاده از تئوری گرادیان کرنشی به منظور بررسی پدیده های 
ایِفنتیس5  نانو مطالعات مختلفی وجود دارد. اسَکِس4 و  ابعاد  فیزیکی در 
)2009( با استفاده از تئوری گرادیان کرنشی به بررسی پدیده پاشش موج 
ناشی از خمش در نانولوله ها پرداخته اند ]7[. بدین منظور آنها از مدل های 
با  را  خود  نتایج  و  نموده اند  استفاده  تیموشنکو  تیر  و  برنولی  اویلر-  تیر 
شبیه-سازی دینامیک مولکولی مقایسه نموده اند و به این نتیجه رسیده اند 
که با به میان آوردن گرادیان اینرسی در معادلات حاکم بر تئوری گرادیان 
کرنشی می توان بر پدیده ناپایداری فرکانس های موج مذکور غلبه نمود. 
وَنگ6 )2010( با استفاده از تئوری گرادیان کرنشی و به میان آوردن اثرات 
پرداخته  نانولوله هایی  در  امواج  انتشار  پدیده  بررسی  به  اینرسی  گرادیان 
است که حامل سیال هستند ]8[. بدین منظور از تئوری های تیر اویلر- 
برنولی و تیر تیموشنکو استفاده نموده است و مشاهده شده است که اثرات 
بالاتر  موج  اعداد  در  فاز  سرعت   بر  اینرسی  گرادیان  و  کرنش  گرادیان 
بسیار چشم گیر است. وَنگ و همکارانش )2012( به بررسی پدیده کمانش 
نانولوله هایی که در بستر الاستیک قرار داده  نیز حرارتی در  مکانیکی و 
می شوند پرداخته اند ]9[. تئوری تیر تیموشنکو و تیر اویلر- برنولی بدین 
منظور مورد استفاده قرار گرفته است و نشان داده شده است که بار بحرانی 
اندازه و سفتی بستر الاستیک وابستگی بیشتری دارد.  اثرات  کمانش به 
نانولوله های  ارتعاشی  رفتار  بررسی  برای   )2012( همکارانش  و  انصاری 
تک جداره، تئوری های گرادیانی مختلف از جمله تئوری گرادیان کرنشی را 
روی مدل های تیر اویلر- برنولی و تیر تیموشنکو مورد مطالعه قرار داده اند 
]10[. نتایج آنها نشان می دهد که وقتی نسبت منظری نانولوله تا حدود 6 
کاهش می یابد؛ تفاوت میان تئوری های مختلف گرادیانی بیشتر خواهد شد 
و تئوری گرادیان کرنشی به همراه اثرات گرادیان اینرسی نتایج بهتری را 

مطابق با نتایج شبیه سازی دینامیک مولکولی ارائه می دهد.
مطالعات  تاکنون  حاضر،  مقاله  نویسندگان  اطلاعات  بهترین  براساس 

2 Mindlin
3 Kröner
4 Askes
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6 Wang
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اندازه روی خواص الاستیک  اثرات  بررسی  محدودی ]13[ در خصوص 
نانولوله های کربنی از طریق تئوری گرادیان کرنشی صورت گرفته است. 
در این پژوهش قصد بر آن است که تأثیر مشخصات هندسی به خصوص 
طول نانولوله روی خواص الاستیک آن مورد بررسی قرار گیرد و همچنین 
اتمی  شبیه سازی های  نتایج  با  انطباق  براساس  مشخصه  طول  پارامتر 
تخمین زده شود. بدین منظور ابتدا روابط حاکم و روابط ساختاری مربوط 
به خصوص در حالت یک بعدی ذکر گردیده  تئوری گرادیان کرنشی  به 
از مدل های مکانیکی  استفاده  با  اثبات می شود. سپس  نیز  و درستی آن 
نظیر میله تحت کشش، میله تحت پیچش و نیز تیر تحت خمش رفتار 
مکانیکی نانولوله مورد مطالعه قرار می گیرد و روابط حاکم و نیز شرایط 
مرزی مدل های مذکور با استفاده از روش انرژی استخراج خواهد می شود. 
در انتها با استفاده از روابط ساختاری تئوری گرادیان کرنشی در حالت مؤثر 
خواص الاستیک وابسته به اندازه محاسبه شده و تأثیر مشخصات هندسی 
مختلف نانولوله به ویژه طول نانولوله  روی خواص الاستیک مورد بررسی 

قرار گرفته و با نتایج شبیه سازی اتمی مقایسه می گردد.
تئوری-21
گرادیان21-11-1 الاستیسیته1 در1 ساختاری1 روابط1 و1 حاکم1 روابط1

کرنشی
مطالعات  اساس  بر  الاستیسیته  زمینه  در  گرادیانی  تئوری های  از  یکی 
از  خاصی  حالت  بصورت  که  است  بوده   )1992( همکارانش  و  ایِفنتیس 
چگالی  تئوری  این  در   .]11[ می باشد  میندلین  کرنشی  گرادیان  تئوری 

انرژی کرنشی بصورت زیر بیان می شود:

(1)

در رابطه )λ )1 و μ همان ثوابت لامه و g طول مشخصه میکروساختار 
خواهد بود. εij کرنش و εij,k گرادیان کرنش است و k به معنی مشتق 
بنا  از سوی دیگر  است.  امُ دستگاه مختصات   k به مؤلفه  جزیی نسبت 
بیان  زیر  بصورت  تئوری  این  در  ساختاری  روابط  میندلین  تعریف  به 

می شوند:
(2)

در رابطه فوق σij تنش کوشی یا تنش کلاسیک و τijk تنش مرتبه بالا 
یا تنش غیرکلاسیک می باشد. با محاسبه کار نیروهای خارجی و اعمال 
اصل حداقل انرژی پتانسیل کل، روابط حاکم در تئوری گرادیان کرنشی 

فوق بصورت زیر درخواهد آمد:

(3)

در رابطه فوق  تانسور سفتی الاستیسیته،  مؤلفه میدان جابجایی و  معرف 
نیروهای حجمی می باشند. البته   را می توان برحسب ثوابت لامه نیز بیان 
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روابط  از  اثری  شفاف  بطور  کرنشی  گرادیان  تئوری  در  متأسفانه  نمود. 
درستی  به  را  ریز  بسیار  ابعاد  در  مؤثر  بصورت  ماده  رفتار  که  ساختاری 
تبیین نماید، دیده نمی شود. اما محققین دیگری شکل روابط ساختاری زیر 
با میکروساختار جسم تطابق  نموده اند که  تئوری مذکور معرفی  برای  را 

مناسبی دارد ]12[:

(4)

ادامه  σc تنش کلاسیک است. در 
ij رابطه تنش موثر و  اولین  σij در  که 

و  قرار خواهد گرفت  توجه  مورد  فوق  رابطه ساختاری  بعدی  شکل یک 
تطابق آن با چگالی انرژی کرنشی و روابط حاکم تئوری گرادیان کرنشی 

نشان داده می شود.
رابطه1ساختاری1یک1بعدی1برمبنای1تئوری1گرادیان1کرنشی-21-21

برای  را   )4( ساختاری  رابطه  که  برآنست  حاضر  تحقیق  بخش،  این  در 
رابطه  این  روی  از  که  است  آن  هدف  نماید.  استخراج  یک بعدی  حالت 
روابط حاکم در  نیز  و   )1( رابطه  انرژی کرنشی در  به چگالی  ساختاری، 
حالت یک بعدی دست یافته شود. رابطه ساختاری )4( در حالت یک بعدی 

بصورت زیر خواهد بود:
 (5)

که E همان مدول یانگ می باشد. حال چگالی انرژی کرنشی برای این 
رابطه ساختاری ارائه می گردد:

(6)

انرژی کرنشی، مانند حالت یک بعدی رابطه )1( خواهد بود.  این چگالی 
حال باید بررسی نمود که آیا با این چگالی انرژی کرنشی می توان به روابط 
حاکم )3( در حالت یک بعدی رسید یا خیر. چون مسئله یک بعدی است، 
بنابراین میدان جابجایی بصورت  فرض می گردد. با این حساب مؤلفه های 

کرنش و گرادیان کرنش بصورت زیر خواهد بود:

(7)

انرژی کرنشی برای چنین مسئله ای بصورت زیر در خواهد آمد:
 (8)

می گردد. فرض  ثابت  و  می باشد  جسم  مقطع  سطح   A فوق  رابطه   در 
زیر  شکل  به  رابطه  کرنشی،  انرژی  تابع  بر  تغییرات  عملگر  اعمال  با 

خواهد بود:
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همچنین تغییرات کار نیروهای خارجی بصورت زیر محاسبه می گردد:
 

با استفاده از اصل انرژی پتانسیل کل، معادلات حاکم و شرایط مرزی در 
انتهای x=0,L نیز به راحتی به دست خواهند آمد مطابق آنچه که در ذیل 

آورده شده است:
 

R به ترتیب بار محوری گسترده، نیروی  P و   ، ( )f x در روابط فوق 
اعمالی روی مرز و نیروی مرتبه بالای اعمالی روی مرز هستند. همانگونه 
مانند  رابطه )11(  اولین بخش  که مشاهده می گردد معادلات حاکم در 
حالت یک بعدی رابطه )3( می باشد. بنابراین معادله ساختاری ارائه شده 
چگالی  که  می گردد  آن  به  منجر  کرنش  و لاپلاسین  کرنش  بر حسب 
انرژی کرنشی و همچنین معادلات حاکم در حالت یک بعدی استخراج 

گردند.
مدل1میله1تحت1کشش-21-21

اولین مدل مورد استفاده برای بررسی رفتار وابسته به اندازه نانولوله کربنی، 
مدل میله تحت کشش می باشد که در شکل 1 نشان داده شده است. مدل 

میله تحت کشش در تحقیق حاضر پایه گذاری گردیده است.

با توجه به اینکه در این مسئله تنها کشش وجود دارد بنابراین با استفاده 
از این مسئله تنها می توان مدول یانگ وابسته به اندازه را مورد بررسی 
معادله ساختاری  اثبات  در  قبلًا  این بخش  به  مربوط  معادلات  داد.  قرار 
پیشنهادی یک بعدی ارائه گردید و برای جلوگیری از تکرار تنها به ذکر 
معادلات و شرایط مرزی پرداخته خواهد شد. بر این اساس معادلات حاکم 

و شرایط مرزی برای مسئله میله تحت کشش بصورت زیر خواهد بود:
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شماتیکی از مدل میله تحت کشش: 1شکک 

با حل معادله حاکم و اعمال شرایط مرزی میدان جابجایی جسم بدست 
خواهد آمد. این امر با استفاده از نرم افزار مِیپلِ 14 صورت گرفته است و 
از آنجایی که پاسخ های آن طولانی می باشد از ارائه آن بصورت صریح 
خودداری شده است. حال باید از روی این میدان جابجایی، میدان کرنش 
تعیین گردد. طبق رابطه کلاسیک میان کرنش و میدان جابجایی، برای 

میله تحت کشش، کرنش از رابطه زیر بدست خواهد آمد:

با محاسبه میدان کرنش می توان از روی معادله ساختاری پیشنهادی به 
میدان تنش نیز در این مسئله رسید.

حال باید از میدان تنش و میدان کرنش روی کل ناحیه میله متوسط گیری 
حجمی را انجام داد. در حالت کلی متوسط های حجمی بصورت زیر تعریف 

می گردند:

با توجه به اینکه در این مسئله تابع مجهول در معادلات حاکم تنها تابعیت 
x خواهند  به  نسبت  تابعیت  تنها  نیز  تنش  و  متعاقباً کرنش  و  دارد   x از 
داشت، بنابراین از کرنش و تنش نسبت به این راستا متوسط گیری صورت 

می گیرد:

رابطه کلاسیک  به  توجه  با  بود.  میله خواهد  L طول  رابطه فوق  که در 
تنش- کرنش می توان مدول یانگ وابسته به اندازه را ارائه نمود:

براساس این رابطه مدول یانگ نانولوله کربن براساس مدول یانگ تئوری 
البته  آمد.  خواهد  بدست  کربن  نانولوله  هندسی  مشخصات  و  کلاسیک 
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برای نانولوله کربنی باید پارامتر مقیاس طولی را برمبنای مقایسه با نتایج 
شبیه سازی های اتمی و آزمایشگاهی تخمین زد تا از این طریق بتوان رفتار 

وابسته به اندازه مدول یانگ را مورد بررسی قرار داد.
مدل1تیر1اویلر-1برنولی-21-21

مدل تیر اویلر- برنولی، مدل دیگری است که برای بررسی اثرات اندازه 
از آنجایی که این تئوری در اصل  نیز  بکار گرفته می شود. در این مدل 
تنها مدول  انتظار داشت که  باید  بنابراین  را لحاظ نمی کند،  اثرات برش 
تیر و  از  قرار گیرد. شکل 2 شماتیکی  این طریق مورد مطالعه  از  یانگ 
بارگذاری آن را نشان می دهد. مدل تیر اویلر- برنولی از منابع موجود ]15[ 
استخراج و شرایط مرزی حاکم بر تیر فوق در تحقیق حاضر اصلاح گردید.

روابط حاکم و شرایط مرزی تیر اویلر- برنولی بر مبنای تئوری گرادیان 
ارائه انرژی کرنشی اشاره شده در رابطه )1(  با توجه به چگالی   کرنشی 

خواهد شد. در تئوری تیر اویلر- برنولی میدان جابجایی بصورت زیر خواهد 
بود:

 

با بکارگیری میدان جابجایی فوق الذکر در رابطه چگالی انرژی کرنشی و 
همچنین محاسبه کار نیروهای خارجی و در نهایت اعمال اصل حداقل 
 x = 0,L انرژی پتانسیل کل، روابط حاکم و شرایط مرزی در دو انتهای

بصورت زیر خواهند بود:
 

ترتیب مدول  به   m و  ( )q x ،  ( , )w x t ، g ، I ، E روابط، این  در 
یانگ، ممان اینرسی، پارامتر طول مشخصه، جابجایی عرضی، بار گسترده 

تیر تحت بارگذاری خمشی: 2شکک 
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و برایند تنشی مرتبه بالا می باشند. البته برای تیر دوسر مفصل تحت بار 
گسترده ثابت روابط حاکم و شرایط مرزی این مسئله بصورت زیر است:

 

تحقیق  این  در  )که  مربوطه  مرزی  شرایط  اعمال  و  روابط  این  حل  با 
اصلاح گردید(، میدان جابجایی بدست می آید که به دلیل طولانی بودن 
از آن  این بخش خودداری  می گردد. پس  ارائه صریح آن در  از  پاسخ 
تئوری بصورت  این  نمود. مؤلفه های کرنش در  تعیین  را  باید کرنش ها 

زیر خواهند بود:

مشابه مدل میله تحت کشش، رابطه ساختاری برای این رابطه بصورت 
میدان  حاکم  روابط  در  اینکه  به  توجه  با  مجدداً  بود.  خواهد   )14( رابطه 
جابجایی تنها تابعیت از x دارد و تابعیت نسبت به  تنها در تعریف تئوری 
اویلر- برنولی بروز می یابد و در روابط حاکم اثری از آن نیست بنابراین از 
کرنش و تنش در راستای x متوسط گیری شده و همان روابط قبلی درباره 
تنش و کرنش متوسط و متعاقباً مدول یانگ مؤثر مورداستفاده قرار خواهد 

گرفت.
مدل1میله1تحت1پیچش-21-21

در بخش قبل همانگونه که مشاهده شد مدل تیر تحت خمش از انطباق 
پارامترهای هندسی  تمامی  تقریباً  و  است  برخوردار  اتمی  نتایج  با  خوبی 
مؤثر بر مدول یانگ را دربرمی گیرد. مدل مورد بررسی مدل میله تحت 
پیچش است که با استفاده از آن وابستگی به اندازه مدول برشی نانولوله 
تحقیق  در  پیچش  تحت  میله  مدل  می گیرد.  قرار  ارزیابی  مورد  کربنی 
حاضر پایه گذاری گردید. شماتیکی از مدل میله تحت پیچش در شکل 3 

نمایش داده شده است.
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شماتیکی از مدل میله تحت پیچش: 3شکک 
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در این بخش قصد بر آن است که معادلات حاکم و شرایط مرزی میله 
مدل  آید.  به دست  کرنش    گرادیان  تئوری  از  استفاده  با  پیچش  تحت 
پیچش میله براساس مدل سنت- ونانت درنظر گرفته می شود. براساس 

این مدل، میدان جابجایی بصورت زیر خواهد بود:
 

تابع مجهولی است  ( )zψ که در آن θ زاویه پیچش بر واحد طول میله و
که با تعیین آن از معادلات حاکم، میدان جابجایی قابل تعیین خواهد بود. 
رابطه میان کرنش و میدان جابجایی همان رابطه کلاسیک خواهد بود و 
بود  خواهد  محاسبه  قابل  کلاسیک  کرنش  روی  از  نیز  کرنش  گرادیان 

مطابق آنچه که در ذیل آمده است:

با  برابر  کرنش  گرادیان  و  کرنش  مؤلفه های  سایر  که  است  بدیهی 
رابطه  براساس  این مسئله  برای  انرژی کرنشی  بود. چگالی  صفرخواهند 

1 ارائه می گردد:

که μ همان مدول برشی می باشد. المان حجمی برای مسئله پیچش در 
مختصات قطبی بصورت زیر می باشد:

 

انرژی  چگالی  نیز  و  حجمی  المان  به  توجه  با  کرنشی  انرژی  باید  حال 
کرنشی محاسبه گردد:

انتگرال های زیر معادل با عبارات زیر قرار داده می شوند:
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عملگر  منظور  بدین  و  گردد  محاسبه  باید  کرنشی  انرژی  تغییرات  حال 
تغییرات بر رابطه )26( اعمال می گردد:

برای بارهای خارجی تنها فرض می گردد که گشتاور پیچشی در یک انتها 
وارد شده است. بدین ترتیب کار نیروهای خارجی و تغییرات آنها بصورت 

زیر خواهد بود:
 

استفاده  با  انتها می باشد.  بر  وارده  پیچشی  T گشتاور  فوق  رابطه  در  که 
از حداقل اصل انرژی پتانسیل کل می توان به معادلات حاکم و شرایط 

مرزی دست یافت:

) تعیین  )zψ با حل معادلات حاکم و اعمال شرایط مرزی تابع مجهول 
خواهد شد. بنابراین میدان جابجایی معین می گردد و از روی آن می توان 
مؤلفه های کرنش را محاسبه نمود که در رابطه )23( بدان اشاره شده است. 
معادله ساختاری برای مسئله مذکور طبق رابطه ساختاری کلی پیشنهادی 

بصورت زیر در خواهد آمد:

که در رابطه فوق G مدول برشی کلاسیک می باشد. مجدداً ذکر می گردد 
که از آنجایی که مؤلفه میدان جابجایی در معادلات حاکم تنها تابعیت از 
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z دارد و تابعیت نسبت به x و y تنها در تعریف میدان بروز می کند و در 
معادلات حاکم اثری از آنها نیست، بنابراین تنها در راستای z متوسط گیری 
صورت خواهد گرفت. بدین ترتیب کرنش و تنش متوسط برای این مسئله 

بصورت زیر تعریف خواهد شد:
 

با الهام گرفتن از رابطه کلاسیک تنش- کرنش، ارتباط میان تنش متوسط 
و کرنش متوسط بصورت زیر بیان می شود:

همانگونه که در رابطه )33( مشخص است، همانند مدول یانگ، مدول 
برشی وابسته به اندازه نیز بدست آمده است و این مدول نیز به پارامترهای 

هندسی وابسته است.

نتایج-21
مدول1یانگ1وابسته1به1اندازه1نانولوله-21-11

استفاده  کشش  تحت  میله  مدل  به  مربوط  نتایج  از  ابتدا  بخش  این  در 
شده که براساس آن می توان مدول یانگ نانولوله کربن را از لحاظ اثرات 
اندازه مورد بررسی قرار داد. بدین منظور رابطه ارائه شده در معادله )17( 
برای مدول یانگ برحسب طول نانولوله کربن و به ازای مقادیر مختلف 
اولًا میزان وابستگی به  پارامتر طول مشخصه رسم می گردد. بدینوسیله 
طول معین می شود و ثانیا" پارامتر طول مشخصه براساس انطباق با نتایج 
آزمایشگاهی به دست می آید. مدول یانگ نانولوله کربن بر حسب طول 
به ازای مقادیر مختلف پارامتر طول مشخصه و همچنین براساس نتایج 

آزمایشگاهی در شکل 4 رسم شده است.
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مدول یانگ نانولوله کربن وابسته به طول بر اساس مدل : 4شکک 
میله تحت کشش )توسعه یافته در تحقیق حاضر( در مقایسه با 

نتایج آزمایشگاهی

لازم به ذکر است که نتایج آزمایشگاهی روی نانولوله کربن )10،10( و با 
ضخامت 0/34 نانومتر صورت گرفته است ]13[.

همانگونه که مشاهده می شود در حالت کلی با افزایش طول نانولوله کربن 
افزایش می یابد و در طول های کوتاهتر مقدار مدول  یانگ  مقدار مدول 
یانگ نانولوله کمتر خواهد بود و این نشان دهنده آن است که تئوری حاضر 
در این پژوهش نسبت به تئوری کلاسیک این قابلیت را دارد که وابستگی 
به طول را پیش بینی نماید. اما نکته منفی درباره مدل یک بعدی میله آن 
است که با نتایج آزمایشگاهی انطباق مناسبی ندارد چرا که به عنوان نمونه 
وقتی پارامتر طول مشخصه در حدود 1 آنگستروم درنظر گرفته می شود 
آزمایشگاهی  نتایج  از  بیش  تئوری حاضر  پیش بینی  نمودار  از  در بخشی 
می باشد و در بخشی دیگر کمتر از نتایج آزمایشگاهی پیش بینی را انجام 
می دهد. این امر نشان می دهد که این مدل در پیش بینی مدول یانگ از 
انطباق مناسبی با نتایج آزمایشگاهی برخوردار نیست. درضمن این مدل 
توانایی بررسی تأثیرات قطر نانولوله بر روی مدول یانگ آن را ندارد و به 

عبارتی تمامی قطرها از مدول یانگ یکسان برخوردار خواهند بود.
مدل  شد،  بیان  اشاره  مورد  میله  مدل  مورد  در  که  نقایصی  به  توجه  با 
قرار  ارزیابی  مورد  نانولوله  اندازه  به  وابسته  رفتار  بررسی  برای  دیگری 
می گیرد. مدل تیر اویلر- برنولی، مدلی است که برای این منظور موردنظر 
است و در این مدل نیز از آنجایی که این تئوری ذاتاً اثرات برش را لحاظ 
نمی کند بنابراین بایستی انتظار داشت که تنها مدول یانگ از این طریق 

مورد مطالعه قرار گیرد.
به  و   )10،10( نانولوله  برای  طول  به  وابسته  یانگ  مدول   5 شکل  در 
ضخامت 0/34 نانومتر براساس نتایج آزمایشگاهی ]13[ و براساس مدل 
پیشنهادی در این پژوهش بر حسب مقادیر مختلف پارامتر طول مشخصه 

رسم شده است.

نانولوله  طول  افزایش  با  دوباره  می شود  دیده   5 شکل  در  که  همانگونه 
را  اندازه  به  وابستگی  حدود  یافت.  خواهد  افزایش  یانگ  مدول  کربن، 
می توان تا حدود 7 نانومتر ارزیابی نمود و بعد از آن هیچ گونه وابستگی 

مدول یانگ نانولوله کربن وابسته به طول بر اساس : ششکک 
نتایج مدل تیر اویلر- برنولی )با اصلاح شرایط مرزی در تحقیق 

حاضر( در مقایسه با نتایج آزمایشگاهی 
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به اندازه به طرز چشم گیر دیده نمی شود. از سوی دیگر در تخمین پارامتر 
طول مشخصه دیده می شود که وقتی این پارامتر در حدود 1/7 آنگستروم 
برخوردار  آزمایشگاهی  نتایج  با  مناسبی  انطباق  از  می شود  زده  تخمین 
مطالعات  تمامی  در  پس  این  از  پارامتر  این  مقدار  بنابراین  بود.  خواهد 
پارامتر  از  مقدار  این  درنظر گرفته می شود.  آنگستروم  با 1/7  برابر  آینده 
طول مشخصه انطباق مناسبی با پیش بینی سایر محققین ]13[ )حدود 2 
آنگستروم( را نیز دارد. از سوی دیگر وابستگی به طول مدول یانگ در 
قطرهای مختلف نیز در شکل 6 نشان داده شده است. مقدار پارامتر طول 

مشخصه نیز برابر با 1/7 آنگستروم درنظر گرفته می شود.

همانگونه که مشاهده می شود میزان وابستگی به طول به صورت جزیی از 
قطر نانولوله متأثر است و تقریباً نتایج یکسانی به ازای قطرهای مختلف 
 )2005( همکارانش  و  هوو7  نتایج  با  نتیجه  این  که  می شود  مشاهده 
روی  نانولوله  قطر  نقش  واضح تر شدن  برای  البته   .]14[ دارد  همخوانی 
مدول یانگ، به ازای یک طول ثابت و ضخامت ثابت در قطرهای مختلف، 

نمودار مدول یانگ در شکل 7 رسم شده است.

7 Hu

مدول یانگ نانولوله کربن وابسته به طول در قطرهای : ششکک 
مختلف از نانولوله بر اساس مدل تیر اویلر- برنولی )با اصلاح 
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بررسی وابستگی مدول یانگ نانولوله کربن به قطر در : 7شکک 
طول و ضخامت ثابت بر اساس مدل تیر اویلر- برنولی )با اصلاح 

شرایط مرزی در تحقیق حاضر(
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تأثیر کمی روی مدول  نانولوله کربن  قطر  دارد که  آن  از  نتایج حکایت 
یانگ آن خواهد داشت. این نتیجه با نتایج مرجع ]14[ همخوانی خوبی 
دارد چرا که طبق مطالعات این محققین نیز تأثیر قطر نانولوله روی مدول 

یانگ بسیار کم است.
مدول1برشی1وابسته1به1اندازه1نانولوله-21-21

در بخش قبل همانگونه که مشاهده شد مدل تیر تحت خمش از انطباق 
پارامترهای هندسی  تمامی  تقریباً  و  است  برخوردار  اتمی  نتایج  با  خوبی 
مؤثر بر مدول یانگ را دربرمی گیرد. در این بخش، مدل میله تحت پیچش 
اندازه مدول  به  وابستگی  آن  از  استفاده  با  و  قرار می گیرد  استفاده  مورد 

برشی نانولوله کربنی مورد ارزیابی قرار می گیرد.
از آنجایی که رفتار نانولوله بصورت ایزوتروپیک فرض می گردد بنابراین 
قسمت های  در  نمود.  تعیین  آن  برای  را  مستقل  مادی  خاصیت  دو  باید 
قبل، روی مدول یانگ بررسی صورت گرفت و مشاهده شد که مدل تیر 
تحت خمش از انطباق خوبی با نتایج آزمایشگاهی برخوردار است. در این 
بخش برای بررسی وابستگی به اندازه مدول برشی، باید مدول برشی را 
بر حسب طول و براساس رابطه )33( رسم نمود. ابتداً تأثیر پارامتر طول 
در شکل  می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  نانولوله  پیچشی  رفتار  بر  مشخصه 
پارامتر طول  از  ازای مقادیر مختلف  به  8 مدول برشی برحسب طول و 

مشخصه رسم شده است.

همانگونه که ملاحظه می گردد، انطباق مناسبی میان نتایج آزمایشگاهی 
و نتایج تئوری حاضر دیده نمی شود. براساس نتایج آزمایشگاهی تغییرات 
تئوری  نتایج  که  در حالی  ندارد  برشی  اثر چشم گیری روی مدول  طول 
حاضر حکایت از وابستگی به طول در مورد مدول برشی دارد. همچنین 
داده  نشان   9 در شکل  مختلف  قطرهای  ازای  به  تأثیرات طول  بررسی 

شده است.
این نتایج مجدداً حکایت از آن دارد که تأثیر قطر به ازای تغییرات طول روی 
مدول برشی چندان چشم گیر نیست. تاثیر تغییرات قطر روی مدول برشی 
 نانولوله کربن به ازای مقادیر ثابتی از طول نیز در شکل 10 نشان داده شده است.

مدول برشی نانولوله کربن برحسب طول و به ازای : ششکک 
مقادیر مختلف پارامتر طول مشخصه، بر اساس مدل میله تحت 

پیچش )توسعه یافته در تحقیق حاضر(
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مقایسه این نتایج با نتایج محققین دیگر بر این امر دلالت دارد که تغییرات 
قطر تا اندازه کمی بر روی مدول برشی اثر می گذارد. البته میزان تأثیرات 

آن به مراتب نسبت به مدول یانگ بیشتر است.

نتیجه1گیری-21
مکانیکی  خواص  و  رفتار  بر  آن  تأثیر  و  نانو  ابعاد  در  اندازه  اثرات  وجود 
نانوساختارها بیانگر اهمیت بررسی پدیده مذکور در تبیین رفتار مکانیکی 
این دسته از مواد است. به ویژه تأثیر این پدیده بر خواص موادی نظیر 
نتایج  اختلاف  از  سهمی  و  باشد  توجه  قابل  می تواند  نانوکامپوزیت ها 
تئوری  این تحقیق  در  اختصاص دهد.  به خود  را  تئوری  و  آزمایشگاهی 
چنین  بررسی  قابلیت  که  تئوری  عنوان  به  کرنشی،  گرادیان  الاستیسیته 
شرایط  و  حاکم  روابط  است.  گرفته  قرار  مطالعه  مورد  دارد،  را  پدیده ای 
مرزی در این تئوری برای مدل های میله تحت کشش، تیر اویلر- برنولی 
و میله تحت پیچش با استفاده از روش انرژی و حساب تغییرات استخراج 

بررسی تغییرات طول روی مدول برشی نانولوله کربن : 9شکک 
به ازای مقادیر مختلفی از قطر، بر اساس مدل میله تحت پیچش 

)توسعه یافته در تحقیق حاضر(
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بررسی تغییرات قطر روی مدول برشی به ازای مقادیر : ک1شکک 
ثابت طول، بر اساس مدل میله تحت پیچش )توسعه یافته در 

تحقیق حاضر(
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کاهش  یک بعدی  حالت  برای  ساختاری  رابطه  حاضر  تحقیق  در  گردید. 
یافته و استخراج گردید.

سپس با استفاده از مدل های مذکور مدول یانگ و مدول برشی وابسته به 
اندازه نانولوله کربن به دست آمد. مقدار پارامتر طول مشخصه بر اساس 
انطباق با نتایج آزمایشگاهی تعیین گردید. مدل تیر از قابلیت مناسب تری 
در قیاس با مدل میله در بررسی مدول یانگ وابسته به اندازه برخوردار 
بود. از سوی دیگر مشاهده شد که تأثیر طول نانولوله کربن به مراتب از 
تأثیر قطر آن بیشتر است. همچنین در بررسی مدول برشی نانولوله کربن 
مشاهده گردید که بر خلاف نتایج آزمایشگاهی میزان وابستگی به اندازه 
آزمایشگاهی مشاهده نمی شود.  نتایج  با  انطباق مناسبی  و  شدیدتر است 
منتهی اثرات طول و قطر روی مدول برشی مشابه اثرات آنها روی مدول 

یانگ خواهد بود.
از آنجایی که تئوری گرادیان کرنشی مذکور در این پژوهش تنها دارای 
یک پارامتر جدید میکروساختاری است، بنابراین تخمین تنها مدول یانگ 
نتایج  با  مناسبی  انطباق  از  برشی  مدول  ولی  پذیرفت  صورت  خوبی  به 
آزمایشگاهی برخوردار نبود. بنابراین انتظار آن می رود که بتوان با استفاده 
از تئوری گرادیان کرنشی چندپارامتری این نقیصه را برطرف نمود. برای 

رفع این نقیصه به تحقیقات بیشتر نیازمند است.
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