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بررسی اثر انحراف از تقارن دوره ای در ارتعاشات رینگ دوار تحت بارگذاری الکترومغناطیسی 
متحرک

صابر شیخ خوشکار، سید علی سینا*، علیرضا شاطرزاده

دانشکده مهندسی مکانیک و مکاترونیک، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود، ایران. 

خلاصه: تحلیل ارتعاشات از مراحل اصلی طراحی و ساخت ماشین های الکتریکی است که ویژگی های الکتریکی و مکانیکی این 
تجهیزات را تحت تأثیر قرار می دهد. در پژوهش حاضر، اثر تقارن دوره ای و انحراف از آن در ارتعاشات رینگ های دوار تحت بارگذاری 
الکترومغناطیس متحرک بررسی شده است. رینگ با استفاده از فرضیات تیر اویلر برنولی و اندرکنش سازه و نیروی الکترومغناطیس با 
استفاده از فنرهای گسسته مدل سازی شده است. معادلات حاکم بر حرکت داخل صفحه رینگ دوار در حضور نیروی الکترومغناطیسی 
با استفاده از اصل همیلتون استخراج شده است و سپس تحلیل فرکانسی سیستم انجام گرفته است. مقادیر ویژه سیستم با استفاده از 
حل اغتشاشی به صورت نیمه تحلیلی به دست آمده است. نتایج بیانگر ظهور ناپایداری در مودهای مختلف سیستم به ازای نسبت های 
مشخصی مابین سرعت دورانی رینگ و تکیه گاه و مرتبه تقارن دوره ای سیستم است. اثر انحراف از تقارن دوره ای به واسطه متغیربودن 
سفتی فنرهای گسسته با زمان و زاویه اتصال این فنرها به رینگ در خواص ارتعاشی و پایداری حرکت داخل صفحه رینگ دوار تحت 
بارگذاری الکترومغناطیسی به صورت تحلیلی مورد بررسی قرار گرفته است. نشان داده شد که انحراف از تقارن دوره ای در سیستم به 

واسطه تغییرات زمانی سفتی فنر  موجب ازبین رفتن ناپایداری افتراق مودها می شود. 
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مقدمه- 1
کاربردهای  دارای  چرخان  بارهای  معرض  در  متقارن  رینگ های 
رینگ ها  این گونه  کاربردهای  مهم ترین  از  هستند.  مهندسی  در  گسترده 
نیروهای  اشاره کرد که تحت  الکتریکی  ماشین های  به  در صنعت می توان 
الکترومغناطیسی دوار درون صفحه ای قرار دارد. نیروی الکترومغناطیس منجر 
به ایجاد تحریک ارتعاشی سازه ماشین های الکتریکی می شود که بررسی این 
پدیده به منظور دستیابی به طراحی مناسب و کارآمد ماشین الکتریکی بسیار 

حائز اهمیت است.
تحقیقات در مورد ارتعاشات استاتور ماشین های الکتریکی دارای سابقه 
طولانی است که به دو صورت کلی رینگ متقارن و رینگ با تقارن دوره ای1 
مورد بررسی قرار گرفته است. بررسی ارتعاشات آزاد و اجباری رینگ ثابت یا 
دوار موضوع فعایت بسیاری از محققین بوده است. رائو و سانداراراژان ]1[ و 
کرخوپ ]2[ ارتعاشات داخل صفحه رینگ ثابت را با استفاده از مدل خطی 

1  Cyclic symmetry

بررسی کردند. کیم و چانگ ]3[ به بررسی ارتعاشات غیرخطی رینگ دوار 
پرداختند. در مسئله رینگ دوار به واسطه حضور ترم های مرتبط با سرعت 
دورانی در معادله حرکت، شکل مودهای ویرلینگ2 و فرکانس های پسرو3 و 
به  ذکرشده  پژوهش های  در  موضوع  این  می گردند.  ظاهر  مربوطه  پیشرو4 
اصلی  برخورد  که  است  ذکر  شایان  گرفته است.  قرار  بررسی  مورد  تفصیل 
چارچوب  این  در  استاتور  ارتعاشات  مساله  با  برق-قدرت  گرایش  محققین 
است. به عنوان نمونه، الیسون و یانگ ]4[ به بررسی ارتعاشات آزاد استاتور 
ماشین های الکتریکی کوچک پرداخته اند. ارتعاشات آزاد و اجباری رینگ دوار 
بر بستر الاستیک توسط هوانگ و سئودل ]5[ مورد بررسی قرارگرفت. خاولی 
ارتعاشات استاتور موتورهای سنکرون مغناطیس دائم را که در  و شرام ]6[ 
موتورهای هیبرید کاربرد دارند، بر مبنای مدل سازی استاتور به صورت رینگ 
متقارن و بدون در نظر گرفتن اثرات اندرکنش سازه و نیروی الکترومغناطیس 
ارتعاشات  بررسی  در   ]7[ اخیرا، جین و همکاران  داده اند.  قرار  بررسی  مورد 

2  Whirling modes
3  Backward
4  Forward
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ترانسفورماتور از مدل رینگ بر بستر الاستیک استفاده کردند. در مقاله حاضر 
استاتور به صورت رینگ دارای تقارن دوره ای مدل شده است.

روتور و استاتور توربوماشین ها، آنتن های ماهواره، رینگ های مرتعش در 
ژیرسکوپ ها و استاتور و روتور ماشین های الکتریکی نمونه هایی از سازه های 
با تقارن دوره ای هستند. تقارن و تناوب موجود در سیستم شامل رینگ متقارن 
دوره ای منجر به ایجاد جفت شکل مودهای هارمونیک در فرکانس یکسان 
می شود. انحراف از تقارن در سیستم منجر به ظهور یک جفت فرکانس جدید 
افتراق1  به ازای جفت شکل مودهای فوق الذکر می گردد، که به این پدیده 
می گویند ]8[. افتراق می تواند باعث ناپایداری در سیستم ها شود. در بسیاری 
از کاربردها، افتراق مودها پدیده نامطلوبی است که باید با استفاده از فرایندی 
بنام تریم کردن فرکانس از بین برود. در گذشته افتراق مودها با استفاده از 
روش های تجربی و تحلیلی مورد بررسی قرار گرفته است ]10-8[. رورک و 
همکاران ]11[ به ازبین بردن اثر افتراق مودها با درنظرگرفتن ذرات جرم در 
مکان های مشخصی از رینگ پرداختند. یو و موت ]12[ به افتراق مودها در 
ورق های دندانه دار با شکاف های شعاعی هم فاصله پرداختند. کیم و همکاران 
]13[، همچنین چانگ و ویکرت ]14, 15[ به افتراق مودها در سازه ای دیسک 
شکل با استفاده از روش حل اغتشاشی پرداختند. وو و پارکر ]16[ و بایسنا و 
کرسو ]17[ رفتار های افتراقی رینگ واره ها را با روش اغتشاشی مورد مطالعه 
قرار دادند. نویسندگان مقاله اخیر به بررسی افتراق مودها و اختلاط مودها در 
استاتورهای اولتراسونیک، رینگ های شامل چندین جرم نقطه ای و با تقارن 

دوره ای پرداخته اند.
بررسی دقیق ارتعاشات ماشین های الکتریکی نیازمند درنظرگرفتن اثرات 
نیروی  که  است  بدیهی  است.  الکترومغناطیس  نیروی  با  سازه  اندرکنش 
برای  است.  استاتور  جابجایی های  از  متأثر  سازه  به  وارد  الکترومغناطیس 
استفاده  فنر  المان  از  سازه  و  الکترومغناطیس  نیروی  اندرکنش  مدل سازی 
به  الکترومغناطیس  نیروی  که  داشت  نظر  در  باید  این  بر  علاوه  می شود. 
صورت بار در حال حرکت به سازه وارد می شود. هوانگ و سئودل ]18[ حل 
دقیق ارتعاشات اجباری رینگ دوار را تحت بارگذاری نقطه ای هارمونیک با 
توزیع مکانی مشخص بدست آوردند. متریکین و توچولین ]19[ در بررسی 
ارتعاشات چرخ قطار، مساله رینگ الاستیک با نیروی خارجی نقطه ای متغیر 
ناپایداری   ]20[ پارکر  و  کانچی  کردند.  بررسی  را  حرکت  حال  در  زمان  با 
پارامتری رینگ دوار در حضور فنرهای متحرک و با سفتی2 متغیر با زمان 
در شکل  افتراق  پدیده  بررسی  به   ]21[ و همکاران  بررسی کردند. سان  را 

1  Splitting
2  Stiffness

همکاران  و  ژائو  همچنین  پرداختند.  دوار  متقارن  رینگ  ارتعاشی  مودهای 
بار مغناطیسی دوار در استاتور موتورهای  از  ناپایداری پارامتری ناشی   ]22[
مرجع  در  انجام گرفته  مطالعات  دادند.  قرار  بررسی  مورد  را  دائم  مغناطیس 
این  اعمال  زاویه  الکترومغناطیسی دوار و  نیروی  تغییر  بر مبنای عدم   ]21[
اثر تغییرات نیروی  انجام شده است. پژوهش حاضر  نیرو به رینگ در زمان 
الکترومغناطیسی دوار و زاویه اعمال این نیرو در زمان را در نظر گرفته است. 
به  منجر  زمان  حسب  بر  دوار  الکترومغناطیسی  نیروی  تغییر  امکان  فرض 
تغییر تقارن دوره ای در سیستم می شود. این مسئله به واسطه وجود خطا در 
ماشین های الکتریکی )ناهمراستایی اجزای ماشین، اختلال در عملکرد اجزای 
ماشین و موارد مشابه( امکان وقوع دارد و نتایج به دست آمده در تحقیق حاضر 
نشان دهنده اهمیت این موضوع در رفتار ارتعاشی ماشین های الکتریکی است. 
رینگ  حرکت  بر  حاکم  معادلات  مسئله،  بندی  فرمول  بخش  در  ابتدا 
الاستیک با درنظرگرفتن اثر تقارن دوره ای ارایه گردیده است. معادلات حرکت 
با استفاده از فرضیات تیر اویلر-برنولی در میدان جابجایی و بر مبنای اصل 
همیلتون، استخراج شده اند. در ادامه، تحلیل فرکانسی رینگ با تقارن دوره ای 
با استفاده از روش تحلیلی صورت گرفته است. در این بررسی، هر دو حالت 
سیستم در حالت پایا )عدم وجود ضرایب متغیر با زمان در معادله حرکت( و 
سیستم در حالت ناپایا )وجود ضرایب متغیر با زمان در معادله حرکت( در نظر 
گرفته شده است. اثرات انحراف از تقارن کامل در رینگ با استفاده از روش 
حل اغتشاشی3 مورد بررسی قرار گرفته است. نیروی الکترومغناطیسی وارده 
به رینگ با استفاده از فنرهای گسسته مدل شده است که اثرات متغیربودن 
بررسی  و  پایداری  تحلیل  شده است.  بررسی  نیز  زمان  در  فنرها  این  سفتی 
گرفته است.  انجام  فوق  موارد  از  هریک  در  مودها  افتراق  پدیده  تحلیلی 
ارائه گردیده است. حسب اطلاع نویسندگان، برای  نتایج عددی مربوطه نیز 
نخستین بار نقش انحراف از تقارن دوره ای به واسطه متغیربودن زمانی نیروی 
افتراق مودها به تفصیل مورد بررسی  ناپایداری  الکترومغناطیس در کاهش 
پارامترهای  اهمیت  بیانگر  پژوهش  این  از  حاصل  نتایج  گرفته است.  قرار 
پایداری  در  پارامترها  این  اثر  بالاخص  و  ارتعاشی سیستم  رفتار  در  طراحی 

سیستم است.

فرمول بندی مسئله- 2
تشریح مدل رینگ - 1- 2

رینگ دوار مطابق شکل 1 مدل سازی می شود که شامل رینگ با سرعت 

3  Perturbation methods
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sΩ است. دستگاه  rΩ و تکیه گاه با سرعت زاویه ای ثابت  زاویه ای ثابت 
داده شده است.  نشان  در شکل   )o r zθ− ( رینگ  به  مختصات چسبیده 
همانگونه که در شکل 1 مشخص شده است، تعدادی فنر با سفتی یکسان در 
فواصل یکسان بین تکیه گاه و وجه داخلی رینگ متصل شده اند. زاویه امتداد 
β نشان داده شده است. همچنین ضخامت  نصب فنرها با جهت شعاعی با 
 ، b  ، h رینگ، عمق، چگالی، جرم، مدول یانگ و شعاع رینگ به ترتیب با 

R نشان داده شده است. E و   ، m  ، 0ρ

u به ترتیب بیانگر جابجایی در جهت های شعاعی و مماسی در  v و   
 θ یک نقطه از رینگ هستند که وابسته به زمان و زاویه موقعیت  مکانی 
jk نشان داده شده است.  می باشند. سفتی فنرهای متصل شده به رینگ با 

jθ به صورت زیر تعریف می شود.
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N تعداد فنرها است. که در آن 

میدان کرنش و انرژی پتانسیل
) به صورت زیر بیان می شود ]3[. )r ,θ کرنش مماسی در مختصات 
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zφ به ترتیب کرنش غشائی1 و زاویه چرخش  Lθε و  توجه شود که 
تعریف  زیر  به صورت  که  هستند   z− محور  حول  رینگ  مقطع  الاستیک 

می شوند.
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انرژی پتانسیل ناشی از خمش درون صفحه به صورت زیر بیان می شود 
.]5[

1  Membrane strain

v
u 

 ای تحت بارگذاری مغناطیسی دورانیمدل رینگ دوار دارای تقارن دوره 1 شکل 

Fig.1. Schematic of spinning, cyclic symmetric ring under moving electromagnetic loading 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. مدل رینگ دوار دارای تقارن دوره ای تحت بارگذاری مغناطیسی دورانی

Fig. 1. Schematic of spinning, cyclic symmetric ring under moving electromagnetic loading
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و  مقطع  سطح  اینرسی  ممان   ، 3) 12(I I bh= فوق  رابطه  در 
است.   ( )1 z Rθε φ θ= ∂ ∂ و  رینگ  مقطع  سطح   ، ) (A A bh=

انرژی پتانسیل ناشی از فنرهای متصل شده به رینگ نیز به صورت زیر تعریف 
می شود.
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جز دیگر انرژی پتانسیل به واسطه نیروی گریز از مرکز ناشی از دوران 
رینگ ایجاد می شود که به صورت زیر در نظر گرفته می شود ]5[.
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در نتیجه انرژی پتانسیل رینگ به صورت زیر است:
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انرژی جنبشی
درنظرگرفتن  با  نقطه  o، مختصات هر  r zθ− در مختصات چرخان 

v به صورت زیر بیان می شود. و  u جابجائی های مماسی و شعاعی  
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eθ به ترتیب بردارهای یکه مماسی و شعاعی هستند. بردار  re و  که 
سرعت با استفاده از رابطه )11( به صورت زیر تعریف می شود.

(11) (11)   r r r
d v uu R v .
dt t t                  
rr e e  

 

(12) 
 

2 22
0 00

2

2 2
2

00

1
2

1 .
2

hR

hR

r r

T d dr

v uA u R v Rd
t t





 

   






                    

 



r r

 

 

(13) 1

1
0) ( 0,

t

t
T U dt    

 

(14) 0.uv



 


 

 

(15) 
2

)0( )1(
2 0,u uM G D K K u

t t
         

 

 

(16)  

 2

2

2 4 6
)0(

2 4 6

1 ,

) 2 (.

M

K



  


 


  

   
  

 

 
 2

2

2 4 6
)0(

2 4 6

1 ,

) 2 (.

M

K



  


 


  

   
  

 

 

(17) 2 4
2

2 4

,4

3 .p

pG

D











  
 



  


 

 

 

 

( با چشم پوشی از اثر اینرسی چرخشی1 به صورت  0T انرژی جنبشی )
زیر بیان می شود ]5[.
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معادلات حاکم بر حرکت- 2- 2
استفاده  همیلتون  اصل  از  حرکت  بر  حاکم  معادلات  استخراج  برای 

می شود.
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δ علامت  U به ترتیب انرژی جنبشی و پتانسیل سیستم و  0T و  که 
مربوط به وردش در حساب تغییرات است. در استخراج معادلات حرکت از 
فرضیات مربوط به خمش بدون جابجایی محوری2 در رینگ استفاده می شود. 
بر این اساس می توان جابه جایی های مماسی و شعاعی را به صورت زیر به 

هم مرتبط کرد ]20[.

1  Rotary inertia
2  Inextensible bending
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و   tt=
T

به صورت بی بعد  و مکان  زمان  معادلات،  بی بعدسازی  برای 

 است. برای رعایت اختصار، 
4

0ñ ART=
EI

=uu تعریف می شوند که 
R

u به عنوان زمان و مکان بی بعد به کار می روند. با استفاده از  t و  در ادامه 

اصل همیلتون و فرضیات ذکرشده، معادلات حرکت به صورت زیر به دست 

می آیند ]21[:
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که عملگرهای جرم و سفتی به صورت زیر هستند:
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G که براثر دوران رینگ ایجاد می شوند، به صورت  D و  عملگرهای 

زیر تعریف می شوند:
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ایجاد  رینگ  به  متصل  فنرهای  توسط  که   1( )K عملگر  همچنین 

می شود، به صورت زیر است:
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رینگ  و  تکیه گاه  دورانی  سرعت  بین  اختلاف   relΩ فوق،  رابطه  در 
و تکیه گاه  بی بعدشده  سرعت  بیانگر   ) (v v sTΩ Ω Ω= است. 

رابطه  در  است.  رینگ  بی بعدشده  سرعت  معرف   ) (p p rTΩ Ω Ω=

ε به عنوان یک پارامتر کوچک بیانی از ضریب سفتی فنرهای متصل  ،)15(
تعریف می شود.

3

EI
kRε = به رینگ است که به صورت

حل تحلیلی سیستم- 3
حل اغتشاشی سیستم در حالت پایا - 1- 3

منظور از این حالت، وقتی است که وابستگی به زمان در معادلات حاکم 
rel در رابطه )19(  tΩ وجود ندارد. سفتی فنرها وابسته به زمان نیست و ترم 

حذف گردد. 

 رینگ دوار کاملا متقارن3- 1- 1- 
وجود فنرها در سیستم منجر به ازدست رفتن تقارن در رینگ می شود. در 
این قسمت با صرف نظرکردن از فنرها، حل سیستم را در حالت کاملا متقارن 
، در رابطه  )1(K ε و بالتبع  به دست می آوریم. با صرف نظرکردن از مقادیر 

)15( معادلات حاکم برای رینگ دوار به صورت زیر خواهد بود.
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( به صورت زیر فرض  , (u tθ با استفاده از روش جداسازی متغیرها1، 
می شود.

1  Separation of variables
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، nامین ضریب هارمونیک و )~( به معنای مزدوج  nA در معادله بالا 
 ) 1(i = −  i 0nr معرف مقادیر ویژه سیستم است و مختلط1 و همچنین

یکه موهومی است. با قراردادن رابطه )22( و )21( در رابطه )20(:
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، مقادیر ویژه در رینگ ثابت به  pΩ با صفر قراردادن سرعت بی بعدشده
صورت زیر حاصل می شود:
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فرکانس طبیعی سینوسی و کسینوسی به صورت زیر خواهد بود ]20[:
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1  Complex conjugate

)2( همان فرکانس های پیش رونده و پس رونده هستند که این 
nf )1( و

nf

موضوع با نتایج هوانگ و سویدل انطباق کامل دارد ]5[.

 رینگ با تقارن دوره ای3- 1- 2- 
و  می شود  تقارن  ازدست رفتن  به  منجر  رینگ  در  فنرها  نظرگرفتن  در 
سازه در این حالت اصطلاحا دارای تقارن دوره ای است. برای حل سیستم در 
حالت تقارن دوره ای فرض می شود که جواب در این حالت گسترش یافته ای 
از جواب در حالت رینگ متقارن است. تئوری اغتشاشات به این منظور مورد 
از تکنیک حل اغتشاشی به بررسی پدیده  با استفاده  استفاده قرار می گیرد. 

افتراق مودها و فرکانس های طبیعی در سیستم پرداخته می شود.
پارامترهای رابطه )21( در این حالت به صورت زیر فرض می شوند:
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زیرا  است  زمان  از  مستقل  حالت  این  در   ) 1nr ( اغتشاشی  ویژه  مقدار 
تکیه گاه بدون حرکت فرض شده است. بنابراین پاسخ به صورت زیر است.
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در   )29( و   )28( روابط  جایگزینی  شامل  خلاصه  صورت  به  حل  روند 
ε و حل معادلات  رابطه )20(، جداسازی معدلات مربوط به مراتب مختلف 
از  بالاتر است. جهت آگاهی  پایین تر و جایگزینی در معادلات مرتبه  مرتبه 
1nr به صورت زیر  جزییات بیشتر به مرجع ]21[ مراجعه شود. مقادیر ویژه 

بدست می آید:
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از طرف دیگر،
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است. همانگونه که از روابط )30( و )31( مشخص است، تقارن دوره ای 
 1nrε اندازه  به  طبیعی  فرکانس  تغییر  به  منجر  پایا  حالت  در  سیستم  در 
مقدار   ،q ′ غیرصحیح  مقادیر  ازای  به  فرکانس  اندازه  تغییر  این  می شود. 
کوچکی است که تغییری در طبیعت اصلی ارتعاشی سیستم ایجاد نمی کند. 
q عددی صحیح باشد، در این حالت با توجه به رابطه  ′ اما در مواقعی که 
مقدار  بود.  خواهد  غیرصفر  زیرخط  با  مشخص شده  ترم  عددی  مقدار   )31(
برابر  مودهای سینوسی  برای  و   1 برابر  مودهای کسینوسی  برای   n

n

A
A



1nr مستعد آن است که   ،q ′ ازای مقادیر صحیح  به  نتیجه  1- است. در 
مقدار آن برای مودهای سینوسی و کسینوسی متفاوت شود. آنچه در این بین 
1nr به  2 است. اگر مقدار  2 2sin cosnβ β− اثرگذار است مقدار عبارت 
ازای مودهای سینوسی و کسینوسی متفاوت شود آنگاه پدیده افتراق مودها 
روی داده است و در غیر این صورت سیستم شاهد تکرار1 مودها است ]21[.

n غیر صحیح می توان از ایجاد 
N

2 با استفاده از یک نسبت مناسب 
پدیده افتراق مودها جلوگیری کرد. اما در عمل، تغییر این دو پارامتر ممکن 
اگر  کنترل می نمایند.  را  افتراق  پدیده  فنرها  زاویه  تنظیم  با  بنابراین  نیست 
1tan باشد، پدیده افتراق مودها از  ) (nβ −≈ 1tan یا نهایتا  ) (nβ −=

بین خواهد رفت ]21[.

1  Repeating

حل اغتشاشی سیستم رینگ و فنر با سفتی متغیر با زمان با تقارن - 2- 3

دوره ای

تابعی سینوسی  به صورت  فنر  این بخش فرض می شود که سفتی  در 

تقارن  این حالت  در  تغییر می کند. دقت شود که   relNπ Ω2 فرکانس  با 

دوره ای در کل رینگ برقرار است. شماتیک سیستم در این حالت در شکل 

2 آمده است.

وقتی که رینگ و تکیه گاه هر دو در حال دوران هستند، معادله حاکم بر 

حرکت دارای ضرایب متغیر با زمان است. برای حل معادله حرکت در این 

حالت، ترم اغتشاشی در رابطه )28( به صورت تابعی از زمان فرض می شود. 
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بدیهی است که حل کلی به صورت حاصل ضرب توابع مکانی و زمانی 

به صورت زیر خواهد بود:
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استفاده  انتگرال کانولوشن2  از تکنیک  این حالت  برای حل سیستم در 
Convolution integral  2

v

u

 
 اینر متغیر با زمان با تقارن دورهسیستم رینگ و ف  2 شکل 

Fig.2. Time-varying, cyclic symmetric ring and spring system 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. سیستم رینگ و فنر متغیر با زمان با تقارن دوره ای

Fig. 2. Time-varying, cyclic symmetric ring and spring system
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به  فنرها  سفتی  که  حالتی  در  سیستم  پاسخ  روش  این  مبنای  بر  می گردد. 
( در زمان باشد، به صورت زیر است:  (f t صورت تابع 
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حل  روش  است.  گسسته  فنر  وجود  ازای  به  سیستم  پاسخ   ) (h t که 
معادلات حاکم بر سیستم در این بخش تا حدود بسیار زیادی مشابه روش 
حل مذکور در بخش  3-3- است. جهت رعایت اختصار و حفظ یکپارچگی 
مقاله، تنها به ارایه جواب نهایی در این بخش اکتفا شده است. روش حل و 
ارایه  تفصیلی  صورت  به  بخش  3-3-  در  پاسخ ها  پایداری  مطالعات  نحوه 
به صورت زیر  ثابت  با سفتی  ازای فنر گسسته  به  پاسخ سیستم  شده است. 
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با استفاده از انتگرال کانولوشن، پاسخ زمانی سیستم فوق به صورت زیر 
بدست می آید.
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حل اغتشاشی سیستم رینگ و فنر با سفتی متغیر با زمان بدون تقارن - 3- 3
دوره ای

در این حالت فرض می شود که فنرهای گسسته دارای مقادیر سفتی متغیر 
به واسطه متغیربودن  تقارن دوره ای در رینگ  به نحوی که  باشند  با زمان 
سفتی فنرها از بین برود. از دیدگاه ناظر نشسته روی رینگ با توالی زمان 
مشخصی نیروی فنر احساس می شود اما دامنه این نیرو خود تابعی از زمان 

است.

فنر با سفتی هارمونیک در زمان- 1- 3- 3
معادله حاکم به صورت زیر تغییر خواهد کرد.
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Λ فرض می شود. ( به صورت هارمونیک و با فرکانس  (f t که 
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و   )38( رابطه  در  آن  و جایگذاری   )33( تابع مکان-زمان  از  استفاده  با 
1nr به  ε، معادله حاکم بر  استخراج معادلات حاکم بر مرتبه های مختلف 

صورت زیر به دست می آید.
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3891 تا 3910

3899

2 و ضرب داخلی رابطه )40( در  1n nr ( t ) t r ( t )= با تغییر متغیر 
] جهت گسسته سازی معادلات، معادله  ]π0 2 inèe با بازه انتگرال گیری 

حاکم در زمان به صورت رابطه )41( به دست می آید.
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و حل معادله )41( به صورت زیر است.
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که در آن

(43)

(41) 

2 2 2
2

2 ) (2 2 2

1

cos) ( N)sin cos (
2 )1 (

)sin cos sin 2 ( ,j rel

n2 n2

N
in tn

jn

tr +2iΓr n
n

A n in e
A



 


    



   


   




 

 

(42) 
2

1 2
2

1 3

, /
,

, /rel

i t
rel

n2 in t
rel

H H e n
r

H H e n





 

 





   
 

 

 

(43) 

2 2 2
1

2 2 2
2

2

1

2 2 2
3

2 2 2 2

1

)sin cos (
2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

)4 4 (cos) ( )2 4

j

j

n

n
N

in

j

n

n
N

in
rel rel

j

H VN n
it t

AH V n in
A

ie t t

AH P n in
A

e n n t i in





 
 


  

 


  

     









  

   

   

   

  

   





   

2 2 2

222 2 2 2

(sin) ( ,

1 ,
2 )1 ()4 (

1 .
2 )1 ( 4 2 4 4

rel

rel rel rel

t

V
n

P
n n n n

  

  

       

  




 


         

 

(44) 2
1 , ,Im) ( Im) ( .n

n c s c s
rr
t

  

 

(45) ) ( 1 , ) ( 1.n n
c s

n n

A A
A A

    

 

(46) , ,Im) ( Im) ( .s c n0 n1 s cr r    

 

 

(41) 

2 2 2
2

2 ) (2 2 2

1

cos) ( N)sin cos (
2 )1 (

)sin cos sin 2 ( ,j rel

n2 n2

N
in tn

jn

tr +2iΓr n
n

A n in e
A



 


    



   


   




 

 

(42) 
2

1 2
2

1 3

, /
,

, /rel

i t
rel

n2 in t
rel

H H e n
r

H H e n





 

 





   
 

 

 

(43) 

2 2 2
1

2 2 2
2

2

1

2 2 2
3

2 2 2 2

1

)sin cos (
2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

)4 4 (cos) ( )2 4

j

j

n

n
N

in

j

n

n
N

in
rel rel

j

H VN n
it t

AH V n in
A

ie t t

AH P n in
A

e n n t i in





 
 


  

 


  

     









  

   

   

   

  

   





   

2 2 2

222 2 2 2

(sin) ( ,

1 ,
2 )1 ()4 (

1 .
2 )1 ( 4 2 4 4

rel

rel rel rel

t

V
n

P
n n n n

  

  

       

  




 


         

 

(44) 2
1 , ,Im) ( Im) ( .n

n c s c s
rr
t

  

 

(45) ) ( 1 , ) ( 1.n n
c s

n n

A A
A A

    

 

(46) , ,Im) ( Im) ( .s c n0 n1 s cr r    

 

(41) 

2 2 2
2

2 ) (2 2 2

1

cos) ( N)sin cos (
2 )1 (

)sin cos sin 2 ( ,j rel

n2 n2

N
in tn

jn

tr +2iΓr n
n

A n in e
A



 


    



   


   




 

 

(42) 
2

1 2
2

1 3

, /
,

, /rel

i t
rel

n2 in t
rel

H H e n
r

H H e n





 

 





   
 

 

 

(43) 

2 2 2
1

2 2 2
2

2

1

2 2 2
3

2 2 2 2

1

)sin cos (
2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

)4 4 (cos) ( )2 4

j

j

n

n
N

in

j

n

n
N

in
rel rel

j

H VN n
it t

AH V n in
A

ie t t

AH P n in
A

e n n t i in





 
 


  

 


  

     









  

   

   

   

  

   





   

2 2 2

222 2 2 2

(sin) ( ,

1 ,
2 )1 ()4 (

1 .
2 )1 ( 4 2 4 4

rel

rel rel rel

t

V
n

P
n n n n

  

  

       

  




 


         

 

(44) 2
1 , ,Im) ( Im) ( .n

n c s c s
rr
t

  

 

(45) ) ( 1 , ) ( 1.n n
c s

n n

A A
A A

    

 

(46) , ,Im) ( Im) ( .s c n0 n1 s cr r    

 

(41) 

2 2 2
2

2 ) (2 2 2

1

cos) ( N)sin cos (
2 )1 (

)sin cos sin 2 ( ,j rel

n2 n2

N
in tn

jn

tr +2iΓr n
n

A n in e
A



 


    



   


   




 

 

(42) 
2

1 2
2

1 3

, /
,

, /rel

i t
rel

n2 in t
rel

H H e n
r

H H e n





 

 





   
 

 

 

(43) 

2 2 2
1

2 2 2
2

2

1

2 2 2
3

2 2 2 2

1

)sin cos (
2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

2cos) ( sin) ( ,

)sin cos sin 2 (

)4 4 (cos) ( )2 4

j

j

n

n
N

in

j

n

n
N

in
rel rel

j

H VN n
it t

AH V n in
A

ie t t

AH P n in
A

e n n t i in





 
 


  

 


  

     









  

   

   

   

  

   





   

2 2 2

222 2 2 2

(sin) ( ,

1 ,
2 )1 ()4 (

1 .
2 )1 ( 4 2 4 4

rel

rel rel rel

t

V
n

P
n n n n

  

  

       

  




 


         

 

(44) 2
1 , ,Im) ( Im) ( .n

n c s c s
rr
t

  

 

(45) ) ( 1 , ) ( 1.n n
c s

n n

A A
A A

    

 

(46) , ,Im) ( Im) ( .s c n0 n1 s cr r    

 

با استفاده از رابطه )42(، جز معرف فرکانس در بخش اغتشاشی مقادیر 
ویژه سیستم به صورت زیر است.
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اندیس های "c" و "s" معرف مودهای کسینوسی و سینوسی هستند که 
نسبت های زیر برای آنها برقرار است.
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بنابراین فرکانس های طبیعی سیستم را می توان به شکل زیر نوشت.
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دقت شود که جز موهومی مقادیر ویژه سیستم بیانگر فرکانس طبیعی و 
جز حقیقی در تحلیل پایداری سیستم استفاده می شود.

/rel nΩ Γ= مقادیر ویژه در حالتیکه 
مقدار   )42( رابطه  در   /rel nΩ Γ= با  متناظر  جواب  براساس 
ساده  زیر  صورت  به   /rel nΩ Γ= برای   1nr طبیعی  فرکانس های 

می شود.
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/rel nΩ Γ≠ مقادیر ویژه در حالتیکه 
 1 ,Im) (n c sr rel/ در رابطه )42(،  nΩ Γ≠ براساس جواب متناظر با

به صورت زیر بدست می آید.
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با زیر خط در روابط )47( و )49( دقت شود.  به عبارات نشان داده شده 
منجر  که  می گردد  مستهلک  زمان  گذر  در  مودها  افتراق  عامل  ترم  مقدار 
نتایج  افتراق مودها به تکرار مودها در گذر زمان می گردد.  به تبدیل پدیده 

مربوطه در جدول 1 ارائه گردیده است.

/rel nΩ Γ= پایداری در حالتیکه 
اساس  بر  است.   1nr اغتشاشی ترم  سیستم  پایداری  در  موثر  عنصر 
rel در رابطه )42( و با استفاده از رابطه )44(،  / nΩ Γ= پاسخ متناظر با 
rel به صورت زیر بیان  / nΩ Γ= بخش حقیقی مقادیر ویژه در سرعت 

می شود.
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/rel nΩ Γ≠ پایداری در حالتیکه 
rel در رابطه )42( و با استفاده از  / nΩ Γ≠ بر اساس پاسخ متناظر با 

رابطه )44(، بخش حقیقی مقادیر ویژه به صورت زیر به دست می آید.
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فنر با سفتی به صورت تابع دندانه اره ای در زمان- 2- 3- 3
زیر  رابطه  از  استفاده  با   )3 شکل  )مطابق   ) (f t اره ای  دندانه  تابع 

برحسب توابع هارمونیک بسط داده می شود ]23[.
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mb با استفاده از رابطه زیر بدست می آیند. و ضرایب 
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قابل  زیر  بسط  به صورت  هارمونیک  توابع  برحسب   ) (f t نهایت  در 
بیان است.

جدول 1. طبیعت مودهای طبیعی ارتعاشی پیش رونده و پس رونده در حالت سیستم رینگ و فنر با سفتی متغیر کسینوسی بدون تقارن دوره ای به ازای 
* n N2 مقادیر مختلف سرعت دورانی و نسبت های مختلف 

Table 1. Behavior of backward and forward vibrational modes in non-symmetric ring and spring in different values   
and 2n N  *

قارن بدون ت ینوسیکس ریمتغ تیسفو فنر با  نگیر ستمسی حالت در روندهو پس روندهشیپارتعاشی  یعیطب مودهای عتیطب - 1 جدول
n مختلف هایو نسبت یمختلف سرعت دوران ریقادم یبه ازا ایدوره N2* 

Table 1. Behavior of backward and forward vibrational modes in non-symmetric ring and spring in different 
values rel  and 2n N * 

n اندازه N2عدد صحیح نباشد n N2عدد صحیح باشد 

rel n  از افتراق مودها به تکرار مودها تکرار مودها 

rel n  دهاتکرار موق مودها به افترااز  تکرار مودها 

 ایهر سیکل تقارن دورهمود ارتعاشی به مرتبه تکرار مرتبه نسبت  *
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 2nr ( از رابطه فوق در رابطه )38( معادله حاکم بر  (f t با جایگذاری 
به صورت زیر به دست می آید.
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برای حل این معادله از روش تغییر پارامترها استفاده می شود. در نهایت 
دست  به  را  جواب  مقادیر  می توان   2 1) ( ) (n nr t tr t= متغیر  تغییر  طبق 

آورد. 

با زمان بدون - 4- 3 با زاویه β متغیر  حل اغتشاشی سیستم رینگ و فنر 
تقارن دوره ای

در این حالت زاویه β به صورت تابعی هارمونیک از زمان فرض شده است. 
در این حالت رابطه )18( به صورت زیر بازنویسی می شود.
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با اعمال سفتی ناشی از β متغیر معادله حاکم در زمان به صورت زیر 
بدست می آید.
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حل  تکنیک های  از  و  نمی باشد  موجود  فوق  معادله  برای  تحلیلی  حل 

عددی برای به دست آوردن جواب استفاده می شود.

نتایج4عددی-4 
صحت  سنجی نتایج عددی- 1- 4

و  رینگ  سیستم  ویژه  مقادیر  به  مربوط  نتایج  راستی آزمایی،  منظور  به 
فنر گسسته با تقارن دوره ای که از ساده سازی نتایج بخش  3-3- به دست 

 

 
 ایتابع دندانه اره 3 شکل 

Fig.3. Sawtooth function 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. تابع دندانه اره ای

Fig. 3. Sawtooth function
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( در جدول 2 با نتایج مرجع ]21[ مقایسه شده اند  cos) (tΛ =1 آمده اند )
که بیانگر صحت نتایج و صحت روند محاسبات در پژوهش حاضر است.   

 سیستم رینگ و فنر متقارن دوره ای با سفتی متغیر با زمان- 2- 4
 تغییرات بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه مودهای سینوسی و 
کسینوسی سیستم رینگ و فنر متقارن دوره ای با سفتی متغیر با زمان را به 
rel )به  /nΩ = Γ } برای دو حالت  } { }, , , ,2 4 0/1n N ε = ازای مقادیر 
ترتیب شکل های  )به   rel /nΩ ≠ Γ و   و 4-ب(  ترتیب شکل های 4-الف 
2 در  relNπ Ω 4-ج و 4-د( نشان می دهد. فرکانس تغییرات سفتی برابر 
نظر گرفته شده است. همچنان که در شکل 4-الف ملاحظه می شود، مودهای 
کسینوسی و سینوسی دارای فرکانس های متفاوت هستند و در واقع افتراق 
مقدار  اطراف  در  مودها  فرکانس  حالت  این  در  گرفته است.  صورت  مودها 
این  در  فرکانس  نوسانات  می کند.  نوسان  هارمونیک  صورت  به  مشخصی 
حالت نسبت به حل سیستم با فنر گسسته )ارایه شده در مرجع ]21[( دارای 
دامنه کوچکتری است که در واقع بیانگر طبیعت پایدارساز فرضیات این بخش 
)تغییرات سفتی با زمان در عین حفظ تقارن دوره ای سیستم( است. چنانچه 
اولیه شامل هارمونیک های  نوسانات فرکانس در لحظات  مشاهده می شود، 
مرتبه بالاتری است که با گذشت زمان تاثیر آن در سیستم از بین می رود. 

در  ناپایداری  بیانگر وجود  ویژه  مقادیر  مثبت بخش حقیقی  مقدار  همچنین 
سیستم است. همانگونه که در شکل 4-ب ملاحظه می شود، پدیده افتراق 
همراه با ناپایداری در سیستم است. تغییرات مقادیر موهومی و حقیقی مقادیر 
 rel /nΩ ≠ Γ ویژه شکل مودهای سینوسی و کسینوسی سیستم در حالتیکه  
به ترتیب در شکل های 4-ج و 4-د آمده است. در این حالت، نحوه تغییرات 
و  سینوسی  مودهای  فرکانس  و  شده  دگرگون  زمان  در  مودها  فرکانس 
مقادیر  حقیقی  بخش  بررسی  ثابتی همگرا می شوند.  مقادیر  به  کسینوسی 
ویژه در شکل 4-د نشان می دهد که در این حالت پدیده افتراق از بین می رود 
و با تکراری شدن مودهای سینوسی و کسینوسی مقادیر حقیقی به مقدار 

صفر نزدیک می شوند.
مود  به  مربوط  ارتعاشی  مود  شکل  ترتیب  به  ب  و  5-الف  شکل های 

کسینوسی متناظر با حالت های افتراق و تکرار مودها نشان می دهند.
 سیستم رینگ و فنر با سفتی هارمونیک در زمان- 1- 2- 4

زمان  از  کسینوسی  تابعی  صورت  به  حالت  این  در  گسسته  فنر  سفتی 
relΩ تغییر می کند. در این حالت، سیستم  فرض شده است که با فرکانس 
رینگ و فنر به واسطه متغیربودن سفتی گسسته فاقد تقارن دوره ای است. 
شکل 6 به ترتیب تغییرات بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر 
با شکل مودهای سینوسی و کسینوسی سیستم را به ترتیب به ازای مقادیر 

جدول 2. مقایسه نتایج بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کسینوسی سیستم رینگ و فنر بر حسب زمان در 
پژوهش حاضر و مرجع ]21[

Table 2. Imaginary and real part of ring and spring system’s eigenvalues versus time for Sine and Cosine vibration 
modes

وهش در پژ و فنر بر حسب زمان نگیر ستمیس ینوسیو کس ینوسیس یمتناظر با شکل مودها ژهیو ریمقاد یقیو حق یموهوم ایهبخشنتایج  مقایسه -۲جدول 

 [۲1] مرجعحاضر و 

Table 2. Imaginary and real part of ring and spring system’s eigenvalues versus time for Sine and Cosine vibration modes 
  /rel n   /rel n   
دیر موهومیمقا    مقادیر حقیقی مقادیر موهومی مقادیر حقیقی 

t  مود کسینوسی مود سینوسی مود کسینوسی مود سینوسی مود کسینوسی مود سینوسی مود کسینوسی مود سینوسی 
1/0 1001/5 پژوهش حاضر   1000/5  - 0055/0  0055/0  1015/5  1960/5  0110/0  - 0110/0  
[11مرجع ]   1001/5  1000/5  - 0055/0  0550/0  1015/5  1960/5  0110/0  - 0110/0  
1051/5 پژوهش حاضر 1  1091/5  - 0050/0  0050/0  1006/5  1100/5  - 0001/0  0001/0  

[11] مرجع   1051/5  1091/5  - 0050/0  0050/0  1006/5  1100/5  - 0001/0  0001/0  
5/1 1010/5 پژوهش حاضر   1002/5  0050/0  - 0050/0  1052/5  1052/5  0001/0  - 0001/0  

[11ع ]مرج   1010/5  1002/5  0050/0  - 0050/0  1052/5  1052/5  0001/0  - 0001/0  
1100/5 پژوهش حاضر 1  1019/5  - 0016/0  0016/0  1021/5  1011/5  - 0011/0  0011/0  

[11مرجع ]   1100/5  1019/5  - 0016/0  0016/0  1021/5  1011/5  - 0011/0  0011/0  

  , , , , ,         2 4 0/1 2 3/8 6p vn N  , , , , ,2 4 0/1 2 4 6p vn N           
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} نشان می دهد. } { }, , , ,2 4 0/1n N ε =

rel و  = /nΩ Γ همانطور که در شکل 6-الف ملاحظه می شود، به ازای 
پدیده افتراق مودها از بین رفته و درگذر زمان  n N2 مقادیر صحیح  
فرکانس مودهای سینوسی و کسینوسی به مقادیر ثابتی همگرا می شوند. با 
با تکراری شدن مودهای سینوسی و کسینوسی، بخش  افتراق و  ازبین رفتن 
مقدار  به  سرعت ها  همه  در  6-ب  شکل  مطابق  نیز  ویژه  مقادیر  حقیقی 
همچنین  است.  سازگار   1 جدول  با  نتایج  این  که  می شوند  نزدیک  صفر 
ازای  به  را  سیستم  کسینوسی  و  سینوسی  مودهای  شکل  6-ج،  شکل  در 
rel و  /nΩ ≠ Γ } نشان می دهد. به ازای  } { }, , , ,2 4 0/1n N ε = مقادیر 

n نیز ناپایداری افتراق مودها رخ نمی دهد. N2 همچنین مقدار صحیح 

 سیستم رینگ و فنر با سفتی به صورت تابع دندانه اره ای از زمان- 3- 4
تغییرات بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای 
} در  } { }, , , ,2 4 0/1n N ε = سینوسی و کسینوسی سیستم به ازای مقادیر 

شکل 7 آمده است.
صحیح  مقدار  همچنین  و   rel /nΩ ≠ Γ و   rel = /nΩ Γ ازای   به 
، فقدان تقارن دوره ای باعث ازبین رفتن پدیده افتراق مودها شده  n N2

و درگذر زمان فرکانس مودهای سینوسی و کسینوسی به مقادیر ثابتی همگرا 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2, 4, 0.1, 2, 4,
6p vn N          2, 4, 0.1, 2, 3.8,

6p vn N          

و  نگیر ستمیدر س یسنویو کس ینوسیس یشکل مودها ژهیو ریمقاد یو موهوم یقیحق ایهبخش راتییتغ - 4 شکل 
 با زمان ریمتغ سفتیبا  ایتقارن دورهم فنر

Fig.4. Time variations of the imaginary and real parts of cyclic symmetric ring and variable stiffness 
spring system, Sine and Cosine vibration modes 

شکل  . تغییرات بخش های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه شکل مودهای سینوسی و کسینوسی در سیستم رینگ و فنر متقارن دوره ای با سفتی 
متغیر با زمان

Fig. 4. Time variations of the imaginary and real parts of cyclic symmetric ring and variable stiffness spring 
system, Sine and Cosine vibration modes



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3891 تا 3910

3904

تکراری شدن  با  و  افتراق  ازبین رفتن  با  ج(.  و  الف  )شکل های 7-  می شوند 
همه  در  نیز  ویژه  مقادیر  حقیقی  بخش  کسینوسی  و  سینوسی  مودهای 

سرعت ها به مقدار صفر نزدیک می شوند )شکل های 7-ب و د(.

 سیستم رینگ و فنر با زاویه β متغیر با زمان بدون تقارن دوره ای4- 4- 
زاویه β فنر گسسته در این حالت به صورت تابعی کسینوسی از زمان 
تغییرات   8 شکل  می کند.  تغییر   relΩ فرکانس  با  که  شده است  فرض 
بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی 
 { } { }, , , ,2 4 0/1n N ε = و کسینوسی سیستم را به ترتیب به ازای مقادیر 

و براساس حل رابطه )57( نشان می دهد.
rel و به ازای مقدار صحیح  /nΩ ≠ Γ rel و  = /nΩ Γ در هر دو حالت 
، فقدان تقارن دوره ای در این حالت نیز باعث ازبین رفتن پدیده  n N2

افتراق مودها شده و درگذر زمان فرکانس مودهای سینوسی و کسینوسی به 
مقادیر ثابتی همگرا می شوند )شکل های 8-الف و ج(. با ازبین رفتن افتراق و 
با تکراری شدن مودهای سینوسی و کسینوسی بخش حقیقی مقادیر ویژه 
نیز در همه سرعت ها به مقدار صفر نزدیک می شوند )شکل های 8-ب و د(.

در انتها، نتایج کلی ناظر بر ظهور یا عدم ظهور پدیده افتراق مودها در 

حالت های مختلف مورد مطالعه در مقاله حاضر به صورت خلاصه در جدول 
3 آورده شده است.

نتیجه4گیری-4 
جریان  الکتریکی  ماشین های  ارتعاشات  بررسی  به  حاضر،  پژوهش  در 
دوره ای  تقارن  اثر  درنظرگرفتن  با  فنر  و  رینگ  مدل  از  استفاده  با  متناوب 
از  استفاده  با  الکترومغناطیس  نیروی  و  سازه  اندرکنش  شده است.  پرداخته 
فنرهای گسسته مدل سازی شده اند. بر اساس حضور و یا عدم حضور ضرایب 
متغیر با زمان در معادلات حرکت سیستم، سیستم های پایا و یا ناپایای مربوطه 
جداسازی  زمان،  در  معادلات  بدست آوردن  برای  شده اند.  فرکانسی  تحلیل 
از فرضیات حرکت  استفاده  و  معادلات حرکت  در  و مکانی  زمانی  ترم های 
تک مودی در مکان به کار رفته است. مقادیر ویژه سیستم با استفاده از حل 
اغتشاشی به صورت نیمه تحلیلی به دست آمده است. نتایج حل بیانگر ظهور 
ناپایداری به ازای نسبت های مشخصی از سرعت دورانی رینگ و تکیه گاه 
و مرتبه تقارن دوره ای در سیستم در مودهای مختلف سیستم است. مطالعه 
با زمان و متغیربودن  اثرات متغیربودن سفتی فنرهای گسسته  در خصوص 
زاویه اتصال این فنرها به رینگ در خواص فرکانسی ارتعاشات داخل صفحه 
رینگ به تفصیل انجام شده است. نشان داده شد که اثر دوران در رینگ منجر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
2, 4, 0.1, 2, 4, , 3

6p vn N R          2, 4, 0.1, 2, 3.8, , 3
6p vn N R          

 با زمان ریمتغ سفتیبا  ایتقارن دورهم و فنر نگیر ستمیس رفتار زمانی شکل مود کسینوسی رینگ 5 شکل 

Fig.5. Time evolution of cosine mode shape of the cyclic symmetric ring and variable stiffness spring system 

شکل  . رفتار زمانی شکل مود کسینوسی رینگ سیستم رینگ و فنر متقارن دوره ای با سفتی متغیر با زمان

Fig. 5. Time evolution of cosine mode shape of the cyclic symmetric ring and variable stiffness spring system
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بر حسب  ینوسیو کس ینوسیس یمتناظر با شکل مودها ژهیو ریمقاد یقیو حق یموهوم هایبخش راتییتغ - 6 شکل 
 ایو بدون تقارن دوره کیهارمون سفتیو فنر با  نگیر ستمیزمان در س

Fig.6. Time variations of the imaginary and real parts of non-cyclic symmetric ring and variable stiffness 
spring system, Sine and Cosine vibration modes 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. تغییرات بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کسینوسی بر حسب زمان در سیستم رینگ و فنر با 
سفتی هارمونیک و بدون تقارن دوره ای

Fig. 6. Time variations of the imaginary and real parts of non-cyclic symmetric ring and variable stiffness 
spring system, Sine and Cosine vibration modes
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 2, 4, 0.1, 2, 4,
6p vn N          2, 4, 0.1, 2, 3.8,

6p vn N          

دیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کسینوسی سیستم های موهومی و حقیقی مقابخش راتییتغ 7 شکل 
 ای، بر حسب زمانای بدون تقارن دورهارهمتغیر به صورت تابع دندانه سفتیرینگ و فنر با 

Fig.7.  Time variations of the imaginary and real parts of non-cyclic symmetric ring and variable stiffness 
(sawtooth function) spring system, Sine and Cosine vibration modes 

شکل 7. تغییرات بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کسینوسی سیستم رینگ و فنر با سفتی متغیر به 
صورت تابع دندانه اره ای بدون تقارن دوره ای، بر حسب زمان

Fig. 7. Time variations of the imaginary and real parts of non-cyclic symmetric ring and variable stiffness (saw-
tooth function) spring system, Sine and Cosine vibration modes
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 2, 4, 0.1, 2, 4p vn N        2, 4, 0.1, 2, 3.8p vn N        
ودهای سینوسی و کسینوسی سیستم های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مبخش راتییتغ 8 شکل 

 ای، بر حسب زمانبدون تقارن دوره متغیر با زمان βرینگ و فنر با زاویه 

Fig.8. Time variations of the imaginary and real parts of non-cyclic symmetric ring and stiffness spring 
system with time varying β angle, Sine and Cosine vibration modes 

شکل 8. تغییرات بخش های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کسینوسی سیستم رینگ و فنر با زاویه β متغیر با 
زمان بدون تقارن دوره ای، بر حسب زمان

Fig. 8. Time variations of the imaginary and real parts of non-cyclic symmetric ring and stiffness spring system 
with time varying β angle, Sine and Cosine vibration modes
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به ظهور مودهای پسرو و پیشرو در سیستم می شود. وجود تقارن در رینگ 
فرکانس  ازای هر  به  به ظهور شکل مودهای سینوسی و کسینوسی  منجر 
در رینگ می شود. فنرهای گسسته متصل به وجه داخلی رینگ امکان بروز 
ناپایداری افتراق مودها را ایجاد می کند. مکانیزم ایجاد این ناپایداری بر این 
مبنا است که فرکانس یکسان شکل مودهای سینوسی و کسینوسی به واسطه 
وجود فنرها تغییر می کند و فرکانس مود سینوسی با فرکانس مود کسینوسی 
متناظر آن یکسان نمی شود. وجود یا عدم وجود پدیده افتراق مودها وابسته به 
n است که در ماشین های الکتریکی همواره  N2 صحیح بودن نسبت 
این نسبت صحیح است. شرط لازم دیگر برای پدیده افتراق مودها در حالت 
حالت  در  مودها  افتراق  پدیده  ظهور  است.   2 2sin cos 0nβ β− ≠ پایا

ناپایا وابسته به سرعت دورانی نسبی است.
از  استفاده  با  رینگ  و  الکترومغناطیسی  نیروی  اندرکنش  مدل سازی 
فرضیات فنر متغیر با زمان در مقایسه با فرضیات فنر با سفتی ثابت، منجر به 
ظهور پدیده افتراق مودها با قدرت کمتر می شود. اثر انحراف از تقارن دوره ای 
بر این ناپایداری سیستم مورد بررسی قرار گرفته است. تغییرات سفتی فنر به 
صورت هارمونیک و بدون تقارن دوره ای می تواند موجب ازبین رفتن پدیده 
افتراق مودها و پایداری سیستم می شود. تغییرات زاویه فنر با جهت شعاعی 
به صورت هارمونیک و بدون تقارن دوره ای می تواند موجب ازبین رفتن پدیده 

افتراق مودها شود.

منابع
[1] S.S. Rao, V. Sundararajan, In-plane flexural 

vibrations of circular rings,  )1969(.

[2] J. Kirkhope, Simple frequency expression for the in-
plane vibration of thick circular rings, The Journal 
of the Acoustical Society of America, 59)1( )1976( 
86-89.

[3] W. Kim, J. Chung, Free non-linear vibration of a 
rotating thin ring with the in-plane and out-of-plane 
motions, Journal of Sound and Vibration, 258)1( 
)2002( 167-178.

[4] A. Ellison, S. Yang, Natural frequencies of stators 
of small electric machines, in:  Proceedings of the 
Institution of Electrical Engineers, IET, 1971, pp. 
185-190.

[5] S.-C. Huang, W. Soedel, Effects of coriolis 
acceleration on the free and forced in-plane 
vibrations of rotating rings on elastic foundation, 
Journal of sound and vibration, 115)2( )1987( 253-
274.

[6] Z. Khawly, D. Schramm, Analytical modal 
analysis for the stator system of a permanent 
magnet synchronous motor for hybrid vehicles and 
calculation of its natural frequencies, Proceedings 
of ISMA2010 Including USD2010,  )2010( 4535-
4548.

[7] M. Jin, Y. Wang, J. Pan, Vibration of circular rings 

جدول 3. جمع بندی نتایج عددی مطالعه حاضر در خصوص ظهور یا عدم ظهور پدیده افتراق 

Table 3. Summary of the numerical results of present study

 

 بندی نتایج عددی مطالعه حاضر در خصوص ظهور یا عدم ظهور پدیده افتراق جمع -3جدول 

Table 3. Summary of the numerical results of present study 

 /rel n   /rel n   

متغیر با زمان ای با سفتیسیستم رینگ و فنر متقارن دوره  تکرار مودها افتراق مودها 

 تکرار مودها تکرار مودها در زمان کیبا سفتی هارمونای بدون تقارن دورهو فنر  نگیر ستمیس

 تکرار مودها تکرار مودها از زمان ایارهنهبا سفتی به صورت تابع دنداای بدون تقارن دورهفنر  سیستم رینگ و

 تکرار مودها تکرار مودها ایبا زمان بدون تقارن دورههارمونیک  ریمتغ β هیو فنر با زاو نگیر ستمیس

 

 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره ویژه 6، سال 1400، صفحه 3891 تا 3910

3909

coupled by elastic elements, Applied Acoustics, 148 
)2019( 264-275.

[8] R. Yu, C. Mote Jr, Vibration and parametric 
excitation in asymmetric circular plates under 
moving loads, Journal of Sound and Vibration, 
119)3( )1987( 409-427.

[9] Z. Li, S. Xue, Q. Ding, Preparation and Performance 
Test of Soldered Stators of Ultrasonic Motor, Journal 
of Testing and Evaluation, 45)3( )2017( 980-986.

[10] S. Wang, J. Xiu, S. Cao, J. Liu, Analytical treatment 
with rigid-elastic vibration of permanent magnet 
motors with expanding application to cyclically 
symmetric power-transmission systems, Journal of 
Vibration and Acoustics, 136)2( )2014(.

[11] A. Rourke, S. McWilliam, C. Fox, Multi-mode 
trimming of imperfect thin rings using masses 
at pre-selected locations, Journal of sound and 
vibration, 256)2( )2002( 319-345.

[12] R.-C. Yu, C. Mote, Vibration of circular saws 
containing slots, Holz als Roh-und Werkstoff, 45)4( 
)1987( 155-160.

[13] M. Kim, J. Moon, J.A. Wickert, Spatial modulation 
of repeated vibration modes in rotationally periodic 
structures, J. Vib. Acoust., 122)1( )2000( 62-68.

[14] J. Chang, J. Wickert, Response of modulated 
doublet modes to travelling wave excitation, Journal 
of Sound and Vibration, 242)1( )2001( 69-83.

[15] J. Chang, J. Wickert, Measurement and analysis 
of modulated doublet mode response in mock 
bladed disks, in:  International Design Engineering 
Technical Conferences and Computers and 
Information in Engineering Conference, American 
Society of Mechanical Engineers, 2001, pp. 2239-

2252.

[16] X. Wu, R.G. Parker, Vibration of rings on a general 
elastic foundation, Journal of Sound and Vibration, 
295)1-2( )2006( 194-213.

[17] P. Bisegna, G. Caruso, Frequency split and 
vibration localization in imperfect rings, Journal of 
Sound and Vibration, 306)3-5( )2007( 691-711.

[18] S. Huang, W. Soedel, Response of rotating rings 
to harmonic and periodic loading and comparison 
with the inverted problem, Journal of Sound and 
Vibration, 118)2( )1987( 253-270.

[19] A. Metrikine, M. Tochilin, Steady-state vibrations 
of an elastic ring under a moving load, Journal of 
Sound and Vibration, 232)3( )2000( 511-524.

[20] S. Vangipuram Canchi, R.G. Parker, Parametric 
instability of a rotating circular ring with moving, 
time-varying springs, in:  International Design 
Engineering Technical Conferences and Computers 
and Information in Engineering Conference, 2007, 
pp. 809-822.

[21] W. Sun, S. Wang, Y. Xia, P. Zhang, Natural 
frequency splitting and principal instability of 
rotating cyclic ring structures, Proceedings of the 
Institution of Mechanical Engineers, Part C: Journal 
of Mechanical Engineering Science, 232)1( )2018( 
66-78.

[22] Z. Zhao, S. Wang, J. Yang, W. Chen, Parametric 
instability induced by traveling magnetic load within 
permanent magnet motors, Nonlinear Dynamics, 
80)1-2( )2015( 827-843.

[23] Fourier transform, in:  https: //en.wikipedia.org /
wiki/ Fourier_transform. , 2020.

چگونه به این مقاله ارجاع دهیم
S. Sheikh Khoshkar, S. Sina, A. Shaterzadeh, On the deviation from cyclic symmetry in a spin-
ning ring under moving electromagnetic loading, Amirkabir J. Mech Eng., 53(Special Issue 
6)(2021) 3891-3910.

DOI: 10.22060/mej.2021.19142.6956



ى است
 عمداً خال

حه
صف

این 


	Blank Page - FA.pdf
	_GoBack




