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بررسی ارتعاشات غیرخطی تیر یک سرگیردار با یک ترک خستگی عرضی 
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خلاصه: پدیده های غیرخطی به طور گسترده ای در کاربردهای مهندسی وجود دارند. یک نمونه متداول از این پدیده ها در 
سازه های هوافضایی، ایجاد ترک های خستگی می باشد که تحت بارهای دینامیکی در طی سیکل ارتعاشات مدام باز و بسته 
می شوند و سبب ایجاد یک رفتار دو خطی در سازه می شوند. شناسایی دیرهنگام چنین آسیب های سازه ای می تواند منجر 
به ایجاد خرابی های فاجعه بار شود. بنابراین، شناسایی رفتار غیرخطی سازه ترک دار امری ضروری و بسیار حائز اهمیت 
می باشد. در این مطالعه رفتار غیرخطی یک تیر یکسرگیردار با یک ترک خستگی تنفسی و رفتار دوخطی مورد بررسی 
قرار گرفته است. به همین منظور در ابتدا به تخمین تابع چندجمله ای معادل با تابع دو خطی سفتی تیر پرداخته می شود. 
در ادامه با استفاده از روش اغتشاشات مقیاس های چندگانه معادله غیرخطی تیر مورد بررسی قرار گرفته و روابط دامنه بر 
حسب فرکانس تنظیمی در هر دو حالت رزونانس های هارمونیک و سوپرهارمونیک استخراج می گردند. سپس به بررسی 
حساسیت پاسخ به پارامترهایی مانند عمق و محل قرارگیری ترک، مقدار نیروی تحریک و میرایی تیر پرداخته شده است. 
با توجه به نتایج مشاهده گردید منحنی های پاسخ تیر در رزونانس اصلی در اثر تشدید پارامترهای ترک به شدت غیر خطی 
شده و دچار پدیده نرم شوندگی منحنی پاسخ گردیده اند. همچنین مطابق با نتایج رفتار تیر در رزونانس سوپرهارمونیک 

مرتبه دوم حساسیت بالاتری را به وجود ترک تنفسی نسبت به حالت رزونانس اصلی تیر دارد.
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1- مقدمه
ویژه  به  ترک ها،  سازه ای مانند  شناسایی آسیب های  و  ارزیابی 
کاربردهای  در  حیاتی  فرآیند  یک  آن،  تشکیل  اولیه  مراحل  در 
مهندسی می باشد تا از آسیب های فاجعه آمیز و غیر قابل جبران به 
در  از خستگی معمولاً  ناشی  آورد. ترک های  به عمل  سازه جلوگیری 
به وجود  برگشتی هستند  و  نیروهای رفت  سازه هایی که در معرض 
طرز  به  وارده  بار  تحمل  برای  را  سازه  توانایی  می توانند  و  می آیند 
قابل توجهی کاهش دهند. به همین منظور تاکنون مطالعات بسیاری 
سازه،  روی  بر  خستگی  از  ناشی  ترک  های  دینامیکی  رفتار  روی  بر 
همچنین  و  مخرب  غیر  خرابی  شناسایی  روش  یک  ابداع  منظور  به 

دینامیکی  رفتار  مدل سازی  است.  گرفته  انجام  سازه  سلامت  پایش 
پایش سلامت یک سازه  از  اولین مرحله  یک سازه ترک دار می تواند 
نمونه شناسایی محل و عمق ترک در سازه هایی  برای  مطرح گردد. 
که  می باشد  سازه  سلامت  پایش  موارد  از  مهم  مثال  یک  تیر  مانند 
حاضر  حال  در  دارد.  مهندسی  کاربردهای  در  توجهی  قابل  اهمیت 
بسیاری از روش های ارتعاشاتی موجود برای شناسایی این خرابی ها، 
استفاده از اطلاعات مودال سازه قبل از وقوع خرابی به عنوان اطلاعات 
مقایسه  پایه  اطلاعات  این  با  بعدی  پایه می باشد که همه تست های 
می گردند. به صورت کلی هر گونه تغییراتی نسبت به اطلاعات پایه، 
برای تخمین پارامترهای عمق و موقعیت ترک استفاده می گردد. اولین 
مطالعات برای بررسی تأثیر خرابی های موضعی بر ویژگی های ارتعاشی 
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سازه توسط کرمسر ]1[ و تامسون ]2[ انجام گردید. در این مطالعات 
همچنین  و  خستگی  از  حاصل  ترک  یک  در  خرابی  مدل سازی  به 
تعیین روش هایی برای محاسبه فرکانس طبیعی ارتعاشات تیر ترک دار 
پرداخته شده است. با توجه به مطالعات متعددی که انجام پذیرفته 
است ]3[ تغییرات فرکانس های طبیعی و شکل مودها1 برای شناسایی 
ترک های کوچک به نظر ناکافی می باشند. به همین منظور تحقیقات 
به  بیشتری  حساسیت  که  سازه  ارتعاشاتی  پارامترهای  کشف  برای 
وجود خرابی داشته و همچنین در کاربرد نیز ساده هستند، تا امروز 
تغییرات  مانند  مهمی  موارد  شامل  پارامترها  این  است.  یافته  ادامه 
میرایی  در  تغییر  اصلی،  رزونانس  فرکانس  در  ارتعاشات  خطی  غیر 
سازه ترک دار، حساسیت پاسخ در ارتعاشات ساب هارمونیک و سوپر 
از مطالعاتی که توسط  هارمونیک و غیره می باشند ]4[. در بسیاری 
محققان در زمینه بررسی رفتار دینامیکی تیر ترک دار انجام گرفته از 
مدل ترک باز استفاده شده است. در این مطالعات ترک صرف نظر از 
علامت تنش وارده به تیر بصورت مداوم باز در نظر گرفته شده است. 
در این مدل نیروی بازگرداننده تیر خطی باقی می ماند. هرچند این 
ساده سازی مساله در مقایسه با ترک واقعی منجر به برآورد نادرست 
از تغییرات فرکانس طبیعی و شکل مدها در سازه می گردد ]5 و 6[. 
به علاوه مدل های با ترک باز برای تفسیر رفتار غیر خطی سازه های 
نیستند. همچنین  مناسب  تنفسی  رفتار  با  و  واقعی  ترک های  دارای 
این مدل ها قادر به مشخص کردن رزونانس سوپر هارمونیک در تیر 
ترک دار نیز نمی باشند ]7 و 8[. بنابراین می توان گفت فرض ترک 
همیشه باز در سازه کاملًا صادق نمی باشد زیرا بارهای فشاری باعث 
اثر خستگی  در  بسته شدن ترک  می گردند. ترک های واقعی معمولاً 
سیکل  نیم  طول  در  معمولاً  و  می گردند  ایجاد  سازه  در  خوردگی  و 
کشش دچار باز شدگی و در طول نیم سیکل فشاری بسته می گردند 
)شکل 1(، بنابراین این رفتار باعث تغییر در سفتی سازه در طول دوره 
ارتعاشات تیر خواهد گردید. به همین دلیل نام این ترک ها را در سازه، 
ترک های تنفسی گذاشته اند. در بررسی ترک های تنفسی، سفتی تیر 
در زمان بسته شده ترک، برابر با سفتی تیر بدون ترک فرض شده و 
تیر در حالت  از سفتی  به صورت ضریبی  بازگرداننده معمولاً  نیروی 

ترک بسته در نظر گرفته می شود.
در ترک های تنفسی معمولاً فرض بر این است که سختی تیر با 

1  Mode shapes

ترک بسته همان سختی تیر سالم و نیروی بازیابی تیر نیز معمولاً به 
در   .]7[ می شود  تصور  نامتقارن2  خطی  تکه ای  سیستم  یک  صورت 
و همکاران  و همکاران ]9[ و همچنین لانگ  برودا  مطالعات تجربی 
ترک خستگی  ایجاد یک  به  ترک،  تنفسی  رفتار  بررسی  برای   ]10[
واقعی بر روی تیر پرداختند. بنابراین هرچه ترک ایجاد شده بر روی 
تیر دارای عرض کمتر باشد و دو سطح ترک نیز به یکدیگر نزدیک تر 
و می تواند  بوده  نزدیک تر  به طبیعت خستگی خود  ترک  آن  باشند، 
منجر به باز و بسته شدن کامل ترک و ایجاد رفتار  دوخطی3 در آن 

منجر شود ]11 و 12[. 
وجود  مهندسی  در  غیرخطی  دینامیکی  سیستم  زیادی  تعداد 
دارد که برای مدلسازی آن ها از مدل های ارتعاشی دو خطی استفاده 
می شود. کاسیولا و همکاران ]13[ به تحلیل پاسخ ارتعاشی یک تیر 
با ترک لبه ای غیر قابل رشد با استفاده از نیروی بازیابی سفتی دو 
شبیه سازی  برای   ]14[ وایت  و  ریوولا  همچنین  پرداختند.  خطی 
رفتار غیرخطی یک تیر با ترک تنفسی، از مدل ارتعاشی دو خطی 
پاسخ  تحلیل  و  تجزیه  برای  طیفی4  دو  روش  از  و  کرده  استفاده 
در  عددی  و  تحلیلی  مطالعات  از  شماری  کردند.  استفاده  سیستم 
ناتسیاواس  دارند.  ادبیات فن وجود  نوسانگرهای دو خطی در  مورد 
سیستم  یک  دقیق  پاسخ  تعیین  برای  را  تحلیلی  روش  یک   ]15[
در  که  کردند  اعمال  هارمونیک  تحریک  بار  تحت  ضابطه ای5  چند 
آن میرایی و نیروی بازگرداننده توابع دوخطی از سرعت و جابجایی 
برای  مربع6  موج  تابع  دو  از  نیز   ]16[ شن  و  چو  بودند.  سیستم 

2  Asymmetric piecewise linear
3  Bilinear
4  Bispectrum
5  Piecewise
6  Square wave functions

 

 در طی سیکل نوسان تیر  تنفسی باز و بسته شدن ترک: 1شکل 

Fig. 1. Opening and closing of the breathing crack during the beam oscillation cycle 
  

شکل 1. باز و بسته شدن ترک تنفسی در طی سیکل نوسان تیر
Fig. 1. Opening and closing of the breathing crack during 

the beam oscillation cycle
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کردند  استفاده  خطی  دو  نوسانگرهای  در  سفتی  تغییر  مدلسازی 
تحریک  تحت  خطی  دو  نوسانگرهای  برای  جدید  حل  راه  یک  و 
بین  تحلیلی  رابطه  یک   ]17[ بیلی  دادند.  ارائه  پایین  فرکانس  با 
سوپر  ماکزیمم  نقاط  اندازه  و  سازه  در  ضعیف  سفتی  ناپیوستگی 
هارمونیک در طیف فوریه1 به دست آمده از یک نوسانگر دو خطی 
را بدست آورد. پراوین و رائو ]18[ به مدلسازی یک تیر دارای ترک 
به  پرداختند.  هارمونیک  بار  تحت  دوخطی  رفتار  و  تنفسی  عرضی 
همین منظور ابتدا به تبدیل تابع دو خطی به یک تابع چندجمله ای 
شده  پیشنهاد  جمله ای  چند  تابع  دقت  مقایسه  به  سپس  و  کرده 

پرداختند. 
لیو و بارکی ]19[ به مطالعه در مورد پاسخ ارتعاشات غیر خطی 
یک تیر با ترک لبه ای2 پرداختند که درآن یک مدل از سفتی چند 
تنفسی  ترک  رفتار  مناسب تر  توصیف  جهت  دو  درجه  جمله ای 
پیشنهاد گردیده است. در این مطالعه نشان داده شده که غیرخطی 
می باشد. همچنین  آن  قرارگیری  و محل  ترک  از عمق  متأثر  بودن 
میرایی،  ترک،  پارامترهای  در  تغییر  از  متأثر  فازی  منحنی  و  دامنه 
توجه  با  می باشند.  ارتعاشات  دامنه  و  تحریک  فرکانس  بارگذاری، 
غیرخطی  ارتعاشات  از  کاربردی  و  مؤثر  روش  یک  مطالعه،  این  به 
جهت شناسایی ترک ها در تیر، می تواند توسط بررسی اثرات ترک ها 
فرکانس  دامنه  پاسخ  و  فازی  منحنی  پایدار،  حالت  پاسخ  روی  بر 

پیشنهاد گردد. 
خرازان و همکاران ]20[ نیز در یک مطالعه تئوری و تجربی با در 
نظر گرفتن رفتار تنفسی ترک به بررسی تغییرات میرایی در یک تیر 
یک سرگیردار با ترک تنفسی پرداختند. مطابق با مطالعه تجربی انجام 
شده، تغییرات میرایی در اثر وجود ترک به عنوان یک پارامتر مهم و 
تأثیر گذار در پاسخ غیرخطی ترک مورد بررسی قرار گرفته است و 

اهمیت آن به تفسیر مورد بحث قرار گرفته است. 
سر  یک  تیر  سفتی  دوخطی  تابع  یک  تقریب  با  مطالعه  این  در 
گیردار با ترک عرضی تنفسی و تحت تحریک هارمونیک، معادله چند 
ایجاد می گردد.  تیر  از سفتی  مربعی3  ترم   با یک  غیرخطی  جمله ای 
سپس با حل این معادله توسط روش مقیاس های چندگانه به بررسی 
رزونانس های  در  دار  ترک  تیر  فرکانسی  پاسخ  منحنی های  رفتار 

1  Fourier spectrum
2  Edge crack
3  Quadratic

بررسی  به  نیز  ادامه  پرداخته شده است. در  اصلی و سوپرهارمونیک 
اندازه  مانند  ترک دار  تیر  دینامیکی  رفتار  بر  تاثیرگذار  پارامترهای 
ترک، محل قرارگیری ترک، مقدار نیروی تحریک هارمونیک و ضریب 

میرایی پرداخته شده است.

2- مدلسازی رفتار دوخطی ترک تنفسی
در این مطالعه یک تیر اولر برنولی با سطح مقطع ثابت در نظر گرفته 
شده است. همچنین فرض بر این است که مواد متشکله تیر همگن و 
ایزوتروپ است که تحت تأثیر یک نیروی هارمونیک متمرکز در انتهای 
تیر می باشد. بنابراین، می توان معادله حرکت یک تیر الاستیک بدون 

ترک را که در صفحه x-z و بدون میرایی، به صورت زیر نوشت ]19[:

4 2

4 2

0

( , ) ( , )

cos( ) ( )

w wEI x t s x t
t t

F t x L

ρ

δ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
Ω −

 )1(

 s و زمان   t ،  z محور  در جهت  تیر  مکان  تغییر   w  ، اینجا  در 
F0 دامنه نیروی تحریک  مساحت سطح مقطع تیر می باشد. همچنین 
ممان   I الاستیک،  مدول   E تحریک، نیروی  فرکانس   Ω خارجی،
δ نیز تابع دیراک می باشد.  ρ چگالی ماده و  اینرسی سطح مقطع تیر،
با فرض یک مود برای توصیف رفتار دینامیکی، پاسخ دینامیکی 

تیر را می توان به صورت زیر نوشت ]21[:

( , ) ( ) ( )w x t u t xψ=  )2(

) با فرض  )xψ ) مختصات مودال وابسته به زمان تیر و )u t که
شرایط مرزی تیر یک سر گیر دار و ارتعاش تیر در مود اصلی مطابق 

رابطه زیر به دست می آید ]21[:

( )
( )
( ) ( )

cos cosh

cos cosh
sin sinh

sin sinh

x x x

L L
x x

L L

ψ λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

= − −

−
+

+

 )3(

Lλ/ برای اولین شکل مود تیر یک سر  =1 875 که در آن مقدار 
گیردار با حل معادله زیر به دست می آید. 

1 cos .cosh 0L Lλ λ+ =  )4(

تابع  قرار دادن معادله )2( در معادله )1( و ضرب طرفین در  با 
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) و انتگرال گیری در طول تیر می توان معادله یک درجه  )xψ مودال
آزادی تیر را به صورت معادله )5( نوشت ]19[:

2
*

2

( ) ( ) ( )c
d u t du tm c k u t F

dtdt
+ + =  )5(

m جرم تعمیم یافته بوده و مطابق رابطه زیر محاسبه  که در آن
می شود.

( ) ( )2

0

L

m m x x dxψ= ∫  )6(

محاسبه  زیر  رابطه  از  که  می باشد  سالم  تیر  سفتی   ck پارامتر 
می گردد . 

( )''2

0

1 L

c
cc

k EI x dx
c

ψ== ∫  )7(

ccc نرمی تیر در حالت ترک بسته می باشد و همچنین که در آن 
دست  به  زیر  رابطه  مطابق  و  بوده  خارجی  تحریک  نیروی  نیز   *F

می آید ]19[:

* cos ( )F f t= Ω  )8(

) می باشد.  )f F Lψ= 0 که در آن 
بر سیستم های  از عوامل مؤثر  آنجا که میرایی یکی  از  همچنین 
این است که تیر ترک دار به یک دمپینگ  بر  ارتعاشی است، فرض 
c ضریب میرایی می باشد که با فرض میرایی  ویسکوز متصل شده و 

c/ می شود. mζ ω= 02 مودال نسبت میرایی آن 
در یک تیر مرتعش با ترک تنفسی، زمانی که ترک تحت بار فشاری 
می باشد بسته شده و دو سطح ترک با یکدیگر در تماس می باشند. در 
با سفتی تیر سالم در نظر گرفته  برابر  این حالت سفتی تیر ترک دار 
می شود. همچنین زمانی که ترک تحت بار کششی قرار می گیرد در فاز 
باز شدن قرار گرفته و سفتی تیر ضریبی از سفتی تیر سالم می باشد که 
) که در ادامه تفسیر خواهد شد  )α 0 1  α این ضریب توسط پارامتر 
محاسبه می گردد. بنابراین یک تیر با ترک تنفسی در طول سیکل های 
پاسخ هارمونیک غیرخطی  و  رفتاری دو خطی1 داشته  ارتعاشی خود 
تنفسی  ترک  با  تیر  حرکت  معادله  می دهد.  تحریک  سیگنال های  به 

)نوسانگر دو خطی( را می توان به صورت زیر نوشت ]22[.
1  Bilinear

( ) ( ) [ ( )] cos ( )mu t cu t H u t f t+ + = Ω   )9(

] تابع دوخطی ترک می باشد که مطابق رابطه  ( )]H u t که در آن 
زیر تعریف می گردد ]22[:

0
[ ( )] 0{ c

c

k u u
H u t k u u

α ≥=


 )10(

تنفسی  ترک  با  تیر  سفتی  ضریب  نیز   ) α≤ ≤0 1(  α پارامتر 
یک  عدد  با  برابر  در یک سیستم خطی   α می باشد. ضریب سفتی 
می باشد و در یک سیستم غیر خطی با ترک تنفسی مطابق رابطه زیر 

محاسبه می گردد. 

o

c

k
k

α =  )11(

ok سفتی تیر در نیم سیکل هایی هستد که ترک باز  که در آن 
می باشد و مطابق با رابطه )13( محاسبه می گردد.

1
o

o

k
C

=  )12(

باز می باشد و  تیر ترک دار در حالت کاملًا  oC نرمی  که در آن 
طبق رابطه زیر تعیین می گردد ]23[.

co cC C C∆= +  )13(

، تغییر نرمی تیر در اثر باز شدن ترک می باشد که  C∆ که در آن 
مطابق رابطه زیر تعریف می گردد ]24[. 

( )2 22

2 4
0

72 1a
ci

i i

LuC W Jda
P P EWb

π
φ∆

−∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∫


 )14(

 نشان  cL نمایش دهنده فاصله ترک از سر آزاد تیر،  که در آن 
توسط  نیز   φ و  تیر  عرض  دهنده  نشان   W پواسون، ضریب  دهنده 

رابطه زیر به دست می آید ]24[:

10 9 8

7 6 5

4 3 2

19.60( ) 40.693( ) 47.041( )

32.993( ) 20.295( ) 9.975( )

4.602( ) 1.047 ( ) 0.629( )

c c c

c c c

c c c

a a a
b b b

a a a
b b b

a a a
b b b

φ = − + −

+ − +

− +

 )15(
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b نیز بیانگر عمق تیر  ca نمایش دهنده عمق ترک و که در آن  
می باشد که در شکل 2 نمایش داده شده اند. 

که  شود  داده  قرار  نظر  مد  می بایست  نیز  نکته   این  همچنین 
در  مناسب  دقت  به  دسترسی  برای  ترک  عمق  ضریب  بازه  حداکثر 

ca/ می باشد ]25[. 
b

≤ 0 6 ok ترک برابر با  تخمین میزان 
 

3- مدلسازی تابع چند جمله ای سفتی تیر با ترک تنفسی
تیر  خطی  غیر  دینامیکی  رفتار  بررسی  جهت  قسمت  این  در 
با  جمله ای  چند  پیوسته  تابع  به  دوخطی  تابع  تبدیل  به  دار  ترک 
استفاده از تئوری تقریب وایرشتراس1 پرداخته می شود ]26[. تئوری 
در  پیوسته  تابع  یک   ( )f x اگر که  می کند  بیان  وایرشتراس  تخمین 
بازه در  ( )p x ε، یک چندجمله ای 0باشد و برای هر [ , ]a b بازه 

]، عبارت  , ]a b x در بازه  ] موجود بوده که برای تمامی ضرایب , ]a b

) برقرار می باشد. با استفاده از این تئوری هر تابع  ) ( )f x p x ε− 

پیوسته در یک بازه بسته می تواند با یک چند جمله ای با هر درجه ای 
تابع  یک  با  ترک  تنفسی  تابع  ادامه،  در  شود.  زده  تخمین  دقت  از 
وایرشتراس،  تقریب  تئوری  توسط   [ , ]X X− بازه  در  از درجه سوم 
یک   [ ( )]h u t بازگردانده  نیروی  همچنین،  می شود.  زده  تخمین 
تیر می باشد که می تواند به صورت چند  u تابع پیوسته از جابجایی

جمله ای زیر تخمین زده شود. 

2 3
0 1 2 3[ ( )] c c ch u t C C k u C k u C k u= + + +  )16(

بدون ترک، عامل تیر سالم  k سفتی  ثابت،  ترم   C0 که در آن 
دهنده  نمایش  بالاتر  درجه  با  ترم های  و  معادله  خطی  ترم   C ku1

در  می باشد.  شده  زده  تخمین  جمله ای  چند  از  غیرخطی  اجزای 
 C0 عمل زمانی که نیروی استاتیکی به سیستم اعمال نشود، ضریب 

می تواند در نظر گرفته نشود ]11[.
E بین  تابع خطای  با حداقل سازی    C 3 C و  2  ،C1 ضرایب 
تقریب  از  حاصل  غیرخطی  چندجمله ای  و  دوخطی  واقعی  سیستم 
زده  تخمین  زیر  معادله  صورت  به   [- , ]X X بازه  در  وایرشتراس 

می شوند ]22[.

2
0 1 2 3( , , , ) { [ ( )] [ ( )]}

X

X
E C C C C H u t h u t dx

−
= −∫  )17(

1  Weierstrass approximation theorem

که بسط رابطه )11( به صورت رابطه )12( بیان می گردد.

0 1 2 3

0 2 3 2
0 1 2 3

2 3 2
0 1 2 30

( , , , )

{( ) ( ) }

{( ) ( ) }

c c c cX
X

c c c c

E c c c c

k x C C k x C k x C k x dx

k x C C k x C k x C k x dxα

−

−

=

− + + + +

− + + + =

∫
∫

2 2 7 5 2 5 2 2
3 1 3 2

5 2 4 2 4
3 1 2 0 3

4 2 3 2 2
2 1

2 2 1
7 5 5
2 1 1
5 2 2
1 1
2 3

c c c

c c c

c c

C k X X C C k X C k

X C k X C C k X C C k

X C k X C k

+ + −

− − +

+

 

)18(          

3 3 2 3 2
0 2 1

2 2 2
0 1 0 0

2 2 5
1 3 2

2 2 1
3 3 3

2
1 ( 2( ) )
5

c c c

c c

c c c c

X C C k X C k X k

X C C k X C k C X

k C k C k C k Xα

+ − + −

+ + +

− − +

4
0 3 1 2

2 3 2
0 2 1 0 1

1 (2 2( ) )
4

1 (2 ( ) ) ( )
3

c c c c

c c c c c

C C k k C k C k X

C C k k C k X C k C k X

α

α α

+ − − +

+ − − −   

E به نسبت هر  که در آن مطابق رابطه زیر مشتق تابع خطای 
C برابر با صفر می باشد. 3 C و  2  ،C1 کدام از ضرایب 

0, 1,2,3
i

E i
C

∂
=   =

∂
 )19(

 

 
   عرضی و مدل یک درجه آزادی معادل تنفسی تیر یک سرگیردار با ترکابعاد : 2شکل 

Fig. 2. Dimensions of the cantilever beam with a transverse breathing crack and equivalent single degree-of-freedom 
model 

  

شکل 2. ابعاد تیر یک سرگیردار با ترک تنفسی عرضی و مدل یک درجه 
آزادی معادل 

Fig. 2. Dimensions of the cantilever beam with a transverse 
breathing crack and equivalent single degree-of-freedom 

model
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C0 برابر با  با توجه به عدم وجود بار استاتیکی بر روی تیر مقدار 
صفر در نظر گرفته می شود.

تشکیل   )22( و   )21(  ،)20( معادلات   ،)16( رابطه  اعمال  با 
می شوند.

5 2 3 2
3 1

1

3 2 3
1

4 2
5 3

2 2 ( ) 0
3 3

c c

c c c c

E X C Ck k

k k k k

X
C

X C Xα

∂
= + −

∂

− − =

 )20(

2 5 4 2 4 2
2 1

2

3 4
0 1

4 1 1
5 2 2

4 1 ( ) 0
3 2

c c c

c c c c

k k kE C X X C X
C

C kX Xk k kCα

∂
= − + +

∂

− − =

 )21(

2 7 5 2
3 1

3

5 2 5
1

4 2
7 5

2 2 ( ) 0
5 5

c c

c c c c

kE C X X C
C

X

k

k k XkCk α

∂
= + −

∂

− − =

 )22(

که با حل دستگاه معادلات )14(، )15( و )16( مقادیر هر کدم از 
C مطابق رابطه )23( به دست می آیند. 3 C و  2  ،C1 ضرایب 

1 2 3
1 1 5 1, , 0
2 2 8

C C C
X

αα −
= + = =  )23(

مقدار X در این مساله برابر با دامنه پاسخ دینامیکی بر اثر فرکانس 
(  می باشد که توسط رابطه  ωΩ = 0 تحریک در رزونانس اصلی سازه )

زیر تخمین زده می شود ]11[.

2
02

fX
mζω

=  )24(

منحنی    3 شکل  در  چندجمله ای  مدلسازی  دقت  ارزیابی  برای 
جابجایی سر آزاد تیر بر حسب زمان با استفاده از روش عددی رانگ کوتا 
برای مدل های ترک دوخطی و چند جمله ای رسم گردیده است برای 
 ، mmW =10  ، mmL = 400 این ارزیابی تیر یک سرگیردار با ابعاد 
 Nf =1 mmb در نظر گرفته شده است. مقدار نیروی تحریک =10

می باشد. همچنین ضریب عمق ترک )نسبت عمق ترک به عمق تیر( 
c/ و ضریب موقعیت آن )نسبت فاصله ترک از 

c
a
b

α = =0 3 برابر 
cL/ در نظر گرفته شده است. 

L
η = =0 9 سر آزاد تیر به طول تیر( 

چند  از  استفاده  با  تیر  پاسخ  می گردد  مشاهده   3 شکل  به  توجه  با 
جمله ای تخمین زده شده از تیر با ترک تنفسی تطابق کامل با مدل 

اولیه دوخطی از سفتی ترک دارد. 
 C 2 در ادامه شکل 4 نیز نشان دهنده تغییرات ضریب غیرخطی 
به نسبت عمق و موقعیت ترک می باشد. با توجه به شکل 4 ملاحظه 
می شود که افزایش عمق ترک و همچنین نزدیک شدن ترک به سر 
C و در نتیجه رفتار  2 گیردار تیر منجر به افزایش ضریب غیرخطی 

غیرخطی سیستم خواهد شد. 

4- پاسخ رزونانس اصلی تیر ترک دار 
در این قسمت به بررسی و تحلیل ارتعاشات غیرخطی تیر ترک 
دار با استفاده از روش مقیاس های چندگانه ]27[ پرداخته می شود. 
این روش قابل استفاده برای سیستم های با ویژگی غیرخطی ضعیف 
معتبر می باشد. با استفاده از تابع چند جمله ای ترک، معادله حرکت 
بیان   )25( رابطه  مطابق  تنفسی  ترک  با  تیر  آزادی  درجه  یک 

می گردد.

2
1 2( ) ( ) cos( )mu t cu t c ku c ku f t+ + + = Ω   )25(

که می توان رابطه )25( را به صورت رابطه )26( بیان نمود. 

2
2 2

0 02 ( ) 2 ( ) cos( )d d fu t u t u u t
dt dt m

ζω ω β+ + + = Ω  )26(

 

 
 تابع ترک تنفسی یاجملهدوخطی و چند   هایمقایسه مدل :3شکل 

Fig. 3. Comparison of the bilinear and polynomial functions of the breathing crack 
  

شکل 3. مقایسه مدل های دوخطی و چند جمله ای تابع ترک تنفسی
Fig. 3. Comparison of the bilinear and polynomial 

functions of the breathing crack
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که در آن فرکانس طبیعی سیستم از رابطه زیر تعیین می گردد:

2 1
0

(1 )
2

ckC k
m m

α
ω

+
= =  )27(

و همچنین مرتبه ضرایب در رابطه )26(  نیز به صورت زیر بیان 
می گردد:

2 22
0 , ,cC k f F F

m m
ζω µ ε µ β εβ ε= = = = = =  )28(

ضرایب  مرتبه  جایگزینی  با  و   ]28[ بوده   ε0 1  آن  در  که 
رابطه )28(، معادله )26( جهت استفاده از روش مقیاس های چندگانه 

به فرم استاندارد زیر بیان می گردد:

2
2 2 2 2

02 ( ) 2 ( ) cos( )d du t u t u u F t
dt dt

ε µ ω εβ ε+ + + = Ω )29(

با استفاده از سه مقیاس زمانی زیر جهت بسط درجه دوم

1 2
0 1 2, ,T t T t T tε ε= = =  )30(

جابحایی سر آزاد تیر مطابق رابطه زیر بیان می گردد:

2
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ...u u T T T u T T T u T T Tε ε= + + +  )31(

با جایگزینی معادله بالا و بازنویسی با استفاده از روش مقیاس های 
چندگانه معادله زیر به دست می آید.

0 0

2 2 2 2
0 0 1 1 0 2 0 1 2
2 2 2

0 1 2 0 1 2
2 2 2 2

0 0 1 2 0 1 2

2

(

)

2 ( 2 )( )

2 ( )( )

( ) ( )

(
2

i T i T

D D D D D D u u u

D D D u u

e

u

u u u u u u

e
F

ε ε ε ε

ε µ ε ε ε ε

ω ε ε εβ ε ε

ε Ω − Ω

+ + + + + +

+ + + +

+ + +

+

+ + + =  )32(

ε معادلات )33(،  2 ε و  1  ،ε 0 با جداسازی معادلات با ضرایب 
)34( و )35( به دست می آید.

0 2 2
0 0 0 0 0: D u uε ω+ =  )33(

1 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 0: 2D u u D D u uε ω β+ = − −  )34(

0 0

2 2 2
0 2 0 2 0 1 1 0 2 0

2
0 0 1 0 0 1

: 2 2

2 2
2 2

i T i T

D u u D D u D D u
F FD u D u u u e e

ε ω

µ β Ω − Ω

+ = − − −

− − + +
  )35(

u0 مطابق رابطه  ε، پاسخ  0 با حل عمومی برای معادله با مرتبه 
زیر نوشته می شود:

0 0 0 0
10 1( ) ( )i T i Tu e eA T A Tω ω−= +  )36(

که با جایگزینی معادله )36( در معادله )34(، معادله زیر به دست 
می آید.

0 0

0 0

22 2 2
0 1 0 1 0 1

2 2
0 1

2

2 2

i t i t

i t i t

D u u i D Ae A e

AA A e i D Ae

ω ω

ω ω

ω ω β

β β ω− −

+ = − − −

− +
 )37(

به دست  معادله )38(  معادله )37(  با حذف ضرایب سکولار در 
می آید.

0
0 12 0i ti D Ae ωω− =  )38(

 

 
 ضریب غیرخطی ترک به نسبت عمق و موقعیت ترک در تغییرات :4شکل 

Fig. 4. Changes in the nonlinear crack coefficient for different crack depth and location ratios 
  

شکل 4. تغییرات در ضریب غیرخطی ترک به نسبت عمق و موقعیت ترک
Fig. 4. Changes in the nonlinear crack coefficient for 

different crack depth and location ratios
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A مطابق رابطه )39( تعیین می گردد.  ضریب 

1 20, ( )D A A A T= =  )39(

u1 با حل معادله )37( مطابق رابطه زیر بیان می گردد. و همچنین 

0 0 0 0

22
2 2

1 2 2 2
0 0 0

1 2 1
3 3

i T i TA AA Au e eω ωβ β β
ω ω ω

−= − +  )40(

u1 در معادله )35(، معادله )41( به دست می آید: با جایگزینی 

0 0 0

2 2
0 2 0 2 0 2 0

2 2
2

0

[ 2 2
10 ]

3 2
i T i T

D u u i D A iA
FA A e e NST CCω

ω ω µ ω

β
ω

Ω

+ = − − +

+ + +
 )41(

A به صورت معادله )41(  و   A بالا مقادیر  جهت حل معادله 
نوشته می شود:

1 1,
2 2

i iA ae A aeθ θ−= =  )42(

با در نظر گرفتن مجاورت فرکانس تحریک تیر با فرکانس طبیعی 
سیستم مطابق با معادله )43(:

2
0ω ε σΩ = +  )43(

σ یک پارامتر به نام فرکانس تنظیمی1 جهت مطالعه  که در آن 
رفتار دینامیکی حول پاسخ رزونانس می باشد.

در ادامه با حذف ترم های سکولار معادله )44( حاصل می گردد.

 2

3 2
( )

0 0 0 2
0

5 1 0
12 2

i Taa i a i a Fe σ θβω θ µ ω ω
ω

−′ ′− − + + =  )44(

γ به صورت معادله )45( مستقل2  معادله )44( با تعریف پارامتر 
می گردد.

2Tγ σ θ= −  )45(

θ مطابق رابطه زیر ′ که با جایگزینی 

θ σ γ′ ′= −  )46(

دستگاه معادلات )47( به دست می آید.

1  Detuning frequency 
2  Autonomous

3 2

0 2
0

0 0

5) cos ( ) 0
12

sin (

(

) 0

a

a

a

a

βω σ γ γ
ω

µ ω ω γ






′− + + Λ =

′− − + Λ =  
)47(

Λ مطابق رابطه زیر تعیین می گردد. که در آن 

2
F

Λ =  )48(

بنابراین دستگاه معادلات )49( به صورت زیر نوشته می شود.

3 2

3
00

0

5 cos ( )
12

sin ( )

a
a

a

a

a

βγ σ γ
ωω

µ γ
ω








Λ′ = + +

Λ′ +


= −
 )49(

 a′ =0 γ و  ′ =0 با در نظر گرفتن وضعیت پایدار در ارتعاشات 
معادله )50( به دست می آید.

2 2
0

3
0

0

5( ) cos ( )
12

( ) sin ( )a

a aω βσ γ
ω

ω
µ γ







+ =

=
Λ

−
Λ  )50(

معادله فرکانسی تیر ترک دار در حالت رزونانس مطابق رابطه زیر 
به دست می آید.

2 2
2 2 2

0 03
0

5[ ( )] [ ]
12

a a aβω σ ω µ
ω

+ + = Λ  )51(

σ مطابق با معادله )52( به دست می آید. در نهایت

3 2 2 2 2 8 2 4 0.5
0 0

3
0

5 6( 4 )1
12

a m a m f
ma

β ζ ω ω
σ

ω
− ± − +

=  )52(

فرکانس  حسب  بر  دامنه  منحنی  دهنده  نمایش  )الف(   5 شکل 
تنظیمی برای تیر یکسرگیردار با ابعاد مذکور در بخش 3 این مقاله 
cα/ و ضریب موقعیت آن نیز  =0 3 می باشد. ضریب عمق ترک برابر 
η/ می باشد. مقدار بزرگی نیروی تحریک هارمونیک در  =0 9 برابر با 
مقدار  می باشد.   Nf = 2 برابر  و  ثابت  نیز  اصلی  رزونانس  فرکانس 
نیروی انتخاب شده برای بررسی رفتار غیر خطی تیر با ترک تنفسی 
ترک  شدن  بسته  سبب  بتواند  که  باشد  بزرگ  اندازه ای  به  بایستی 
به  توجه  با  شود.  می گیرد  قرار  فشاری  بار  تحت  که  نیم سیکلی  در 
مطالعات تجربی انجام شده در مرجع ]20[ و همچنین با توجه به این 
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که تحریک در فرکانس رزونانس اصلی تیر فرض می گردد، نیرویی به 
بزرگی 2 نیوتن برای بستن ترک در نیم سیکلی که تحت بار فشاری 

است کافی بوده و سبب ایجاد رفتار تنفسی ترک خواهد گردید.
 نقاط به رنگ مشکی بر روی شکل 5 )الف( نمایش دهنده دامنه 
می باشد  ثانیه   4 از  پس  تنفسی  ترک  با  تیر  پایدار  حالت  ارتعاشات 
به  کوتا  رانگ  روش  استفاده  با  تیر  معادله  عددی  ترسیم  توسط  که 
دست آمده است. با توجه به شکل 5 )الف( تطابق حل تحلیلی با حل 
عددی معادله تیر با ترک تنفسی مشاهده می گردد. همچنین شکل 
5 )ب( نیز نمایش دهنده ترسیم عددی پاسخ حالت پایدار تیر مذکور 

می باشد. 
در ادامه با ترسیم شکل 6 به مقایسه منحنی های تیر در رزونانس 
اصلی با عمق های مختلف ترک تنفسی پرداخته شده است. همچنین 
η/ و مقدار نیروی تحریک  =0 9 ضریب محل قرارگیری ترک برابر با 
به  توجه  با  است.  شده  گرفته  نظر  در   Nf = 2 با  برابر  هارمونیک 
منحنی های پاسخ فرکانسی تیر مشاهده می شود با افزایش عمق ترک 
تنفسی، مقدار ضریب نرم شوندگی تیر بیشتر شده که منجر به افزایش 

رفتار غیر خطی می شود. 
با  نیز به مقایسه منحنی های تیر در رزونانس اصلی  در شکل 7 
این  در  است.  شده  پرداخته  تنفسی  ترک  مختلف  موقعیت  ضرایب 
cα/ فرض می شود. همچنین نیروی  =0 5 شکل ضریب عمق ترک 

می باشد. در شکل  Nf = 2 تحریک هارمونیک نیز برابر با مقدار ثابت 
7 نیز ملاحظه می گردد که هرچه ترک تنفسی به قسمت گیردار تیر 
افزایش شدت رفتار غیرخطی سیستم خواهیم  نزدیک تر شود شاهد 

بود.
با توجه به شکل های 6 و 7 مشاهده می شود که با افزایش عمق 
ترک و همچنین نزدیکتر شدن موقعیت ترک به سر گیردار تیر، دامنه 

 

11 
 

با در نظر گرفتن وضعیت پایدار در ارتعاشات    aو   0=  . آید به دست می ( 50)معادله  0=
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 آید. معادله فرکانسی تیر ترک دار در حالت رزونانس مطابق رابطه زیر به دست می
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این مقاله   3)الف( نمایش دهنده منحنی دامنه بر حسب فرکانس تنظیمی برای تیر یکسرگیردار با ابعاد مذکور در بخش    5شکل  
c/باشد. ضریب عمق ترک برابر  می =0 /  نیز برابر با و ضریب موقعیت آن 3 =0 قدار بزرگی نیروی تحریک هارمونیک  باشد. ممی  9

Nfنیز ثابت و برابر  اصلی    در فرکانس رزونانس = مقدار نیروی انتخاب شده برای بررسی رفتار غیر خطی تیر با ترک تنفسی    باشد.می  2
با توجه به مطالعات  گیرد شود.  ه شدن ترک در نیم سیکلی که تحت بار فشاری قرار میای بزرگ باشد که بتواند سبب بست بایستی به اندازه

  به بزرگی   ی یگردد، نیروو همچنین با توجه به این که تحریک در فرکانس رزونانس اصلی تیر فرض می [20]تجربی انجام شده در مرجع  
 . بوده و سبب ایجاد رفتار تنفسی ترک خواهد گردیدنیوتن برای بستن ترک در نیم سیکلی که تحت بار فشاری است کافی  2

باشد  می  ثانیه  4پس از    )الف( نمایش دهنده دامنه ارتعاشات حالت پایدار تیر با ترک تنفسی  5نقاط به رنگ مشکی بر روی شکل   
)الف( تطابق حل تحلیلی با حل   5  با توجه به شکل  که توسط ترسیم عددی معادله تیر با استفاده روش رانگ کوتا به دست آمده است.

پاسخ حالت پایدار تیر مذکور    ترسیم عددی  )ب( نیز نمایش دهنده  5همچنین شکل   گردد.عددی معادله تیر با ترک تنفسی مشاهده می
   باشد.می

 )الف(                                                                        )ب(                             

  
 

(  و )ب( پاسخ حالت پایدار عددي معادله ● ) عددي از روش پاسخ رزونانس حاصل از )الف( حل تحلیلی )خط ممتد( و نقاط متناظر :5 شکل
 تیر با ترک تنفسی 

Figure 5. Resonance response from (a) analytical solution (continuous line) and the corresponding points of the numerical 
method (●) and (b) the numerical steady-state response of the cracked beam equation 

 
 

شکل 5. پاسخ رزونانس حاصل از )الف( حل تحلیلی )خط ممتد( و نقاط متناظر از روش عددی )●(  و )ب( پاسخ حالت پایدار عددی معادله تیر با ترک تنفسی 
Fig. 5. Resonance response from (a) analytical solution (continuous line) and the corresponding points of the numerical 

method (●) and (b) the numerical steady-state response of the cracked beam equation

 
 ترک تنفسی  از های مختلفتیر در رزونانس اصلی با عمق فرکانسی های پاسخمنحنی: 6شکل 

Fig. 6. Frequency-response curves in the primary resonance with different depths of the breathing crack 
  

عمق های  با  اصلی  رزونانس  در  تیر  فرکانسی  پاسخ  منحنی های   .6 شکل 
مختلف از ترک تنفسی

Fig. 6. Frequency-response curves in the primary resonance 
with different depths of the breathing crack
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پاسخ ارتعاشات دچار تغییرات قابل توجه ناپیوسته و ناگهانی در پاسخ 
سیستم شده است که به آن پدیده پرش در ارتعاشات غیرخطی تیر 
تیرک دار می گویند. برای توصیف فیزیکی این پدیده فرض می شود 
که فرکانس به آرامی در اطراف رزونانس اصلی تیر ترک دار کاهش 
یابد که این امر منجر به افزایش تدریجی دامنه نوسان می شود که پس 
از رسیدن به نقطه ماکزیمم دامنه با مقدار کمی از کاهش پاسخ دچار 

افت شدید در دامنه نوسان )پدیده پرش( می شود. 
در ادامه به جهت بررسی میزان حساسیت پاسخ سیستم به مقدار 
غیرخطی  رفتار  روی  بر  پارامتر  این  تأثیر  بررسی  به  تحریک  نیروی 
پاسخ  منحنی های  نمایش دهنده   8 شکل  می شود.  پرداخته  سیستم 
تیر در رزونانس اصلی و با مقادیر مختلف از نیروی تحریک هارمونیک  
cα/ و ضریب  =0 5 نیز ضریب عمق ترک  این مساله  می باشد. در 
توجه  مورد  بایستی  نکته  این  می باشد.   /η =0 9 نیز  ترک  موقعیت 
قرار گیرد که استفاده از نیروهای تحریک خیلی کوچک می تواند مانع 
از بسته شدن کامل ترک در طی دوره نوسان شود. همچنین با توجه 
به این که تحریک هارمونیک خارجی در رزونانس اصلی تیر ترک دار 
از  استفاده  که  گیرد  قرار  مدنظر  نیز  نکته  این  می بایست  می باشد، 
نیروهای بسیار بزرگ می تواند مانع از فرض رفتار سیستم غیرخطی 
ضعیف گردد. بنابراین میزان نیروی وارده به تیر بایستی در حدودی 

انتخاب گردد که مانع از نوسانات بزرگ تیر گردد ]27[.  
به جهت بررسی تأثیر میرایی در رفتار غیرخطی تیر ترک دار در 
با مقادیر  نیز به مقایسه منحنی های تیر در رزونانس اصلی  شکل 9 
مختلف از ضریب میرایی سیستم پرداخته شده است. در این مساله 
 /η =0 9 cα/ و ضریب موقعیت ترک نیز  =0 5 ضریب عمق ترک 

Nf = 2 است. همچنین مقدار نیروی تحریک نیز برابر با مقدار ثابت

 

 
 های مختلف ترک تنفسیدر رزونانس اصلی با موقعیتتیر  فرکانسیهای پاسخ منحنی :7شکل 

Fig. 7. Frequency-response curves in the primary resonance with different locations of the breathing crack 
  

 

 
 در رزونانس اصلی با مقادیر مختلف از نیروی تحریک تیر  فرکانسیهای پاسخ منحنی :8شکل 

Fig. 8. Frequency-response curves at the primary resonance with different amplitudes of excitation force 
  

 

 
 در رزونانس اصلی با مقادیر مختلف از ضریب میرایی فرکانسیهای پاسخ منحنی :9شکل 

Fig. 9. Frequency-response curves in the primary resonance with different values of the damping coefficient 
  

شکل 7. منحنی های پاسخ فرکانسی تیر در رزونانس اصلی با موقعیت های 
مختلف ترک تنفسی

Fig. 7. Frequency-response curves in the primary 
resonance with different locations of the breathing crack

مقادیر  با  اصلی  رزونانس  در  تیر  فرکانسی  پاسخ  منحنی های   .8 شکل 
مختلف از نیروی تحریک

Fig. 8. Frequency-response curves at the primary 
resonance with different amplitudes of excitation force

با مقادیر مختلف  شکل 9. منحنی های پاسخ فرکانسی در رزونانس اصلی 
از ضریب میرایی

Fig. 9. Frequency-response curves in the primary 
resonance with different values of the damping coefficient
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در نظر گرفته شده است. شکل 9 نمایش دهنده تأثیر ضریب میرایی 
می شود  مشاهده  به شکل  توجه  با  است.  پاسخ  منحنی های  روی  بر 
که افزایش میرایی در سیستم منجر به کاهش تاثیرات غیرخطی تیر 
ترک دار می شود. هرچند در این مطالعه به جهت نمایش میزان تأثیر 
میرایی بر رفتار غیرخطی تیر، مقدار ضریب میرایی تا حدود پنج برابر 
یافته است. مقدار میرایی در پاسخ یک سیستم  افزایش  اولیه  نمونه 
در رزونانس اصلی بسیار حائز اهمیت است. از نظر ریاضی در غیاب 
سمت  به  میل  رزونانس  حالت  در  نوسانات  دامنه  سیستم،  میرایی 
دارای  دامنه  این  میرایی  وجود  دلیل  به  هرچند  که  دارند  بینهایت 
مقدار متناهی می باشد ]27[. با توجه به نتایج موجود در ادبیات فن 
افزایش  تیر سبب  بر روی  تنفسی  ایجاد یک ترک  ]20، 29 و 30[ 
مقدار ضریب میرایی تیر می شود. بنابراین میرایی یکی از پارامترهای 
ترک  با  تیر  غیرخطی  رفتار  بررسی  در  بایستی  که  است  تاثیرگذار 

تنفسی مورد توجه قرار گیرد. 

5 - پاسخ رزونانس سوپرهارمونیک تیر ترک دار 
Ω از فرکانس طبیعی تیر، تأثیر  با فاصله گرفتن فرکانس تحریک 
از حالت رزونانس اصلی تیر خواهد شد  نیروی تحریک کمتر  میزان 
ارتعاشات به صورت تحریک سخت1 در نظر گرفته  و در این صورت 

می شود. معادله )26( می تواند با در نظر گرفتن مرتبه ضرایب زیر:

2
0 , c k

m
µ ζω εµ β εβ= = = =  )53(

به صورت معادله )54( نوشته شود.

2
2 2

02 ( ) 2 ( ) cos( )d d fu t u t u u t
dt dt m

εµ ω εβ+ + + = Ω  )54(

 )55( معادله  زمانی  مقیاس های  از   )54( معادله  بسط  جهت 
استفاده می شود.

1
0 1,T t T tε= =  )55(

بنابراین جابجایی سر آزاد تیر مطابق معادله )56( بیان می گردد.

 0 0 1 1 0 1( , ) ( , ) ...u u T T u T Tε= + +  )56(
  

1  Hard excitation

با جایگزینی معادله بالا و بازنویسی با استفاده از روش مقیاس های 
چندگانه معادله )57( به دست می آید.
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 )57(

ε معادلات )58( و )59(  1  ،ε 0 با جداسازی معادلات با ضرایب 
به دست می آید.

0 2 2
0 0 0 0: cos( )D u u f

m
tε ω+ = Ω  )58(

1 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0: 2 2D u u D D u D u uε ω µ β+ = − − −  )59(

u0 مطابق معادله  ε، پاسخ  0 با حل عمومی برای معادله با مرتبه 
)60( نوشته می شود:

0 0 0 0 0 0
1 10 ( ) ( )i T i T i T i Tu e eA T A T Fe Feω ω− Ω − Ω= + + +  )60(

F توسطه معادله )61( بیان می گردد.  که در آن 

2 2 1
0( )

2
fF
m

ω −= − Ω  )61(

با جایگزینی معادله )60( در معادله )59(، معادله )62( به دست 
می آید.
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− Ω
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+Ω

−Ω − Ω−

− Ω+ Ω − Ω

+ = − + Ω −

Ω + − −

− − −

− − −

− − −

 )62(

مشاهده می شود که زمانی که فرکانس  به معادله )62(  با توجه 
ثانویه در سیستم وجود  باشد یک رزونانس   ω

Ω = 0

2
برابر  تحریک 

بنابراین  است.  سیستم  سوپرهارمونیک  رزونانس  به  مربوط  که  دارد 
نزدیکی  در  تنفسی  ترک  با  تیر  رفتار  بررسی  جهت   )63( معادله 

فرکانس سوپرهارمونیک بیان می شود.

0

2
ω

εσΩ = +  )63(
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ترم های  و جداسازی   )62( معادله  در   )63( معادله  با جایگزینی 
سکولار معادله )64( به دست می آید.

0 0 2 2
0 1 02 2 0i t i t i ti D Ae i Ae F eω ωω µ ω β Ω− − − =  )64(

معادله )64( به صورت معادله )65( نوشته می شود.

12
0 1 02 2 0i Ti D A i A F e σω µ ω β− − − =  )65(

معادله  در   iA ae θ−=
1
2

و  iA ae θ=
1
2

مقادیر  دادن  قرار  با 
)65( معادله )66( به دست می آید.

12
0 0 0 0i Ti i ia e i a e F e i a eσθ θ θω θ µ ω β ω′ ′− − − =  )66(

γ نیز در این مساله مطابق با معادله )67( تعیین می گردد. پارامتر 

1Tγ σ θ= −  )67(

معادلات  دستگاه   )66( معادله  در   )67( معادله  جایگزین  با  که 
)68( به دست می آید.

2
0 0

2
0 0

sin ( ) 0

cos( ) 0

a Fa

a a F

ω µω β γ

ω σ ω γ β γ

′



+

−

 + =

′ =


 −

 )68(

در ارتعاشات حالت پایدار تیر ترک دار در رزونانس سوپرهارمونیک 
دستگاه معادلات )68( به صورت دستگاه معادلات )69( نوشته می شود.

2

0
2

0

cos( )

sin ( )

F

F

a

a a

γ γ
ω

βµ

β

γ

σ

ω


−




 ′ = − +


′ =
 )69(

و )71(   )70( معادلات   )69( معادلات  با حل دستگاه  نهایت  در 
برای پارامترهای تنظیمی و همچنین دامنه به دست می آیند.

4 2
2 2 2

04 2 2 4
0

0

16
( )1

4

f a
m

a

β µ ω
ω

σ
ω

−
− Ω

=  )70(

a نیز توسط رابطه زیر بیان می گردد. و همچنین مقدار 

2

2 2 2 2 2
0 0 0

1
4 ( ) ( )

fa
m

β

µ σ ω ω ω
=

+ Ω + Ω −
 )71(

شکل 10 )الف( نمایش دهنده منحنی دامنه بر حسب فرکانس 
تنظیمی برای تیر یکسرگیردار با ابعاد مذکور در بخش 3 این مقاله 
نیز  cα/ و ضریب موقعیت آن  =0 3 برابر  است. ضریب عمق ترک 
در  هارمونیک  تحریک  نیروی  بزرگی  مقدار  است.   /η =0 9 با  برابر 

 

 )ب(                                         )الف(                                                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

(  و )ب( پاسخ حالت ●پاسخ رزونانس سوپرهارمونیک حاصل از )الف( حل تحلیلی )خط ممتد( و نقاط متناظر از روش عددی ) :10 شکل
 پایدار عددی معادله تیر با ترک تنفسی

Fig. 10. Super harmonic resonance response of (a) analytical solution (continuous line) and corresponding points of 
the numerical method (●) and (b) The numerical steady-state response of the cracked beam equation 

  

شکل 10. پاسخ رزونانس سوپرهارمونیک حاصل از )الف( حل تحلیلی )خط ممتد( و نقاط متناظر از روش عددی )●(  و )ب( پاسخ حالت پایدار عددی معادله 
تیر با ترک تنفسی

Fig. 10. Super harmonic resonance response of (a) analytical solution (continuous line) and corresponding points of the 
numerical method (●) and (b) The numerical steady-state response of the cracked beam equation
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 Nf = 2 ω نیز ثابت و برابر 
Ω = 0

2
فرکانس سوپرهارمونیک با مرتبه 

است. نقاط به رنگ مشکی بر روی شکل 10 )الف( نیز نمایش دهنده 
دامنه ارتعاشات حالت پایدار تیر با ترک تنفسی است که توسط ترسیم 
عددی معادله تیر با استفاده روش رانگ کوتا به دست آمده است. با 
توجه به شکل 10 )الف( تطابق حل تحلیلی با حل عددی معادله تیر 
با ترک تنفسی مشاهده می گردد. همچنین شکل 10 )ب( نیز نمایش 

دهنده پاسخ حالت پایدار تیر مذکور است. 
رزونانس  به  نزدیک  فرکانس های  در  )ب(   10 شکل  به  توجه  با 
سوپرهارمونیک، ترک می تواند بیش از یک بار در طول دوره ارتعاش 
حالت خود را تغییر دهد که این مورد در مطالعات محققین دیگر نیز 

گزارش گردیده است ]7 و 31[.
در  تیر  منحنی های  مقایسه  به   11 شکل  ترسیم  با  ادامه  در 
رزونانس سوپرهارمونیک با در نظر گرفتن عمق های مختلف از ترک 
تنفسی پرداخته شده است. در این بررسی ابعاد تیر مشابه با بخش 3 
η/ و مقدار نیروی  =0 است. همچنین ضریب محل قرار گیری ترک 9

در نظر گرفته شده است. Nf = 2 تحریک نیز برابر با مقدار ثابت
دامنه  منحنی های  که  می گردد  مشاهده   ،11 شکل  به  توجه  با 
فرکانس در حالت رزونانس سوپرهارمونیک دارای حساسیت بیشتری 
نسبت به حالت رزونانس اصلی است. همچنین با توجه به این مورد که 
در رزونانس سوپرهارمونیک، دامنه نوسانات نسبت به رزونانس اصلی 
اندازه قابل توجهی کمتر است، پدیده نرم شوندگی در پاسخ  تیر به 

سوپرهارمونیک تیر نمایان نمی شود.
 در شکل 12 نیز به بررسی حساسیت پاسخ سوپرهارمونیک تیر به 
ضرایب موقعیت مختلف از ترک تنفسی پرداخته شده است. در شکل 
cα/ فرض گردیده است. همچنین در  =0 5 12 ضریب عمق ترک 
در  Nf = 2 این قسمت نیز مقدار نیروی تحریک برابر با مقدار ثابت 

نظر گرفته شده است.

6- نتیجه گیری
بر  مبتنی  پیوسته  غیرخطی  چندجمله ای  یک  مطالعه،  این  در 
تئوری تیر اولر برنولی و رفتار تنفسی ترک به منظور تجزیه و تحلیل 
زده  تحریک هارمونیک، تخمین  ترک دار تحت  تیر  پاسخ غیر خطی 
دو خطی  رفتار  با  و  تنفسی  ترک  با  تیر  مدلسازی  برای  است.  شده 

از تئوری تقریب وایراشتراس استفاده شده است. جهت اعتبارسنجی 
مدل پیشنهادی، نتایج با حل عددی حاصل از معادله دو خطی مقایسه 
شده که تطبیق خوبی با حل عددی مشاهده گردید. مدل تیر ترک 
خورده شامل ترم درجه دوم  مربعی، با استفاده از روش اغتشاشات 
مقیاس های چندگانه مورد بررسی قرار گرفت. با تحلیل رفتار تیر ترک 

 

 
 ترک تنفسی از های مختلفدر رزونانس سوپرهارمونیک با عمقتیر  فرکانسی  های پاسخمنحنی :11شکل 

Fig. 11. Frequency-response curves in super harmonic resonance with different depths of the breathing crack 
  

 

 
 ترک تنفسیاز مختلف  هایموقعیتدر رزونانس سوپرهارمونیک با تیر  فرکانسی های پاسخمنحنی :12شکل 

Fig. 12. Frequency-response curves in super harmonic resonance with different locations of the breathing crack 
 

با  رزونانس سوپرهارمونیک  در  تیر  فرکانسی  پاسخ  منحنی های   .11 شکل 
عمق های مختلف از ترک تنفسی

Fig. 11. Frequency-response curves in super harmonic 
resonance with different depths of the breathing crack

با  تیر در رزونانس سوپرهارمونیک  شکل 12. منحنی های پاسخ فرکانسی 
موقعیت های مختلف از ترک تنفسی

Fig. 12. Frequency-response curves in super harmonic 
resonance with different locations of the breathing crack
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خورده در رزونانس اصلی تیر، مشاهده شد که با افزایش نسبت های 
عمق و موقعیت ترک، رفتار دینامیکی تیر در رزونانس اصلی به شدت 
غیر خطی می شود و منحنی های پاسخ فرکانسی دچار نرم شوندگی 
می شوند. همچنین نرم شوندگی در پاسخ تیر ترک دار منجر به ایجاد 
پدیده پرش در منحنی دامنه فرکانس تیر می شود. با توجه به بررسی 
انجام شده مقدار نرم شوندگی ایجاد شده در منحنی پاسخ وابسته به 
ضریب سفتی درجه دوم معادله چند جمله ای است که وابستگی این 
از جمله  داده شد.  نمایش  ترک  موقعیت  و  پارامترهای عمق  به  ترم 
پارامترهای مهمی که تأثیر آنها در این مطالعه مورد بررسی قرار گرفت 
عمق ترک، موقعیت ترک، مقدار نیروی تحریک و مقدار میرایی تیر 
ترک دار است. نتایج به دست آمده نشان می دهند که افزایش ضرایب 
عمق و موقعیت ترک منجر به بروز رفتار غیرخطی تیر با ترک تنفسی 
افزایش  که  گردید  مشاهده  میرایی  اثر  بررسی  با  همچنین  می شود. 
سطح میرایی می تواند سبب کاهش رفتار غیرخطی در پاسخ تیر ترک 

دار  گردد. 
اغتشاشات  روش   از  استفاده  که  است  ذکر  قابل  نیز  نکته  این   
مقیاس های چندگانه در این مطالعه برای سیستم غیرخطی تک درجه 
آزادی با فرض ضعیف بودن سطح غیر خطی حاصل از نوسانات بزرگ 
غیر  عوامل  از  اجتناب  جهت  به  منظور  همین  به  دارد.  کافی  دقت 
خطی دیگر و تداخل آن با عامل غیرخطی حاصل از ترک، می بایست 
دامنه نوسانات تیر تا حد امکان در سطح پایین نگاه داشته  شود که 
تغییرمکان های سر آزاد تیر بزرگ نگردد. بنابراین با توجه به این که 
در  ترک  وجود  مساله  این  در  غیرخطی  رفتار  ایجاد  عامل  مهمترین 
موقعیت  و  عمق  پارامترهای  تأثیر  بررسی  به  می توان  می باشد،  تیر 
آن پرداخت که با توجه به شکل های )6( و )7( مشاهده می شود که 
افزایش در هر کدام از این پارامترها منجر به بالا رفتن سطح غیر خطی 
پاسخ می شود که می توان از آن به عنوان یک نشانگر مبنی بر شدت 

ترک در تیر نیز استفاده نمود. 
با  دار  ترک  تیر  چندجمله ای  معادله  بسط  به  توجه  با  همچنین 
استفاده از روش مقیاس های چندگانه مشاهده گردید که ایجاد ترک 
می تواند سبب ایجاد رزونانس  سوپرهارمونیک مرتبه دوم در تیر ترک 
دار نیز شود که میزان حساسست پاسخ سوپرهارمونیک به پارامترهای 
عمق و موقعیت ترک مورد بررسی قرار گرفت. علاوه بر موارد ذکر شده 
نتایج حاصل از بررسی پارامترهای ترک تنفسی در رزونانس های اصلی 

و سوپرهارمونیک نشان دادند که پاسخ در رزونانس سوپرهارمونیک 
حساسیت بیشتری نسبت به وجود یک ترک تنفسی در تیر دارد. با 
عدم  که  نمود  بیان  را  نکته  این  می توان  مطالعه  این  نتایج  به  توجه 
در نظر گرفتن رفتار غیرخطی تیر ترک دار می تواند منجر به ایجاد 
خطاهای قابل توجه در بررسی رفتار دینامیکی یک تیر با ترک تنفسی 
بررسی  ارائه یک مدل مؤثر جهت  این مطالعه  از  گردد. هدف اصلی 
رفتار غیر خطی تیر با ترک تنفسی و رفتار دوخطی است که انتظار 
می رود با انجام مطالعات بیشتر بتوان از آن در روش های پایش سلامت 

تیرهای با ترک تنفسی استفاده نمود. 

فهرست علائم
علائم لاتین

caعمق ترک
bعمق تیر

ccc نرمی تیر در حالت ترک بسته

ocنرمی تیر در حالت ترک باز

C∆
تغییر در نرمی تیر در اثر باز شدن ترک

Eمدول الاستیسیته
Lcفاصله ترک از سر آزاد تیر
Lطول تیر

Wعرض تیر
mجرم تعمیم یافته
Iمومنتوم اینرسی

0Fنیروی تحریک خارجی
uجابجایی سر آزاد تیر
tزمان

nT) , , ...n = 1 2 مقیاس زمانی )

ckسفتی تیر سالم یا تیر با ترک بسته

okسفتی تیر با ترک باز
علائم یونانی

( )xψضریب مودال
νضریب پواسون

α نسبت سفتی تیر با ترک باز به سفتی تیر با ترک
بسته
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 cαضریب عمق ترک
ηضریب موقعیت ترک
Lλشکل مد تیر اولر برنولی

0ω فرکانس طبیعی
Ωفرکلنس تحریک
εپارامتر مثبت کوچک و بدون بعد

σفرکانس تنظیمی
ρچگالی
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