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Superharmonic and Subharmonic Resonance Analysis of A Rectangular Hyperelastic 
Membrane Resting on Nonlinear Elastic Foundation Using The Method of Multiple Scales
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ABSTRACT:  In this paper, the nonlinear vibrations of a rectangular hyperelastic membrane resting on 
a nonlinear elastic Winkler-Pasternak foundation subjected to uniformly distributed hydrostatic pressure 
are investigated. The membrane is composed of an incompressible, homogeneous, and isotropic material. 
The elastic foundation includes two Winkler and Pasternak linear terms and a Winkler term with cubic 
nonlinearity. Using the theory of thin hyperelastic membrane, Hamilton’s principle, and assuming the 
finite deformations, the governing equations are obtained. Also, the kinetic energy, the work of uniform 
distributed force and pressure, and the effects of damping are determined, according to the strain energy 
function for neo-Hookean hyperelastic constitutive law. By applying Galerkin’s method, the nonlinear 
partial differential equation of motion in the transversal direction is transformed to the ordinary differential 
equations. Then, utilizing the method of multiple scales, the superharmonic and subharmonic resonances 
including the 1:3 superharmonic and 3:1 subharmonic, 1:5 superharmonic, and 5:1 subharmonic, 1:7 
superharmonic, and 7:1 subharmonic are analyzed. Also, the analytical results are compared with those 
presented by other researchers. Finally, the effect of the Winkler and Pasternak stiffness, the material 
properties, and various geometrical characteristics on the superharmonic and subharmonic resonances of 
the vibration behavior of a rectangular hyperelastic membrane is investigated.
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1. INTRODUCTION
The hyperelastic membranes find applications ranging 

from space structures, actuators, sensors, robotics, and large 
civil engineering structures to many biological problems and 
surgical procedures. 

Some researches have been focused on the vibration 
behavior of the hyperelastic structures. For example, the free 
and forced non-linear vibration of a thin plate with hyperelastic 
materials was studied by Breslavsky et al. [1]. The vibration 
behaviors of a radially stretched hyperelastic membrane under 
finite deformations were investigated by Goncalves et al. [2]. 
Soares and Goncalves [3] analyzed the nonlinear vibrations 
of a hyperelastic annular membrane under finite deformations 
that the material characteristic was similar to research in Ref. 
[2]. Also, Soares and Goncalves [4] investigated the nonlinear 
vibration of a rectangular hyperelastic membrane embedded 
within a nonlinear Winkler-type foundation.

In the most previous works as mentioned above, there 
has been less attention to the  secondary resonance analysis 
including the superharmonic and subharmonic resonances 
for the transverse nonlinear vibration of the hyperelastic 
membranes. Therefore, the main novelties of this study 
are as follows: (1) Superharmonic and subharmonic 
resonance analysis of a rectangular hyperelastic membrane 

is investigated using the method of multiple scales, (2) The 
rectangular hyperelastic membrane resting on the nonlinear 
elastic foundation includes two Winkler and Pasternak 
linear terms and a Winkler term with cubic nonlinearity. The 
principle of thin hyperelastic membranes is utilized to obtain 
the differential motion equations.

2. RECTANGULAR HYPERELASTIC MEMBRANE 
2.1. Model’s geometry

Considering Fig. 1, the schematic of a rectangular 
hyperelastic membrane is illustrated. The rectangular 
membrane with density Γ, thickness h, and lengths xoL  and 

yoL  is considered. Also, 
yo xoh L ,  h L 1 .

According to Fig. 1, a membrane particle is assumed as 
iP  in the Cartesian coordinate x, y, z, which is transformed 

to point iP ′  due to stretching and then to point iP ′′  due to 
deformation in a Cartesian coordinate X (x, y, t), Y (x, y, t) and 
Z (x, y, t). The strain energy density function for an isotropic, 
homogeneous, and rectangular hyperelastic membrane, 
considering the constitutive law of neo-Hookean is defined 
as:

( )1 1 3W C I= −  (1)
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where 1C  is the material parameter and 1I  is the first 
strain invariant that according to the deformation tensor of 
right Cauchy-Green can be obtained.

3. GOVERNING EQUATIONS
Regarding the undeformed membrane, the total 

displacements are as follows:

( ) ( )
( ) ( )
( )

0

0

, , ,
, , ,
, ,

X X x y u x y t
Y Y x y v x y t
Z w x y t

= +
= +
=  

(2)

where 0 xX xδ= , 0 yY yδ= , and xδ  yδ  are respectively 
the stretching ratios in x and y directions.

During the transverse vibration, similar to works presented 
by other researchers which are according to the finite element 
method, u and v components can be negligible in comparison 
with the transverse vibration displacement w [2, 3]. The 
nonlinear equation of motion in the transverse direction 
utilizing Hamilton’s principle is obtained as follows:

( )
2

2
, ,

2 2
3

1 2 32 2 0
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x y

x y

W W w wh h h C P t
x Z y Z tt

w wk w k k w
x y

δ δ

δ δ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + Γ − −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   

  ∂ ∂
+  − + +  =   ∂ ∂    

(3)

where  cC Cξ= , and ξ  cC  are respectively the damping 
factor and critical damping. ( ) ( )cosh oP t P t= Ω  is the distributed 
hydrostatic pressure.  oP  and Ω  are respectively the 
excitation amplitude and frequency.

3.1. The equation of motion discretization
In this section, to discretize the equation of motion, the 

transverse vibration displacement is considered as:

( ) ( ), , sin sin
xo yo

m x n yw x y t W t
L L
π π  

=          
(4)

where ( )W t  is the time-dependent modal amplitudes. 
Substituting Eq. (4) in Eq. (3), and then utilizing Galerkin’s 
method, the discretized nonlinear motion equation in the 
transverse direction is obtained as:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3
0 2

5 7
3 4

ˆˆ

ˆ ˆ h

W t W t W t W t

W t W t P t

µ ω α

α α η

+ + +

+ + =



 
(5)

all coefficients are a function of π , h , 1C , Γ , xδ , yδ
, xoL , yoL , 1k , 2k , and 3k . Although they are too long to 
be explicitly written here, they can be easily computed with 
computer algebra.

4. PERTURBATION ANALYSIS
In this section, the secondary resonance cases for the 

rectangular hyperelastic membrane are analyzed by utilizing 
the method of multiple scales. In this regard, after finding 
the solvability equation, the polar form substitutes, then 
the imaginary and real parts of the resultant equations are 
obtained. Finally, by calculating the squares of these results 
and summing them for the steady-state motion, the frequency-
response equation can be obtained.

 
 

Fig. 1. Schematic of the hyperelastic membrane 
 

  

Fig. 1. Schematic of the hyperelastic membrane

xoL  3kg/m

yoL  1C MPa

Table 1. The geometrical characteristics and material parameters 
of the membrane.
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5. RESULTS AND DISCUSSION
Here, in order to analyze secondary resonances, the 

material parameters and geometrical characteristics for the 
neo-Hookean constitutive model are listed in Table 1.

The effect of the various initial stretching ratios in the 
x-direction ( xδ ) on the response of frequency amplitude 
for 1:3 superharmonic and 3:1 subharmonic resonances are 
demonstrated in Fig. 2. As can be seen, by increasing xδ
, the curves shift to the left and the hardening nonlinearity 
behavior is decreased. 

The influence of the nonlinear stiffness parameter for 
Winkler type foundation ( 3k ) on the frequency response 
for 1:3 superharmonic and 3:1 subharmonic resonances 
are demonstrated in Fig. 3. As expressed previously, the 
coefficient of the nonlinear deflection with cubic nonlinearity 
( 3w ) is considered as softening/hardening cubic nonlinearity 
parameter for the nonlinear elastic foundation. As shown in 
the figure, by increasing the value of 3 0k >  and 3 0k < , the 
hardening nonlinearity behavior is respectively increased and 
decreased.

6. CONCLUSIONS
In this paper, the secondary resonances for rectangular 

hyperelastic membrane resting on nonlinear Winkler-
Pasternak elastic foundation under harmonic excitation 
were presented. Considering the theory of thin hyperelastic 
membrane, Hamilton’s principle, and assuming the finite 

  
(a) 1:3 superharmonic 

resonance 
(b) 3:1 subharmonic 

resonance 
Fig. 3. Effect of the nonlinear stiffness parameter on the 

frequency-response curves 
 

Fig. 3. Effect of the nonlinear stiffness parameter on the frequency-response curves

deformations, the problem formulation was obtained. Then, 
the motion equation in the transverse direction was discretized 
by applying Galerkin’s method. To solve the secondary 
resonances for different cases, the multiple scales method 
was utilized. The key results can be summed up as follows:

Increasing stretching ratios in the x and y directions leads 
to decreasing the hardening nonlinearity behaviors.

By increasing the value of 3 0k > , the hardening 
nonlinearity behavior is increased, whereas, by increasing 
the value of 3 0k < , the hardening nonlinearity behavior is 
decreased.
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Fig. 2. Effect of the stretching ratio on the frequency-

response curves 
 

  

Fig. 2. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves

(b) 3:1 subharmonic resonancecurves(a) 1:3 superharmonic resonancecurves

(b) 3:1 subharmonic resonancea) 1:3 superharmonic resonance
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تحلیل تشدید های مافوق هارمونیک و مادون هارمونیک یک غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر 
بستر الاستیک غیرخطی با استفاده از روش مقیاس های چندگانه

سینا کریمی، حبیب احمدی*، کامران فروتن

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود، ایران

خلاصه: در این تحقیق ارتعاشات غیرخطی غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر بستر الاستیک غیرخطی وینکلر-پسترناک 
تحت فشار خارجی گسترده و یکنواخت مورد بررسی قرارگرفته است. ساختار ماده ای این غشا تراکم ناپذیر، همگن و 
ایزوتروپیک می باشد. بستر الاستیک غیرخطی شامل دو جمله خطی وینکلر و پسترناک و یک جمله غیرخطی درجه سه 
وینکلر می باشد. با استفاده از نظریه غشا، اصل هامیلتون و با فرض تغییرشکل محدود، معادلات حاکم بر سیستم استخراج 
گردیده است. هم چنین با توجه به تابع چگالی انرژی کرنشی مدل ساختاری هایپرالاستیک نئو-هوکین، انرژی جنبشی، 
کار ناشی از بارگذاری گسترده و فشار یکنواخت و اثرات میرایی تعیین می گردند. با اعمال روش گلرکین، معادله حرکت 
غیرخطی با مشتقات جزئی درجهت عرضی به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می شود. سپس با استفاده از روش 
مقیاس  های چندگانه به تحلیل تشدید های مافوق و مادون هارمونیک شامل تشدید های مافوق هارمونیک 3:1 و مادون 
هارمونیک 1:3، مافوق هارمونیک 5:1 و مادون هارمونیک 1:5، مافوق هارمونیک 7:1 و مادون هارمونیک 1:7، پرداخته شده 
است. هم چنین نتایج حاصل از روش تحلیلی با نتایج موجود در ادبیات موضوع، مقایسه شده است. درانتها اثر پارامترهای 
مختلف سختی وینکلر، پسترناک، خواص مواد و هندسی مختلف بر روی رفتار ارتعاشی غشای مستطیلی هایپرالاستیک در 

تشدید های مختلف مافوق و مادون هارمونیک مورد بررسی قرار گرفته است.
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1- مقدمه 
امروزه غشاهای از جنس ماده هایپرالاستیک تحت بارگذاری های 
و  ساختاری  قوانین  توسعه  دلیل  به  دینامیکی  و  استاتیکی  مختلف 
ماده ای، در سازه های فضایی، عمرانی، رباتیک و سنسورها تا مسائل 
مختلف زیست محیطی، پزشکی و جراحی کاربرد فراوانی داشته است 
که مطالعه و تحلیل آن ها از اهمیت بالایی برخوردار است. با استفاده 
از یک تحریک با فرکانس بالا می توان بسیاری از سیستم های فیزیکی 
را بهینه کرد و کاربرد آن در بسیاری از زمینه های علمی و مهندسی 
بسیار زیاد است. به عنوان مثال، تحریک با فرکانس بالا در یک سیستم 

نرم شوندگی2و  سخت شوندگی1،  مانند  اثراتی  است  ممکن  غیرخطی 
غیره داشته باشد ]1[. در یک محور چرخشی با غیرخطی درجه دوم 
تحت نیروی بازیابی، تشدید مادون هارمونیک 1:2 اتفاق می افتد ]2[. 
هوا  جریان  در  غیرخطی  مرکب  لایه  چند  استوآن های  پوسته  برای 
می دهد  رخ   1:3 هارمونیک  مادون  تشدید  صوت،  مادون  سرعت  با 
مافوق  تشدید های  دریایی،  پیشرانه  متصل  هم  به  میله های  در   .]3[
هارمونیک  مافوق  تشدید   .]4[ می افتد  اتفاق  عرضی  هارمونیک 
سال های  طی  هم چنین،   .]5[ می دهد  رخ  نیز  مغناطیسی  روتور  در 
مادون  تشدید  رژیم های  بررسی  به  توجه  به طور چشمگیری،  اخیر، 
هارمونیک و مافوق هارمونیک برای کاربرد در مسئله تشخیص آسیب 

1 Hardening
2 Softening
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متمرکز شده است ]6-8[. 
را  متنوعی  پژوهش های  و  مطالعات  محققان،  اخیر  سال های  در 
ارائه  هایپرالاستیک  غشای  و  پوسته  ورق،  انواع  ارتعاشات  زمینه  در 
حوزه  در   ،]10[ اگدن  و  ساکوماندی  و   ]9[ سلوادورای  داده اند. 
مدل های ساختاری مواد هایپرالاستیک مطالعاتی را بر روی لاستیک 
ارائه داده اند. آمابیلی و همکاران ]11[ به بررسی و تحلیل ارتعاشات 
از ماده  نازک مربعی ساخته شده  اجباری ورق های  و  آزاد  غیرخطی 
فیزیکی  غیرخطی های  فوق،  تحقیق  در  پرداخته اند.  هایپرالاستیک 
نئو-هوکین،  قوانین ساختاری هایپرالاستیک  از  استفاده  با  ماده ای  و 
نظریه  از  استفاده  با  هندسی  غیرخطی های  و  اگدن  و  مونی-ریولین 

پوسته غیرخطی نووژیلو مدل سازی شده است.
ورق  غیرخطی  آزاد  ارتعاشات  تحلیل   ،]12[ شوشتری  و  رضوی 
نازک مستطیلی مگنتوالکتروالاستیک را ارائه داده اند. ورق بر روی یک 
بستر غیرخطی قرار گرفته است و برای استخراج معادلات حرکت از 
نظریه کلاسیک ورق استفاده شده است. ورق به دو صورت تک لایه ای 
به صورت  تکیه گاه ورق  است.  نظر گرفته شده  و مدرج در  یکنواخت 
اختلاف  تحت  ورق  پایین  و  بالا  و سطوح  گرفته شده  نظر  در  ساده 
پتانسیل های الکتریکی و مغناطیسی قرار گرفته اند. تحلیل ارتعاشات 
و  سیلیکونی  از لاستیک  شده  ساخته  هایپرالاستیک  تیر  غیرخطی 
لاستیک طبیعی پرنشده با استفاده نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا 
و قوانین ساختاری هایپرالاستیک نئو-هوکین، مونی-ریولین، ایشیهارا 
و یئو توسط فرصت ]13[ بررسی شده است. چن و همکاران ]14[، 
آزاد  ارتعاشات  بررسی  به  نئو-هوکین،  ساختاری  مدل  از  استفاده  با 

غیرخطی تیر هایپرالاستیک با تغییر کرنش های بزرگ پرداخته اند.
الاستیسیته  نظریه  از  استفاده  با   ،]15[ ضیایی  و  ورزندیان 
غیرمحلی به بررسی اثر مقیاس کوچک بر روی ارتعاش آزاد غیرخطی 
ورق  نظریه  براساس  فرمول بندی  پرداخته اند.  همگن  نازک  ورق  نانو 
کلاسیک )مدل کیرشهف( انجام گرفته و مدل غیرخطی فون کارمن 
در روابط جابجایی کرنشی استفاده شده است. ژانگ و همکاران ]16[ 
به تحلیل ارتعاشات غیرخطی یک پوسته استوآن های جدار نازک که از 
ماده هایپرالاستیک طبق قانون ساختاری مونی-ریولین تشکیل شده و 
تحت تحریک هارمونیک شعاعی قرار می گیرد، پرداخته اند. با استفاده 
از نظریه لاو کیرشهف1، نظریه پوسته سطحی غیر خطی دانل2، روابط 

1 Kirchhoff-love
2 Donnell

جزئی،  کرنش  نظریه  و  لاگرانژ  معادلات  هایپرالاستیک،  ساختاری 
براساس  هم چنین  می شود.  استخراج  غیرخطی  دیفرانسیل  معادلات 
غیرخطی  رفتارهای  پوانکاره3،  مقاطع  و  چندشاخگی  نمودارهای 
توصیف کننده ارتعاشات شعاعی پوسته بررسی شده است. تحلیل رفتار 
ارتعاشی و مدل سازی دینامیکی پوسته های کروی هایپرالاستیک تحت 
بارگذاری دینامیکی و میرایی ساختاری با استفاده از مدل ساختاری 

هایپرالاستیک یئو توسط ژائو و همکاران ]17[ بررسی شده است.
کویوروا و پرامیلا ]18[، یک فرمول بندی جهت تحلیل ارتعاشات 
غیرخطی غشای متحرک محوری ارائه داده اند. این فرمولاسیون شامل 
اثرات غیرخطی هندسی جابجایی های بزرگ، تغییر تنش غشا و تغییر 
از یک مدل  تغییر شکل می باشد. سپس  از  ناشی  در سرعت محوری 
عددی برای تخمین این اثرات غیرخطی هندسی بر رفتار دینامیکی 
این غشای متحرک محوری استفاده شده است و تأثیر تماس بین آن 
و تکیه گاه های استوانه ای و هوای محیط اطراف آن بررسی شده  است. 
غشای  غیرخطی  ارتعاشات  تحلیل  به   ]19[ همکاران  و  وو  ژی-می 
متحرک با چگالی متغیر در فرایند چاپ پرداخته اند. این غشا با چگالی 
متغیر سهموی مدل سازی شده است. سپس معادلات فون کارمن با 
استفاده از تابع انحراف بیان شده اند و تابع نیروی داخلی غشای متحرک 
محوری براساس نظریه الاستیسیته به دست آمده است. ژی-می وو و 
پایداری  و  غیرخطی  ارتعاشات  مشخصه های  به  نیز   ]20[ همکاران 
غشای متحرک در فرآیند چاپ پرداخته اند. معادله ارتعاشات انحراف 
بالای غشای متحرک محوری معادلات فون کارمن با استفاده از تابع 
انحراف به دست آمده است. ارتعاشات انحراف بالا برای غشای متحرک 
بابنو- از روش  استفاده  با  لبه مرزی گیردار  با چهار  مستطیل شکل 

گلرکین مورد مطالعه قرار گرفته است. فرید خان و همکاران ]21[ به 
تحلیل رفتار غیرخطی برداشت کننده انرژی الکترومغناطیسی غشایی 

تحت ارتعاشات هارمونیک و تصادفی پرداخته اند. 
ژو سان و ژانگ ]22[ به بررسی ارتعاشات غیرخطی غشای انعطاف 
پذیر تحت بار متناوب با روش عددی و اجزای محدود پرداخته اند. لیو و 
همکاران ]23[ به بررسی مسأله ارتعاشات اجباری غیرخطی با میرایی 
ویسکوز پایین برای سازه غشایی تحت بارگذاری ضربه ای پرداخته اند. 
معادلات حاکم بر حرکت براساس نظریه فون کارمن و اصل دالامبر4 
به دست آمده و با استفاده از روش های بابنو-گلرکین و روش اغتشاش 

3 Poincaré sections
4 D’Alembert’s principle
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کریلوف-بوگولوبوف-میتروپولسکی1 حل شده اند. گونچالوز و همکاران 
]24[ به بررسی ارتعاشات غیرخطی غشای دایروی هایپرالاستیک با 
کشیدگی اولیه تحت تغییرشکل محدود و فشار جانبی متغیر با زمان 
نئوهوکین  هایپرالاستیک  و  همگن  ایزوتروپیک،  ماده  از  استفاده  با 
شعاعی  یکنواخت  کشیدگی  تحت  غشا  دقیق  حل  ابتدا  پرداخته اند. 
و  شده  استخراج  غشا  حرکت  معادلات  سپس  است.  آمده  به دست 
مودهای  شکل  و  طبیعی  فرکانس های  معادلات خطی  از  استفاده  با 
غشا به صورت تحلیلی به دست آمده است. سوارز و گونچالوز ]25[ به 
بررسی و مطالعه ارتعاشات غیرخطی غشای حلقوی هایپرالاستیک با 
کشیدگی اولیه تحت تغییرشکل محدود با استفاده از مدل ساختاری 
ارتعاشات  تحلیل  به   ،]26[ مرجع  در  و  نئو-هوکین  هایپرالاستیک 
با استفاده  غیرخطی غشای کروی هایپرالاستیک تحت فشار داخلی 
از مدل ساختاری هایپرالاستیک مونی-ریولین پرداخته اند. حل عددی 
و تحلیلی آن توسط روش شوتینگ2 به دست آمده و شکل مود ها و 
فرکانس های طبیعی از معادلات خطی شده به صورت عددی و تحلیلی 
بررسی  به   ]27[ گونچالوز  و  سوارز  هم چنین  آمده است.  به دست 
ارتعاشات غیرخطی و پایداری غشای هایپرالاستیک با کشیدگی اولیه 
استفاده  با  اولیه محدود،  تغییرشکل  و  هارمونیک  فشار جانبی  تحت 
معادلات حرکت  پرداخته اند.  هایپرالاستیک  ساختاری  مدل  چهار  از 
استفاده  با  است.  شده  استخراج  هامیلتون  اصل  از  استفاده  با  غشا 
غشا  مودهای  شکل  و  طبیعی  فرکانس های  شده،  معادلات خطی  از 
به صورت تحلیلی به دست آمده است. سپس با استفاده از روش گلرکین 
میدان جابجایی غیرخطی تخمین زده می شود. معادلات غیرخطی به 
روش عددی رانج-کوتا3 حل شده اند. اما در کار حاضر، علاوه بر بستر 
شده  گرفته  نظر  در  نیز  پسترناک  الاستیک  بستر  وینکلر،  الاستیک 
بررسی  به  چندگانه  مقیاس های  تحلیلی  روش  از  استفاده  با  و  است 
نرخ کشیدگی،  اثر مقادیر  با درنظر گرفتن  ثانویه  تمامی تشدید های 
 ،σ تنظیم  پارامتر  و  بستر  غیرخطی  و  خطی  سختی  پارامترهای 

پرداخته شده است.
به طور خاص، در بیومکانیک و مهندسی پزشکی، مطالعات ویژه ای 
در مسائل حاوی غشاهای قرار گرفته بر روی بستر نرم انجام شده است؛ 
پامپلونا و موتا ]28[، آنالیز تحلیلی و عددی یک غشای هایپرالاستیک 

1 Krylov-Bogolubov-Mitropolsky (KBM)
2 Shooting method
3 Runge–Kutta

دایروی بر روی بستر صلب و الاستیک را به عنوان ابزاری برای عمل 
مکانیک  در  کلاسیک  مسائل  جمله  از  داده اند.  ارائه  پوست  جراحی 
سازه ای، تحلیل و بررسی پوسته ها، غشاها و ورق ها بر روی بسترهای 
خطی الاستیک حاوی یک یا دو پارامتر می باشد ]29[. مدل معروف 
می باشد  سه  درجه  غیرخطی  ترم  با  وینکلر  غیرخطی  بستر  رایج،  و 
و  پسترناک  فیلوننکو-بورودیچ،  مانند  مدل هایی  هم چنین،   .]30[
ولاسوف نیز در بسترها و فونداسیون به کار می روند ]33-31[. کریمی 
که  مستطیلی  غشای  یک  اولیه  تشدید   تحلیل  به   ]34[ همکاران  و 
و  بارگذاری گسترده  تحت  وینکلر  غیرخطی  الاستیک  بستر  روی  بر 
ثانویه  تشدید  فوق  تحقیق  در  پرداخته اند،  هیدرواستاتیک  یکنواخت 
شامل تشدید های مافوق و مادون هارمونیک مدنظر نبوده است و تنها 

تحلیل تشدید  اولیه انجام شده است. 
غشاهای  مورد  در  تحقیقات  مطالعات،  سوابق  به  توجه  با 
هایپرالاستیک، در وضعیت های مختلف استاتیکی بررسی شده است 
و تحلیل غیرخطی دینامیکی آن ها کمتر مورد توجه واقع شده است. 
در این خصوص تحلیل تشدید های ثانویه شامل تشدید های مافوق و 
مادون هارمونیک برای غشاهای هایپرالاستیک تاکنون گزارش نشده 
است. لذا نوآوری های کار حاضر به صورت زیر می باشد: تحلیل غیرخطی 
تشدید های مافوق هارمونیک و مادون هارمونیک یک غشای مستطیلی 
هایپرالاستیک با استفاده از روش مقیاس های چندگانه بررسی شده 
است. سیستم بر بستر الاستیک غیرخطی وینکلر-پسترناک شامل دو 
جمله خطی وینکلر و پسترناک و جمله غیرخطی درجه سه وینکلر 
درنظر گرفته شده است. سپس، تشدید های مافوق هارمونیک 3:1 )

(، مافوق هارمونیک  ωΩ ≈ 03 ( و مادون هارمونیک 1:3 ) ωΩ ≈ 0
1
3

مافوق   ،) ωΩ ≈ 05 (  1:5 هارمونیک  مادون  و   ) ωΩ ≈ 0
1
5

(  5:1
 ) ωΩ ≈ 07 ( هارمونیک 1:7  مادون  و   ) ωΩ ≈ 0

1
7

( هارمونیک 7:1 
با درنظر گرفتن اثر مقادیر نرخ کشیدگی، پارامترهای سختی خطی 
σ، مورد بررسی قرار گرفته است.  و غیرخطی بستر و پارامتر تنظیم 
برای تعیین معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر سیستم، از نظریه 
هایپرالاستیک  ساختاری  مدل  و  محدود  تغییرشکل  فرض  با  غشا 
استفاده می شود، سپس با گسسته سازی معادلات غیرخطی حاکم به 
غیرخطی  معمولی  دیفرانسیل  معادله  به  آن  تبدیل  و  گلرکین  روش 
از روش مقیاس های چندگانه جهت حل معادله دیفرانسیل معمولی 

غیرخطی استفاده شده است. 
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2-شرح مسئله
2-1- هندسه مسئله

با توجه به شکل 1، هندسه مورد بررسی در تحقیق حاضر یک 
غشای مستطیلی با ضخامتh ، چگالی جرمی Γ و طول های تغییرشکل 
yoL به ترتیب در جهت های  xو y می باشد. هم چنین با  xoL و  نیافته 
 از نظریه غشای هایپرالاستیک با ضخامت بسیار 

yo xo

h h,  
L L

1 فرض
کم برای غشای تغییرشکل یافته در مسئله استفاده شده است]27[.

2-2- نظریه غشای هایپرالاستیک
مواد  از  بسیاری  برای  رفتار مشاهده شده  الاستیک خطی،  مدل 
گرین- یا  هایپرالاستیک  مدل  واقع  در  نمی دهد.  توضیح  دقت  با  را 

الاستیک مدلی ساختاری برای گروهی از مواد ایده آل الاستیک ارائه 
می دهد که رابطه ی تنش-کرنش در آن ها از یک تابع انرژی کرنشی 
استخراج می شود. از انواع مواد هایپرالاستیک می توان به لاستیک ها و 
الاستومرها اشاره کرد که در این میان، الاستومرها دارای ایده آل ترین 
رفتار الاستیک در بین مواد هایپرالاستیک می باشند که ماده مورد نظر 

این مقاله می باشد.
نمودن  مشخص  با  هایپرالاستیک  ماده  برای  تنش-کرنش  رابطه  
W که تابعی از تنسور گرادیان تغییرشکل  تابع چگالی انرژی کرنشی 
(. این امر نشان می دهد که ماده  ( )W W F= است، بیان می گردد )
کاملًا الاستیک بوده و نیز بدین معنی است که صرفاً نیازمند کار با یک 
تابع اسکالر است. شکل کلی تابع چگالی انرژی کرنشی با آزمایش های 

هر  برای  که  است  ثوابتی  شامل  استخراجی  فرمول  و  شده  مشخص 
نیافته،  تغییرشکل  ماده  هم چنین،  است.  حصول  قابل  خاص  ماده  
جهت گیری  از  مستقل  ماده  رفتار  یعنی  می شود  فرض  ایزوتروپیک 
اولیه ماده نسبت به بارگذاری است. تابع چگالی انرژی کرنشی بر واحد 

حجم تغییرشکل نیافته مطابق با معادله )1(، تعریف می شود ]27[. 

( ) ( ) 
1 2 3 1 2 3, ,  , ,W W W I I Iλ λ λ= =  )1(

2 2 2
1 1 2 3

2 2 2
2 1 2 2 3 1 3

2
3 1 2 3

( ) ( ) ( )

( )

I

I

I

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ

= + +

= + +

=

 )2(

در سه جهت دستگاه مختصات  اصلی  , کشیدگی های  ,λ λ λ1 2 3

در  و  بزرگ  کرنش های  در  می باشند.  کرنش  ناورداهای   , ,I I I1 2 3 و
از مدل  بارگذاری های مختلف،  بازگشت ناپذیر طی  غیاب کرنش های 
تابع  تعیین  جهت  هایپرالاستیک،  مدل  برای  نئو-هوکین  ساختاری 
 )3( معادله  طبق  ایزوتروپیک  و  همگن  غشای  برای  کرنشی  چگالی 

استفاده می گردد.

( )1 1 3W C I= −  )3(

 1 شکل  مطابق  می باشد.  ماده  معین  پارامترهای  جزو   C1 که
, بر  ,x y z iP در دستگاه مختصات مرجع ذره ای در مختصات اولیه

  
 (ب) (الف)

 کیالاست  بستر بر کیپرالاست یها  شماتیک غشای: 1 شکل
Fig. 1. Schematic of the hyperelastic membrane resting on elastic foundation 

 

  

شکل 1. شماتیک غشای هایپرالاستیک بر بستر الاستیک
Fig. 1. Schematic of the hyperelastic membrane resting on elastic foundation
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به موقعیت  و سپس  iP′ یافته  تغییرشکل  به مختصات  اثر کشیدگی 
  ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,X x y t Y x y t Z x y t در دستگاه مختصات مرجع  iP′′

متریک  تانسور  از   )2( معادله  در  کرنش  ناورداهای  می گردد.  جابجا 
متریک  تانسور  می شود.  تعیین  اولیه  و  یافته  تغییرشکل  حالت های 
پادورا1 برای غشا در پیکره مرجع و تغییرشکل نیافته برابر با ماتریس 
تانسور  همانی است، در حالی که در یک میدان تغییرشکل دلخواه، 

متریک کوواریانس برای غشای تغییرشکل یافته برابر است با ]35[:

2 2 2
, , , , , , , , ,

2 2 2
, , , , , , , , ,

x x x x y x y x y

x y x y x y y y y

X Y Z X X Y Y Z Z
A

X X Y Y Z Z X Y Z

 + + + +
 =
 + + + + 

 )4(

راست  تانسور  تعریف  مطابق  کرنش  اول  ناوردای  بنابراین، 
و معادله )2( به صورت معادله )5( به دست  تغییرشکل کوشی-گرین 

می آید ]27[:

( )( )
( )

1 2 2 2 2 2 2
, , , , , ,

, , , , , ,

2 2 2 2 2 2
, , , , , ,

1

         

x x x y y y

x y x y x y

x x x y y y

I
X Y Z X Y Z

X X Y Y Z Z

X Y Z X Y Z

 
 
 
 =  + + + + 
 
− + +  

+ + + + + +

 )5(

 ( )/ det Aλ =2
3 1 ) و  )tr Aλ λ+ =2 2

1 2 که:

2-3- معادلات حاکم
با توجه به مدل ساختاری نئو-هوکین برای مدل هایپرالاستیک، 
تابع چگالی کرنشی به صورت معادله )3( تعریف شد، لذا انرژی کرنشی 
W( در  انتگرال گیری از تابع چگالی کرنشی فوق ) با   ،  U الاستیک
پیکره مرجع و تغییرشکل نیافته به صورت معادله )6( نوشته می شود:

, , , , , ,
0 0 0

 ( , , , , , , , , , , )
yoxo LL h

x y x y x yU W X X X Y Y Y Z Z Z x y dzdydx= ∫ ∫ ∫  )6(

1 Contravariant metric tensor

هم چنین، کار انجام شده توسط نیروهای گسترده اعمالی بر مرزها 
( در جهت های x و y و کار انجام شده توسط فشار خارجی  yf xf و  (

( به صورت زیر است: ( )hP t بر سطح غشا )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0

  

           

          

yo

xo

e xo y xo yy L y

yo x yo xx L x

h

W L f Y y L f Y y

L f X x L f X x

P t V

= =

= =

= − − −

+ − − −

+ ∆

 )7(

fV حجم غشای  تغییر حجم ناشی از فشار است.  fV V V∆ = − 0

V0 حجم غشای تغییرشکل نیافته است که به دلیل  تغییرشکل یافته و 
yf نیروهای گسترده بر واحد  xf و  V. هم چنین،  =0 تخت بودن :0

) فشار یکنواخت بر واحد سطح می باشد.  )hP t طول و 
اکنون، غشای از پیش کشیده شده در شکل 1-الف تحت بارگذاری 
عرضی متغیر با زمان قرار می گیرد. با توجه به پیکره تغییرشکل نیافته 

در شکل 1-ب، میدان جابجایی کلی برابر است با:

( ) ( )
( ) ( )
( )

0

0

, , ,
, , ,
, ,

X X x y u x y t
Y Y x y v x y t
Z w x y t

= +
= +
=

 )8(

 xδ yY به ترتیب  کشیدگی های اولیه و yδ=0 xX و  xδ=0 که 
 w وv ،u .می باشند y و x به ترتیب نرخ کشیدگی در راستای yδ و
w می باشند. هم چنین،  و   y  ،x ترتیب جابه جایی در راستای  به  نیز 
yf/ بیانگر سفتی اولیه غشا می باشند  yoy L Lδ = xf/ و  xox L Lδ =

که کلیه مؤلفه های تنش و کرنش، تابعی از این دو متغیر هستند. برای 
yδ برابر 1 است. انرژی جنبشیT  مطابق  xδ و  غشای کشیده نشده 

معادله )9( به دست می آید:

( )2 2 2

0 0 0

Ã
2

yoxo LL h u v w
T dzdydx

+ +
= ∫ ∫ ∫

  

 )9(

( )  و چگالی جرمی )Γ( به دلیل تراکم ناپذیری در  / t= ∂ ∂


که
تغییرشکل، ثابت باقی می ماند.

بستر  بر روی  به شکل 1ب، غشای کشیده شده  توجه  با  اکنون 
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رابطه  می شود، به طوری که  درنظرگرفته  وینکلر-پسترناک  الاستیک 
نیروی واکنش آن بر غشا برابر است با:

2 2
3

1 2 32 2
w wF k w k k w

x y

 ∂ ∂
= + + +  ∂ ∂ 

 )10(

ترتیب  به   k3 و  k1 و زمان غشا  با  متغیر  wجابجایی عرضی  که  
پارامتر   2k و می باشد  وینکلر  غیرخطی  و  خطی  سختی  پارامترهای 

سختی پسترناک است.
معادله  انتگرال  با  الاستیک  بستر  کرنشی  انرژی   ، fU چنین هم 
 )8( معادله  جایگذاری  با  می گردد.  تعریف  مربوطه  ناحیه  در   )10(
)10( لاگرانژین  و   )9(  ،)7(  ،)6( معادلات  و   )5( ناوردای کرنش  در 

براساس مؤلفه های  v ،uو w معادله )11( دست می آید:

f eL T U U W= − − +  )11(

با اعمال اصل هامیلتون معادلات حاکم بر سیستم به صورت زیر 
حاصل می شوند:

2

2
, ,

0
x y

W W u uh h h C
x X y X tt

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + Γ − =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   

 )12(

2

2
, ,

0
x y

W W v vh h h C
x Y y Y tt

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + Γ − =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   

 )13(

( )
2

2
, ,

2 2
3

1 2 32 2 0

h x y
x y

x y

W W w wh h h C P t
x Z y Z tt

w wk w k k w
x y

δ δ

δ δ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + Γ − −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   

  ∂ ∂
+  + + +  =   ∂ ∂  

)14(

روش  از  استخراج شده  رابطه  به  مربوط   )14( تا   )12( معادلات 
هامیلتون براساس مؤلفه های  v  ،uو w است که معادلات )12( و 
)13( مربوط به راستاهای  uو v است و معادله )14( مربوط به راستای 
w می باشد. در مقاله های ]24 و 25[، نویسندگان بر اساس تحلیل به 

روش اجزای محدود نشان داده اند که در پاسخ آزاد و اجباری برای 
غشا در ارتعاشات با دامنه های بزرگ و کوچک، مؤلفه های  uو v در 
مقایسه با جابجایی عرضی w در ارتعاشات عرضی غشا قابل اغماض 

می باشند.
 cC میرایی، نسبت   ξ میرایی، ضریب    cC Cξ= بالا روابط  در 
یکنواخت  خارجی  فشار   ( ) ( )cosh oP t P t= Ω خطی، بحرانی  میرایی 

Ω فرکانس تحریک می باشد. oP  دامنه تحریک و گسترده، 

2-4- گسسته سازی معادلات
 )ψ پاسخ عرضی ارتعاشات غیرخطی با در نظر گرفتن شکل مود )
) باتوجه به معادله )15( درنظر  ), sin sin

xo yo

m x n yx y
L L
π πψ

  
=        

به صورت 
گرفته می شود:

( ) ( ), , sin sin
xo yo

m x n yw x y t W t
L L
π π  

=        
 )15(

) دامنه های مودال وابسته به زمان در پاسخ  )W t در معادله )15(، 
فرکانسی می باشند. با اعمال روش گلرکین، معادله حرکت غیرخطی با 
مشتقات جزئی ارتعاشات عرضی )معادله )14(( به معادله دیفرانسیل 
غیرخطی  الاستیک  بستر  بر  غشا  عرضی  ارتعاشات  غیرخطی  عادی 
به صورت معادله )16( تبدیل می شود که با روش تحلیلی مقیاس های 

چندگانه قابل حل است.

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3
0 2

5 7
3 4

ˆˆ

ˆ ˆ h

W t W t W t W

t W t W t P t

µ ω α

α α η

+ + +

+ + =



 )16(

معادله حضور  در  و 7   5 ،3 غیرخطی  ترم های  مشاهده می شود 
دارند. ضرایب معادله )16( به صورت زیر می باشند:

2 2 2 2 2 2
12 1 1 1

0 2 2 2 4 2

2 2 2 22 2
2 21

2 2 4 2 2

2 2 2
Ã Ã Ã Ã

2         
Ã Ã Ã

x y

yo xo xo x y

x y x y

yo x y yo xo

k C n C m C m
h L L L

k n k mC n
L hL hL

δ δ π π π
ω

δ δ

δ δ π δ δ ππ
δ δ

= + + + −

− − −

 )17(
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 )18(

(

( )
( )( )

)

7 7 4 4
2 34 4 6 6

4 2 4 2 2 2 2 2 6
1

4 2 2 2 2 2 2 6 4 4 4
1

2 2 4 2 2 2 2 4 4 4 4
1 1

1 1 9
16 Ã

         18

         1

ˆ

8

        28 18

x y xo yo
xo yo x y

y xo xo yo x

yo xo yo y xo x

xo yo x y yo y

k L L
hL L

h n C L L n L m

C h m L L n L m n L

C L L hm n C L hm

α δ δ
δ δ

δ π δ

π δ δ

π δ δ π δ

=

+ +

+ + +

− +

6 6 4 4 2
6

1
3 6 6 4 4

2 4 2 2 2

4 2 4 2 2 2 2 6 6 4

ˆ

2
515

532 Ã
2

12
5

yo y

xo yo x y
xo yo y x y

xo yo x x y xo x

m L m n
C

L L L L

n m L L n L

δ
π

α
δ δ δ δ δ

δ δ δ δ



 +
=
  +   

 + + 
  

+

 )19(

( )

( )

8 2 2 2 2 2 2
1

4 8 8 6 6

4 4 4 2 2 2 2 2 2 4 4 4

2 2 2 2

175
2048 Ã

26

 

ˆ

35

        

xo x yo y

xo yo x y

yo y xo yo x y xo x

xo yo

C L n L m

L L

m L m n L L n L

L n L m

π δ δ
α

δ δ

δ δ δ δ

+
=

 − + 
 

× +

 )20(

ˆ C
h

µ = −
Γ

 )21(

( )( ) ( )( )
2

4 1 1x y cos m cos n

hmn

δ δ π π
η

π

− −
= −

Γ
 )22(

3- حل تحلیلی به روش مقیاس های چندگانه 
مادون  و   ) ωΩ ≈ 0

1
3

(  3:1 هارمونیک  مافوق  تشدید های   -1-3
:) ωΩ ≈ 03 هارمونیک 1:3 )

به صورت  جدید  پارامترهای   )16( غیرخطی  معادله  حل  جهت 
معادله )23( تعریف می گردند ]36[:

2 2
2 2 3 3 4 4 ,                                ˆ         ˆ ˆ ˆ µ εµ α εα α ε α α ε α= = = =  )23(

ε به اندازه کافی کوچک در نظر  در معادلات و روابط ذکر شده
گرفته شده است. با جایگذاری معادله )23( در معادله )16(، معادله 

)24( به صورت زیر حاصل می شود:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 3
0 2

2 5 2 7
3 4 0cos

W t W t W t W t

W t W t P t

ω εµ εα

ε α ε α η

+ + +

+ + = Ω

 

 )24(

نظر  در  زیر  به صورت  زمانی  مقیاس  دو  یک،  مرتبه  تقریب  برای 
گرفته می شود:

, 0,1n
nT t nε= =  )25(

چندگانه  مقیاس های  روش  اساس  بر  سیستم  پاسخ  ادامه  در 
به صورت زیر بسط داده می شود:

( ) ( ) ( )1
0 0 1 1 0 1; , ,W t W T T W T Tε ε= + +…  )26(

با جایگذاری معادله )26( در )24( و برابر صفر قرار دادن ضرایب 
، معادلات زیر به دست می آیند: ε ε و مختلف0

( )0 2 2
0 0 0 0 0: cosD W W P tε ω η+ = Ω  )27(

1 2 2 3
0 1 0 1 0 1 0 2 0 0 0: 2D W W D D W W D Wε ω α µ+ = − − −  )28(

که در روابط بالا:

, 0,1
Tn

n
D n∂

= =
∂

 )29(

جواب عمومی معادله )27( به صورت )30( است:

( ) ( )0 0 0Ù
0 1 1eË e . .i T i TW A T T c cω= + +  )30(

c.  در معادله بالا جمله مربوط به مزدوج مختلط می باشد.  c که
هم چنین:

( )
0

2 2
0

Ë
2

P

ω
=

−Ω
 )31(

با جایگذاری معادله )30( در )28( معادله )32( به دست می آید:
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 )32(
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(27)( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  
 

(28)1 2 2 3
0 1 0 1 0 1 0 2 0 0 0: 2D W W D D W W D W   + = − − − 

 
 

 بالا:  روابطکه در 
 

(29), 0,1
Tn

n
D n

= =


 

 
 

 :است( 30) صورتبه( 27) معادلهی عموم جواب
 

(30)( ) ( )0 0 0Ω
0 1 1e Λ e . .i T i TW A T T c c= + + 

 
c.که c   چنینهم . باشدمی در معادله بالا جمله مربوط به مزدوج مختلط : 
 

(31)
( )

0
2 2
0

Λ
2

P


=

−
 

 :آیدمی  دستبه( 32معادله ) (28) در( 30) معادلهی گذاریجا با
 
 
 
 
 

(32)

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2Ω Ω 22 2 2 2
0 1 0 1 2 2

Ω 2 2Ω2 2
2 2

0
33 2

2 0 2

2

3 Λ 3Λ

                        3Λ 3 Λ
2

                         6Λ
3

            

iT iT

iT iT

i T i T

D W W A e A e

A e A e
iA A

A e ei

AA

 

 

 

  

 



  



− −

+ +

+ = − −

− −

+ 
 
 − − + 
    + 





0 0

2
2 33

2
2

3
          . .

6
i T i Ti

e e c c
AA

 



  + 

− − +  + 

 

 
 
 
 
 

طبق معادله )32(، برای حذف جملات نامحدود و سکولار، ضریب
) برابر صفر قرار داده می شود که به صورت زیر می باشد: )exp i Tω0 0
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( )( ) ( )( )
2

4 1 1x y cos m cos n

hmn

   




− −
= −


(22)

  چندگانه یهااسیمق روش به یلیتحل حل -3

)  3:1 مافوق هارمونیک هایتشدید   - 3-1  0
1
3

)  1:3  ( و مادون هارمونیک  03:) 

 : [ 36] گردندمی فیتعر( 23) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                                ˆ         ˆ ˆ ˆ          = = = = (23)
(  42)  معادله،  (61)  معادله   در  (32)  معادلهی  گذاریجا  با.  است  شده  گرفته  نظر  در  کوچکی  کاف  اندازه  به شده   ذکر  روابط  و   معادلات  در
 : شودصورت زیر حاصل می به

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 5 2 7
0 2 3 4 0cosW t W t W t W t W t W t P t       + + + + + =  (24)

 : شودمی  گرفته نظر در ریز صورتبه ی زمان اسیمق دو ک،ی مرتبه بیتقری برا

, 0,1n
nT t n= = (25)

 :شودمی  داده  بسط ریز صورتبه   های چندگانهبر اساس روش مقیاس  ستمیس  پاسخ ادامه در
( ) ( ) ( )1

0 0 1 1 0 1; , ,W t W T T W T T = + + (26)
 :آیندمی دستبه ریز معادلات، و 0مختلف  بیضرا دادن قرار صفر برابر و (24( در )26) معادلهبا جایگذاری 

( )0 2 2
0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (27)

1 2 2 3
0 1 0 1 0 1 0 2 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (28)

 بالا:  روابطکه در 

, 0,1
Tn

n
D n

= =


(29)  

 :است( 30) صورتبه( 27) معادلهی عموم جواب
( ) ( )0 0 0Ω

0 1 1e Λ e . .i T i TW A T T c c= + + (30)
c.که c   چنینهم . باشدمی در معادله بالا جمله مربوط به مزدوج مختلط : 

( )
0

2 2
0

Λ
2

P


=

− (31)

 :آیدمی  دستبه( 32معادله ) (28) در( 30) معادلهی گذاریجا با
( ) ( )

( ) ( )

( )( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2Ω Ω 22 2 2 2
0 1 0 1 2 2

Ω 2 2Ω2 2
2 2

33 2
2 0 0 2 2

2

3 Λ 3Λ

                        3Λ 3 Λ

                         2 6Λ 3

                      3

iT iT

iT iT

i T i T

D W W A e A e

A e A e

A e iA A i AA e

i

 

 

 

  

 

    

 

− −

+ +



+ = − −

− −

− − + + +

− + ( ) 0 033
2 2 26 . .i T i TAA e e c c  + − +

 (32)  

)، ضریبو سکولار (، برای حذف جملات نامحدود32) معادله طبق )exp i T0 0  باشدمیزیر  صورتبه که  شودمی داده برابر صفر قرار : 
( )2

0 0 2 22 6Λ 3 0iA A i AA   + + + =  (33)
مافوق هارمونیک و مادون هارمونیک رخ خواهد داد،   های تشدیددور باشد،   0فرکانس تحریک از   کههنگامی (،  32با توجه به معادله )

 بعدی ارائه خواهد شد.  های بخشدر  هاحالتاین 

 )33(

ω0 دور  از فرکانس تحریک  به معادله )32(، هنگامی که  توجه  با 
باشد، تشدید های مافوق هارمونیک و مادون هارمونیک رخ خواهد داد، 

این حالت ها در بخش های بعدی ارائه خواهد شد.

) ωΩ ≈ 0
1
3

3-1-1- تشدید مافوق هارمونیک 3:1 )
Ω( نزدیک  بر اساس معادله )32(، هنگامی که فرکانس تحریک )
ایجاد شده که این حالت را  ω0 باشد، یک جمله نامحدود جدید 

1
3

σ پارامتر  تشدید مافوق هارمونیک می گویند. برای تحلیل فرکانسی،
ω0 را بیان می کند، 

1
3

Ω به  تنظیم معرفی می گردد که نزدیک بودن 
بنابراین فرکانس تحریک به صورت زیر درنظر گرفته می شود:
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)  1:3 مافوق هارمونیکتشدید  -3-1-1  0
1
3

) 

0  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  که هنگامی (،  32بر اساس معادله )
1
3

باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را  

0به   Ωکه نزدیک بودن  گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مافوق هارمونیک  تشدید  
1
3

،  کندمیبیان  را   
 :شودمی درنظر گرفته زیر  صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

03Ω  = +  (34)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده زیر  صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 32) در( 34) معادله حال

( )13 2
2 0 0 2 22 6 3 0i Te iA A i AA     ++ + +  =  (35)

 :گرددمی تعریف  زیر به فرم قطبی A(، 35برای حل معادله )
1 1,               
2 2

i iA ae A ae −= =  (36)
)که )a T1  و( )T1  باشندمیحقیقی . 

  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  35)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  
 : شوندمی  حاصلزیر  صورتبه( 38) و( 37)

( )
3

2
1

0

1 sin
2

a a T
  




= − − −  (37)

( )
2 3 3

2 2 2
1

0 0 0

33 cos
8

a aa T  
  

  
  = + + −  (38)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1T  = −  (39)

 : گردندمی تبدیل  زیر 1سیستم خودگردان  صورتبه(  38( و )37بنابراین، معادلات )

( )
3

2

0

1 sin
2

a a 
 




= − −  (40)

( )
2 3 3

2 2 2

0 0 0

33 cos
8

aa a  
  

  
   = − − −  
 

 (41)  

aکههنگامی   و  و سپس جمع   رساندن  دو  توان  به  ،هاآنلذا با برابر صفر قرار دادن .  دهدمی رخ    ابرابر با صفر باشند، حرکت حالت پای  
 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (42) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله بالا، معادلات طرف دو

22 2 6 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 33
4 8

a a  
 

  

    + − − =     

 (42)

)  1:3  مادون هارمونیکتشدید  -3-1-2  03 ) 
تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   03  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  32معادله )  طبق

 زیر خواهد بود: صورتبهگویند. فرکانس تحریک می  مادون هارمونیک 
0Ω 3 = +  (43)

 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 32) در( 43) معادله حال

 
1 Autonomous system 

 )34(

حال معادله )34( در )32( جایگذاری می گردد و جملات نامحدود 
و سکولار به صورت زیر برابر صفر قرار داده می شوند.

( )13 2
2 0 0 2 22 6 3 0i Te iA A i AAσα ω µω α αΛ +′+ + + Λ =  )35(

برای حل معادله )A ،)35 به فرم قطبی زیر تعریف می گردد:

1 1,               
2 2

i iA ae A aeβ β−= =  )36(

) حقیقی می باشند. )Tβ 1 )  و )a T1 که
جداسازی  سپس  و   )35( معادله  در   )36( معادله  جایگذاری  با 
بخش های حقیقی و موهومی و برابر صفر قرار دادن آن ها، معادلات 

)37( و )38( به صورت زیر حاصل می شوند:

( )
3

2
1

0

1 sin
2

a a Tα
µ σ β

ω
Λ

= − − −′  )37(

( )
2 3 3

2 2 2
1

0 0 0

33 cos
8

a aa Tα α α
β σ β

ω ω ω
Λ Λ′ = + + −  )38(

( به صورت زیر تعریف می گردد: γ زاویه فاز جدید )

1Tγ σ β= −  )39(

بنابراین، معادلات )37( و )38( به صورت سیستم خودگردان1 زیر 
تبدیل می گردند:

( )
3

2

0

1 sin
2

a a α
µ γ

ω
Λ

= − −′  )40(

( )
2 3 3

2 2 2

0 0 0

33 cos
8

aa aα α α
γ σ γ

ω ω ω
 Λ Λ′ = − − −  
 

 )41(

رخ  پایا  حالت  حرکت  باشند،  صفر  با  برابر   γ ′ و  a′ هنگامی که
می دهد. لذا با برابر صفر قرار دادن آن ها، به توان دو رساندن و سپس 
جمع دو طرف معادلات بالا، معادله پاسخ فرکانسی طبق معادله )42( 

برای تشدید مافوق هارمونیک به صورت زیر حاصل می گردد:

22 2 6 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 33
4 8

a aα α α
µ σ

ω ω ω

  Λ Λ + − − =     
 )42(

) ωΩ ≈ 03 3-1-2- تشدید مادون هارمونیک 1:3 )
نزدیک   )Ω ( تحریک  فرکانس  هنگامی که   ،)32( معادله  طبق 

1 Autonomous system



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 8، سال 1400، صفحه 4535 تا 4564

4543

را  این حالت  ایجاد شده که  نامحدود جدید  باشد، یک جمله   ω03
زیر  به صورت  تحریک  فرکانس  می گویند.  هارمونیک  مادون  تشدید 

خواهد بود:
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)  1:3 مافوق هارمونیکتشدید  -3-1-1  0
1
3

) 

0  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  که هنگامی (،  32بر اساس معادله )
1
3

باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را  

0به   Ωکه نزدیک بودن  گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مافوق هارمونیک  تشدید  
1
3

،  کندمیبیان  را   
 :شودمی درنظر گرفته زیر  صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

03Ω  = +  (34)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده زیر  صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 32) در( 34) معادله حال

( )13 2
2 0 0 2 22 6 3 0i Te iA A i AA     ++ + +  =  (35)

 :گرددمی تعریف  زیر به فرم قطبی A(، 35برای حل معادله )
1 1,               
2 2

i iA ae A ae −= =  (36)
)که )a T1  و( )T1  باشندمیحقیقی . 

  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  35)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  
 : شوندمی  حاصلزیر  صورتبه( 38) و( 37)

( )
3

2
1

0

1 sin
2

a a T
  




= − − −  (37)

( )
2 3 3

2 2 2
1

0 0 0

33 cos
8

a aa T  
  

  
  = + + −  (38)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1T  = −  (39)

 : گردندمی تبدیل  زیر 1سیستم خودگردان  صورتبه(  38( و )37بنابراین، معادلات )

( )
3

2

0

1 sin
2

a a 
 




= − −  (40)

( )
2 3 3

2 2 2

0 0 0

33 cos
8

aa a  
  

  
   = − − −  
 

 (41)  

aکههنگامی   و  و سپس جمع   رساندن  دو  توان  به  ،هاآنلذا با برابر صفر قرار دادن .  دهدمی رخ    ابرابر با صفر باشند، حرکت حالت پای  
 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (42) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله بالا، معادلات طرف دو

22 2 6 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 33
4 8

a a  
 

  

    + − − =     

 (42)

)  1:3  مادون هارمونیکتشدید  -3-1-2  03 ) 
تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   03  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  32معادله )  طبق

 زیر خواهد بود: صورتبهگویند. فرکانس تحریک می  مادون هارمونیک 
0Ω 3 = +  (43)

 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 32) در( 43) معادله حال

 
1 Autonomous system 

 )43(

حال معادله )43( در )32( جایگذاری می گردد و جملات نامحدود 
و سکولار به صورت زیر برابر صفر قرار داده می شوند.
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( )12 2
2 0 0 2 23Λ 2 6 3 0i TA e iA A i C AA    + + + + =  (44)

بیان شده در    (،44برای حل معادله ) نظر گرفته  36)  معادلهبه فرم قطبی    A  مافوق هارمونیکتشدید  مشابه روابط  با    .شودمی ( در 
( 46)  و(  45)  معادلات  ،هاآن  دادن  قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  قیحق  های بخشی  جداساز   و(  44)  معادله   در  (36)  معادله   ی گذاریجا
 : شوند می  حاصلزیر  صورتبه

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (54)

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a a aa T  
  

  
 = + + −  (64)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 3T  = −  (74)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 46( و )45بنابراین، معادلات )

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (84)  

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a aa a T  
   

  
  = − − − −  
 

 (49)

  حاصل   ریز  صورتبه   هارمونیک  دونماتشدید  برای    (50)  معادلهطبق    ی فرکانس  پاسخ   معادله،  احالت پای حرکت  برای   (42)  معادلهمشابه 
 : گرددمی 

22 2 2 4 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 3 93
4 8 16

a aa  
 

  

    + − − =     

 (05)

)  5:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-2  0
1
5

)  1:5  ( و مادون هارمونیک  05): 

 : گردندمی فیتعر( 51) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                 ˆ              ˆ ˆ ˆ         = = = = (51)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  51)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (52)   
1 2 2 5

0 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (53)   
 :آیدمی دستبه( 54معادله ) ،(53) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31( تا )29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )44(

برای حل معادله )44(، مشابه روابط بیان شده در تشدید مافوق 
می شود.  گرفته  نظر  در   )36( معادله  قطبی  فرم  به   A هارمونیک 
بخش های  جداسازی  و   )44( معادله  در   )36( معادله  جایگذاری  با 
حقیقی و موهومی و برابر صفر قرار دادن آن ها، معادلات )45( و )46( 

به صورت زیر حاصل می شوند:
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( )12 2
2 0 0 2 23Λ 2 6 3 0i TA e iA A i C AA    + + + + =  (44)

بیان شده در    (،44برای حل معادله ) نظر گرفته  36)  معادلهبه فرم قطبی    A  مافوق هارمونیکتشدید  مشابه روابط  با    .شودمی ( در 
( 46)  و(  45)  معادلات  ،هاآن  دادن  قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  قیحق  های بخشی  جداساز   و(  44)  معادله   در  (36)  معادله   ی گذاریجا
 : شوند می  حاصلزیر  صورتبه

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (54)

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a a aa T  
  

  
 = + + −  (64)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 3T  = −  (74)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 46( و )45بنابراین، معادلات )

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (84)  

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a aa a T  
   

  
  = − − − −  
 

 (49)

  حاصل   ریز  صورتبه   هارمونیک  دونماتشدید  برای    (50)  معادلهطبق    ی فرکانس  پاسخ   معادله،  احالت پای حرکت  برای   (42)  معادلهمشابه 
 : گرددمی 

22 2 2 4 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 3 93
4 8 16

a aa  
 

  

    + − − =     

 (05)

)  5:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-2  0
1
5

)  1:5  ( و مادون هارمونیک  05): 

 : گردندمی فیتعر( 51) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                 ˆ              ˆ ˆ ˆ         = = = = (51)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  51)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (52)   
1 2 2 5

0 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (53)   
 :آیدمی دستبه( 54معادله ) ،(53) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31( تا )29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )45(
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( )12 2
2 0 0 2 23Λ 2 6 3 0i TA e iA A i C AA    + + + + =  (44)

بیان شده در    (،44برای حل معادله ) نظر گرفته  36)  معادلهبه فرم قطبی    A  مافوق هارمونیکتشدید  مشابه روابط  با    .شودمی ( در 
( 46)  و(  45)  معادلات  ،هاآن  دادن  قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  قیحق  های بخشی  جداساز   و(  44)  معادله   در  (36)  معادله   ی گذاریجا
 : شوند می  حاصلزیر  صورتبه

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (54)

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a a aa T  
  

  
 = + + −  (64)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 3T  = −  (74)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 46( و )45بنابراین، معادلات )

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (84)  

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a aa a T  
   

  
  = − − − −  
 

 (49)

  حاصل   ریز  صورتبه   هارمونیک  دونماتشدید  برای    (50)  معادلهطبق    ی فرکانس  پاسخ   معادله،  احالت پای حرکت  برای   (42)  معادلهمشابه 
 : گرددمی 

22 2 2 4 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 3 93
4 8 16

a aa  
 

  

    + − − =     

 (05)

)  5:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-2  0
1
5

)  1:5  ( و مادون هارمونیک  05): 

 : گردندمی فیتعر( 51) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                 ˆ              ˆ ˆ ˆ         = = = = (51)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  51)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (52)   
1 2 2 5

0 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (53)   
 :آیدمی دستبه( 54معادله ) ،(53) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31( تا )29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )46(

( به صورت زیر تعریف می گردد: γ زاویه فاز جدید )

1 3Tγ σ β= −  )47(

بنابراین، معادلات )45( و )46( به حالت های زیر به عنوان سیستم 
خودگردان تبدیل می گردند:
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( )12 2
2 0 0 2 23Λ 2 6 3 0i TA e iA A i C AA    + + + + =  (44)

بیان شده در    (،44برای حل معادله ) نظر گرفته  36)  معادلهبه فرم قطبی    A  مافوق هارمونیکتشدید  مشابه روابط  با    .شودمی ( در 
( 46)  و(  45)  معادلات  ،هاآن  دادن  قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  قیحق  های بخشی  جداساز   و(  44)  معادله   در  (36)  معادله   ی گذاریجا
 : شوند می  حاصلزیر  صورتبه

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (54)

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a a aa T  
  

  
 = + + −  (64)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 3T  = −  (74)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 46( و )45بنابراین، معادلات )

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (84)  

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a aa a T  
   

  
  = − − − −  
 

 (49)

  حاصل   ریز  صورتبه   هارمونیک  دونماتشدید  برای    (50)  معادلهطبق    ی فرکانس  پاسخ   معادله،  احالت پای حرکت  برای   (42)  معادلهمشابه 
 : گرددمی 

22 2 2 4 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 3 93
4 8 16

a aa  
 

  

    + − − =     

 (05)

)  5:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-2  0
1
5

)  1:5  ( و مادون هارمونیک  05): 

 : گردندمی فیتعر( 51) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                 ˆ              ˆ ˆ ˆ         = = = = (51)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  51)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (52)   
1 2 2 5

0 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (53)   
 :آیدمی دستبه( 54معادله ) ،(53) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31( تا )29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )48(
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( )12 2
2 0 0 2 23Λ 2 6 3 0i TA e iA A i C AA    + + + + =  (44)

بیان شده در    (،44برای حل معادله ) نظر گرفته  36)  معادلهبه فرم قطبی    A  مافوق هارمونیکتشدید  مشابه روابط  با    .شودمی ( در 
( 46)  و(  45)  معادلات  ،هاآن  دادن  قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  قیحق  های بخشی  جداساز   و(  44)  معادله   در  (36)  معادله   ی گذاریجا
 : شوند می  حاصلزیر  صورتبه

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (54)

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a a aa T  
  

  
 = + + −  (64)

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 3T  = −  (74)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 46( و )45بنابراین، معادلات )

( )
2

2
1

0

Λ1 3 sin 3
2 4

aa a T
  


= − − −  (84)  

( )
2 3 2

2 2 2
1

0 0 0

Λ3 33 cos 3
8 4

a aa a T  
   

  
  = − − − −  
 

 (49)

  حاصل   ریز  صورتبه   هارمونیک  دونماتشدید  برای    (50)  معادلهطبق    ی فرکانس  پاسخ   معادله،  احالت پای حرکت  برای   (42)  معادلهمشابه 
 : گرددمی 

22 2 2 4 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 3 93
4 8 16

a aa  
 

  

    + − − =     

 (05)

)  5:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-2  0
1
5

)  1:5  ( و مادون هارمونیک  05): 

 : گردندمی فیتعر( 51) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                 ˆ              ˆ ˆ ˆ         = = = = (51)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  51)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (52)   
1 2 2 5

0 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (53)   
 :آیدمی دستبه( 54معادله ) ،(53) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31( تا )29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )49(

مشابه معادله )42( برای حرکت حالت پایا، معادله پاسخ فرکانسی 
طبق معادله )50( برای تشدید مادون هارمونیک به صورت زیر حاصل 

می گردد:

22 2 2 4 2
2 22 2 2

2
0 0 0

1 3 93
4 8 16

a aaα α α
µ σ

ω ω ω

  Λ Λ + − − =     
 )50(

مادون  و   ) ωΩ ≈ 0
1
5

(  5:1 هارمونیک  مافوق  تشدید های   -2-3
:) ωΩ ≈ 05 هارمونیک 1:5 )

به صورت  جدید  پارامترهای   )16( غیرخطی  معادله  حل  جهت 
معادله )51( تعریف می گردند:

2 2
2 2 3 3 4 4 ,                 ˆ              ˆ ˆ ˆµ εµ α ε α α εα α ε α= = = =  )51(

با جایگذاری پارامترهای )51( در معادله )16( و در نظر گرفتن 
ضرایب  دادن  قرار  صفر  برابر  و  حل  از  پس   ،)26( و   )25( معادلات 

، معادلات خطی زیر به دست می آیند: ε ε و مختلف0

( )0 2 2
0 0 0 0 0: cosD W W P tε ω η+ = Ω  )52(

1 2 2 5
0 1 0 1 0 1 0 3 0 0 0: 2D W W D D W W D Wε ω α µ+ = − − −  )53(

با تعریف مشابه معادلات )29( تا )31( با جایگذاری معادله )30( 
در )53(، معادله )54( به دست می آید

)54(

 غشا هندسی و پارامترهای ساختاری مشخصات: 3 جدول
Table 3. The geometrical characteristics and material parameters of membrane 

 
 یچگال 

 kg/m 3 
ضخامت
 mh 

طول
 mxoL 

عرض
 myoL 

 ماده پارامتر
 MPaC1 

-نئو) کیپرالاستیها یلیمستط غشای
 92/0 9 9/9 009/0 9700 (نیهوک
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 8، سال 1400، صفحه 4535 تا 4564

4544

) برابر  )exp i Tω0 0 برای حذف جملات نامحدود و سکولار، ضریب
صفر قرار داده می شوند که به صورت زیر می باشد:
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0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 0
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3Λ . .i T i Te c c− +

(54)  

)ضریببرای حذف جملات نامحدود و سکولار،  )exp i T0 0  باشدمیزیر  صورتبه که   شوندمیبرابر صفر قرار داده : 
( )4 2 2 2

0 0 3 3 32 30Λ 10 60 Λ 0iA A i A A AA    + + + + =  (55)

)  5:1 مافوق هارمونیکتشدید  -3-2-1  0
1
5

 ) 

0  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  که هنگامی (،  54بر اساس معادله )
1
5

باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را  

0  به Ωکه نزدیک بودن  گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مافوق هارمونیک  تشدید  
1
5

،  کندمیرا بیان   
 زیر خواهد بود: صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

05Ω  = +  (56)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار و جملات نامحدود  گرددمی( جایگذاری 54) در( 56) معادله حال

( )15 4 2 2 2
3 0 0 3 3 3Λ 2 30Λ 10 60 Λ 0i Te iA A i A A AA     + + + + + =  (57)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 57برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  57)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوندمی  حاصلزیر  صورتبه( 59) و( 58)

( )
5

3
1

0

1 sin
2

a a T


  



= − − −  (58)  

( )
4 3 2 5 5

3 3 3 3
1

0 0 0 0

15 515 cos
2 16

a a a
a T

   
  

   
   = + + + −  (59)  

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 59( و )58معادلات ) (،39) معادلهبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق 

( )
5

3

0

1 sin
2

a a


 



= − −  (60)

( )
4 2 2 5 5

3 3 3 3

0 0 0 0

15 515 cos
2 16

a a
a a

   
  

   

    = − − − −  
 

 (61)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (62) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،ابرای حرکت حالت پای
24 2 2 4 10 2

2 23 3 3 3
2

0 0 0 0

1 15 515
4 2 16

a a
a

   
 

   

     + − − − =     

 (62)

 )55(

) ωΩ ≈ 0
1
5

3-2-1- تشدید مافوق هارمونیک 5:1 )
Ω( نزدیک  بر اساس معادله )54(، هنگامی که فرکانس تحریک )
این حالت را  ایجاد شده که  نامحدود جدید  ω0 باشد، یک جمله 

1
5

σ پارامتر  تشدید مافوق هارمونیک می گویند. برای تحلیل فرکانسی،
ω0 را بیان می کند، 

1
5

Ω به  تنظیم معرفی می گردد که نزدیک بودن 
بنابراین فرکانس تحریک به صورت زیر خواهد بود:
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(54)  

)ضریببرای حذف جملات نامحدود و سکولار،  )exp i T0 0  باشدمیزیر  صورتبه که   شوندمیبرابر صفر قرار داده : 
( )4 2 2 2

0 0 3 3 32 30Λ 10 60 Λ 0iA A i A A AA    + + + + =  (55)

)  5:1 مافوق هارمونیکتشدید  -3-2-1  0
1
5

 ) 

0  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  که هنگامی (،  54بر اساس معادله )
1
5

باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را  

0  به Ωکه نزدیک بودن  گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مافوق هارمونیک  تشدید  
1
5

،  کندمیرا بیان   
 زیر خواهد بود: صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

05Ω  = +  (56)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار و جملات نامحدود  گرددمی( جایگذاری 54) در( 56) معادله حال

( )15 4 2 2 2
3 0 0 3 3 3Λ 2 30Λ 10 60 Λ 0i Te iA A i A A AA     + + + + + =  (57)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 57برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  57)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوندمی  حاصلزیر  صورتبه( 59) و( 58)

( )
5

3
1

0

1 sin
2

a a T


  



= − − −  (58)  

( )
4 3 2 5 5

3 3 3 3
1

0 0 0 0

15 515 cos
2 16

a a a
a T

   
  

   
   = + + + −  (59)  

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 59( و )58معادلات ) (،39) معادلهبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق 

( )
5

3

0

1 sin
2

a a


 



= − −  (60)

( )
4 2 2 5 5

3 3 3 3

0 0 0 0

15 515 cos
2 16

a a
a a

   
  

   
    = − − − −  
 

 (61)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (62) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،ابرای حرکت حالت پای
24 2 2 4 10 2

2 23 3 3 3
2
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     + − − − =     

 (62)

 )56(

حال معادله )56( در )54( جایگذاری می گردد و جملات نامحدود 
و سکولار به صورت زیر برابر صفر قرار داده می شوند.
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(54)  

)ضریببرای حذف جملات نامحدود و سکولار،  )exp i T0 0  باشدمیزیر  صورتبه که   شوندمیبرابر صفر قرار داده : 
( )4 2 2 2

0 0 3 3 32 30Λ 10 60 Λ 0iA A i A A AA    + + + + =  (55)

)  5:1 مافوق هارمونیکتشدید  -3-2-1  0
1
5

 ) 

0  ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  که هنگامی (،  54بر اساس معادله )
1
5

باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را  

0  به Ωکه نزدیک بودن  گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مافوق هارمونیک  تشدید  
1
5

،  کندمیرا بیان   
 زیر خواهد بود: صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

05Ω  = +  (56)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار و جملات نامحدود  گرددمی( جایگذاری 54) در( 56) معادله حال

( )15 4 2 2 2
3 0 0 3 3 3Λ 2 30Λ 10 60 Λ 0i Te iA A i A A AA     + + + + + =  (57)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 57برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  57)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوندمی  حاصلزیر  صورتبه( 59) و( 58)

( )
5

3
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0
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a a T


  



= − − −  (58)  

( )
4 3 2 5 5

3 3 3 3
1

0 0 0 0

15 515 cos
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a T

   
  

   
   = + + + −  (59)  

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 59( و )58معادلات ) (،39) معادلهبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق 
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= − −  (60)
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 (61)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (62) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،ابرای حرکت حالت پای
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     + − − − =     

 (62)

 )57(

فرم  به   A قبل،  بیان شده  روابط  معادله )57(، مشابه  برای حل 
قطبی معادله )36( در نظر گرفته می شود.

جداسازی  سپس  و   )57( معادله  در   )36( معادله  جایگذاری  با 
بخش های حقیقی و موهومی و برابر صفر قرار دادن آن ها، معادلات 

)58( و )59( به صورت زیر حاصل می شوند:

( )
5

3
1

0

1 sin
2

a a T
α

µ σ β
ω
Λ

= − − −′  )58(

( )

4 3 2
3 3

0 0
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1515
2

5 cos
16

a a
a

a
T

α α
β

ω ω

α α
σ β

ω ω

Λ Λ′ = +

Λ
+ + −

 )59(

فاز طبق معادله )39(، معادلات )58( و  زاویه  با در نظر گرفتن 
)59( به حالت های زیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل می گردند:

( )
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0

1 sin
2

a a
α

µ γ
ω
Λ

= − −′  )60(
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3 3
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2

5 cos
16

a
a

a
a

α α
γ σ

ω ω

α α
γ

ω ω

 Λ Λ′ = − −  
 

Λ
− −

 )61(

برای حرکت حالت پایا، معادله پاسخ فرکانسی طبق معادله )62( 
برای تشدید مافوق هارمونیک به صورت زیر حاصل می گردد:

24
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10 2
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03 3
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1515
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a
a a

α
σ

ω α
µ

ωα α
ω ω

  Λ − −   Λ + =  Λ  −     

 )62(

) ωΩ ≈ 05 3-2-2- تشدید مادون هارمونیک 1:5 )
نزدیک   )Ω ( تحریک  فرکانس  هنگامی که   ،)54( معادله  طبق 
را  این حالت  ایجاد شده که  نامحدود جدید  باشد، یک جمله   ω05
σ پارامتر  تشدید مادون هارمونیک می گویند. برای تحلیل فرکانسی،
ω05 را بیان می کند،  Ω به  تنظیم معرفی می گردد که نزدیک بودن 

بنابراین فرکانس تحریک به صورت زیر خواهد بود:
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)  1:5  مادون هارمونیکتشدید  -3-2-2  05 ) 
تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   05( نزدیک  Ωفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  54معادله )  طبق

، بنابراین کندمی را بیان   05  به Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  
 زیر خواهد بود:  صورتبهفرکانس تحریک 

0Ω 5 = +  (63)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار  و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 54) در( 63) معادله حال

( )14 4 2 2 2
3 0 0 3 3 35Λ 2 30Λ 10 60 Λ 0i TA e iA A i A A AA     + + + + + =  (64)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 64برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  64)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 66) و( 65)

( )
4

3
1

0

Λ1 5 sin 5
2 16

a
a a T


  


= − − −  (65)

( )
4 3 2 5 4

3 3 3 3
1

0 0 0 0

Λ15 5 515 cos 5
2 16 16

a a a a
a T

   
  

   
  = + + + −  (66)  

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 5T  = −  (76)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 66( و )65بنابراین، معادلات )

( )
4

3

0

Λ1 5 sin
2 16

a
a a


 


= − −  (86)

( )
4 2 2 5 4

3 3 3 3

0 0 0 0

Λ15 5 515 cos
2 16 16

a a a
a a

   
  

   
   = − − − −  
 

 (96)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه   مادون هارمونیکتشدید برای  (70) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،یابرای حرکت حالت پا
24 2 2 4 2 8 2

2 23 3 3 3
2

0 0 0 0

1 15 5 2515
4 2 16 256

a a a
a

   
 

   

     + − − − =     

 (70)

)  7:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-3  0
1
7

)  1:7  ( و مادون هارمونیک  07:) 

 : گردندمی فیتعر( 71) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                  ˆ              ˆ ˆ ˆ          = = = = (17)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  71)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (72)
1 2 2 7

0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (73)
 :آیدمی دستبه( 74معادله ) (73) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31تا ) (29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )63(

حال معادله )63( در )54( جایگذاری می گردد و جملات نامحدود 
و سکولار به صورت زیر برابر صفر قرار داده می شوند.
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)  7:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-3  0
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)  1:7  ( و مادون هارمونیک  07:) 

 : گردندمی فیتعر( 71) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
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مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  71)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (72)
1 2 2 7

0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (73)
 :آیدمی دستبه( 74معادله ) (73) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31تا ) (29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )64(

فرم  به   A قبل،  بیان شده  روابط  )64(، مشابه  معادله  برای حل 
قطبی معادله )36( در نظر گرفته می شود.

جداسازی  سپس  و   )64( معادله  در   )36( معادله  جایگذاری  با 
بخش های حقیقی و موهومی و برابر صفر قرار دادن آن ها، معادلات 

)65( و )66( حاصل می شوند:
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)  1:5  مادون هارمونیکتشدید  -3-2-2  05 ) 
تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   05( نزدیک  Ωفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  54معادله )  طبق

، بنابراین کندمی را بیان   05  به Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  
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0Ω 5 = +  (63)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار  و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 54) در( 63) معادله حال

( )14 4 2 2 2
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)  1:7  ( و مادون هارمونیک  07:) 

 : گردندمی فیتعر( 71) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
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0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (72)
1 2 2 7

0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (73)
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 )65(



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 8، سال 1400، صفحه 4535 تا 4564

4545
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)  1:5  مادون هارمونیکتشدید  -3-2-2  05 ) 
تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   05( نزدیک  Ωفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  54معادله )  طبق

، بنابراین کندمی را بیان   05  به Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  
 زیر خواهد بود:  صورتبهفرکانس تحریک 
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)  7:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-3  0
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7

)  1:7  ( و مادون هارمونیک  07:) 

 : گردندمی فیتعر( 71) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
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0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (72)
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0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (73)
 :آیدمی دستبه( 74معادله ) (73) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31تا ) (29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )66(
( به صورت زیر تعریف می گردد: γ زاویه فاز جدید )

1 5Tγ σ β= −  )67(

بنابراین، معادلات )65( و )66( به حالت های زیر به عنوان سیستم 
خودگردان تبدیل می گردند:
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تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   05( نزدیک  Ωفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  54معادله )  طبق

، بنابراین کندمی را بیان   05  به Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  
 زیر خواهد بود:  صورتبهفرکانس تحریک 

0Ω 5 = +  (63)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار  و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 54) در( 63) معادله حال
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 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 64برای حل معادله )
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 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 5T  = −  (76)
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7

)  1:7  ( و مادون هارمونیک  07:) 

 : گردندمی فیتعر( 71) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
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0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (72)
1 2 2 7

0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (73)
 :آیدمی دستبه( 74معادله ) (73) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31تا ) (29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )68(
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)  1:5  مادون هارمونیکتشدید  -3-2-2  05 ) 
تشدید باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   05( نزدیک  Ωفرکانس تحریک )   کههنگامی (،  54معادله )  طبق

، بنابراین کندمی را بیان   05  به Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  
 زیر خواهد بود:  صورتبهفرکانس تحریک 

0Ω 5 = +  (63)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبهو سکولار  و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 54) در( 63) معادله حال

( )14 4 2 2 2
3 0 0 3 3 35Λ 2 30Λ 10 60 Λ 0i TA e iA A i A A AA     + + + + + =  (64)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 64برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  64)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 66) و( 65)

( )
4

3
1

0

Λ1 5 sin 5
2 16

a
a a T


  


= − − −  (65)

( )
4 3 2 5 4

3 3 3 3
1

0 0 0 0

Λ15 5 515 cos 5
2 16 16

a a a a
a T

   
  

   
  = + + + −  (66)  

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 5T  = −  (76)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 66( و )65بنابراین، معادلات )

( )
4

3

0

Λ1 5 sin
2 16

a
a a


 


= − −  (86)

( )
4 2 2 5 4

3 3 3 3

0 0 0 0

Λ15 5 515 cos
2 16 16

a a a
a a

   
  

   

   = − − − −  
 

 (96)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه   مادون هارمونیکتشدید برای  (70) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،یابرای حرکت حالت پا
24 2 2 4 2 8 2

2 23 3 3 3
2

0 0 0 0

1 15 5 2515
4 2 16 256

a a a
a

   
 

   

     + − − − =     

 (70)

)  7:1  مافوق هارمونیک های تشدید  - 3-3  0
1
7

)  1:7  ( و مادون هارمونیک  07:) 

 : گردندمی فیتعر( 71) معادله صورتبه  دیجد پارامترهای (  16ی )رخطیغ معادله حل جهت
2 2

2 2 3 3 4 4 ,                  ˆ              ˆ ˆ ˆ          = = = = (17)
مختلف  بیضرا  دادن  قرار  صفر  برابر  و   حل  از  پس(،  26( و )25)  معادلات( و در نظر گرفتن  16)  معادله( در  71)  پارامترهای با جایگذاری  

0 و ،آیندمی دستبه ریزی خط  معادلات: 
( )0 2 2

0 0 0 0 0: cosD W W P t  + =  (72)
1 2 2 7

0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D DW W D W   + = − − − (73)
 :آیدمی دستبه( 74معادله ) (73) در(  30) معادلهی گذاریجا با (31تا ) (29) معادلاتبا تعریف مشابه 

 )69(

برای حرکت حالت پایا، معادله پاسخ فرکانسی طبق معادله )70( 
برای تشدید مادون هارمونیک به صورت زیر حاصل می گردد:

24
3

2 8 2
02 2 3

22 2 4
03 3

0 0

1515
21 25

4 2565
16

a
a

a a

α
σ

ω α
µ

ωα α
ω ω

  Λ − −   Λ + =  Λ  −     

 )70(

مادون  و   ) ωΩ ≈ 0
1
7

(  7:1 هارمونیک  مافوق  تشدید های   -3-3
:) ωΩ ≈ 07 هارمونیک 1:7 )

به صورت  جدید  پارامترهای   )16( غیرخطی  معادله  حل  جهت 
معادله )71( تعریف می گردند:

2 2
2 2 3 3 4 4 ,                  ˆ              ˆ ˆ ˆ µ εµ α ε α α ε α α εα= = = =  )71(

با جایگذاری پارامترهای )71( در معادله )16( و در نظر گرفتن 
ضرایب  دادن  قرار  صفر  برابر  و  حل  از  پس   ،)26( و   )25( معادلات 

ε، معادلات خطی زیر به دست می آیند: ε و مختلف0

( )0 2 2
0 0 0 0 0: cosD W W P tε ω η+ = Ω  )72(

1 2 2 7
0 1 0 1 0 1 0 4 0 0 0: 2D W W D D W W D Wε ω α µ+ = − − −  )73(

با تعریف مشابه معادلات )29( تا )31( با جایگذاری معادله )30( 

در )73( معادله )74( به دست می آید:
( )

( )

( )

0 0

0 0 0 0

0 0

4Ù2 2 4 2
0 1 0 1 4

4 2
4

4 52 5 6
4 4

4 2
22

4 2 2

542Ë Ë
2

5                         42
2

(42 7 )

4
                        105

2

              

iT

iT i T

iT

D W W A AA e

A AA

e A AA e

A e
AA A A

ω

ω ω

ω

ω α

α

α α

α

−

Ω+

Ω−

 + = − + 
 
 − Λ Λ + 
 

− Λ +

 Λ + Λ
− Λ   + 

( )

( )

( )

0 0

0 0

0 0

4 2
22

4 2 2

4 2
22

4 2 2

4 2

2
4 2 2

2 4 2
4

4
          105

2

2
                        210 1

2

2
                        210 1

2
2105
5

iT

iT

iT

A e
AA A A

A e
AA A A

A
AA A A

e A AA

ω

ω

ω

α

α

α

α

Ω+

Ω+

Ω−

 Λ + Λ
− Λ   + 

 Λ + Λ
 − Λ + 
 
 Λ + Λ
 − Λ + 
 

− Λ Λ + ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

4

4 2
4

4 2 32 3 2
4

2 3 2
4

2 3 3 23 2 2
4

2                        105
5

3140
4

3                        140
4

4105
3

       

iT

iT iT

iT iT

e

A AA

e A AA e

A AA

e A AA e

ω

ω ω

ω ω

α

α

α

α

Ω−

Ω+ Ω+

Ω− Ω−

 
 
 

 − Λ Λ + 
 

 − Λ Λ + 
 

 − Λ Λ + 
 

 − Λ Λ + 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( )

0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

3 2 2
4

3 2 55 2
4

5 22 5
4

5 2 62 5 6
4 4

66
4

66
4

4                 105
3

7 6

                       21

21 7

                       7

7

iT i T

iT

iT iT

iT

iT

A AA

e AA e

A e

A e A e

A e

A e

ω

ω

ω ω

ω

ω

α

α

α

α α

α

α

Ω+ Ω

Ω−

Ω+ Ω−

Ω+

Ω−

 − Λ Λ + 
 

− Λ Λ +

− Λ

− Λ − Λ

− Λ

− Λ ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

66
4

2 55 2
4

2 5 3 45 2 4 3
4 4

3 44 3
4

4 3 4 33 4 3 4
4 4

7

                      21

21 35

                      35

35 35

210
                      

iT

iT

iT iT

iT

iT iT

A e

A e

A e A e

A e

A e A e

ω

ω

ω ω

ω

ω ω

α

α

α α

α

α α

Ω+

Ω−

Ω+ Ω−

Ω+

Ω− Ω+

− Λ

− Λ

− Λ − Λ

− Λ

− Λ − Λ

− 0 0

0 0

4 3 2
4 4 3

4 5 2
3

6 4
0 4 4

0 3 3 2 2 2
4 4

6
0 4 4

0 4 3 3 2 2 2
4 4

210

21

140 630
          2

35 420

140 630
      2

35 420

i T

i T

A
e

A A A A

i AA
iA A e

A A A A

i
iA A

AA A A A A

ω

ω

α α

α

µω α α
ω

α α

µω α α
ω

α α

 Λ + Λ
 
 + 
  + Λ + Λ
  − +

  + + Λ  
  + Λ +
  −Λ +

  Λ + + Λ  

′

′

( )

0

0

0

0

6
0 4 4

0 4 3 3 2 2 2
4 4

6
0 4 4

0 4 3 3 2 2 2
4 4

3 4 2 2 2
4

3 7
4

140 630
    2

35 420

140 630
    2

35 420

    21 10 10

i T

i T

i T

i T

e

i
iA A e

AA A A A A

i
iA A e

AA A A A A

AA A A

e e

µω α α
ω

α α

µω α α
ω

α α

α

α

Ω

Ω

Ω

Ω

  + Λ +
  −Λ +

  Λ + + Λ  
  + Λ +
  −Λ +

  Λ + + Λ  

− Λ Λ + Λ +

−

′

′

Λ 0 07 . .i T c cω +

 )74(



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 53، شماره 8، سال 1400، صفحه 4535 تا 4564

4546

) برابر صفر قرار  )exp i Tω0 0 برای حذف جملات نامحدود، ضریب
داده می شوند که به صورت زیر می باشد:

6 4
0 4 4

0 3 3 2 2 2
4 4

140 630
2 0

35 420

i AA
iA A

A A A A

µω α α
ω

α α

  + Λ + Λ
  + =

  + +  
′

Λ
 )75(

) ωΩ ≈ 0
1
7

3-3-1- تشدید مافوق هارمونیک 7:1 )
نزدیک   )Ω ( تحریک  فرکانس  هنگامی که   ،)74( معادله  طبق 
ω0 باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را 

1
7

σ پارامتر  تشدید مافوق هارمونیک می گویند. برای تحلیل فرکانسی،
ω0 را بیان می کند، 

1
7

Ω به  تنظیم معرفی می گردد که نزدیک بودن 
بنابراین فرکانس تحریک به صورت زیر خواهد بود:
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07Ω  = +  (76)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 74) در( 76) معادله حال

( )( )17 6 4 3 3 2 2 2
4 0 0 4 4 4 42 140 630 35 420 0i Te iA A i AA A A A A       + + +  +  + +  =  (77)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 77برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  77)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 79) و( 78)

( )
7

4
1

0

1 sin
2

a a T
  




= − − −  (78)

( )

6 3 4 5 2
4 4 4

0 0 0
7 7

4 4
1

0 0

315 10570
4 8

35       cos
128

a a aa

a T

  


  

 
 

 

   = + +


+ + −

 (79)  

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 79( و )78، معادلات )(39) معادلهبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق 

( )
7

4

0

1 sin
2

a a 
 




= − −  (80)

( )

6 2 4 4 2
4 4 4

0 0 0

7 7
4 4

0 0

315 10570
4 8

35      cos
128

a aa a

a

  
 

  

 


 

    = − + +  
 


− −

 (81)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (82) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،ابرای حرکت حالت پای
26 2 4 4 2 6 14 2

2 24 4 4 4 4
2

0 0 0 0 0

1 315 105 3570
4 4 8 128

a a a a    
 

    

      + − − − − =     

 (82)  

)  1:7  مادون هارمونیکتشدید -3-3-2  07 ) 
باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   07 ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  کههنگامی (،  74بر اساس معادله )

،  کندمیرا بیان   07به   Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  تشدید  
 زیر خواهد بود: صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

0Ω 7 = +  (83)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده زیر  صورتبهو سکولار و جملات نامحدود  گرددمی( جایگذاری 74) در( 83) معادله حال

( )( )16 6 4 3 3 2 2 2
4 0 0 4 4 4 47 2 140 630 35 420 0i TA e iA A i AA A A A A       + + +  + +  +  =  (84)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 84برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  84)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 86) و( 85)

( )
6

4
1

0

Λ1 7 sin 7
2 64

aa a T
  


= − − −  (85)

 )76(

حال معادله )76( در )74( جایگذاری می گردد و جملات نامحدود 
و سکولار به صورت زیر برابر صفر قرار داده می شوند.

1

6 4
0 4 47

4 0 3 3 2 2 2
4 4

140 630
2 0

35 420
i T i AA

e iA A
A A A A

σ µω α α
α ω

α α

  + Λ + Λ
  Λ + + =

  + + 
′

Λ 
 )77(

فرم  به   A قبل،  بیان شده  روابط  معادله )77(، مشابه  برای حل 
قطبی معادله )36( در نظر گرفته می شود.

جداسازی  سپس  و   )77( معادله  در   )36( معادله  جایگذاری  با 
بخش های حقیقی و موهومی و برابر صفر قرار دادن آن ها، معادلات 

)78( و )79( حاصل می شوند:

( )
7

4
1

0

1 sin
2

a a Tα
µ σ β

ω
Λ

= − − −′  )78(

( )

6 3 4 5 2
4 4 4

0 0 0
7 7

4 4
1

0 0

315 10570
4 8

35       cos
128

a a aa

a T

α α α
β

ω ω ω

α α
σ β

ω ω

Λ Λ Λ′ = + +

Λ
+ + −

 )79(

فاز طبق معادله )39(، معادلات )78( و  زاویه  با در نظر گرفتن 

)79( به حالت های زیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل می گردند:

( )
7

4

0

1 sin
2

a a α
µ γ

ω
Λ

= − −′  )80(

( )

6
4

0
2 4 4 2

4 4

0 0
7 7

4 4

0 0

31570
4

105
8

35      cos
128

a a
a a

a

α
σ

ω
γ

α α
ω ω

α α
γ

ω ω

 Λ
− + 

 ′ =  Λ Λ + 
 

Λ
− −

 )81(

برای حرکت حالت پایا، معادله پاسخ فرکانسی طبق معادله )82( 
برای تشدید مافوق هارمونیک به صورت زیر حاصل می گردد:

26 2 4
4 4

14 2
0 02 2 4

24 2 6
04 4

0 0

31570
41

4 105 35
8 128

a

a
a a

α α
σ

ω ω α
µ

ωα α
ω ω

  Λ Λ − −   Λ + =  Λ  − −     

 )82(

) ωΩ ≈ 07 2-3-3-تشدید مادون هارمونیک 1:7 )
Ω( نزدیک  بر اساس معادله )74(، هنگامی که فرکانس تحریک )
را  این حالت  ایجاد شده که  نامحدود جدید  باشد، یک جمله   ω07
σ پارامتر  تشدید مادون هارمونیک می گویند. برای تحلیل فرکانسی،
ω07 را بیان می کند،  Ω به  تنظیم معرفی می گردد که نزدیک بودن 

بنابراین فرکانس تحریک به صورت زیر خواهد بود:
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07Ω  = +  (76)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 74) در( 76) معادله حال

( )( )17 6 4 3 3 2 2 2
4 0 0 4 4 4 42 140 630 35 420 0i Te iA A i AA A A A A       + + +  +  + +  =  (77)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 77برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  77)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 79) و( 78)

( )
7

4
1

0

1 sin
2

a a T
  




= − − −  (78)

( )

6 3 4 5 2
4 4 4

0 0 0
7 7

4 4
1

0 0

315 10570
4 8

35       cos
128

a a aa

a T

  


  

 
 

 

   = + +


+ + −

 (79)  

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 79( و )78، معادلات )(39) معادلهبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق 

( )
7

4

0

1 sin
2

a a 
 




= − −  (80)

( )

6 2 4 4 2
4 4 4

0 0 0

7 7
4 4

0 0

315 10570
4 8

35      cos
128

a aa a

a

  
 

  

 


 

    = − + +  
 


− −

 (81)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (82) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،ابرای حرکت حالت پای
26 2 4 4 2 6 14 2

2 24 4 4 4 4
2

0 0 0 0 0

1 315 105 3570
4 4 8 128

a a a a    
 

    

      + − − − − =     

 (82)  

)  1:7  مادون هارمونیکتشدید -3-3-2  07 ) 
باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   07 ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  کههنگامی (،  74بر اساس معادله )

،  کندمیرا بیان   07به   Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  تشدید  
 زیر خواهد بود: صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

0Ω 7 = +  (83)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده زیر  صورتبهو سکولار و جملات نامحدود  گرددمی( جایگذاری 74) در( 83) معادله حال

( )( )16 6 4 3 3 2 2 2
4 0 0 4 4 4 47 2 140 630 35 420 0i TA e iA A i AA A A A A       + + +  + +  +  =  (84)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 84برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  84)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 86) و( 85)

( )
6

4
1

0

Λ1 7 sin 7
2 64

aa a T
  


= − − −  (85)

 )83(

حال معادله )83( در )74( جایگذاری می گردد و جملات نامحدود 
و سکولار به صورت زیر برابر صفر قرار داده می شوند.

16
4

6 4
0 4 4

0 3 3 2 2 2
4 4

7

140 630
2 0

35 420

i TA e

i AA
iA A

A A A A

σα

µω α α
ω

α α

Λ +

  + Λ + Λ
  + =

  + + Λ 
′

 

 )84(

فرم  به   A قبل،  بیان شده  روابط  معادله )84(، مشابه  برای حل 
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قطبی معادله )36( در نظر گرفته می شود.
جداسازی  سپس  و   )84( معادله  در   )36( معادله  جایگذاری  با 
بخش های حقیقی و موهومی و برابر صفر قرار دادن آن ها، معادلات 

)85( و )86( حاصل می شوند:
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07Ω  = +  (76)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده  زیر صورتبه و سکولار و جملات نامحدود گرددمی( جایگذاری 74) در( 76) معادله حال

( )( )17 6 4 3 3 2 2 2
4 0 0 4 4 4 42 140 630 35 420 0i Te iA A i AA A A A A       + + +  +  + +  =  (77)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 77برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  77)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 79) و( 78)

( )
7

4
1

0

1 sin
2

a a T
  




= − − −  (78)

( )

6 3 4 5 2
4 4 4

0 0 0
7 7

4 4
1

0 0

315 10570
4 8

35       cos
128

a a aa

a T

  


  

 
 

 

   = + +


+ + −

 (79)  

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 79( و )78، معادلات )(39) معادلهبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق 

( )
7

4

0

1 sin
2

a a 
 




= − −  (80)

( )

6 2 4 4 2
4 4 4

0 0 0

7 7
4 4

0 0

315 10570
4 8

35      cos
128

a aa a

a

  
 

  

 


 

    = − + +  
 


− −

 (81)

 :گرددمی  حاصل ریز صورتبه  مافوق هارمونیکتشدید برای  (82) معادلهطبق  یفرکانس پاسخ معادله ،ابرای حرکت حالت پای
26 2 4 4 2 6 14 2

2 24 4 4 4 4
2

0 0 0 0 0

1 315 105 3570
4 4 8 128

a a a a    
 

    

      + − − − − =     

 (82)  

)  1:7  مادون هارمونیکتشدید -3-3-2  07 ) 
باشد، یک جمله نامحدود جدید ایجاد شده که این حالت را   07 ( نزدیکΩفرکانس تحریک )  کههنگامی (،  74بر اساس معادله )

،  کندمیرا بیان   07به   Ωکه نزدیک بودن   گرددمی معرفی    پارامتر تنظیم گویند. برای تحلیل فرکانسی، می مادون هارمونیک  تشدید  
 زیر خواهد بود: صورتبهبنابراین فرکانس تحریک 

0Ω 7 = +  (83)
 . شوندمی برابر صفر قرار داده زیر  صورتبهو سکولار و جملات نامحدود  گرددمی( جایگذاری 74) در( 83) معادله حال

( )( )16 6 4 3 3 2 2 2
4 0 0 4 4 4 47 2 140 630 35 420 0i TA e iA A i AA A A A A       + + +  + +  +  =  (84)

 . شودمی( در نظر گرفته  36) معادلهبه فرم قطبی  A(، مشابه روابط بیان شده قبل، 84برای حل معادله )
  معادلات  ،هاآن  دادن   قرار  صفر  برابر  وی  موهوم  وی  ق یحق  های بخشی  جداساز  سپس  و(  84)  معادله  در  (36معادله )  ی گذاریجابا  

 : شوند می  حاصل( 86) و( 85)

( )
6

4
1

0

Λ1 7 sin 7
2 64

aa a T
  


= − − −  (85) )85(
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( )

6 3 4 5 2
4 4 4

0 0 0
7 6

4 4
1

0 0

315 10570
4 8

Λ35 7       cos 7
128 64

a a aa

a a T

  


  

 
 

 

   = + +

+ + −

 (86)  

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 7T  = −  (87)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 86( و )85بنابراین، معادلات )

( )
6

4

0

Λ1 7 sin
2 64

aa a 
 


= − −  (88)  

( )

6 2 4 4 2
4 4 4

0 0 0

7 6
4 4

0 0

315 10570
4 8

Λ35 7      cos
128 64

a aa a

a a

  
 

  

 


 

    = − + +  
 

− −

 (89)

 : گرددمی   حاصل  ریز  صورتبه   مادون هارمونیکتشدید  برای    (90)  معادلهطبق    یفرکانس  پاسخ   معادله  ا مشابه قبل، برای حرکت حالت پای
26 2 4 4 2 6 2 12 2

2 24 4 4 4 4
2

0 0 0 0 0

1 315 105 35 4970
4 4 8 128 4096

a a a aa    
 

    

      + − − − − =     

 (90)  

 نتایج عددی -4

 اعتبارسنجی مقاله حاضر  - 1-4
  سپس .  است  شده  انجام  محققان  دیگر  کارهای   و  حاضر  مطالعه  بین  ای مقایسه  ابتدا  در این بخش به منظور بررسی صحت نتایج، در

  ادامه  در  اعتبارسنجی  روش  دو  این.  است   شده  مقایسه  نیز  عددی   های روش   با  مطالعه  این  در  آمده  دستبه   تحلیلی  نتایج  ،آن  بر  علاوه
 . است شده داده شرح

های ارائه شده در مقاله حاضر با یکی ، پاسخ حاضر  مقالهبندی موجود در  منظور راستی آزمایی فرمول در اولین روش اعتبارسنجی، به 
نتایج ارائه شده در این مقاله با دقت    شودمیمقایسه شده است و ملاحظه  از کارهای موجود در زمینه ارتعاش غشای هایپرالاستیک  

 مطابقت دارند.  ]27[در مرجع با نتایج موجود مناسبی  
آمده در این   دستبهپسترناک  -طبیعی غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر بستر وینکلر های فرکانس ای بین  مقایسه  2و   1  های در جدول

های تحلیلی و اجزای محدود  نتایج حاصل را با روش  هاآن که    صورت گرفته است   ]27 [مقاله و نتایج مشابه در مقاله سوارز و گونچالوز
  اند. آورده دستبه

 

 

 

 

 

 

 )86(

( به صورت زیر تعریف می گردد: γ زاویه فاز جدید )

1 7Tγ σ β= −  )87(

بنابراین، معادلات )85( و )86( به حالت های زیر به عنوان سیستم 
خودگردان تبدیل می گردند:

 

15 

 

( )

6 3 4 5 2
4 4 4

0 0 0
7 6

4 4
1

0 0

315 10570
4 8

Λ35 7       cos 7
128 64

a a aa

a a T

  


  

 
 

 

   = + +

+ + −

 (86)  

 :گرددمیزیر تعریف  صورتبه( زاویه فاز جدید )
1 7T  = −  (87)

 : گردندمیزیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل  های حالت ( به 86( و )85بنابراین، معادلات )

( )
6

4

0

Λ1 7 sin
2 64

aa a 
 


= − −  (88)  

( )

6 2 4 4 2
4 4 4

0 0 0

7 6
4 4

0 0

315 10570
4 8

Λ35 7      cos
128 64

a aa a

a a

  
 

  

 


 

    = − + +  
 

− −

 (89)

 : گرددمی   حاصل  ریز  صورتبه   مادون هارمونیکتشدید  برای    (90)  معادلهطبق    یفرکانس  پاسخ   معادله  ا مشابه قبل، برای حرکت حالت پای
26 2 4 4 2 6 2 12 2

2 24 4 4 4 4
2

0 0 0 0 0

1 315 105 35 4970
4 4 8 128 4096

a a a aa    
 

    

      + − − − − =     

 (90)  

 نتایج عددی -4

 اعتبارسنجی مقاله حاضر  - 1-4
  سپس .  است  شده  انجام  محققان  دیگر  کارهای   و  حاضر  مطالعه  بین  ای مقایسه  ابتدا  در این بخش به منظور بررسی صحت نتایج، در

  ادامه  در  اعتبارسنجی  روش  دو  این.  است   شده  مقایسه  نیز  عددی   های روش   با  مطالعه  این  در  آمده  دستبه   تحلیلی  نتایج  ،آن  بر  علاوه
 . است شده داده شرح

های ارائه شده در مقاله حاضر با یکی ، پاسخ حاضر  مقالهبندی موجود در  منظور راستی آزمایی فرمول در اولین روش اعتبارسنجی، به 
نتایج ارائه شده در این مقاله با دقت    شودمیمقایسه شده است و ملاحظه  از کارهای موجود در زمینه ارتعاش غشای هایپرالاستیک  

 مطابقت دارند.  ]27[در مرجع با نتایج موجود مناسبی  
آمده در این   دستبهپسترناک  -طبیعی غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر بستر وینکلر های فرکانس ای بین  مقایسه  2و   1  های در جدول

های تحلیلی و اجزای محدود  نتایج حاصل را با روش  هاآن که    صورت گرفته است   ]27 [مقاله و نتایج مشابه در مقاله سوارز و گونچالوز
  اند. آورده دستبه

 

 

 

 

 

 

 )88(

( )

6
4

0
2 4 4 2

4 4

0 0
7 6

4 4

0 0

31570
4

105
8

Ë35 7      cos
128 64

a a
a a

a a

α
σ

ω
γ

α α
ω ω

α α
γ

ω ω

 Λ
− + 

 ′ =  Λ Λ + 
 

− −

 )89(

مشابه قبل، برای حرکت حالت پایا معادله پاسخ فرکانسی طبق 
حاصل  زیر  به صورت  هارمونیک  مادون  تشدید  برای   )90( معادله 

می گردد:

26 2 4
4 4

0 02
4 2 6

4 4

0 0

2 12 2
2 4

2
0

31570
41

4 105 35
8 128

49
4096

a

a a

aa

α α
σ

ω ω
µ

α α
ω ω

α
ω

  Λ Λ − −   +  Λ  − −     

Λ
=

 )90(

جدول 1. مقایسه بین فرکانس های طبیعی
Table 1. Comparison of the natural frequencies

( m, , / , / m xo yo x yL L m n h= = = = = = =2 1 1 02 0 001δ δ )

( kg/m / / MPa , N/, m, C C kΓ = = = = 5
1 1

3 31200 0 02 0 17 10 )

  های طبیعیفرکانس بین : مقایسه1جدول 
Table 1. Comparison of the natural frequencies 

 
 

) m, , / , / m xo yo x yL L m n h      2 1 1 02 0 001   
kg/m / / MPa , N/, m, C C k     5

1 1
3 31200 0 02 0 17 10 (  

 
 مقاله (A(m)دامنه )

 حاضر
 سوارز و گونچالوز

[91] 
دامنه 

(A(m)) 
 مقاله
 حاضر

 سوارز و گونچالوز
[72] 

9/0 623/713 267/712 9/9 911/631 672/631 
7/0 911/711 000/600 7/9 211/680 000/680 
6/0 008/609 723/609 6/9 311/617 798/616 
7/0 078/699 138/690 7/9 633/709 803/709 
9/0 660/692 081/692 9/9 821/798 331/791 
3/0 797/677 829/676 3/9 670/766 106/767 
2/0 316/660 787/669 2/9 218/778 799/772 
8/0 369/661 000/670 8/9 33/798 697/791 
1/0 039/671 672/671 1/9 791/727 776/723 
0/9 061/691 699/691 0/7 679/786 700/783 
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4- نتایج عددی
4-1- اعتبارسنجی مقاله حاضر

در این بخش به منظور بررسی صحت نتایج، در ابتدا مقایسه ای 
انجام شده است. سپس  بین مطالعه حاضر و کارهای دیگر محققان 
علاوه بر آن، نتایج تحلیلی به دست آمده در این مطالعه با روش های 
عددی نیز مقایسه شده است. این دو روش اعتبارسنجی در ادامه شرح 

داده شده است.
در اولین روش اعتبارسنجی، به منظور راستی آزمایی فرمول بندی 
موجود در مقاله حاضر، پاسخ های ارائه شده در مقاله حاضر با یکی از 
کارهای موجود در زمینه ارتعاش غشای هایپرالاستیک مقایسه شده 

است و ملاحظه می شود نتایج ارائه شده در این مقاله با دقت مناسبی 
با نتایج موجود در مرجع]27[ مطابقت دارند.

در جدول های 1 و 2 مقایسه ای بین فرکانس های طبیعی غشای 
مستطیلی هایپرالاستیک بر بستر وینکلر-پسترناک به دست آمده در 
این مقاله و نتایج مشابه در مقاله سوارز و گونچالوز ]27[ صورت گرفته 
است که آن ها نتایج حاصل را با روش های تحلیلی و اجزای محدود 

به دست آورده اند. 
در روش اعتبارسنجی دوم، روش تحلیلی با روش عددی مقایسه 
برای  مرتبه چهارم  رانگ-کوتا  روش  از  در روش عددی،  است.  شده 
تجزیه و تحلیل معادله )24( استفاده شده است. در این روش برای 

جدول 2. مقایسه بین فرکانس های طبیعی
Table 2. Comparison of the natural frequencies

( m, / m, kg/m / , / MPa, N/m,   xo yoL L h C C k= = = Γ = = = =3 3
1 1

31 0 001 1200 0 02 0 21 10 )

 

 
  

 های طبیعی : مقایسه بین فرکانس2 جدول
Table 2. Comparison of the natural frequencies 

 
 

) m, / m, kg/m / , / MPa, N/m,   xo yoL L h C C k       3 3
1 1

31 0 001 1200 0 02 0 21 10 ( 
 

x   y   ,   m n 1 1   ,   m n 1 2    ,   m n 2 1  

  
 مقاله
 حاضر

روش اجزای 
 [91محدود ]

اختلاف 
 مقاله  )%(

 حاضر
روش اجزای 

[91محدود ]  
اختلاف 

)%(  
 مقاله
 حاضر

اجزای روش 
[91محدود ]  

اختلاف 
)%( 

9/9  9/9  39/37  17/39  88/6   17/19  33/13  77/7   17/19  33/13  77/7  

9/9  9/9  39/82  36/10  88/1   37/969  73/966  91/2   69/963  90/968  32/97  

9/9  0/7  98/906  76/908  71/92   91/972  72/990  79/99   27/929  66/927  93/73  

9/9  9/9  23/909  31/903  77/99   00/992  09/930  07/92   00/992  09/930  07/92  

 
 های عددی و تحلیلی با روش  3:1مافوق هارمونیک دست آمده برای تشدید دامنه به -نمودار فرکانس: 2شکل 

Fig. 2. Frequency-amplitude curve for 1:3 superharmonic resonance with numerical and analytical 
methods 

 

  

شکل 2. نمودار فرکانس-دامنه به دست آمده برای تشدید مافوق هارمونیک 3:1 با روش های عددی و تحلیلی
Fig. 2. Frequency-amplitude curve for 1:3 superharmonic resonance with numerical and analytical methods
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جدول 3. مشخصات هندسی و پارامترهای ساختاری غشا
Table 3. The geometrical characteristics and material parameters of membrane

 غشا هندسی و پارامترهای ساختاری مشخصات: 3 جدول
Table 3. The geometrical characteristics and material parameters of membrane 

 
 یچگال 

 kg/m 3 
ضخامت
 mh 

طول
 mxoL 

عرض
 myoL 

 ماده پارامتر
 MPaC1 

-نئو) کیپرالاستیها یلیمستط غشای
 92/0 9 9/9 009/0 9700 (نیهوک
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برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک   3:1مافوق هارمونیک تشدید های پاسخ فرکانسی : اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 3شکل 
(, / ,   N/mok k k C P= = = = = 2

1 2 3 0 0 02 100 ) 
Fig. 3. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 3. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 3:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( , / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 )

Fig. 3. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic resonance for the rect-
angular hyperelastic membrane

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک   3:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی  : اثر بستر الاستیک بر منحنی 4شکل 

(N / m ,   N / m ,  N / m ,  / ,    N / mx y ok k k P= = = = = =5 23 3 5
1 2 350 20 10 1 02 100  ) 

Fig. 4. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic 
resonance for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 4. اثر بستر الاستیک بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 3:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( N / m ,   N / m ,  N / m ,  / ,    N / mx y ok k k P= = = = = =5 23 3 5
1 2 350 20 10 1 02 100δ δ )

Fig. 4. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane
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مقادیر مختلف فرکانس تحریک، ماکزیمم دامنه های مختلف استخراج 
شده است )شرایط اولیه صفر(. در ادامه، منحنی های عددی و تحلیلی 
پاسخ فرکانسی برای حالت تشدید مافوق هارمونیک 3:1 در شکل 2 
عددی  نتایج  مشاهده می شود،  که  همان طور  است.  داده شده  نشان 
نشان  نتایج  این  بنابراین،  می باشند.  تحلیلی  نتایج  با  مشابه  تقریباً 

می دهد که شبیه سازی عددی نتایج تحلیلی را تأیید می کند. 

4-2- تشدید های مافوق و مادون هارمونیک 
در جدول 3 مشخصات فیزیکی و پارامترهای مشخص غشا، جهت 

به دست آوردن روابط و نمودارها بیان شده است که برای تحلیل روابط 
و تشدید های مختلف مورد استفاده قرار می گیرد. هم چنین در ادامه 
قبل  دامنه-فرکانس که در قسمت های  توابع ضمنی  به منظور رسم 
شده  استفاده  متلب  در  ضمنی  پلات  دستور  از  است،  آمده  به دست 

است. 

) ωΩ ≈ 0
1
3

4-2-1-تحلیل تشدید مافوق هارمونیک 3:1 )
y در غیاب  و   x راستای  نرخ کشیدگی در  مقادیر مختلف  تأثیر 
هارمونیک  مافوق  تشدید  دامنه-فرکانس  پاسخ  بر  الاستیک  بستر 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 3:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی 5شکل 

(/ ,   / ,   N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100  ) 
Fig. 5. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic 

resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 5. اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 3:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

( / ,   / ,   N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100δ δ )
Fig. 5. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 3:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامتر سختی غیرخطی بر منحنی 6شکل 

(/ ,  / ,   N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100  ) 
Fig. 6. Effect of the nonlinear stiffness parameter on the frequency-response curves of the 1:3 

superharmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 6. اثر پارامتر سختی غیرخطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 3:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک )

( / ,  / ,   N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100δ δ
Fig. 6. Effect of the nonlinear stiffness parameter on the frequency-response curves of the 1:3 superharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane
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نشان  3-ب  و  3-الف  شکل های  در  ترتیب  به   ،) ωΩ ≈ 0
1
3

(  3:1
کشیدگی،  نرخ  افزایش  با  شکل ها،  این  به  توجه  با  است.  شده  داده 
به  نیز  منحنی ها  و  می یابد  کاهش  سیستم  در  رفتار سخت شوندگی 
پاسخ  بر  بستر  حضور  اثر   4 شکل  در  می شوند.  منتقل  چپ  سمت 
که  می شود  مشاهده  است.  شده  داده  نشان  سیستم  دامنه-فرکانس 
دارای  ترتیب  به  خطی،  الاستیک  بستر  و  بستر  بدون  حالت های 
رفتار  واقع  در  می باشند.  سخت شوندگی  مقدار  بیشترین  و  کمترین 
سخت شوندگی بدین معناست که علامت ضریب جمله غیرخطی در 

معادله حرکت معمولی، مثبت می باشد. 
با توجه به شکل 5، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه-

حالت های  می گردد  مشاهده  است.  شده  بررسی  سیستم  فرکانس 
مقدار  بیشترین  و  کمترین  دارای  ترتیب  به   k =2 و10  k =1 100

بستر  )پارامتر   k1 مقدار افزایش  هم چنین  می باشند.  سخت شوندگی 
به کاهش و  ترتیب منجر  به  )پارامتر بستر پسترناک(   k2 وینکلر( و 
افزایش مقدار سخت شوندگی می شود. به عبارتی دیگر، زمانی که غشا 
با بستر الاستیک وینکلر درنظر گرفته می شود، رفتار سخت شوندگی 

کم تر از زمانی است که غشا با بستر پسترناک درنظر گرفته شود. 
دامنه- پاسخ  بر   k3 غیرخطی  سختی  پارامتر  اثر   6 شکل  در 

مقدار  که  می شود  مشاهده  است.  شده  داده  نشان  سیستم  فرکانس 
ارتعاشات  دامنه  ماکزیمم  هم چنین  و  نرم شوندگی  و  سخت شوندگی 

k3 بستگی دارد. پارامتر بستر الاستیک غیرخطی منفی و  به مقدار 
مثبت به ترتیب منجر به کاهش و افزایش رفتار سخت شوندگی غشا 
می شود. در واقع پارامتر بستر الاستیک مثبت، رفتار سخت شوندگی 
رفتار  منفی،  الاستیک  بستر  پارامتر  و  سخت شونده  رفتار  یک  به  را 

سخت شوندگی را به یک رفتار نرم شونده تغییر می دهد.
تحریک  پاسخ-دامنه  دامنه  بر  تنظیم  پارامتر  اثر   7 شکل  در 
σمقدار پرش  سیستم قابل مشاهده می باشد. با افزایش پارامتر تنظیم 
نیز افزایش می یابد. همان طور که مشاهده می شود، برای پارامترهای 
بقیه  حالیکه  در  می افتد،  اتفاق  چندمقداری1  پدیده  مثبت،  تنظیم 
پارامترها، تک مقداری2 می باشد. هم چنین افزایش پارامتر تنظیم منجر 
به افزایش میزان پرش و ناحیه ناپایدار پاسخ می شود. پدیده پرش یک 
پدیده غیرخطی است که برای سیستم های سخت  و نرم  اتفاق می افتد. 
لذا با کاهش فرکانس تحریک، دامنه پاسخ برای یک سیستم نرم به 
در نقطه ای خاص از دامنه بیشتر به دامنه کمتر و برای یک سیستم 
سخت از دامنه کمتر به دامنه بیشتر انتقال می یابد یا اصطلاحاً پرش 
می نماید. هم چنین رخ دادن پرش از منظر فیزیکی یعنی اینکه ممکن 

است سیستم در آن ناحیه جواب فیزیکی نداشته باشد.
نرخ  مختلف  مقادیر  تأثیر  ترتیب  به  8-ب  و  8-الف  شکل های 
کشیدگی در راستای x و y بر دامنه پاسخ-دامنه تحریک سیستم را 
نشان می دهد. مشاهده می شود که با افزایش نرخ کشیدگی که بیانگر 

 1Multi-valued phenomenon
 2Single-valued

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 3:1مافوق هارمونیک تشدید دامنه تحریک  -های دامنه پاسخبر منحنی  پارامتر تنظیم: اثر 7شکل 

(,   / ,  /x yk k k C= = = = = =1 2 3 0 0 02 1 02  ) 
Fig. 7. Effect of the detuning parameter on the response amplitude versus excitation amplitude curves of 

the 1:3 superharmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 7. اثر پارامتر تنظیم بر منحنی های دامنه پاسخ-دامنه تحریک تشدید مافوق هارمونیک 3:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

( ,   / ,  /x yk k k C= = = = = =1 2 3 0 0 02 1 02δ δ )
Fig. 7. Effect of the detuning parameter on the response amplitude versus excitation amplitude curves of the 1:3 super-

harmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane
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سفتی اولیه غشا می باشند، پدیده چندمقداری اتفاق می افتد و مقدار 
پرش و ناحیه ناپایدار پاسخ نیز افزایش می یابد. 

) ωΩ ≈ 03 4-2-2- تحلیل تشدید مادون هارمونیک 1:3 )
نرخ  مختلف  مقادیر  اثر  ترتیب،  به  و 9-ب  9-الف  در شکل های 
کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه-

(، نشان داده شده  ωΩ ≈ 03 فرکانس تشدید مادون هارمونیک 1:3 )

مافوق  تشدید  حالت  مشابه  می شود  مشاهده  که  همان طور  است. 
در  سخت شوندگی  رفتار  کشیدگی،  نرخ  افزایش  با   ،3:1 هارمونیک 
سیستم کاهش می یابد و منحنی ها نیز به سمت چپ منتقل می شوند. 
هم چنین کاهش رفتار سخت شوندگی بدین معناست که ضریب جمله 

غیرخطی در معادله حرکت معمولی، کاهش می یابد. 
سیستم  دامنه-فرکانس  پاسخ  بر  بستر  حضور  اثر   10 شکل  در 

  
 )الف( )ب( 

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 3:1مافوق هارمونیک تشدید  دامنه تحریک - های دامنه پاسخ: اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 8شکل 
(, /k k k C= = = =1 2 3 0 0 02 ) 

Fig. 8. Effect of the stretching ratio on the response amplitude versus excitation amplitude curves of the 1:3 
superharmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 8. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های دامنه پاسخ-دامنه تحریک تشدید مافوق هارمونیک 3:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک
( , /k k k C= = = =1 2 3 0 0 02 ) 

Fig. 8. Effect of the stretching ratio on the response amplitude versus excitation amplitude curves of the 1:3 superhar-
monic resonance for the rectangular hyperelastic membrane

  
 )الف( )ب( 

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 1:3مادون هارمونیک  تشدید های پاسخ فرکانسی : اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 9شکل 

(, / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 ) 

Fig. 9. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic resonance for 
the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 9. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:3 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( , / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 )

Fig. 9. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic resonance for the rectan-
gular hyperelastic membrane
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نشان داده شده است. همان گونه که مشاهده می شود حالت های بدون 
بیشترین  و  کمترین  دارای  ترتیب  به  الاستیک خطی،  بستر  و  بستر 
شکل،  این  به  توجه  با  هم چنین  می باشند.  سخت شوندگی  مقدار 
پارامترهای بستر الاستیک خطی و غیرخطی منجر به افزایش رفتار 

سخت شوندگی غشا و مینیمم پاسخ دامنه می شود. 
دامنه- پاسخ  بر  خطی  سختی  پارامترهای  اثر   ،11 شکل  در 

 k =2 k و10 =1 فرکانس سیستم بررسی شده است. در حالت های 100
به ترتیب دارای کمترین و بیشترین مقدار سخت شوندگی می باشند. 

k2 )پارامتر بستر پسترناک(  k1 )پارامتر بستر وینکلر( و افزایش مقدار 
می شود.  مقدار سخت شوندگی  افزایش  و  کاهش  به  منجر  ترتیب  به 
همان طور که مشاهده می شود مشابه حالت تشدید مافوق هارمونیک 
پسترناک  الاستیک  بستر  ضریب  با  غشا  سخت شوندگی  رفتار   ،3:1

بیش تر از غشا با ضریب بستر الاستیک وینکلر می باشد.
k3 بر پاسخ دامنه-فرکانس  شکل 12 اثر پارامتر سختی غیرخطی 
سیستم را نشان می دهد. مشاهده می شود که مقدار سخت شوندگی 
 k3 مقدار  به  ارتعاشات  دامنه  ماکزیمم  هم چنین  و  نرم شوندگی  و 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  1:3مادون هارمونیک  تشدید های پاسخ فرکانسی  الاستیک بر منحنی : اثر بستر10شکل 

 (N / m ,   N / m ,  N / m ,  / ,    N / mx y ok k k P= = = = = =5 23 3 5
1 2 350 20 10 1 02 100  ) 

Fig. 10. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic resonance 
for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 10. اثر بستر الاستیک بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:3 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( N / m ,   N / m ,  N / m ,  / ,    N / mx y ok k k P= = = = = =5 23 3 5
1 2 350 20 10 1 02 100δ δ )

Fig. 10. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 1:3مادون هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی نحنی : اثر پارامترهای سختی خطی بر م11شکل 

(/ ,  / ,    N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100  ) 
Fig. 11. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic 

resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 11. اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:3 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک )

( / ,  / ,    N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100δ δ
Fig. 11. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic resonance for 

the rectangular hyperelastic membrane
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بستگی دارد. پارامتر بستر الاستیک غیرخطی منفی و مثبت به ترتیب 
منجر به کاهش و افزایش رفتار سخت شوندگی غشا می شود. در واقع 
رفتار  یک  به  را  رفتار سخت شوندگی  مثبت،  الاستیک  بستر  پارامتر 
سخت شونده و پارامتر بستر الاستیک منفی، رفتار سخت شوندگی را 

به یک رفتار نرم شونده تغییر می دهد.
) ωΩ ≈ 0

1
5

4-2-3- تحلیل تشدید مافوق هارمونیک 5:1 )
اثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک 
 ،) ωΩ ≈ 0

1
5

بر پاسخ دامنه-فرکانس تشدید مافوق هارمونیک 5:1 )
با  است.  داده شده  نشان  و 13-ب  در شکل های 13-الف  ترتیب  به 

توجه به این شکل ها، با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت شوندگی و 
مقدار پرش در سیستم کاهش می یابد و کاهش رفتار سخت شوندگی 
بدین معناست که ضریب جمله غیرخطی در معادله حرکت معمولی، 
کاهش می یابد. در شکل 14 اثر حضور بستر بر پاسخ دامنه-فرکانس 
سیستم نشان داده شده است. حالت های بدون بستر و بستر الاستیک 
بیشترین سخت شوندگی و مقدار  و  ترتیب دارای کمترین  به  خطی، 

پرش می باشند. 
با توجه به شکل 15، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه-

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 1:3مادون هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامتر سختی غیرخطی بر منحنی 12شکل 

(/ ,  / ,    N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100  ) 
Fig. 12. Effect of the nonlinear stiffness parameter on the frequency-response curves of the 3:1 

subharmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 12. اثر پارامتر سختی غیرخطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:3 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک )

( / ,  / ,    N / mx y oC P= = = = 20 02 1 02 100δ δ
Fig. 12. Effect of the nonlinear stiffness parameter on the frequency-response curves of the 3:1 subharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane

  
 )الف( )ب( 

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  5:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی  اثر نرخ کشیدگی بر منحنی  :13شکل 

(, / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 ) 

Fig. 13. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 1:5 superharmonic resonance 
for the rectangular hyperelastic membrane 

 
  

شکل 13. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 5:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( , / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 )

Fig. 13. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 1:5 superharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane
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 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 5:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی 15شکل 

(/ ,  / ,   N / mx y oC P = = = = 20 02 1 02 100 ) 
Fig. 15. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 1:5 superharmonic 

resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 14. اثر بستر الاستیک بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 5:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k Pδ δ= = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 )

Fig. 14. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 1:5 superharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane

 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  5:1مافوق هارمونیک تشدید های پاسخ فرکانسی  : اثر بستر الاستیک بر منحنی14شکل 

 (N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k P = = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 ) 

Fig. 14. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 1:5 superharmonic 
resonance for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 15. اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 5:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( / ,  / ,   N / mx y oC Pδ δ= = = = 20 02 1 02 100 )
Fig. 15. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 1:5 superharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane

حالت های  می گردد  مشاهده  است.  شده  بررسی  سیستم  فرکانس 
k به ترتیب دارای کمترین و بیشترین مقدار پرش  =2 k و10 =1 100

 k2 و  وینکلر(  بستر  )پارامتر   k1 مقدار افزایش  هم چنین  می باشند. 
افزایش مقدار  به کاهش و  به ترتیب منجر  )پارامتر بستر پسترناک( 
پرش و سخت شوندگی می شود. به عبارتی دیگر، زمانی که غشا با بستر 
الاستیک وینکلر درنظر گرفته می شود، رفتار سخت شوندگی کم تر از 

زمانی است که غشا با بستر پسترناک درنظر گرفته شود.

شکل 16 اثر پارامتر تنظیم بر دامنه پاسخ-دامنه تحریک سیستم 
σمقدار پرش نیز افزایش  را نشان می دهد. با افزایش پارامتر تنظیم 
برای  می شود،  مشاهده  که  همان طور  قبل،  قسمت  مشابه  می یابد. 
در  می افتد،  اتفاق  چندمقداری  پدیده  مثبت،  تنظیم  پارامترهای 
حالیکه بقیه پارامترها، تک مقداری می باشد. هم چنین افزایش پارامتر 

تنظیم منجر به افزایش میزان پرش و ناحیه ناپایدار پاسخ می شود.
شکل های 17-الف و 17-ب به ترتیب تأثیر مقادیر مختلف نرخ 
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برای غشای مستطیلی   5:1مافوق هارمونیک تشدید دامنه تحریک  -های دامنه پاسخبر منحنی  پارامتر تنظیم: اثر 16شکل 

,)  هایپرالاستیک   / ,  /x yk k k C  = = = = = =1 2 3 0 0 02 1 02) 
Fig. 16. Effect of the detuning parameter on the response amplitude versus excitation amplitude curves of 

the 1:5 superharmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

 شکل 16. اثر پارامتر تنظیم بر منحنی های دامنه پاسخ-دامنه تحریک تشدید مافوق هارمونیک 5:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( ,   / ,  /x yk k k C δ δ= = = = = =1 2 3 0 0 02 1 02 ( 
Fig. 16. Effect of the detuning parameter on the response amplitude versus excitation amplitude curves of the 1:5 super-

harmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane  

  
 )الف( )ب( 

برای غشای مستطیلی   5:1مافوق هارمونیک تشدید دامنه تحریک  -های دامنه پاسخ: اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 17شکل 
k/ ,)  هایپرالاستیک k k C= = = =1 2 3 0 0 02) 

Fig. 17. Effect of the stretching ratio on the response amplitude versus excitation amplitude curves of the 
1:5 superharmonic resonance for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

 شکل 17. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های دامنه پاسخ-دامنه تحریک تشدید مافوق هارمونیک 5:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک
( , /k k k C= = = =1 2 3 0 0 02 (

Fig. 17. Effect of the stretching ratio on the response amplitude versus excitation amplitude curves of the 1:5 superhar-
monic resonance for the rectangular hyperelastic membrane

  
 )الف( )ب( 

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  1:5مادون هارمونیک  تشدید  های پاسخ فرکانسی  : اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 18شکل 

(, / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 ) 

Fig. 18. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 5:1 subharmonic resonance 
for the rectangular hyperelastic membrane 

 
  

شکل 18. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:5 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( , / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 )

Fig. 18. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 5:1 subharmonic resonance for the rectan-
gular hyperelastic membrane
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کشیدگی در راستای x و y بر دامنه پاسخ-دامنه تحریک سیستم را 
افزایش  کشیدگی،  نرخ  افزایش  که  می شود  مشاهده  می دهد.  نشان 
مقدار پرش را به همراه خواهد داشت. به عبارتی دیگر با افزایش نرخ 
چندمقداری  پدیده  می باشند،  غشا  اولیه  سفتی  بیانگر  که  کشیدگی 
اتفاق می افتد و مقدار پرش و ناحیه ناپایدار پاسخ نیز افزایش می یابد.

) ωΩ ≈ 05 4-2-4- تحلیل تشدید مادون هارمونیک 1:5 )
در شکل های 18-الف و 18-ب به ترتیب، اثر مقادیر مختلف نرخ 

کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه-
(، نشان داده شده  ωΩ ≈ 05 فرکانس تشدید مادون هارمونیک 1:5 )
است. با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت شوندگی در سیستم کاهش 
می یابد. در شکل 19 اثر حضور بستر بر پاسخ دامنه-فرکانس سیستم 
نشان داده شده است. همان گونه که مشاهده می شود حالت های بدون 
بیشترین  و  کمترین  دارای  ترتیب  به  الاستیک خطی،  بستر  و  بستر 
مقدار سخت شوندگی می باشند. به عبارتی دیگر، زمانی که غشا با بستر 
الاستیک درنظر گرفته می شود، رفتار سخت شوندگی بیش تر از زمانی 

 
 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  1:5مادون هارمونیک  تشدید های پاسخ فرکانسی  : اثر بستر الاستیک بر منحنی19شکل 

 (N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k P = = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 ) 

Fig. 19. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 5:1 subharmonic resonance 
for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 19. اثر بستر الاستیک بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:5 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k Pδ δ= = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 )

Fig. 19. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 5:1 subharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 1:5مادون هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی 20شکل 

(/ ,  / ,   N / mx y oC P = = = = 20 02 1 02 100 ) 
Fig. 20. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 5:1 subharmonic 

resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 20. اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:5 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

( / ,  / ,   N / mx y oC Pδ δ= = = = 20 02 1 02 100 )
Fig. 20. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 5:1 subharmonic resonance for 

the rectangular hyperelastic membrane
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است که غشا با بدون بستر الاستیک درنظر گرفته شود.
در شکل 20، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه-فرکانس 
به    k =2 و10  k =1 100 حالت های  در  است.  شده  بررسی  سیستم 
می باشند.  سخت شوندگی  مقدار  بیشترین  و  کمترین  دارای  ترتیب 
k2 )پارامتر بستر پسترناک(  k1 )پارامتر بستر وینکلر( و افزایش مقدار
می شود.  مقدار سخت شوندگی  افزایش  و  کاهش  به  منجر  ترتیب  به 
به عبارتی دیگر، زمانی که غشا با بستر الاستیک وینکلر درنظر گرفته 
بستر  با  غشا  که  است  زمانی  از  کم تر  رفتار سخت شوندگی  می شود، 

پسترناک درنظر گرفته شود.

) ωΩ ≈ 0
1
7

4-2-5- تحلیل تشدید مافوق هارمونیک 7:1 )
اثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک 
 ،) ωΩ ≈ 0

1
7

بر پاسخ دامنه-فرکانس تشدید مافوق هارمونیک 7:1 )
با  است.  داده شده  نشان  و 21-ب  در شکل های 21-الف  ترتیب  به 
توجه به این شکل ها، با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت شوندگی 
به سمت  نیز  منحنی ها  و  می یابد  کاهش  سیستم  در  پرش  مقدار  و 

  
 )الف( )ب( 

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  7:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی  : اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 21شکل 

(, / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 ) 

Fig. 21. Effect of of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 1:7 superharmonic 
resonance for the rectangular hyperelastic membrane 

 
  

شکل 21. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 7:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( , / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 )

Fig. 21. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 1:7 superharmonic resonance for the rect-
angular hyperelastic membrane

 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  7:1مافوق هارمونیک تشدید های پاسخ فرکانسی  : اثر بستر الاستیک بر منحنی22شکل 

 (N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k P = = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 ) 

Fig. 22. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 1:7 superharmonic 
resonance for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 22. اثر بستر الاستیک بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 7:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k Pδ δ= = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 )

Fig. 22. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 1:7 superharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane
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چپ منتقل می شوند. در شکل 22 اثر حضور بستر بر پاسخ دامنه-
فرکانس سیستم نشان داده شده است. همانند قبل حالت های بدون 
بیشترین  و  کمترین  دارای  ترتیب  به  الاستیک خطی،  بستر  و  بستر 
مشابه  دیگر،  عبارتی  به  می باشند.  پرش  مقدار  و  سخت شوندگی 
گرفته  درنظر  الاستیک  بستر  با  غشا  زمانی که  قبلی،  قسمت های 
می شود، رفتار سخت شوندگی بیش تر از زمانی است که غشا با بدون 

بستر الاستیک درنظر گرفته شود.  

در شکل 23، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه-فرکانس 
و  k =1 100 حالت های می گردد  مشاهده  است.  بررسی شده  سیستم 

k به ترتیب دارای کمترین و بیشترین مقدار پرش می باشند.  =2 10

k2 )پارامتر بستر  k1 )پارامتر بستر وینکلر( و  هم چنین افزایش مقدار
پسترناک( به ترتیب منجر به کاهش و افزایش مقدار پرش می شود. به 
عبارتی دیگر، مشابه قسمت های قبلی، زمانی که غشا با بستر الاستیک 
وینکلر درنظر گرفته می شود، رفتار سخت شوندگی کم تر از زمانی است 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  7:1مافوق هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی 23شکل 

 (/ ,  / ,   N/mx y oC P = = = = 20 02 1 02 100 ) 
Fig. 23. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 1:7 superharmonic 

resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 23. اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مافوق هارمونیک 7:1 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( / ,  / ,   N/mx y oC Pδ δ= = = = 20 02 1 02 100 )
Fig. 23. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 1:7 superharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane

 

  
 )الف( )ب( 

برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک   1:7مادون هارمونیک  تشدید  های پاسخ فرکانسی  : اثر نرخ کشیدگی بر منحنی 24شکل 
(, / ,   N/mok k k C P= = = = = 2

1 2 3 0 0 02 100 ) 
Fig. 24. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 7:1 subharmonic resonance 

for the rectangular hyperelastic membrane 
 

  

شکل 24. اثر نرخ کشیدگی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:7 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( , / ,   N/mok k k C P= = = = = 2
1 2 3 0 0 02 100 )

Fig. 24. Effect of the stretching ratio on the frequency-response curves of the 7:1 subharmonic resonance for the rectan-
gular hyperelastic membrane
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که غشا با بستر پسترناک درنظر گرفته شود.

) ωΩ ≈ 07 6-2-4- تحلیل تشدید مادون هارمونیک 1:7 )
در شکل های 24-الف و 24-ب به ترتیب، اثر مقادیر مختلف نرخ 
کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه-

(، نشان داده شده  ωΩ ≈ 07 فرکانس تشدید مادون هارمونیک 1:7 )
است. با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت شوندگی در سیستم کاهش 

هم چنین  می شوند.  منتقل  چپ  سمت  به  نیز  منحنی ها  و  می یابد 
کاهش رفتار سخت شوندگی بدین معناست که ضریب جمله غیرخطی 
اثر حضور  در شکل 25  می یابد.  کاهش  معمولی،  معادله حرکت  در 
بستر بر پاسخ دامنه-فرکانس سیستم نشان داده شده است. همان گونه 
الاستیک خطی،  بستر  و  بستر  بدون  که مشاهده می شود حالت های 

به ترتیب دارای کمترین و بیشترین مقدار سخت شوندگی می باشند.
بر پاسخ دامنه-فرکانس  پارامترهای سختی خطی  اثر  شکل 26، 

 

 
 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک  1:7مادون هارمونیک  تشدید های پاسخ فرکانسی  : اثر بستر الاستیک بر منحنی25شکل 

(N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k P = = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 ) 

Fig. 25. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 7:1 subharmonic resonance 
for the rectangular hyperelastic membrane 

 

  

شکل 25. اثر بستر الاستیک بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:7 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

( N/m , N/m ,  / ,   N/mx y ok k Pδ δ= = = = =3 3 2
21 50 20 1 02 100 )

Fig. 25. Effect of the elastic foundation on the frequency-response curves of the 7:1 subharmonic resonance for the 
rectangular hyperelastic membrane

 
برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک   1:7مادون هارمونیک تشدید  های پاسخ فرکانسی : اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی 26شکل 

(/ ,  / ,   N/mx y oC P = = = = 20 02 1 02 100 ) 
Fig. 26. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 7:1 subharmonic 

resonance for the rectangular hyperelastic membrane 
 

شکل 26. اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی های پاسخ فرکانسی تشدید مادون هارمونیک 1:7 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

( / ,  / ,   N/mx y oC Pδ δ= = = = 20 02 1 02 100 )

Fig. 26. Effect of the linear stiffness parameters on the frequency-response curves of the 7:1 subharmonic resonance for 
the rectangular hyperelastic membrane
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ترتیب  به   k =2 و10  k =1 100 حالت های  می دهد.  نشان  را  سیستم 
افزایش  می باشند.  سخت شوندگی  مقدار  بیشترین  و  کمترین  دارای 
به  پسترناک(  بستر  )پارامتر   k2 و  وینکلر(  بستر  )پارامتر   k1 مقدار

ترتیب منجر به کاهش و افزایش مقدار سخت شوندگی می شود. 
5-نتیجه گیری

مستطیلی  غشای  غیرخطی  ارتعاشی  رفتار  تحقیق،  این  در 
بستر  بر  یکنواخت  و  گسترده  خارجی  فشار  تحت  هایپرالاستیک، 
با  غشا  نظریه  از  استفاده  با  شد.  بررسی  وینکلر-پسترناک  الاستیک 
فرض تغییرشکل محدود و با تعیین تابع چگالی انرژی کرنشی مدل 
از  ناشی  وکار  جنبشی  انرژی  نئو-هوکین،  هایپرالاستیک  ساختاری 
بارگذاری یکنواخت گسترده و فشار یکنواخت با نظر گرفتن واکنش 
برای  هامیلتون  اصل  از  آمد.  به دست  میرایی،  اثر  و  الاستیک  بستر 
شده  استفاده  بعدی  سه  حاکم  دیفرانسیل  معادلات  به دست آوردن 
روش  عنوان  با  مجزاسازی  روش های  از  یکی  از  استفاده  با  است. 
گلرکین، معادله حرکت غیرخطی با مشتقات جزئی در جهت عرضی 
شده  تبدیل  زمان  حوزه  در  معمولی  دیفرانسیل  معادلات  به  حرکت 
دیفرانسیل  معادله  مقیاس های چندگانه جهت حل  روش  از  و  است 
هارمونیک  مادون  و  مافوق  تشدید های  تحلیل  و  غیرخطی  معمولی 
استفاده شده است. اثر پارامترهای مختلف سختی و دیگر پارامترهای 
وینکلر،  پارامتر سختی  فیزیکی، هندسی و ساختاری سیستم شامل 
σ، بر روی رفتار ارتعاشی غشای مستطیلی  پسترناک و پارامتر تنظیم
هارمونیک  مادون  و  مافوق  مختلف  تشدید های  در  هایپرالاستیک 
بررسی شده است و نمودارها و منحنی های مختلف پاسخ فرکانسی در 
تشدید های مختلف به دست آمده است. از جمله نتایج این تحقیق به 

شرح زیر می باشد:
· با افزایش نرخ کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک 
در تمام تشدیدها، سخت شوندگی در سیستم کاهش می یابد و کاهش 
در  غیرخطی  جمله  ضریب  که  معناست  بدین  سخت شوندگی  رفتار 

معادله حرکت معمولی، کاهش می یابد.
و  بستر  بدون  حالت های  در  غشا  مختلف،  تشدید های  در   ·
مقدار  بیشترین  و  کمترین  دارای  ترتیب  به  خطی  الاستیک  بستر 

سخت شوندگی می باشد.
k1 )پارامتر سختی خطی  · در تشدید های مختلف، افزایش مقدار
به  منجر  ترتیب  به  پسترناک(  خطی  سختی  )پارامتر   k2 و  وینکلر( 

کاهش و افزایش مقدار سخت شوندگی و پدیده پرش می شود.
ωΩ ≈ 0

1
3

(  3:1 هارمونیک  مادون  و  مافوق  تشدید های  در   ·
سختی  )پارامتر   k3 مثبت مقدار  افزایش  با   ) ωΩ ≈ 03 (  1:3 و   )
منفی  مقدار  افزایش  با  و  می یابد  افزایش  غیرخطی(، سخت شوندگی 

k3 سخت شوندگی کاهش می یابد.

· در منحنی دامنه پاسخ-دامنه تحریک سیستم با افزایش پارامتر 
σ، مقدار پرش و ناحیه ناپایدار پاسخ نیز افزایش می یابد. تنظیم 

نرخ  افزایش  با  سیستم  تحریک  پاسخ-دامنه  دامنه  منحنی  در   ·
کشیدگی در راستای x و y در غیاب بستر الاستیک، مقدار پرش و 

ناحیه ناپایدار پاسخ نیز افزایش می یابد.
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