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تحلیل کمانش ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل مدرج تابعی تقویت شده با نانو تراشه های گرافنی 
در اشکال هندسی مختلف روی بستر الاستیک با روش پی ریتز  

محمد ضیافت دوست عابد1، حسام روحی2*
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خلاصه: در این مطالعه، کمانش ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل مدرج تابعی تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی در اشکال هندسی 
مستطیلی، مثلثی و بیضوی بر روی بستر الاستیک در شرایط مرزی مختلف مورد تحلیل قرار گرفته است. از تئوری ورق مرتبه اول 
برشی برای مدلسازی ورق و مدل وینکلر-پاسترناک برای مدلسازی بستر الاستیک استفاده می شود. سه نوع الگوی توزیع نانوتراشه 
گرافنی و سه نوع توزیع تخلخل در راستای ضخامت برای ورق نانوکامپوزیتی در نظر گرفته می شود. خواص مؤثر مادی با استفاده 
از یک مدل میکرومکانیکی بدست می آیند. با نوشتن فانکشنال انرژی سیستم و بکارگیری روش پی ریتز، اثرات ضریب تخلخل، 
درصد وزنی نانوتراشه های گرافنی، پارامترهای بستر الاستیک و همچنین نسبت طول به عرض و ضخامت ورق بر بار های بحرانی 
کمانش مورد تحلیل قرار می گیرد. نشان داده شده است که ورق با الگوی توزیع تخلخل غیر یکنواخت و متقارن نوع اول و چیدمان 
نانو تراشه های گرافنی نوع اول به جهت تمرکز بیشتر نانو تراشه های گرافن بر روی سطوح بالا و پایین ورق و افزایش سفتی ورق، 
دارای بیشترین بار بحرانی کمانش است. همچنین بیشترین بار بحرانی کمانش مربوط به بارگذاری برشی و کمترین مقادیر مربوط به 
بارگذاری دو محوری می باشد. با افزایش ضریب تخلخل، بار بحرانی کمانش ورق برای تمامی الگوهای توزیع نانوتراشه های گرافنی 

کاهش می یابد. 

تاریخچه داوری:
دریافت: 1400/05/17

بازنگری: 1400/08/06
پذیرش: 1400/10/04

ارائه آنلاین: 1400/10/24

کلمات کلیدي:
کمانش ورق

ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل
ورق ها با اشکال مختلف

بستر الاستیک
روش پی ریتز

859

h_rouhi@guilan.ac.i :نویسنده عهده دار مکاتبات *

 )Creative Commons License( مردمی  آفرینندگی  لیسانس  تحت  مقاله  این  است.  شده  داده  امیرکبیر  دانشگاه  انتشارات  به  ناشر  حقوق  و  نویسندگان  به  مؤلفین   حقوق 
در دسترس شما قرار گرفته است. برای جزئیات این لیسانس، از آدرس https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode دیدن فرمائید.

مقدمه-  
*ورق های کامپوزیتی تقویت شده با نانو تراشه گرافن1 به دلیل خواص 
قابلیت  بالا،  وزن  به  استحکام  نسبت  قبیل  از  خود  فرد  به  منحصر  و  ویژه 
قبیل  از  گوناگون  صنایع  در  خوب  حرارتی  عایق  و  پایداری  شکل پذیری، 
گسترده ای  کاربرد  پتروشیمی  و  گاز  نفت،  صنایع  سازی،  کشتی  هوافضا، 
با توجه به پیشرفت های اخیر در فناوری  داشته اند [1-2[. به عنوان نمونه، 
با  سازگار  استخوانی  ایمپلنت های  می توان  تابعی2،  مدرج  متخلخل  مواد 
لایه های خارجی سفت و متراکم و لایه میانی اسفنجی متخلخل ساخت و 

استفاده نمود ]4-3[.
ورق ها قابلیت تحمل بارگذاری های مختلف نظیر کششی، فشاری، برشی 
کمانشی  رفتار  بررسی  میان  این  در  دارند.  را  بارگذاری ها  این  از  ترکیبی  و 
ترکیب  در  گرافنی  تراشه  های  نانو  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  نانو  ورق های 

مختلفی از شرایط بارگذاری از اهمیت ویژه ای برخوردار است.

1  Graphene Nanoplatelets (GPLs)
2  Functionally Graded (FG)

نانوکامپوزیتی  ور قهای  کمانش  زمینه  در  متنوعی  تحقیقات  تاکنون 
متخلخل تقویت شده با نانو تراشه های گرافنی صورت گرفته است. به  عنوان 
مثال، انصاری و همکاران ]5[ کمانش و پس کمانش ورق ساخته شده از نانو 
تراشه گرافنی را با یک روش عددی در اشکال مستطیلی و دایروی بررسی 
کردند. آن ها با استفاده از چندین مثال عددی، اثرات ضریب تخلخل3، الگوی 
تخلخل نانو تراشه های گرافنی، درصد وزنی4 و شرایط مرزی مختلف را بر 

کمانش و پس کمانش نشان دادند.
آزاد ورق های متخلخل  ارتعاشات  و  رفتارکمانش  بیشه و همکاران ]6[ 
تقویت شده با نانو تراشه های گرافنی در اشکال دایروی و قطاعی با روش 
ضریب  مؤثر،  یانگ  مدول  برای  کردند.  بررسی  دیفرانسیلی5،  تربیع  عددی 
تسای6  هالپین  میکرومکانیکی  مدل  از  مؤثر  برشی  مدول  و  مؤثر  پوآسون 
استفاده شد. تاثیرات پارامترهای هندسی نظیر نسبت ضخامت به شعاع ورق، 

3  Porosity coefficients
4  Weight Fraction
5  Differential Quadrature Method (DQM)
6  Halpin-Tsai 
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نسبت شعاع خارجی به شعاع داخلی و شرایط تکیه گاهی گوناگون، همچنین 
ورق  دینامیکی  و  استاتیکی  رفتار  بر  گرافنی  تراشه   های  نانو  پخش  الگوی 
بررسی شد. آن ها دریافتند با افزودن مقدار اندکی نانو تراشه گرافنی، سفتی 

ورق نانو کامپوزیتی افزایش می یابد.
لایه  چند  ورق های  پس کمانش  و  ارتعاشات   ]7[ انصاری  و  غلامی 
کامپوزیتی تقویت شده با نانو تراشه های گرافنی را بررسی کردند. آن ها نشان 
دادند که پس کمانش در ورق های کامپوزیتی به عوامل گوناگونی نظیر درصد 
است.  وابسته  هندسه صفحات  و  گرافنی  تراشه  نانو  چیدمان  الگوی  وزنی، 
همچنین با افزایش درصد وزنی، نسبت طول به عرض ورق و نسبت طول به 

ضخامت ورق، سفتی ورق کامپوزیتی افزایش می یابد.
استوانه ای  پوسته های  پس کمانش  و  کمانش   ]8[ همکاران  و  بلوریان 
تراشه های  نانو  با  شده  ساخته  جانبی  فشاری  و  محوری  فشاری  بار  تحت 
گرافنی را بررسی کردند. معادلات حاکم با استفاده از تئوری کلاسیک پوسته 
و روابط غیر خطی فون کارمن1 و بر مبنای روش انرژی ریتز استخراج گردید. 
تأثیر عوامل گوناگون نظیر درصد وزنی نانو تراشه های گرافنی، ویژگی های 
بر خصوصیات پس کمانش  گرافنی  تراشه های  نانو  توزیع  الگوی  و  هندسی 

پوسته استوانه ای مطالعه شد.
سانگ و همکاران ]9[ کمانش و خمش ورق های کامپوزیتی تقویت شده 
با نانو تراشه های گرافنی را بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول2 
تحت شرایط تکیه گاهی ساده با استفاده از روش حل ناویر3 بررسی کردند. 
وزنی،  گرافنی، درصد  تراشه های  نانو  الگوی چیدمان  دادند که  نشان  آن ها 
بار بحرانی کمانش  بر  تأثیر زیادی  نانو تراشه های گرافنی،  اندازه  هندسه و 
و بار خمشی دارد. همچنین یانگ و همکاران ]10[ کمانش و ارتعاشات آزاد 
ورق مستطیلی تقویت شده با نانو تراشه های گرافنی و نانو لوله های کربنی4 
را تحت شرایط تکیه گاهی گیردار و ساده بررسی کردند. آن ها نشان دادند که 
با افزایش ضریب تخلخل، مقادیر بار بحرانی کمانش ورق در هر سه حالت 
فرکانس  مقادیر  همچنین  و  برشی  و  محوری  دو  محوری،  تک  بارگذاری 

طبیعی ورق کاهش می یابد.
رفتار کمانشی  بر  تاکنون مطالعه ای  بر منابع نشان می دهد که  مروری 
در  گرافنی  نانوتراشه های  با  شده  تقویت  متخلخل  نانوکامپوزیتی  ورق های 

1  Von-Karman 
2  First-order Shear Deformation Theory (FSDT)
3  Navier solution 
4  Carbon Nanotubes (CNTS)

است.  نشده  انجام  مثلثی  و  دایروی  بیضوی،  نظیر  مختلف  هندسی  اشکال 
اول  مرتبه  تئوری  و  پی ریتز5  بکارگیری روش  با  مطالعه،  این  در  رو  این  از 
با  شده  تقویت  متخلخل  نانوکامپوزیتی  ورق های  کمانشی  رفتار  برشی، 
بارگذاری تک محوری، دو محوری و  نانوتراشه های گرافنی تحت سه نوع 
برشی در اشکال هندسی مختلف بر روی بستر الاستیک بررسی می گردد. با 
ارائه نتایج عددی، تأثیر عوامل طراحی مختلف نظیر الگوی توزیع تخلخل6 
و نانوتراشه های گرافنی، درصد وزنی نانوتراشه های گرافنی، ضریب تخلخل، 
پارامتر های هندسی ورق و شرایط مرزی گوناگون بر بار بحرانی کمانش ورق 

نانوکامپوزیتی مورد مطالعه قرار خواهد گرفت. 

تراشه های -   با  شده  تقویت  کامپوزیتی  نانو  متخلخل  ورق 
گرافنی

در این مطالعه، برای ورق مدرج تابعی سه نوع توزیع تخلخل مانند شکل 
1 در نظرگرفته شده است. همچنین، برای نانو تراشه گرافنی، سه نوع الگوی 
, مطابق شکل  ,A B C پخش در راستای ضخامت ورق به صورت الگوهای 

2 در نظر گرفته می شود ]11- 10[.
جرمی  چگالی  و   G(z) برشی  مدول  و   E(z) یانگ  مدول  تغییرات 
را  گوناگون  تخلخل  توزیع های  برای  ورق،  ضخامت  راستای  در   (z)ρ

می توان به صورت رابطه زیر در نظر گرفت ]11[.
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5  P-Ritz method
6  Porosity Distribution
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الگو های  نوع  سه  با  جرمی  چگالی  ضریب  بین  رابطه  تخمین  جهت 
می شود  فرض  زیر  به صورت  با چگالی جرمی  یانگ  مدول  رابطه  تخلخل 

.]11-10[
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با جایگذاری مدول یانگ از رابطه )1( در رابطه )3(، ضریب ثابت چگالی 
به صورت زیر بدست می آید ]10-11[
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) با توجه به الگو های شکل 1 به صورت زیر فرض  )zϕ همچنین، تابع 
می شود.
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صورت  به  میکرومکانیکی  مدل  اساس  بر   )1( رابطه  در   maxE مقدار 
رابطه )6( در نظر گرفته می شود ]12-10[.
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 الگوی تخلخل نوع دوم  الگوی تخلخل نوع اول 

 
 الگوی تخلخل نوع سوم 

 ]10[ های گوناگون در راستای ضخامت تخلخل شکل شماتیک توزیع :  1شکل 
Fig. 1. Schematic figure of different porosity distributions along the 

thickness [10] 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  .شکل شماتیک توزیع تخلخل های گوناگون در راستای ضخامت ]0 [

Fig. 1. Schematic figure of different porosity distributions along the thickness [10]
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یانگ،  مدول  ترتیب  به   , , ,GPL GPL GPL GPLl w h E  )7( رابطه  در  که 
نانوکامپوزیت  در  گرافنی  نانوتراشه های  طول  و  متوسط  پهنای  ضخامت، 

می باشند.
متخلخل  نانوکامپوزیت  ورق  پوآسون  ضریب  و  جرمی  چگالی  مقادیر 
تقویت شده با نانوتراشه  گرافنی با استفاده از قاعده اختلاط1 در میکرومکانیک 

به صورت رابطه )8( در نظر گرفته می شود ]11-10[.
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نانوتراشه  و  فلزی  ماتریس  چگالی  ترتیب  به   GPLρ و mρ آن  در  که 
و   mV ماتریس  حجمی  درصد  بین  رابطه  همچنین،  می باشند.  گرافنی 

GPLV به صورت زیر فرض می شود. نانوتراشه  گرافنی 

1  Rule of mixtures
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الگوی پخش نانوتراشه های گرافنی با توجه به شکل 2 به صورت زیر 
در نظر گرفته می شود.
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3 به ترتیب بیشترین مقادیر درصد  2 1, ,t t tp p p در رابطه )10( مقادیر 
حجمی2 نانوتراشه  گرافنی برای الگوهای پخش گوناگون می باشند که توسط 

رابطه زیر ارائه می شوند.

2  Volume Fraction 

  

 Bهای گرافنی نوع  الگوی توزیع نانو تراشه A  های گرافنی نوعالگوی توزیع نانو تراشه

 

 Cهای گرافنی نوع  الگوی توزیع نانو تراشه
 گرافنی در راستای ضخامت  الگوهای مختلف پخش نانوتراشه  : 2شکل 

Fig. 2. Different pattern of graphene nanoplatelets along the thickness  
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Fig. 2. Different pattern of graphene nanoplatelets along the thickness 
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n برابر با تعداد لایه های ورق نانوکامپوزیتی می باشد.  در رابطه )11(، 
در محاسبات، تعداد لایه ها برابر با دوازده فرض شده است.

معادلات حاکم- 3
n لایه  یک ورق نانوکامپوزیتی مدرج تابعی، با شکل دلخواه به تعداد 
که ضخامت هر لایه یکسان و توزیع تخلخل و نانو تراشه های گرافن در هر 
b و  a عرض آن  لایه یکسان می باشد در نظر گرفته می شود. طول ورق 
h می باشد. مطابق شکل 3، دستگاه مختصات کارتزین  ضخامت کل ورق 
z رو به پایین در  ) در صفحات میانی ورق و جهت مثبت محور ), ,x y z

نظر گرفته می شود. هر کدام از گوشه های هندسه ورق با توابع چند جمله ای 
تعریف می شوند. این گوشه ها با ترکیب مختلفی از شرایط مرزی ساده، گیردار 
گوشه  از  ترتیب  به  مرزی  شرایط  نام گذاری  می شوند.  نام گذاری  نیز  آزاد  و 

سمت چپ و در خلاف جهت عقربه های ساعت در نظر گرفته می شود.

مطابق با تئوری تغییر شکل مرتبه اول برشی ورق، میدان جابجایی به 
صورت رابطه )12( فرض می شود.
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w به ترتیب جابجایی هر نقطه دلخواه در راستای  v و  u و  که در آن 
0w متناظر با جابجایی سطح میانی  0v و  0u و  z همچنین  y و  x و 

ق  ر  به ترتیب برابر است با دوران و

 

7 
 

متناظر با جابجایی سطح    w0 و  v0 و  u0 همچنین  z و  y و  x  ه دلخواه در راستایطبه ترتیب جابجایی هر نق  w و  v و  u در آن  که
 مطالعه، مقادیر  در این  .باشدمی   مختصات  yو  xبه ترتیب برابر است با دوران حول محورهای   yφ و  xφ  . همچنینباشدمیانی ورق می

u0 و v0  د. نشوه گرفته میورق نادید کمانشناچیز در  ریتأثبه دلیل 
 .]14-13[ دنشومی ( تعریف 13جابجایی براساس تئوری تغییر شکل مرتبه اول برشی به صورت رابطه )-رابطه خطی کرنش
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 .دنشودر نظر گرفته می( 14ها به صورت رابطه ) ها و کرنش نین، روابط بین تنشهمچ
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 .ندشوبه صورت زیر در نظر گرفته می ijQاجزای ماتریس سختی کاهش یافته که در آن 
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 بابرابر هستند های نیرو و گشتاور بر واحد طول همچنین، منتجه
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 . آیند(، روابط زیر بدست می16( درمعادلات )14)وابط اری رذبا جایگ

می باشد. همچنین
0u و  y مختصات می باشد. در این مطالعه، مقادیر  x و حول محورهای 

0v به دلیل تأثیر ناچیز در کمانش ورق نادیده گرفته می  شوند.

اول  مرتبه  شکل  تغییر  تئوری  براساس  کرنش-جابجایی  خطی  رابطه 
برشی به صورت رابطه )13( تعریف می شوند ]14-13[.
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همچنین، روابط بین تنش ها و کرنش ها به صورت رابطه )14( در نظر 
گرفته می شوند.
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 نانوکامپوزیتی با شکل دلخواه ورق :  3شکل 
Fig. 3. Nanocomposite plate with arbitrary shape 
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Fig. 3. Nanocomposite plate with arbitrary shape
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 . آیند(، روابط زیر بدست می16( درمعادلات )14)وابط اری رذبا جایگ

که در آن اجزای ماتریس سختی کاهش یافته 
نظر گرفته می شوند.
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ورق مرتبه اول می باشد و مقدار آن برابر با 0/833 فرض شده است.
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رابطه )22( نسبت به ضخامت ورق و جایگذاری  از  انتگرال گیری  با  و 
رابطه )18( و )19( در آن، روابط زیر به دست می آید.
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1  Shear Correction Factor



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 4، سال 1401، صفحه 859 تا 884

865
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انرژی پتانسیل ناشی از بار های کمانشی را نیز می توان به صورت زیر 
تعریف کرد.
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به علاوه، انرژی پتانسیل ناشی از بستر الاستیک1 برابر است با :
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پاسترناک2  و  وینکلر  ثابت های  ترتیب  به   pk و   wk  ،)26( رابطه  در 
تکیه گاه الاستیک می باشند. 

با تعریف پارامتر های بی بعد به صورت زیر داریم :
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روابط )24(، )25(، )26( به صورت بی بعد زیر بازنویسی می شوند.

1  Elastic Foundation
2  Winkler-Pasternak constants
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انرژی پتانسیل کل به صورت رابطه )31( در نظر گرفته می شود.
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 حل معادلات حاکم با روش پی ریتز3- 2- 
براساس روش پی ریتز، پاسخ  مختصات تعمیم یافته مجهول به صورت 
روابط )32( نوشته می شود، به طوری که این پاسخ ها هندسه ورق و شرایط 

مرزی  ورق را نیز ارضا می کند.
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p نمایش داده می شود. همچنین  در رابطه )32( درجه چند جمله ای با 
, به ترتیب ضرایب مجهول چند جمله ای پاسخ  مختصات تعمیم  ,m m me d c

بیان  زیر  صورت  به   )32( رابطه  در   m زیرنویس می باشند.  مجهول  یافته 
می گردد ]17- 16[.
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, توابع پایه ای هستند که براساس هندسه اضلاع  ,y x w
b b bϕ ϕ ϕ همچنین 

ورق و شرایط مرزی به صورت زیر فرض می شوند.
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jΓ معادله  en برابر با تعداد گوشه های هندسه شکل و  در روابط )34( 
j امین مرز از هندسه شکل می باشد. 

در جدول 1 چند نمونه از توابع پایه ای1 تحت شرایط مرزی مختلف برای 
ورق در اشکال مستطیلی، بیضوی و مثلثی متساوی الساقین آورده شده است. 

اطلاعات کامل در مراجع ]16-18 [قابل دستیابی است.

کل  پتانسیل  انرژی  تابع  نمودن  اکسترمم  با  پی ریتز،  روش  اساس  بر 
, دستگاه معادله زیر بدست می آید. ,m m me d c نسبت به ثابت های مجهول 

1  Base Function

, برای شرایط مرزی مختلف ورق نانوکامپوزیتی در اشکال مستطیلی، بیضوی و مثلثی متساوی الساقین ,ϕ ϕ ϕw x y
b b b جدول   . توابع پایه ای 

Table 1. Base function , ,ϕ ϕ ϕw x y
b b b  for different boundary condition of nanocomposite plates in rectangular, 

elliptical and isosceles triangular shapes

,ای  توابع پایه : 1 جدول ,  w x y
b b b  برای شرایط مرزی مختلف ورق نانوکامپوزیتی در اشکال مستطیلی، بیضوی و مثلثی متساوی

 الساقین 

for different boundary condition of nanocomposite plates in  , ,  w x y
b b bTable 1. Base function 

rectangular, elliptical and isosceles triangular shapes 
 

 ورق مستطیلی  
 4ساده  –  3ساده  – 2ساده  – 1ساده  4ساده  –  3آزاد  – 2ساده  – 1گیردار  شرایط مرزی

w
b ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 12 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − 
x
b ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 12 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − ( ) ( ) ( ) ( )0 02 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − 
y

b ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 02 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − ( ) ( ) ( ) ( )0 02 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − 
 ورق بیضوی 

 گیردار  ساده  شرایط مرزی
w
b ( )12 24 4 1 + − ( )12 24 4 1 + − 
x
b ( )02 24 4 1 + − ( )12 24 4 1 + − 
y

b ( )02 24 4 1 + − ( )12 24 4 1 + − 
 ورق مثلثی متساوی الساقین

 3آزاد  – 2گیردار  – 1ساده  3گیردار  – 2گیردار  – 1گیردار  شرایط مرزی
w
b ( ) ( ) ( )1 1 12 1 . 2 0.5 . 2 0.5    + − + + − ( ) ( ) ( )1 1 02 1 . 2 0.5 . 2 0.5    + − + + − 
x
b ( ) ( ) ( )1 1 12 1 . 2 0.5 . 2 0.5    + − + + − ( ) ( ) ( )0 1 02 1 . 2 0.5 . 2 0.5    + − + + − 
y

b ( ) ( ) ( )1 1 12 1 . 2 0.5 . 2 0.5    + − + + − ( ) ( ) ( )1 1 02 1 . 2 0.5 . 2 0.5    + − + + − 
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حل رابطه )35( منجر به دستگاه معادلات همگن زیر می شود.
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رابطه )36( هر سه حالت بارگذاری تک محوری، دو محوری و برشی را 
] به صورت رابطه )37(  ]KL شامل می شود. همچنین ساختار ماتریس های 

در نظر گرفته شده است.
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اجزای ماتریس های متقارن سفتی به صورت روابط )38( تعریف می شوند.
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برای دستیابی به پاسخ غیر بدیهی، کافی است دترمینان ماتریس سفتی 
با  از آنجا که حل دترمینان ماتریس فوق به راحتی  اما  با صفر گردد.  برابر 
روش های تحلیلی امکان پذیر نیست، مقادیر بار بحرانی کمانش با استفاده از 
روش های عددی و ترکیب مسئله اشتروم1 و روش دوبخشی2 بدست آورده 
داده  نسبت  کمانش  بار  به  دلخواه  مقداری  ابتدا  منظور،  این  برای  می شود. 
می شود و مقادیر ویژه 3ماتریس محاسبه  می گردند. تعداد مقادیر ویژه منفی 
] است، که کمتر از مقدار مقادیر ویژه  ]KL بیانگر تعداد مقادیر ویژه ماتریس 
فرضی نیز می باشد. سپس با استفاده از روش دوبخشی، کمترین بار بحرانی 

کمانش محاسبه می شود ]20-19[.

1  Sturm Theory
2  Bisection Method
3  Eigenvalues
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لازم به ذکر است، برای تحلیل ورق در هندسه های مستطیلی، بیضوی 
و مثلثی کافی است توابع پایه ای متناظر با شرایط مرزی هندسه ورق را از 
جدول 1 استخراج نمود و با تغییر کران انتگرال دوگانه در رابطه )38( براساس 

هندسه شکل مورد نظر، نتایج جدید محاسبه می  شوند.

تحلیل نتایج- 4
برای ارائه نتایج عددی، فرض می شود که ماتریس فلزی از جنس مس 
می باشد. ویژگی های مکانیکی ماتریس مس و نانوتراشه های گرافنی مطابق 

جدول 2 فرض شده است ]10[.

در جدول 3، مطالعه همگرایی پاسخ های روش پی ریتز به همراه مقایسه 
ازای  به  گیردار  مرزی  مربعی تحت شرایط  ورق  برای   ]10[ نتایج مرجع  با 
درصد وزنی 0/01 و ضریب پخش تخلخل 0/5 و نسبت طول به ضخامت 
چند  درجه  افزایش  با  که  می دهد،  نشان  جدول  این  است.  شده  ارائه   ،20
جمله ای، دقت محاسبات افرایش می یابد. همان طور که مشخص است به 
ازای درجه چند جمله ای پنج، جواب ها همگرا می شوند. همچنین به منظور 
بررسی بیشتر صحت نتایج، در جدول 4 نتایج بدست آمده برای بار بحرانی 
کمانش در حالت های تک  محوری، دومحوری و برشی یک ورق مربعی در 
شرایط تکیه گاهی گیر دار به ازای درصد وزنی 0/01 از این پژوهش با نتایج 

جدول   . ویژگی های مکانیکی ماتریس فلزی و نانوتراشه های گرافنی 

Table 2. Mechanical properties of metal matrix and graphene nanoplatelets 
 ی  گرافن هایتراشهو نانو یفلز یسماتر یکیمکان هاییژگیو : 2جدول 

Table 2. Mechanical properties of metal matrix and graphene nanoplatelets  
 

های گرافنیتراشهویژگی نانو  
تراپاسکال  01/1 مدول یانگ  

186/0 ضریب پوآسون  
کیلوگرم بر مترمکعب 5/1062 چگالی  

میکرومتر  5/2 طول نانوتراشه گرافن  
نانومتر 5/1 ضخامت نانوتراشه گرافن  
میکرومتر  5/1 عرض نانوتراشه گرافن  

 ویژگی ماتریس فلزی از جنس مس 
گیگاپاسکال  130 مدول یانگ  

34/0 ضریب پوآسون  
کیلوگرم بر مترمکعب  8960 چگالی  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول3 . همگرایی روش پی ریتز در بارگذاری تک محوری تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع تخلخل نوع اول و نانو تراشه های گرافنی نوع اول 

Table 3. Convergence of P-Ritz method in uniaxial loading under clamped boundary condition for the first type 
of porosity distribution and graphene nanoplatelets distribution of first type  

های به ازای توزیع تخلخل نوع اول و نانو تراشهمرزی گیردار ریتز در بارگذاری تک محوری تحت شرایط  : همگرایی روش پی 3جدول
  گرافنی نوع اول

Table 3. Convergence of P-Ritz method in uniaxial loading under clamped boundary condition for the 
first type of porosity distribution and graphene nanoplatelets distribution of first type   

 
 درصد خطا  ]10[ نتایج ارائه شده  ایدرجه چند جمله 

0 5971/0 0292/0 95% 
1 2001/0 0292/0 85% 
2 0447/0 0292/0 34% 
3 0353/0 0292/0 17% 
4 0296/0 0292/0 3%/1 
5 0292/0 0292/0 0% 
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برای  کمانش  بحرانی  بار  مقادیر  بیشترین  است.  شده   مقایسه   ]10[ مرجع 
بارگذاری برشی و توزیع تخلخل نوع اول و الگوی پخش نانو تراشه گرافنی 
نوع اول بدست آورده شده است. همچنین در این الگوی توزیع نانو تراشه های 
گرافنی به دلیل توزیع پراکندگی بر روی سطوح بالا و پایین ورق، سفتی ورق 

نیز افزایش یافته است. 

ورق مستطیلی- 1- 4
ترتیب  می شود.  گرفته  نظر  در   4 شکل  مطابق  مستطیلی  ورق  یک 
نامگذاری شرایط مرزی با توجه به شماره اختصاص داده شده به هر ضلع 
از گوشه سمت چپ و در خلاف عقربه های ساعت در نظر گرفته می شود. 
شکل های 5 و 6 و 7 به ترتیب تغییرات بار بحرانی کمانش برای سه حالت 
بارگذاری تک محوری، دو محوری و برشی بر حسب تغییرات نسبت طول 
پخش  ازای ضریب  به  ساده  مرزی  شرایط  در  مستطیلی  ورق  به ضخامت 
تخلخل 0/5 و درصد وزنی 0/01 را نشان می دهند. همان طور که مشاهده 
می شود در هر سه شکل با افزایش نسبت طول به ضخامت ورق، به دلیل 
کاهش سفتی ورق، مقادیر بار بحرانی کمانش کاهش یافته است. همچنین 
بیشترین بار بحرانی کمانش مربوط حالت برشی به ازای توزیع تخلخل نوع 
بار بحرانی  اول و کمترین مقادیر  نوع  تراشه های گرافنی  نانو  توزیع  اول و 

نانو تراشه های گرافنی نوع دوم  ازای  به  به توزیع تخلخل نوع دوم  مربوط 
محاسبه شده است. بنابراین توزیع پراکندگی نانو تراشه های گرافنی بر روی 
سطوح بالا و پایین، همچنین کاهش اندازه و چگالی تخلخل های داخلی بر 
روی سطح ورق منجر به افرایش سفتی ورق و در نتیجه افزایش بار بحرانی 
کمانش می گردد. برای حالت توزیع تخلخل نوع دوم به ازای توزیع نانو تراشه 
گرافنی نوع دوم به دلیل کاهش اندازه و چگالی تخلخل های داخلی در میانه 
ورق و تمرکز بیشتر نانو تراشه در میانه ورق نسبت به سطوح بالا و پایین، 
سفتی خمشی ورق در مقایسه با سایر الگو های تخلخل و توزیع نانو تراشه 
گرافنی نیز کاهش یافته است. همچنین از آنجایی که ورق تحت بارگذاری 
برشی سخت تر دچار کمانش می گردد بنابراین بار بحرانی کمانش در حالت 
بارگذاری برشی نسبت به دو حالت دیگر بارگذاری شامل تک محوری و دو 
محوری بیشتر محاسبه شده است. همچنین ورق مستطیلی تحت بارگذاری 
دو محوری آسان تر نسبت به بارگذاری تک محوری دچار کمانش می شود. 
لذا بار بحرانی کمانش ناشی از بارگذاری تک محوری بیشتر از بارگذاری دو 

محوری محاسبه شده است.
شکل های 8 و 9 و 10 به ترتیب تغییرات بار بحرانی کمانش برای سه 
حالت بارگذاری تک محوری، دو محوری و برشی به ازای نسبت طول به 
عرض ورق مستطیلی و ضریب تخلخل 0/5 و درصد وزنی 0/01 در الگوی 
تخلخل های گوناگون و توزیع نانو تراشه گرافنی مختلف را نشان می دهند. 
همان طور که مشاهده می شود با افزایش نسبت طول به عرض ورق، مقادیر 
توزیع  گرفتن  نظر  در  با  همچنین  است.  یافته  افزایش  کمانش  بحرانی  بار 
بحرانی  بار  بیشترین  اول  نوع  گرافنی  تراشه  نانو  توزیع  و  اول  نوع  تخلخل 

کمانش محاسبه شده است.
بارگذاری  حالت  در  کمانش  بحرانی  بار  تغییرات   12 و   11 شکل های 
بر  گیردار  و  تکیه گاهی ساده  در شرایط  برشی  و  تک محوری، دو محوری 
حسب ثوابت فنریت وینکلر و پاسترناک بستر الاستیک به ازای ضریب پخش 
تخلخل 0/5 و درصد وزنی 0/01 برای تخلخل نوع اول و توزیع نانو تراشه 
گرافنی نوع اول را نشان می دهند. همان طور که مشخص است، تأثیر ثابت 
فنریت پاسترناک در افزایش بار بحرانی کمانش در هر سه حالت بارگذاری 

نسبت به ثابت فنریت وینکلر بیشتر می باشد.

 

 
Fی  مرز یطشرا تحت  یلی مستط  یتیورق نانو کامپوز  : 4شکل S C S1 2 3 4 

boundary condition F S C S1 2 3 4Nanocomposite plate under  .4 Fig. 
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 F1S2C3S4شکل4 . ورق نانو کامپوزیتی مستطیلی تحت شرایط مرزی

Fig. 4. Nanocomposite plate under   boundary condition
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جدول4 . مقایسه بار کمانش بحرانی ورق نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانو تراشه گرافنی 

Table 4. Comparting of critical buckling loads of nanocomposite plate reinforced with graphene nanoplatelets 

 
 : مقایسه بار کمانش بحرانی ورق نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانو تراشه گرافنی   4جدول

Table 4. Comparting of critical buckling loads of nanocomposite plate reinforced with graphene 
nanoplatelets  

 
a/h توزیع گرافن   [10] بار برشی   [10] بار دو محوری  [10] بار تک محوری  

 الگوی تخلخل نوع اول
 20 02922/0  02899/0  01551/0  01550/0  04047/0  03985/0  

01363/0 30 نوع اول   01363/0  00713/0  00712/0  01944/0  01900/0  

 40 00784/0  00767/0  00406/0  00405/0  0113/0  01097/0  
 20 02057/0  02037/0  01086/0  01084/0  03294/0  02838/0  

00950/0 30 نوع دوم  00933/0  00495/0  00494/0  01723/0  01330/0  

 40 00545/0  00545/0  00281/0  00280/0  00764/0  00763/0  
 20 02386/0  02386/0  01272/0  01271/0  03359/0  03303/0  

01099/0 30 نوع سوم  01099/0  00582/0  00581/0  01598/0  01559/0  

 40 00627/0  00627/0  00331/0  00330/0  00925/0  00897/0  
 الگوی تخلخل نوع دوم 

 20 01786/0  01783/0  009487/0  00498/0  02546/0  02497/0  
008159/0 30 نوع اول   00814/0  004309/0  00431/0  01196/0  01163/0  

 40 004637/0  00463/0  002443/0  00244/0  006683/0  00666/0  
 20 01297/0  01295/0  006864/0  00868/0  01878/0  01834/0  

00587/0 30 نوع دوم  00586/0  003096/0  00309/0  008689/0  00842/0  

 40 00333/0  00332/0  00175/0  00175/0  004971/0  00497/0  
 20 01448/0  01446/0  007676/0  00767/0  02087/0  02042/0  

00617/0 30 نوع سوم  00656/0  003469/0  00347/0  009702/0  00941/0  

 40 003728/0  00372/0  001963/0  00196/0  005561/0  00536/0  
 الگوی تخلخل نوع سوم 

 20 02454/0  02452/0  01309/0  01308/0  03448/0  03391/0  
01132/0 30 نوع اول   01130/0  005991/0  00599/0  01644/0  01604/0  

 40 006457/0  00644/0  003406/0  00340/0  009521/0  00924/0  
 20 0172/0  01718/0  009136/0  00913/0  02458/0  02410/0  

00785/0 30 نوع دوم  00783/0  004145/0  00414/0  01152/0  01120/0  

 40 004459/0  00445/0  002349/0  00235/0  006625/0  00640/0  
 20 01992/0  01990/0  0106/0  01059/0  02827/0  02776/0  

009127/0 30 نوع سوم  00911/0  004823/0  00482/0  01334/0  01299/0  

 40 005192/0  00518/0  002737/0  00273/0  007691/0  00744/0  
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شرایط مرزی   تحت ورق مستطیلی   ضخامت بر حسب نسبت طول به  تک محوری در حالت بارگذاری  بحرانی  کمانشبارمقایسه  : 5شکل 

 ساده
Fig. 5. Comparing of critical buckling load in uniaxial loads mode in term of length to thickness 

ratio of rectangular plate under simply support boundary conditions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

شکل 5. مقایسه بارکمانش بحرانی در حالت بارگذاری تک محوری بر حسب نسبت طول به ضخامت ورق مستطیلی تحت شرایط مرزی ساده

Fig. 5. Comparing of critical buckling load in uniaxial loads mode in term of length to thickness ratio of rec-
tangular plate under simply support boundary conditions

 
شرایط مرزی   تحت ورق مستطیلی  ضخامت : مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری دو محوری بر حسب نسبت طول به 6شکل 

 ساده
Fig. 6. Comparing of critical buckling load in biaxial loads mode in term of length to thickness ratio of 

rectangular plate under simply support boundary conditions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 6. مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری دو محوری بر حسب نسبت طول به ضخامت ورق مستطیلی تحت شرایط مرزی ساده

Fig. 6. Comparing of critical buckling load in biaxial loads mode in term of length to thickness ratio of rectan-
gular plate under simply support boundary conditions
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 سادهشرایط مرزی  تحت ورق مستطیلی   ضخامت : مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری برشی بر حسب نسبت طول به  7شکل 

Fig. 7. Comparing of critical buckling load in shear loads mode in term of length to thickness ratio of 
rectangular plate under simply support boundary conditions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

شکل 7. مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری برشی بر حسب نسبت طول به ضخامت ورق مستطیلی تحت شرایط مرزی ساده

Fig. 7. Comparing of critical buckling load in shear loads mode in term of length to thickness ratio of rec-
tangular plate under simply support boundary conditions

 
  شرایط مرزی تحت : مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری تک محوری بر حسب نسبت طول به عرض ورق مستطیلی  8شکل 

 گیردار 
Fig. 8. Comparing of critical buckling load in uniaxial loads mode in term of length to width ratio of 

rectangular plate under clamped boundary conditions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 8. مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری تک محوری بر حسب نسبت طول به عرض ورق مستطیلی تحت شرایط مرزی گیردار

Fig. 8. Comparing of critical buckling load in uniaxial loads mode in term of length to width ratio of rectangular 
plate under clamped boundary conditions
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رزی  شرایط م تحت : مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری دو محوری بر حسب نسبت طول به عرض ورق مستطیلی 9شکل 

 گیردار 
Fig. 9. Comparing of critical buckling load in biaxial loads mode in term of length to width ratio of 

rectangular plate under clamped boundary conditions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 9. مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری دو محوری بر حسب نسبت طول به عرض ورق مستطیلی تحت شرایط مرزی گیردار

Fig. 9. Comparing of critical buckling load in biaxial loads mode in term of length to width ratio of rectangu-
lar plate under clamped boundary conditions

 
 گیردار  تطیلی در شرایط مرزی: مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری برشی بر حسب نسبت طول به عرض ورق مس10شکل 

Fig. 10. Comparing of critical buckling load in shear loads mode in term of length to width ratio of 
rectangular plate under clamped boundary conditions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

شکل 0 . مقایسه بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری برشی بر حسب نسبت طول به عرض ورق مستطیلی در شرایط مرزی گیردار

Fig. 10. Comparing of critical buckling load in shear loads mode in term of length to width ratio of rec-
tangular plate under clamped boundary conditions
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 ناک تکیه گاه الاستیک برای ورق مستطیلی  بحرانی در بارگذاری مختلف برحسب ثابت پاسترکمانش  : مقایسه بار 11شکل 

Fig. 11. Comparing of critical buckling load in different loading in terms of Pasternak constant of 
elastic foundation for rectangular plate  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل   . مقایسه بار کمانش بحرانی در بارگذاری مختلف برحسب ثابت پاسترناک تکیه گاه الاستیک برای ورق مستطیلی 

Fig. 11. Comparing of critical buckling load in different loading in terms of Pasternak constant of elas-
tic foundation for rectangular plate 

 
 تکیه گاه الاستیک برای  ورق مستطیلی  : مقایسه بار بحرانی کمانش در بارگذاری مختلف برحسب ثابت وینکلر12شکل 

Fig. 12. Comparing of critical buckling load in different loading in terms of Winkler constant of elastic 
foundation for rectangular plate  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

شکل   . مقایسه بار بحرانی کمانش در بارگذاری مختلف برحسب ثابت وینکلر تکیه گاه الاستیک برای  ورق مستطیلی

Fig. 12. Comparing of critical buckling load in different loading in terms of Winkler con-
stant of elastic foundation for rectangular plate 
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 شرایط مرزی گیردار  تحت : ورق بیضوی  13شکل 
Fig. 13. Elliptical plate under clamped boundary conditions 
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شکل 3 . ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار

Fig. 13. Elliptical plate under clamped boundary 
conditions

 ورق بیضوی4- 2- 
یک ورق بیضوی مطابق شکل 13 را در نظر گرفته می شود. شکل های 
14، 15 و 16 تغییرات بار بحرانی کمانش در دو حالت بارگذاری یکنواخت 
دومحوری و برشی بر حسب درصد وزنی توزیع نانو تراشه گرافنی به ترتیب 
برای توزیع تخلخل نوع اول، دوم و یکنواخت نوع سوم به ازای ضریب پخش 
تخلخل 0/5 و الگوی توزیع نانو تراشه گرافنی نوع اول در شرایط تکیه گاهی 

گیر دار را نشان می دهند.
بحرانی  بار  بیشترین  است،  مشخص  شکل ها  روی  از  طورکه  همان 
کمانش در حالت بارگذاری برشی به دلیل کمانش دشوار تر، نسبت به حالت 
بارگذاری دومحوری محاسبه می شود. همچنین در هر سه نوع توزیع تخلخل، 
بیشترین مقادیر بار بحرانی کمانش به جهت افزایش استحکام و سفتی ورق، 

در الگوی پخش نانو تراشه گرافنی نوع اول مشاهده می شود.
همانطور که ملاحظه می شود با افزودن درصد اندکی نانو تراشه گرافنی، 
در تمام الگوی پخش تخلخل، مقادیر بار بحرانی کمانش افزایش می  یابد که 

این ناشی از افزایش قابل توجه سفتی ورق نیز می باشد.
حالت  دو  در  کمانش  بحرانی  بار  تغییرات   19 و   18 و   17 شکل های 
بارگذاری برشی و یکنواخت به ازای پخش تخلخل گوناگون، به ترتیب برای 
الگوی پخش نانو تراشه گرافنی نوع اول نوع دوم توزیع یکنواخت بر حسب 
نسبت قطر بزرگ به قطر کوچک ورق بیضوی در شرایط تکیه گاهی گیردار 

و ضریب پخش تخلخل 0/5 را نشان می دهند. همان طور که مشخص است 
با افزایش نسبت اقطار ورق بیضی و یا خروج از مرکز آن، مقادیر بار بحرانی 
کمانش به دلیل افزایش سفتی در ورق افزایش می یابد. همچنین بیشترین 
بار کمانش برشی به ازای الگوی پخش تخلخل نوع اول و توزیع نانو تراشه 
گرافنی نوع اول و کمترین بار کمانش برشی به ازای الگوی پخش نانو تراشه 

گرافنی نوع دوم بدست می آید.

 ورق مثلثی متساوی الساقین4- 3- 
شرایط  تحت   20 شکل  مطابق  الساقین  متساوی  مثلثی  ورق  یک 
S1C2C3 در نظر گرفته می شود. شکل 21 تغییرات بار بحرانی  تکیه گاهی 
کمانش در حالت بارگذاری دو محوری و برشی در ترکیب مختلفی از شرایط 
تراشه  نانو  پخش  الگوی  و  اول  نوع  تخلخل  پخش  توزیع  ازای  به  مرزی 
به ضخامت  ارتفاع  نسبت  همچنین   0/01 وزنی  درصد  و  اول  نوع  گرافنی 
می دهد.  نشان  را  با 0/86  برابر  مثلث  قاعده  به  ارتفاع  نسبت  و   20 معادل 
همان طورکه مشخص است، با افزایش نسبت اضلاع ورق مثلثی متساوی 
بار  بیشترین  افزایش می یابد. همچنین  بار بحرانی کمانش  الساقین، مقادیر 
بحرانی کمانش در حالت بارگذاری برشی به دلیل کمانش دشوارتر نسبت به 
حالت دو محوری و در شرایط تکیه گاهی تمام گیردار به جهت افزایش سطح 
تنش در ورق بدست می آید. کمترین بار بحرانی کمانش در حالت بارگذاری 
بارگذاری برشی و در  دو محوری به دلیل کمانش آسان تر نسبت به حالت 

S1C2F3 بدست می آید.  شرایط تکیه گاهی 

شکل های 22 و 23 تغییرات بار بحرانی کمانش به ازای توزیع تخلخل 
نوع اول و الگوی پخش نانو تراشه گرافنی نوع اول و ابعاد هندسی و درصد 
ضریب  برحسب  تکیه گاهی  شرایط  مختلف  ترکیب  در  قبل  مشابه  وزنی 
پخش تخلخل گوناگون را نشان می دهند. همان طور که ملاحظه می شود 
بار  به دلیل کمانش آسان تر ورق، مقادیر  افزایش ضریب پخش تخلخل  با 
بحرانی کمانش در هر دو حالت بارگذاری برشی و دو محوری کاهش یافته 
برای  کمانش  بحرانی  بار  بیشترین  محوری،  دو  بارگذاری  حالت  در  است. 
بار  بیشترین  برشی،  بارگذاری  حالت  برای  و   S1C2C3 تکیه گاهی  شرایط 

C1C2C3 بدست آورده شده است.  بحرانی کمانش در شرایط تکیه گاهی 
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به ازای توزیع تخلخل نوع    شرایط مرزی گیردار تحت رای ورق بیضوی ب  نیدرصد وز بر حسب بحرانی کمانش  بار :  مقایسه 14شکل

   اول
Fig. 14. Comparing of critical buckling load in term of weight fraction of elliptical plate under 

clamped boundary conditions for porosity distribution of first type 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

شکل4 .  مقایسه بار کمانش بحرانی بر حسب درصد وزنی برای ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع تخلخل نوع اول 

Fig. 14. Comparing of critical buckling load in term of weight fraction of elliptical plate under clamped boundary 
conditions for porosity distribution of first type

 
به ازای توزیع تخلخل نوع  شرایط مرزی گیردار   تحت برای ورق بیضوی درصد وزنی بحرانی بر حسب   کمانش ایسه بارمق: 15شکل

  دوم
Fig. 15. Comparing of critical buckling load in term of weight fraction of elliptical plate under clamped 

boundary conditions for porosity distribution of second type  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل5 . مقایسه بار کمانش بحرانی بر حسب درصد وزنی برای ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع تخلخل نوع دوم 

Fig. 15. Comparing of critical buckling load in term of weight fraction of elliptical plate under clamped boundary 
conditions for porosity distribution of second type 
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نوع  به ازای توزیع تخلخل   شرایط مرزی گیردار تحت برای ورق بیضوی   درصد وزنیبحرانی بر حسب کمانش  : مقایسه بار 16 شکل

  سوم
Fig. 16. Comparing of critical buckling load in term of weight fraction of elliptical plate under clamped 

boundary conditions for porosity distribution of third type  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 6 . مقایسه بار کمانش بحرانی بر حسب درصد وزنی برای ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع تخلخل نوع سوم 

Fig. 16. Comparing of critical buckling load in term of weight fraction of elliptical plate under clamped bound-
ary conditions for porosity distribution of third type 

 
های شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع نانو تراشه تحت   بحرانی بر حسب نسبت اقطار ورق بیضوی  کمانش: مقایسه بار17 شکل

 گرافنی نوع اول  
Fig. 17. Comparing of critical buckling load in term of diameters ratio of elliptical plate under clamped 

boundary condition for first type of graphene nanoplatelets distribution 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 7 . مقایسه بارکمانش بحرانی بر حسب نسبت اقطار ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع نانو تراشه های گرافنی نوع اول 

Fig. 17. Comparing of critical buckling load in term of diameters ratio of elliptical plate under clamped boundary 
condition for first type of graphene nanoplatelets distribution
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های شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع نانو تراشه تحت بحرانی بر حسب نسبت اقطار ورق بیضوی  کمانش  : مقایسه بار 18 شکل

 گرافنی نوع دوم  
Fig. 18. Comparing of critical buckling load in term of diameters ratio of elliptical plate under 

clamped boundary condition for second type of graphene nanoplatelets distribution 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

شکل 8 . مقایسه بار کمانش بحرانی بر حسب نسبت اقطار ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع نانو تراشه های گرافنی نوع دوم 

Fig. 18. Comparing of critical buckling load in term of diameters ratio of elliptical plate under clamped boundary 
condition for second type of graphene nanoplatelets distribution

 
های ردار به ازای توزیع نانو تراشهشرایط مرزی گی تحت بحرانی بر حسب نسبت اقطار ورق بیضوی    کمانش: مقایسه بار19 شکل

 گرافنی نوع سوم 
Fig.19: Comparing of critical buckling load in term of diameters ratio of elliptical plate under 

clamped boundary condition for third type of graphene nanoplatelets distribution  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9 . مقایسه بارکمانش بحرانی بر حسب نسبت اقطار ورق بیضوی تحت شرایط مرزی گیردار به ازای توزیع نانو تراشه های گرافنی نوع سوم

Fig.19. Comparing of critical buckling load in term of diameters ratio of elliptical plate under clamped boundary 
condition for third type of graphene nanoplatelets distribution
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S  : ورق مثلثی در شرایط مرزی20شکل  C C1 2 3 
boundary conditions S C C1 2 3 plate under Isosceles triangular .20 Fig. 
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  S1C2C3 شکل 0 : ورق مثلثی در شرایط مرزی 

Fig. 20. Isosceles triangular plate under S1C2C3  boundary conditions

 
 شرایط مرزی مختلف   تحت  متساوی الساقین : مقایسه بار بحرانی کمانش بر حسب نسبت اضلاع ورق مثلثی21 شکل

Fig. 21. Comparing of critical buckling load in term of the ratio of the side of isosceles triangular plate  
under different boundary condition 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل   . مقایسه بار بحرانی کمانش بر حسب نسبت اضلاع ورق مثلثی متساوی الساقین تحت شرایط مرزی مختلف 

Fig. 21. Comparing of critical buckling load in term of the ratio of the side of isosceles triangular plate 
under different boundary condition
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متساوی  ورق مثلثی   تخلخل برای پخش ضریب بر حسب  یکنواخت  در حالت بارگذاری دو محوری بحرانیکمانش  مقایسه بار  :22 شکل

 شرایط مرزی مختلف  تحت الساقین 
Fig. 22. Comparing of critical buckling load in biaxial loads mode in term of porosity distribution 

coefficient of isosceles triangular plate under different boundary conditions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل   . مقایسه بار کمانش بحرانی در حالت بارگذاری دو محوری یکنواخت بر حسب ضریب پخش تخلخل برای ورق مثلثی متساوی 
الساقین تحت شرایط مرزی مختلف

Fig. 22. Comparing of critical buckling load in biaxial loads mode in term of porosity distribution coefficient 
of isosceles triangular plate under different boundary conditions

 
   

 
 تحت بحرانی در حالت بارگذاری برشی بر حسب ضریب پخش تخلخل برای ورق مثلثی متساوی الساقین کمانش  : مقایسه بار 23 شکل

 تلف شرایط مرزی مخ
Fig. 23. Comparting of critical buckling load in shear loads mode in term of porosity distribution 

coefficient of isosceles triangular plate under different boundary conditions 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3 . مقایسه بار کمانش بحرانی در حالت بارگذاری برشی بر حسب ضریب پخش تخلخل برای ورق مثلثی متساوی الساقین 
تحت شرایط مرزی مختلف

Fig. 23. Comparting of critical buckling load in shear loads mode in term of porosity distribution coef-
ficient of isosceles triangular plate under different boundary conditions
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نتیجه گیری- 5
در این پژوهش، کمانش ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل مدرج تابعی 
تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی با اشکال هندسی مستطیلی، بیضوی و 
مثلثی واقع بر یک بستر الاستیک مورد بررسی قرار گرفت. در این راستا، پس 
از بدست آوردن خواص مؤثر مادی با استفاده از یک روش میکرومکانیکی، 
فانکشنال انرژی سیستم در نظر گرفته شده براساس تئوری مرتبه اول برشی 
ورق نوشته شد. سپس، مسئله کمانش ورق با استفاده از روش پی ریتز حل 
گردید. با ارائه نتایج عددی، اثرات عوامل مختلف نظیر درصد وزنی، ضریب 
پخش و نحوه توزیع تخلخل و همچنین پارامترهای هندسی ورق و شرایط 
نانوکامپوزیتی با اشکال هندسی مختلف  مرزی بر بار بحرانی کمانش ورق 
بررسی شد. نتایج حاصل از این پژوهش را می توان به صورت زیر جمع بندی 

کرد:
بار  مقادیر  مستطیلی،  ورق  در  به ضخامت  نسبت طول  افزایش  با   -1
بحرانی کمانش در تمامی شرایط مرزی کاهش می یابد. همچنین، بیشترین 
نانو  الگوی پخش  الگوی پخش تخلخل نوع اول و  بار بحرانی کمانش در 
تراشه گرافنی نوع اول  به دلیل توزیع نانو تراشه های گرافنی بر روی سطوح 
بالا و پایین ورق و پخش تخلخل با اندازه های بزرگتر در میانه ورق بدست 

می آید.
در  پاسترناک  فنریت  ثابت  تأثیر  الاستیک،  بستر  گرفتن  نظر  در  با   -2
مقایسه با ثابت فنریت وینکلر در افزایش مقاومت در برابر بار های کمانشی، 

کارآرایی بهتر دارد.
3- با افزایش خروج از مرکز ورق بیضوی، مقادیر بار بحرانی کمانش در 
تمام حالات بارگذاری و الگو های توزیع نیز افزایش می یابد. به گونه ای که 
بیشترین بار بحرانی کمانش مربوط به بارگذاری برشی برای توزیع تخلخل 
نوع اول و کمترین بار بحرانی کمانش برای بارگذاری دو محوری به ازای 

توزیع تخلخل نوع دوم نیز نمایش داده شده است.
4- با افزایش نسبت ارتفاع به قاعده ورق مثلثی متساوی الساقین، بار 
بحرانی کمانش افزایش یافته است. به گونه ای که بیشترین مقادیر بار بحرانی 
به میزان 3/9 واحد  بارگذاری برشی  کمانش در شرایط مرزی گیردار و در 
S1C2F3 نیز به میزان 1/5  افزایش و کمترین مقادیر آن در شرایط مرزی 

واحد افزایش بدست آمده است.
کمانش  بحرانی  بار  مقادیر  الساقین،  متساوی  مثلثی  ورق  یک  در   -5
و سفتی ورق  استحکام  به جهت کاهش  افزایش ضریب پخش تخلخل  با 

نیز کاهش  بارگذاری  از شرایط تکیه گاهی و حالت های  در ترکیب مختلفی 
بار  کاهش  بیشترین  محوری،  دو  بارگذاری  برای  که  گونه ای  به  می یابد. 
S1C2C3 به میزان 35/1 % و کمترین  بحرانی کمانش در شرایط مرزی 
S1C2F3 به میزان 24/2 % همچنین در بارگذاری  کاهش در شرایط مرزی 
C1C2C3 به  برشی بیشترین کاهش بار بحرانی کمانش، در شرایط مرزی 
میزان  به   S1C2F3 مرزی  شرایط  در  کاهش  کمترین  و   %  35/5 میزان 

25/3 % محاسبه شده است.

فهرست علائم - 6

علائم انگلیسی

A110 بعد کننده اجزای ماتریس سفتی کششی، پارامتر بیN/m 

ijA  ،اجزای ماتریس سختی کششیPa-m 

a ،پارامتر طولی ورق m  

b  ،پارامتر عرضی ورقm 

ijD   ،اجزای ماتریس سختی خمشیPa-m3 

mE  ،مدول یانگ ماتریس فلزیPa 

GPLE  ،مدول یانگ نانو تراشه گرافنیPa 

G  ،مدول برشیPa 

h ،ضخامت ورق mm  

wk فنریت وینکلر بستر الاستیک بعدثابت بی 

pk برشی پاسترناک بستر الاستیکبعد ثابت بی 

GPLl  ،پارامتر طول نانو تراشه گرافنیmm 

N  های مختلفبعد پخش تخلخل در ورق به ازای الگوی ضریپ بی  0

mN  بعد چگالی جرمیضریب بی 

n  نانوکامپوزیتی های ورق تعداد لایه 
p ریتز های در روش پیدرجه چند جمله پاسخ 

xp بعد شده در جهت محوربار کمانشی بیx 

yp بعد شده در جهت محوربار کمانشی بیy 

xyp بعد شده در صفحه بار کمانشی بیxy 

GPLV بعد کسر حجمی نانو تراشه گرافنی پارامتر بی 

GPLw  ،پارامتر پهنای نانو تراشه گرافنیmm 

 علائم یونانی 
ij کرنش 

1 بعد نسبت طول به عرض پارامتر بی 

2 بعد نسبت طول به ضخامت ورق پارامتر بی 

3 نسبت عرض به ضخامت ورق بعد پارامتر بی 

sk  ضریب اصلاح نش برشی در تئوری مرتبه اول 

m   ضریب پوآسون ماتریس فلزی 

GPL ضریب پوآسون نانو تراشه گرافنی 

m   ،چگالی ماتریس فلزیkg/m3 

GPL   ،چگالی نانو تراشه گرافنیkg/m3 

ij  ،تنشPa 

GPL بعد درصد وزنی نانو تراشه گرافنی پارامتر بی 

  زیرنویس 

P ثابت فنریت پاسترناک بستر الاستیک 
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A110 بعد کننده اجزای ماتریس سفتی کششی، پارامتر بیN/m 

ijA  ،اجزای ماتریس سختی کششیPa-m 

a ،پارامتر طولی ورق m  

b  ،پارامتر عرضی ورقm 

ijD   ،اجزای ماتریس سختی خمشیPa-m3 

mE  ،مدول یانگ ماتریس فلزیPa 

GPLE  ،مدول یانگ نانو تراشه گرافنیPa 

G  ،مدول برشیPa 

h ،ضخامت ورق mm  

wk فنریت وینکلر بستر الاستیک بعدثابت بی 

pk برشی پاسترناک بستر الاستیکبعد ثابت بی 

GPLl  ،پارامتر طول نانو تراشه گرافنیmm 

N  های مختلفبعد پخش تخلخل در ورق به ازای الگوی ضریپ بی  0

mN  بعد چگالی جرمیضریب بی 

n  نانوکامپوزیتی های ورق تعداد لایه 
p ریتز های در روش پیدرجه چند جمله پاسخ 

xp بعد شده در جهت محوربار کمانشی بیx 

yp بعد شده در جهت محوربار کمانشی بیy 

xyp بعد شده در صفحه بار کمانشی بیxy 

GPLV بعد کسر حجمی نانو تراشه گرافنی پارامتر بی 

GPLw  ،پارامتر پهنای نانو تراشه گرافنیmm 

 علائم یونانی 
ij کرنش 

1 بعد نسبت طول به عرض پارامتر بی 

2 بعد نسبت طول به ضخامت ورق پارامتر بی 

3 نسبت عرض به ضخامت ورق بعد پارامتر بی 

sk  ضریب اصلاح نش برشی در تئوری مرتبه اول 

m   ضریب پوآسون ماتریس فلزی 

GPL ضریب پوآسون نانو تراشه گرافنی 

m   ،چگالی ماتریس فلزیkg/m3 

GPL   ،چگالی نانو تراشه گرافنیkg/m3 

ij  ،تنشPa 

GPL بعد درصد وزنی نانو تراشه گرافنی پارامتر بی 

  زیرنویس 

P ثابت فنریت پاسترناک بستر الاستیک 
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