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چکیده: در این تحقیق با استفاده از یک روش معکوس که از الگوریتم هموارسازي تیخونوف استفاده مي کند، شرایط مرزي از 
نوع تنش در سطح خارجي یک جسم هایپرالاستیک به دست آمده است. جابه جایي براي نقاط مختلف در سطح خارجي جسم 
اندازه گیري شده است و با استفاده از این داده ها و فرآیندي تکرار شونده، عوامل  توزیع تنش به دست آمده است. تحلیل معکوس 
براي مدل همسانگرد موني- ریولین و همچنین مدل همسانگرد اگدن انجام شده است. یک مثال براي شناسایي شرایط مرزي 
روي لبه یک جسم دوبعدي با هندسه نسبتاً پیچیده ارائه شده است تا کارایي روش ارائه شده مورد بررسي قرار گیرد. در این 
مثال تأثیر عوامل  مختلف مورد بررسي قرار گرفته است. نتایج براي دو مدل مختلف هایپرالاستیک مورد مطالعه نشان مي دهد 
که براي به دست آوردن عوامل  توزیع تنش با دقت بالا باید تا حد امکان تعداد داده هاي اندازه گیري افزایش و درصد خطاي 
اندازه گیري کاهش یابد. هم چنین ملاحظه مي شود که با افزایش عواملي که رفتار غیرخطي مساله را افزایش مي دهند، درصد 

خطاي نتایج افزایش مي یابد.
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مقدمه-11
مسائل مستقيم مسائلي هستند که در آنها پاسخ هاي مختلفي از سيستم 
مانند خيز، تنش، کرنش، فرکانس طبيعي و حالت هاي ارتعاشي را با در دست 
داشتن بارهاي وارده به سيستم، شرايط اوليه و شرايط مرزي، شکل هندسي و 
خواص مواد مي توان به دست آورد. دسته ديگري از مسائل که در عمل با آنها 
مواجه هستيم مسائل معکوس هستند. در يک مساله معکوس پاسخ سيستم 
يا خروجي هاي آن )جابه جايي، سرعت، شتاب، فرکانس طبيعي و ...( ممکن 
است به نحوي، براي مثال توسط آزمايش مشخص باشند اما عواملي مانند 
بار اعمال شونده، خواص ماده، شکل هندسي سازه، شرايط مرزي و يا ترکيبي 
از اين موارد مجهول باشند. واضح است که حل اين دسته از مسائل براي 

بسياري از کاربردهاي مهندسي فوق العاده سودمند است. 
در بسياري از مسائل معکوس خواص ماده عوامل مجهول مي باشند که با 
اندازه گيري جابه جايي در نقاط منتخب به دست مي آيند. کابانوسکي ]1[ براي 
به دست آوردن خواص چند الاستومر آزمايش فشار بر روي آنها انجام داد 
و با به دست آوردن نمودار نيرو-جابه جايي و استفاده از يک تابع در نرم افزار 
المان محدود آباکوس، ثوابت ماده براي مدل موني-ريولين را به دست آورد. 
راچس و همکاران ]2[ از آزمايش نفوذ و روش معکوس براي به دست آوردن 
عوامل مادي چند نمونه لاستيک استفاده نموند. هم چنين ميلر و همکاران ]3[ 
براي پيش بيني رفتار بافت نرم مغز آن را مورد آزمايش فشار قرار دادند و با 
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استفاده از روش کمينه مربع خطا و نمودارهاي جابه جايي-فشار به دست آمده 
از آزمايش، عوامل  چند مدل هايپرالاستيک را به دست آوردند. مسا- مورنا 
و همکاران ]4[ با انجام آزمايش نفوذ بر روي نمونه بافت مغز و ثبت نمودار 

نيرو- جابه جايي عوامل  مادي اين بافت را به دست آوردند.
آوردن  دست  به  شد  انجام  مغز  نرم  بافت  روي  بر  که  تحقيقاتي  مانند 
عوامل مادي ساير بافت هاي نرم بدن مانند بافت کبد ]5،6[، سينه ]7،8[ و 

ماهيچه ]9[ نيز مورد توجه بوده است.  
معکوس  روش  از  استفاده  با   ]10[ همتيان  و  حاج هاشم خاني  هم چنين 
و  همگن  هايپرالاستيک  مواد  مادي  عوامل  مرز،  در  داده ها  اندازه گيري  و 
مجهولات  از  مرزي  شرايط  تحقيق  اين  در  آوردند.  دست  به  را  غيرهمگن 
مسأله نبوده و فقط عوامل مادي با استفاده از روش معکوس محاسبه شده اند.

مساله  مجهول  مرزي،  شرايط  معکوس،  مسائل  از  ديگر  دسته اي  در 
مي باشند. ناکاجيما و همکاران ]11[ با اندازه گيري جابه جايي در نقاط داخلي 
يک جسم الاستيک با استفاده از سلول هاي آلتراسونيک و استفاده از روش 
المان مرزي، شرط مرزي تنش روي سطح جسم را به دست آوردند. تونون و 
همکاران ]12[ با اندازه گيري جابه جايي در سنگ هاي دهانه تونل و استفاده 
از يک فرآيند معکوس تکرار شونده، توزيع تنش غيرخطي که در سنگ هاي 
دهانه تونل وجود دارد را به دست آوردند. يونياما و آريکاوا ]13[ براي به دست 
ترکيبي عددي-آزمايشي  روش  الاستيک خطي،  مواد  مرزي  آوردن شرايط 
داخلي جسم  نقاط  در  جابه جايي  اندازه گيري  با  اين روش  در  دادند.  ارائه  را 
به دست  از روش معکوس، شرط مرزي تنش روي سطح جسم  استفاده  و 
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آمده است. 
در تحقيق حاضر روشي ارائه مي شود که در آن با اندازه گيري جابه جايي 
در چند نقطه از سطح جسم با شکل دلخواه، شرط مرزي تنش روي سطح 
براي يک ماده هايپرالاستيک به دست مي آيد. هايپرالاستيک بودن جنس 
ماده باعث مي شود که رفتار ماده کاملًا غيرخطي باشد. غيرخطي بودن مسأله، 
پيچيدگي تحليل معکوس را دو چندان مي کند. براي انجام تحليل معکوس از 

روش هموارسازي تيخونوف استفاده شده است.

مدلسازي1مواد1هايپرالاستيک-21
در مواد هايپرالاستيک رابطه تنش-کرنش با مشخص کردن تابع انرژي 
کرنشي بر واحد حجم )ψ( به عنوان تابعي از گراديان تغيير شکل1 يا تانسور 
کرنش تعريف مي شود و مشتق اين تابع نسبت به يک مولفه کرنش، مولفه 

متقابل تنش را ايجاد مي کند که به صورت رابطه )1( است.

کرنش  تانسور   ε و  پيولا-کيرشهف2  دوم  تنش  تانسور   S آن  در  که 
لاگرانژين3 مي باشد که توسط رابطه )2( تعريف مي شود.

 )3( رابطه  توسط  و  بوده  کاشي-گرين4  راست  شکل  تغيير  تانسور   C
تعريف مي شود.

که در آن F گراديان تغيير شکل مي باشد و به صورت رابطه )4( تعريف 
مي شود.

شکل عمومي تابع انرژي کرنشي توسط آزمايش و بررسي هاي تجربي به 
دست مي آيد و فرمول هاي تابع انرژي کرنشي هميشه شامل ثوابتي هستند 

که مي توانند براييک ماده مشخص تنظيم شوند. 
تغيير فرم محلي اجزا در ماده توسط گراديان تغيير شکل)F( تعريف شده 
و خواص مکانيکي الاستيک توسط تابع انرژي کرنشي)ψ( تعريف مي شوند. 
تابع انرژي کرنشي در حالت کلي تابعي از F مي باشد. وابستگي اين تابع به 
)C( نشان داده مي شود.  تغيير شکل راست کاشي-گرين  تانسور  F، توسط 
بنابراين )Ψ=Ψ(C مي باشد و تانسور تنش کاشي )σ( به صورت رابطه )5( 

1 Deformation Gradient
2 Second Piola-Kirchoff stress
3 Lagrangian
4 Right Cauchy-Green Deformation Tensor

تعريف مي شود.

که در آن J=det F است.
براي يک ماده همسانگرد، وابستگي  به C، توسط ناورداهاي C تعريف 

مي شود. اين ناورداها به صورت روابط )6(، )7( و )8( تعريف مي شوند.
براي يک ماده همسانگرد،  فقط به I2 ،I1 و I3 بستگي دارد و معادله )5( 

به صورت رابطه )9( بسط داده مي شود.

مشتق هر يک از اين ناورداها نسبت به C به صورت روابط )10( و )11( 
و )12( مي باشد.

به صورت  )9(، تنش کاشي  رابطه  در  روابط )10(- )12(  با جايگذاري 
رابطه )13( به دست مي آيد.

که در آن aaaaa و i از 1 تا 3 بوده و B تانسور تغيير شکل چپ کاشي- 
گرين5 مي باشد که عبارت است از:

مدل همسانگرد موني- ريولين6- 1- 2
در اين مدل تابع چگالي انرژي کرنشي به صورت يک چند جمله اي بر 
حسب ناورداهاي تانسور چپ کاشي-گرين بيان مي شود و به صورت رابطه 

)15( مي باشد.

5 Left Cauchy-Green Deformation Tensor
6 Mooney-Rivlin

(()

(()

(()

(()

(()

(()
(()
(()

(()

((1)

((()

((()

((()

((()

((()



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 2، سال 1396، صفحه 261 تا 268

263

 D1 و C01 ، C10 مي باشد. هم چنين I2=J-4/3I2 و I1=J-2/3I1 که در آن
ثوابت ماده مي باشند.

مدل همسانگرد اگدن1- 2- 2
بيان   )16( رابطه  صورت  به  کرنشي  انرژي  چگالي  تابع  مدل  اين  در 

مي شود.

 αi و Di ،μi  N کشيدگي هاي اصلي2 مي باشند و λ3 و λ2 ، λ1 که در آن
ثوابت ماده هستند.

تحليل1معکوس-31
توزيع تنش در قسمتي از مرز مسأله مجهول است. اين توزيع نامشخص 
شرايط  با  مرز  اينکه  يعني  مي گيريم.  درنظر  تکه اي  دو  درجه  به صورت  را 
مجهول را به چند قسمت جدا کرده و در هر قسمت تغييرات تنش را به صورت 
درجه دو درنظر مي گيريم. در يک قسمت رابطه درجه دو براي تنش به صورت 

رابطه )17( بيان مي شود.

که در آن عوامل مختلف به صورت زير تعريف مي شوند:
σ: تنش در مرز )پاسکال(

σ2 ، σ1 و σ3: مقادير تنش در سه نقطه )پاسکال(

N2 ، N1 و N3: توابع شکل براي تغييرات درجه دو تنش

سه مقدار تنش σ2 ، σ1 و σ3 مجهولات مساله مي باشند. با درنظر گرفتن 
تمام قسمت ها بردار مجهولات به صورت رابطه )18( بيان مي شود.

که در آن m1 تا mk به ترتيب مقادير مجهول σ1 تا σk مي باشند.
جسم  از  نقطه  چند  در  جابه جايي  مجهولات،  آوردن  دست  به   براي 
بردار  باشد،  جابه جايي  اندازه گيري  نقاط  تعداد   n اگر  مي شود.  اندازه گيري 

داده هاي اندازه گيري شده به صورت رابطه )19( نشان داده مي شود.

با مقادير تخميني مجهولات به صورت  از حل  بردار جابه جايي حاصل 
رابطه )20( تعريف مي شود.

1 Ogden
2 Principle Streches

در اين تحقيق برای به دست آوردن بردار مجهولات از روش هموارسازی 
تيخونوف استفاده شده است. اين روش بهينه سازی رايج ترين ابزار برای حل 
يک دستگاه خطی يا غير خطی حساس است. معمولًا تعداد معادلات دستگاه 
از تعداد مجهولات بيشتر است تا حساسيت دستگاه تا حدودی کاهش يابد. 
در روش هموارسازي تيخونوف تابع هدف به صورت زير تشکيل شده و با 

کمينه کردن آن، بردار مجهول m به دست مي آيد.

جمله اول در اين رابطه، تفاوت ميان y و u را کمينه کرده و جمله دوم 
از افزايش جمله مجهولات جلوگيری مي کند. μ عامل هموار سازي مي باشد 
که در صورت کافي بودن داده هاي اندازه گيري نياز به استفاده از آن نيست. با 

کمينه کردن S نسبت به بردار m رابطه )22( به دست مي آيد.

ماتريس X در معادله )22(، ماتريس حساسيت است که به صورت رابطه 
)23( تعريف مي شود.

اعضاي ماتريس حساسيت به صورت رابطه )24( تعريف مي شوند.

بردار مجهول m را با استفاده از معادله )22( و روش سعي و خطا مي توان 
به دست آورد. اگر m بردار مجهولات و u بردار جابه جايي در مرحله کنوني 
تکرار باشد آنگاه بردار جابه جايي در مرحله بعدي را مي توان به صورت رابطه 

)25( نوشت.

محاسبات  انجام  از  پس  و   )22( معادله  در   )25( معادله  جايگذاري  با 
رياضي رابطه )26( به دست خواهد آمد.

معادله )26( در يک روش سعي و خطا استفاده مي شود. بنابراين شکل 
مناسب آن به صورت رابطه )27( نوشته مي شود.
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که در آن k و k+1 اعداد مرحله سعي و خطا مي باشند و قانون همگرايي 
به صورت رابطه )28( نوشته مي شود که در آن e يک تلورانس مشخص شده 

مي باشد.

مثال1حل1شده41-1
در اين تحقيق براي به دست آوردن داده هاي جابه جايي، آزمايش انجام 
نشده است و از شبيه سازي داده هاي آزمايش استفاده شده است. براي اين 
محدود  المان  نرم افزار  در  مساله   σ5 تا   σ1 مشخص  ضرايب  با  ابتدا  منظور 
ايجاد  با  حل  اين  از  دست آمده  به  جابه جايي هاي  است.  شده  حل  آباکوس 
داده هاي  عنوان  به  اندازه گيري،  خطاي  عنوان  به  آن  در  مختلف  خطاهاي 
آزمايش مورد استفاده قرار گرفته است. مدل هايپرالاستيک اول، مدل موني-

ريولين بوده که رفتار آن با تعريف سه ثابت مادي قابل پيش بيني است. در 
اين تحقيق اين ثوابت برابر با Pa ،80 Pa 20 و صفر در نظر گرفته شده اند. 

صفر بودن ثابت سوم غيرقابل تراکم بودن ماده را نشان مي دهد. 
براي شروع فرآيند تکرار شونده يک حدس اوليه مناسب مورد نياز است. با 
توجه به اينکه معمولا محدوده بار وارد شونده مشخص مي باشد، در هر مساله 
مي توان حدس اوليه مناسب انتخاب نمود. در اين تحقيق حدس اوليه براي 

تمام مجهولات برابر با يک در نظر گرفته شده است.
 0/2 m در شکل 1 يک ورق مربع شکل مورد بارگذاري به طول ضلع
نشان داده شده است. اين ورق داراي سه سواخ مي باشد. همان گونه که در 
شکل نشان داده شده است سمت چپ جسم کاملا مقيد شده و سمت راست 

آن مورد شرط مرزي تنش مي باشد.

برای تخمين شرط مرزي با دقت بيشتر ضلع سمت راست به دو قسمت 
اين  )17( مي باشد.  رابطه  مانند  در هر قسمت  تنش  توزيع  که  تقسيم شده 

حالت در شکل 2 نشان داده شده است.
روابط N2 ، N1 و N3 براي بخش  اول به صورت روابط )29(، )30( و 

)31( مي باشد.

هم چنين اين روابط براي بخش دوم به صورت روابط )32(، )33( و )34( 
مي باشند.

ضرايب σ1 تا σ3 براي بخش اول و ضرايب σ3 تا σ5 براي بخش دوم در 
رابطه )17( قرار مي گيرند.

در شکل 3 نتايج حاصل از حل مساله مستقيم در نرم افزار المان محدود 
آباکوس نشان داده شده است. جابه جايي هاي به دست آمده از اين تحليل به 
عنوان داده هاي به دست آمده از  آزمايش مورد استفاده قرار مي گيرند. ضرايب 
σ1 تا σ5 در نظر گرفته شده براي اين تحليل به ترتيب 1793، 305، 2061، 

و  است  شده  انجام  اندازه مش  تاثير  روي  مطالعه  مي باشند.   1861 و   497
مشخص شده که با مش نشان داده شده در شکل 3 مقادير جابه جايي همگرا 

شده است.

((()

جسمشموردشبارگذاريکشش لکش
Fig. 1. The member under loading

((()
((1)
((()

((()
((()
((()

تقسيمشمحکشاعمالشتنششبهشدوشناحيهشجهتشحکشدقيقشترشمسالهکشش لکش

Fig. 2. Dividing the region of stress application into two parts for more 
accurate analysis of the problem

کانتورشجابهشجاييش)باشمقياسش0ششبرابر(شبرايشمسالهشمستقيمکشش لکش
Fig. 3. Displacement contour (scale factor of 10) for the direct problem
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بررسي تاثير مکان نقاط اندازه گيري در تحليل معکوس- 1- 4
اندازه گيري  آن  در  جابه جايي  که  نقاطي  مکان  تاثير  قسمت  اين  در 
مي شود مورد مطالعه قرار گرفته است. در هر حالت از پنج نقطه که در شکل 

4 مشخص گرديده استفاده شده است.

در اين حالت خطاي داده هاي اندازه گيري يک درصد در نظر گرفته شده 
است. در جدول 1 ضرايب به دست آمده براي هر يک از حالات نشان داده 
شده است. خطاي ضرايب به دست آمده که در مقابل هر کدام در جدول آورده 
از تحليل  آمده  به دست  تفاضل مقدار اصلي و مقدار  تقسيم  از  شده است، 
معکوس، بر بزرگترين ضريب تنش )2061( به دست آمده است. همان گونه 
که در اين جدول مشاهده مي شود، خطاي ضرايب به دست آمده در دو حالت 
تقريبا يکسان مي باشد ولي در حالت دوم به علت قرار گرفتن نقاط در لبه اي 
که ميزان تغييرات جابه جايي بيشتر است، ميانگين خطا کمتر از حالت اول 

مي باشد.

بررسی تأثير تعداد نقاط اندازه گيری- 2- 4
آوردن  دست  به  دقت  در  اندازه گيري  نقاط  تعداد  تاثير  قسمت  اين  در 
مجهولات مورد بررسي قرار گرفته است. در اين حالت ميزان خطاي موجود 
در داده هاي اندازه گيري برابر پنج درصد در نظر گرفته شده است و مکان نقاط 
ترکيبي از دو حالت نشان داده شده در شکل 4 مي باشد. در جدول 2 ضرايب 

به دست آمده براي تعداد نقاط مختلف آورده شده است.

همان طور که در جدول 2 مشاهده مي شود در حالتي که تنها از پنج نقطه 
براي به دست آوردن ضرايب استفاده شده است، ضرايب با خطاي بسيار بالا 
و غيرقابل قبولي به دست آمده اند. با افزايش تعداد نقاط به 8 و 12، خطاي 
مجهولات به دست آمده کاهش يافته است. هم چنين با افزايش تعداد نقاط 
اندازه گيري تکرارهاي لازم براي حل و در نتيجه زمان مورد نياز براي حل 
نيز کاهش مي يابد. هم چنين با مقايسه ستون هاي جدول 2 ديده مي شود که 
افزايش تعداد نقاط از 5 به 8 تاثير چشمگيري در بهبود نتايج مساله داشته 
به  پاسخ هاي  بهبود  در  تاثيري  به 12 چندان   8 از  نقاط  تعداد  افزايش  ولي 
نقاط  تعداد  افزايش  نتيجه گرفت  بنابراين مي توان  است.  نداشته  دست آمده 
بهبود مساله کمک مي نمايد که اطلاعات جديدي  به  زماني  تا  اندازه گيري 

را در اختيار بگذارد.

بررسي تاثير خطاي موجود در داده هاي اندازه گيري شده- 3- 4
در اين قسمت تاثير خطاي موجود در داده هاي اندازه گيري شده در به 
دست آوردن مجهولات با استفاده از 12 نقطه مورد بررسي قرار گرفته است. 

در جدول 3 ضرايب به دست آمده براي هر حالت آورده شده است.

با توجه به جدول 3 مشاهده مي شود که هر چه ميزان خطاي موجود در 
داده هاي اندازه گيري شده بيشتر باشد، ضرايب با دقت کمتري به دست آمده و 

بررسيشتاثيرشملانشنقاطشاندازهشگيريشجابهشجاييکشش لکش

Fig. 4. Investigating the effect of the location of displacement measure-
ment points

ضرايبشبهشدستشآمدهشبرايشملانشمختلفشنقاطکششجدولش

مقدار )خطا %(
مجهول

حالت دوم حالت اول
1736/18 )2/8( 1719/32 )3/6( σ1

326/54 )1( 308/74 )0/2( σ2

1982/15 )4( 2004/77 )2/7( σ3

538/00 )2( 556/58 )2/9( σ4

1792/12 )7( 1729/37 )6/4( σ5

15 19 تکرارهای حل

Table 1. Computed coefficients for different locations of points

ضرايبشبهشدستشآمدهشبرايشتعدادشنقاطشمختلفکششجدولش

مقدار )خطا %(
مجهول

12 نقطه 8 نقطه 5 نقطه
1899/28 )5/2( 1749/88 )2/1( 981/10 )39( σ1

225/97 )3/8( 263/17 )2( 680/60 )18( σ2

2111/79 )2( 2050/97 )0/5( 1427/66 )31( σ3

542/51 )2/2( 577/11 )3/8( 645/98 )7/2( σ4

1762/14 )4/8( 1635/14 )10( 1562/79 )14( σ5

9 13 17 تکرارهای حل

Table 2. Computed coefficients for different number of points

ضرايبشبهشدستشآمدهشبرايشدرصدشخطايشاندازهشگيريشمختلفکششجدولش

مقدار )خطا %(
%10 خطای مجهول

اندازه گيری
%5 خطای 
اندازه گيری

%3 خطای 
اندازه گيری

2005/09 )10( 1899/28 )5/2( 1856/61 )3/1( σ1

149/97 )7/5( 225/97 )3/8( 257/76 )2/3( σ2

2162/18 )5( 2111/79 )2( 2091/49 )1( σ3

588/32 )4/4( 542/51 )2/2( 514/04 )0/8( σ4

1661/96 )9/7( 1762/14 )4/8( 1802/31 )3( σ5

15 9 5 تکرارهای حل

Table 3. Computed coefficients for different values of the measurement 
error
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تعداد تکرارهاي حل نيز بيشتر خواهد شد.

بررسي تاثير افزايش رفتار غيرخطي مساله- 4- 4
در اين قسمت با تغيير ثوابت ماده هايپرالاستيک موني-ريولين، ميزان 
غيرخطي بودن مساله افزايش داده شده و تاثير آن بر ضرايب به دست آمده 
بررسي شده است. در شکل 5 کانتور جابه جايي به دست آمده براي حالتي که 

ثوابت مادي Pa 37 و Pa 12 باشند، نشان داده شده است.

در اين حالت ميزان خطا در داده هاي اندازه گيري شده سه درصد بوده 
و از دوازده نقطه براي حل استفاده شده است. با توجه به جدول 4 مشاهده 
مي شود که با افزايش رفتار غيرخطي مساله حتي با خطاي اندازه گيري کم، 
با خطاي بالايي به دست مي آيند و هم چنين تعداد تکرارهاي حل  ضرايب 

نيز افزايش مي يابد.

بررسي مدل هاي مختلف هايپرالاستيک- 5- 4
در اين قسمت با تغيير مدل هايپرالاستيک استفاده شده در مساله، درستی 
مدل  از  منظور  اين  براي  است.  گرفته  قرار  بررسي  مورد  معکوس  تحليل 
همسانگرد اگدن با ثوابت 1، 60، صفر و 2- استفاده شده است. صفر بودن 
ثابت سوم در اين حالت نيز غير قابل تراکم بودن ماده را نشان مي دهد.  در 
شکل 6 کانتور جابه جايي به دست آمده براي مدل هايپرالاستيک اگدن نشان 

داده شده است.

تحليل معکوس ابتدا براي درصد خطاهاي مختلف و با دوازده نقطه انجام 
شده است. نتايج اين حالت در جدول 5 آورده شده است.

نيز مشاهده مي شود که هر چه ميزان خطاي موجود در  اين حالت  در 
داده هاي اندازه گيري شده بيشتر باشد، ضرايب با دقت کمتري به دست آمده و 
تعداد تکرارهاي حل نيز بيشتر خواهد شد که با نتايج حاصل از مدل موني-

ريولين يکسان است. 
تحليل معکوس براي مدل اگدن با تعداد نقاط مختلف نيز مورد بررسي 

قرار گرفته است. نتايج اين حالت در جدول 6 آورده شده است. 
همان طور که در جدول 6 مشاهده مي شود مانند حالت قبل با افزايش 
تعداد نقاط از 8 به 12، خطاي مجهولات به دست آمده کاهش يافته است. 
هم چنين با افزايش تعداد نقاط اندازه گيري، تکرارهاي لازم براي حل و در 
مقايسه  با  هم چنين  مي يابد.  کاهش  نيز  حل  براي  نياز  مورد  زمان  نتيجه 
تاثير   8 به   5 از  نقاط  تعداد  افزايش  که  مي شود  ديده   6 جدول  ستون هاي 
چشمگيري در بهبود نتايج مساله داشته ولي افزايش تعداد نقاط از 8 به 12 
چندان تاثيري در بهبود پاسخ هاي به دست آمده نداشته است. بنابراين مانند 
حالت قبل مي توان نتيجه گرفت افزايش تعداد نقاط اندازه گيري تا زماني به 

بهبود مساله کمک مي نمايد که اطلاعات جديدي را در اختيار بگذارد.

کانتورشجابهشجاييش)مقياسش0ششبرابر(شبرايشثوابتشهايپرالاستيکشجديدکشش لکش

Fig. 5. Displacement contour (scale factor of 10) for new hyper-elastic 
constants

ضرايبشبهشدستشآمدهشباشافزايششغيرخطيشبودنشمسالهکششجدولش

C10=37
C01=12

C10=80
C01=20

1991/84 )9/6( 1856/61 )3/1( σ1

149/82 )7/5( 257/76 )2/3( σ2

2169/47 )5( 2091/49 )1( σ3

578/62 )4( 514/04 )0/8( σ4

1683/82 )8/6( 1802/31 )2/8( σ5

11 5 تکرارهای حل

Table 4. Obtained constants after increasing nonlinearity of the problem

کانتورشجابهشجاييش)مقياسش0ششبرابر(شبرايشمدلشهايپرالاستيکشاگدنکشش لکش

Fig. 6. Displacement contour (scale factor of 10) for Ogden hyper-
elastic model

ضرايبشبهشدستشآمدهشبرايشدرصدشخطايشاندازهشگيريشمختلفشبرايشکششجدولش
مدلشهايپرالاستيکشاگدن

مقدار )خطا %(
%5 خطای مجهول

اندازه گيری
%3 خطای 
اندازه گيری

%1 خطای 
اندازه گيری

1680/07 )5/5( 1726/33 )3/2( 1771/25 )1/1( σ1

433/80 )6/2( 382/06 )3/7( 330/56 )1/2( σ2

1792/22 )13( 1900/21 )7/8( 2007/65 )2/6( σ3

571/98 )3/6( 541/91 )2/1( 511/91 )0/7( σ4

1904/58 )2/1( 1888/38 )1/3( 1870/60 )0/5( σ5

19 12 7 تکرارهای حل

Table 5. Computed coefficients for different values of  measurement 
error for Ogden hyper-elastic model



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 2، سال 1396، صفحه 261 تا 268

267

نتيجه1گيری-51
جسم  مرز  در  تنش  مرزي  شرط  بيان کننده  مجهولات  تحقيق  اين  در 
تکرار شونده  فرآيند  يک  طي  معکوس  مساله  حل  از  استفاده  با  که  هستند 
تعداد  افزايش  با  آمدند. مشاهده شد که  براي ماده هايپرالاستيک به دست 
نقاطي که جابه جايي آنها به عنوان ورودي مساله مورد استفاده قرار مي گيرد، 
دقت حل افزايش مي يابد ولي افزايش تعداد اين نقاط تا جايي مناسب خواهد 
بود که نقاط افزوده شده اطلاعات جديدي را در اختيار مساله مورد بررسي 

بگذارند. 
طوری  به  شود  دقت  بايد  اندازه گيری  نقاط  محل  و  تعداد  انتخاب  در 
حساسيت  از  مجهول  عوامل  به  نسبت  نقاط  آن  در  اندازه گيری  کميت  که 
کافی برخوردار باشد. می توان پس از حل مسأله معکوس و به دست آوردن 
اندازه گيری حل  نقاط  بيشتر  تعداد  با  را  مرتبه ديگر مسأله  مجهولات، يک 
نمود. در صورتيکه جواب به دست آمده در دو حالت به يکديگر نزديک باشند 
می توان آن را به عنوان جواب قابل اعتماد درنظر گرفت. هم چنين مشاهده 
شد که با افزايش تعداد نقاط اندازه گيری، تعداد تکرارهاي حل کاهش يافته 
که خود باعث کاهش زمان حل مساله خواهد شد. براي بررسي تاثير خطاي 
موجود در داده هاي اندازه گيري شده، مقادير مختلفي از خطا در ورودي مساله 
ايجاد شد. مشاهده شد که با افزايش خطاي داده هاي ورودي همان گونه که 
انتظار مي رفت، ضرايب با دقت کمتر و تکرارهاي حل بيشتر به دست مي آيند. 
بنابراين هرچه خطاي حاصل از آزمايش کمتر باشد، ضرايب با دقت بهتري به 
دست خواهند آمد. با افزايش رفتار غيرخطي مساله، هر چند خطاي موجود در 
داده هاي اندازه گيري کوچک باشد ضرايب با خطاي بالايي به دست مي آيند. 
هم چنين مشاهده شد که با تغيير مدل هايپرالاستيک، مجهولات با خطاي 
قابل قبولي به دست آمده و بنابراين فرآيند حل براي مدل هاي هايپرالاستيک 

مختلف قابل استفاده مي باشد.
برای تخمين خطای نتايج به دست آمده مي توان پس از محاسبه عوامل 
با  و  آورده  به دست  عوامل  اين  با  را  اندازه گيری  نقاط  در  جابه جايي  تنش، 

مقادير اندازه گيري شده مقايسه نمود.

منابع
[1] R. Czabanowski, Experimental identification of hyper-

elastic material parameters for calculations by the finite 
element method, Journal of KONES, 17 (2010) 87-92.

[2] G. Rauchs, J. Bardon, D. Georges, Identification of 
the material parameters of a viscous hyper-elastic 
constitutive law from spherical indentation tests of rubber 
and validation by tensile tests, Mechanics of Materials, 
42(11) (2010) 961-973.

[3] K. Miller, K. Chinzei, Constitutive modelling of brain 
tissue: experiment and theory, Journal of biomechanics, 
30(11) (1997) 1115-1121.

[4] E. Mesa-Munera, J.F. Ramirez-Salazar, P. Boulanger, 
J.W. Branch, Inverse-FEM characterization of a brain 
tissue phantom to simulate compression and indentation, 
Ingenieria y Ciencia, 8(16) (2012) 11-36.

[5] B. Ahn, Y. Kim, J. Kim, Biomechanical characterization 
with inverse FE model parameter estimation: Macro 
and Micro applications, in:  Control, Automation and 
Systems, 2008. ICCAS 2008. International Conference 
on, IEEE, 2008, pp. 1769-1772.

[6] T. Hu, J.P. Desai, Characterization of soft-tissue material 
properties: large deformation analysis, Lecture Notes in 
Computer Science, 3078 (2004) 28-37.

[7] H. Mehrabian, D. Holdsworth, K. Mcisaac, S. Salisbury, 
Soft tissue hyper-elastic parameter reconstruction for 
breast cancer assessment,  (2008).

[8] T.A. Krouskop, T.M. Wheeler, F. Kallel, B.S. Garra, T. 
Hall, Elastic moduli of breast and prostate tissues under 
compression, Ultrasonic imaging, 20(4) (1998) 260-274.

[9] K. Balaraman, S. Mukherjee, A. Chawla, R. Malhotra, 
Inverse Finite Element Characterization of Soft Tissues 
Using Impact Experiments and Taguchi Methods, 0148-
7191, SAE Technical Paper, 2006.

[10] M. Hajhashemkhani, M.R. Hematiyan, Determination 
of material parameters of isotropic and anisotropic hyper-
elastic materials using boundary measured data, Journal 
of Theoretical and Applied Mechanics, 53(4) (2015) 895-
910.

[11] M. Nakajima, K. Hayami, J. Terao, S. Watanabe, S. 
Ando, Identification of tractions based on displacement 
observations at interior points, Inverse Problems in 
Engineering Mechanics II,  (2000) 119-128.

[12] F. Tonon, B. Amadei, E. Pan, Bayesian estimation of 
boundary conditions with application to deep tunneling, 
Geotechnical and Geological Engineering, 19(1) (2001) 

ضرايبشبهشدستشآمدهشبرايشتعدادشنقاطشمختلفشبرايشمدلشاگدنکششجدولش

مقدار )خطا %(
مجهول

12 نقطه 8 نقطه
1771/25 )1/1( 1744/57 )2/3( σ1

330/56 )1/2( 336/32 )1/5( σ2

2007/65 )2/6( 2009/03 )2/5( σ3

511/91 )0/7( 510/41 )0/7( σ4

1870/60 )0/5( 1855/19 )0/3( σ5

7 15 تکرارهای حل

Table 6. Computed coefficients for different numbers of points for 
Ogden model



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 2، سال 1396، صفحه 261 تا 268

268

43-67.

[13] S. Yoneyama, S. Arikawa, Identification of boundary 

condition from measured displacements for linear elastic 
deformation fields, Procedia IUTAM, 4 (2012) 215-226.

برای ارجاع به اين مقاله از عبارت زير استفاده کنيد:
Please cite this article using:

M. Hajhashemkhani and M.R. Hematiyan, “Boundary Conditions Identification in Problems of Hyper-Elastic Materials 

Deformation” Amirkabir J. Mech. Eng., 49(2) (2017) 261-268.
DOI: 10.22060/mej.2015.506


