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خلاصه: با توجه به حضور گسترده تیرها در سازه های مهندسی، درک چگونگی ارتعاشات غیرخطی تیرها در شرایطی که آن ها با دامنه 
زیاد نوسان می کنند، بسیار مفید است. در این مقاله ارتعاشات غیرخطی یک تیر اویلر برنولی تحت فرضیه تغییر شکل محدود بررسی 
شده است. در این پژوهش برخلاف دیگر مقالات، برای به دست آوردن معادلات حاکم بر حرکت تیر، رابطه میدان-جابجایی بدون 
تقریب و به صورت غیرخطی در نظر گرفته شده است. بر این اساس روابط کرنش-جابجایی با استفاده از رابطه گرین لاگرانژ محاسبه 
شده و با استفاده از روش همیلتون فرم غیرخطی معادلات به دست آمده است. به منظور حل معادله با مشتقات جزیی، با استفاده از 
روش گالرکین، معادله با مشتقات جزیی به یک معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل شده است و درنهایت با استفاده از روش مقیاس های 
چندگانه حل و با روش عددی مقایسه شده است. برای بررسی دقت روش و صحت سنجی مدل سازی، نتایج به دست آمده با مدل تیر 
اویلر برنولی خطی و مدل غیرخطی ون-کارمن مقایسه شده است. نتایج به دست آمده نشان می دهد با توجه به شکل متفاوت معادله 
دیفرانسیل به دست آمده در این روش نسبت به دیگر مدل های غیرخطی و خارج شدن شکل کلی آن نسبت به معادله دیفرانسیل 
دافینگ، پاسخ ارتعاشات سیستم در دامنه های ارتعاشی پایین منطبق با دیگر مدل های غیرخطی است ولی با افزایش دامنه نوسانات 
فرکانس نوسانات در مدل حاضر نسبت به مدل غیرخطی ون کار من کمتر می شود درحالیکه در دیگر مدل غیرخطی نسبت به مدل 

ون-کارمن، فرکانس بیشتر می شود. 

تاریخچه داوری:
دریافت: 1401/05/08

بازنگری: 1401/12/15
پذیرش: 1401/12/16

ارائه آنلاین: 1402/01/04

کلمات کلیدي:
تیر اویلر برنولی

تغییر شکل محدود
ارتعاشات غیرخطی

جابجایی بزرگ
پاسخ فرکانسی

193

afotuhi@yazd.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات *

 )Creative Commons License( مردمی  آفرینندگی  لیسانس  تحت  مقاله  این  است.  شده  داده  امیرکبیر  دانشگاه  انتشارات  به  ناشر  حقوق  و  نویسندگان  به  مؤلفین   حقوق 
در دسترس شما قرار گرفته است. برای جزئیات این لیسانس، از آدرس https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode دیدن فرمائید.

مقدمه- 1
نظیر  مکانیکی  المان های  کاربرد  و  مختلف  علوم  پیشرفت  با  امروزه 
وسیعی  به طور  تیرها  مختل-.  علوم  تجهیزات  و  وسایل  در  میله ها  و  تیرها 
و  تیرها در وسایل  نظیر میکرو  بسیار کوچک  ابعاد  از  در تجهیزات مختلف 
سنسورهای اندازه گیری تا تجهیزات غول پیکر نظیر بال هواپیماها و ربات های 
از  لذا مستلزم مد=ل سازی دقیق هستند. یکی  و  استفاده می شوند  صنعتی، 
عواملی که روی دقت مدل سازی یک مسئله تأثیرگذار است و در سال های 
هندسی  مدل  از  استفاده  است،  گرفته  قرار  محققین  توجه  مورد  بسیار  اخیر 
دقیق و با تقریب هرچه کمتر برای بیان سینماتیک مسأله است که در اغلب 
موارد سینماتیک دقیق منجر به یک معادله دیفرانسیل غیرخطی خواهد شد. 
از مدل خطی  استفاده  با  را می توان عموماً  نوسانات کوچک  دامنه  با  تیرها 
مدل کرد اما زمانی که دامنه توسانات بزرگ باشد مدل خطی و استفاده از 
هندسه خطی اعتبار خود را از دست می دهد. امروزه عواملی سبب می شود 

بین  این  از  که  داشت  را  بالا  ارتعاشاتی  دامنه  با  عملکرد  انتظار  تیرها  از  تا 
در  کرد.  اشاره  الکترومکانیکی  سیستم های  در  تیرها  از  استفاده  به  می توان 
مواردی از آنها برای داشتن دامنه نوسانات بزرگ و دریافت سیگنال بزرگتر، 
از دیگر کاربردهای  تیر را در نزدیکی فرکانس تشدید مرتعش می کنند]1[. 
نوسان با دامنه بزرگ می توان به تیرهایی از جنس مواد الاستومر اشاره کرد 
قرار  استفاده  مورد  رزوناتور  به عنوان  زیاد  تغییرشکل  قابلیت  به  توجه  با  که 
می  گیرند]2[. عموماً در تحقیقات انجام شده بررسی هندسه غیرخطی ناشی از 
درنظرگیری جملات بیشتری از کرنش را می توان به دو دسته کلی، تحلیل 
تحت جابجایی های بزرگ با کرنش کوچک که عموماً در تحقیقات با عنوان 
با کرنش  بزرگ  و مورد دیگر تحلیل تحت جابجایی های  مدل ون-کارمن 

بزرگ که عموماً با عنوان مدل کرنش محدود بیان می شود.
در تئوری ون-کارمن از چند ترم غیرخطی علاوه بر مدل مرسوم خطی 
برای بیان کرنش ها استفاده می شود و عملًا در روابط آن جابجایی ها بزرگ، 
کرنش ها کوچک و چرخش  در نظر گرفته می شود]3[. در تئوری دیگر تحت 
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عنوان تئوری کرنش محدود، برای بیان کرنش از ترم های غیرخطی بیشتری 
استفاده می شود و عملًا کرنش ها برخلاف فرض کوچک بودن، محدود در 

نظر گرفته می شوند.
اساس  بر  غیرخطی  هندسه  زمینه  در  انجام شده  تحقیقات  نخستین  از   
جابجایی های بزرگ می توان به تحلیل ارتعاشات غیرخطی تیر با دامنه بزرگ 
 1969 سال  در  تجربی  نتایج  با  آن  مقایسه  و  هارمونیک  بالانس  روش  به 
توسط تسنگ ]4[ اشاره کرد. تسنگ معادله با مشتقات جزیی غیرخطی حاکم 
بر حرکت را با استفاده از روش گالرکین به فرم معروف معادله دافینگ تبدیل 
ارتعاشات سیستم را در  از روش بالانس هارمونیک پاسخ  با استفاده  کرد و 
و  کرد  بررسی  تشدید  فرکانس  از  کمتر  و  بیشتر  تشدید،  فرکانس  نزدیکی 

تطابق خوب نتایج به دست آمده با روش آزمایشگاهی را نشان داد.
لواندوفسکی ]5[ ارتعاشات آزاد غیرخطی تیر اویلر- برنولی با فرضیات 
ون-کارمن را با استفاده از روش المان محدود بررسی کرده است. او با در 
نظرگیری پاسخ سیستم به صورت یک سری فوریه زمانی با جملات فرد و 
قرار دادن در معادلات تیر به یک دستگاه معادلات جبري غیرخطی دست 
یافت. این دستگاه با استفاده از روش گسترش حل شده و منحنی های پاسخ 

فرکانسی براي تیر یکسر گیردار رسم شده است.
فودا ]6[ ارتعاشات آزاد تیر با تکیه گاه ساده تحت تغییرشکل های عرضی 
به  تیر  غیرخطی  معادلات  داد  نشان  نیز  او  داد.  قرار  بررسی  مورد  را  بزرگ 
مقیاس های  روش  از  استفاده  با  سپس  می شوند.  تبدیل  دافینگ  معادلات 
مستقیم،  انتگرال گیری  با  به دست آمده  دقیق  حل  با  آن  مقایسه  و  چندگانه 
حل قابل قبولی برای آن ارائه کرد. او همچنین با مقایسه فرکانس غیرخطی 
به دست آمده تحت دامنه نوسانات مختلف، نشان داد با افزایش دامنه نوسانات 
فرکانس غیرخطی سیستم افزایش می یابد. وانگ و همکاران ]7[ معادلات 
غیرخطی یک تیر دارای یک تکیه گاه ثابت و یک تکیه گاه بدون اصطکاک 
تحت بار متمرکز را موردبررسی قرار دادند. آن ها نمودارهای تأثیر محل نیرو 
بر شیب ایجاد شده در تکیه گاه های تیر و خمش تیر را ارائه کردند. براری 
تحت  سردرگیر  دو  برنولی  اویلر-  تیر  غیرخطی  ارتعاشات   ]8[ همکاران  و 
جابجایی بزرگ بر روی بستر الاستیک و تحت بار محوری را مورد بررسی 
قرار دادند. آنها معادله غیرخطی حاکم بر تیر را پس از اعمال روش گالرکین، 
با  را  به دست آمده  نتایج  و  اغتشاشات حل کردند  و  متغیر  تکرار  با دو روش 
روش رانگ-کوتا مرتبه 4 مقایسه کردند و صحت روش استفاده شده برای 

حل معادلات غیرخطی را نشان دادند.

تیپراسارتیت ]9[ ارتعاشات آزاد با دامنه بزرگ یک تیر با ماده هدفمند را 
به نحوی که ماده تیر بصورت تابع توانی در طول ضخامت تیر تغییر می کند 
را با استفاده از روش ون-کارمن مدل کرد و با استفاده از روش المان محدود 

فرکانس غیرخطی تیر را به دست آورد.
جوانمرد و همکاران ]10[ ارتعاشات غیرخطی تیر با جابجایی بزرگ تحت 
نیروی محوری را مورد بررسی قرار دادند. آن ها با استفاده از روش بالانس 
افزایش  با  آوردند و نشان دادند  به دست  را  تیر  آزاد  ارتعاشات  پاسخ  انرژی 
دامنه نوسان نسبت فرکانس غیرخطی به خطی سیستم افزایش پیدا می کند. 
همچنین آن ها تأثیر نیروی محوری روی فرکانس غیرخطی را بررسی کردند 
و نشان دادند با افزایش نیروی محوری، نسبت فرکانس غیرخطی به خطی 
کاهش می یابد. آریانا و کرمی ]11[ با استفاده از مدل ون-کارمن ارتعاشات 
آزاد و اجباری میکروتیر یک رزوناتور را بررسی کردند. آنها برای مدل سازی 
میکروتیر با هسته از جنس ماده هایپر الاستیک از مدل ون-کارمن استفاده 
از  به معادله دیفرانسیل غیرخطی  با بکارگیری اصل همیلتون  کردند. آن ها 
درجه 5 دست یافتند و با استفاده از روش مقیاس های چندگانه پاسخ فرکانسی 
میکروتیر و رفتار دوشاخگی تیر را به دست آوردند. آنها با مقایسه نتایج به 
از مدل  نتایج، استفاده  با مطالعات پیشین ضمن صحت سنجی  دست آمده 
دقیق تر را برای طراحی بهتر رزوناتور پیشنهاد دادند. آزاربنی و همکاران ]12[ 
معادلات غیرخطی یک نانو لوله را با استفاده از مدل تیر ون-کارمن بررسی 
نمودند. آن ها پاسخ فرکانسی را با استفاده از روش مقیاس های چندگانه به 
دست آوردند و نشان دادند وجود دامنه های بزرگ تحریک اثر قابل توجهی 

روی پاسخ فرکانسی و پایداری سیستم دارد. 
اساس کرنش  بر  ارتعاشات غیرخطی  مورد  در  انجام شده  پژوهش های 
محدود سابقه طولانی ندارد و بیشتر پژوهش های انجام شده بر اساس مدل 
غیرخطی جابجایی بزرگ و کرنش کوچک هستند. در مورد هندسه غیرخطی 
بر اساس کرنش محدود، بیشتر مقالات به بیان معادلات اساسی با این فرض 
پرداخته اند. در این مقالات معمولًا، معادله های تعادل و روابط انرژی با فرض 
جابجایی بزرگ و کرنش محدود بیان شده است که از اولین تحقیقات در این 
زمینه می توان به مقاله رایزنر اشاره کرد. در این مقاله یک مدل استاتیکی 
براي تیر یک بعدي در حالت کرنش محدود ارائه شده است و درنهایت معادله 
تغییرشکل یک تیر خمیده با این تئوری به دست آمده است]13[. سایمو روش 
رایزنر را به حالت دینامیکی و سه بعدي توسعه داده است. سایمو معادلات 
بالانس مومنتوم در تئوری تیر را با انتگرالگیری بر روی یک جسم پیوسته 
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سه بعدی بدست آورده است]14[. ایرسچیک و همکاران ]15[ روابط رایزنر را 
برای تیر هایپرالاستیک ایزوتروپیک تحت کرنش محدود را به دست آوردند 
و با توجه به تئوری تیر اویلر- برنولی، معادله های تعادل، روابط بین نیروی 

عمودی و روابط بین گشتاور خمشی را استخراج کردند.
اساتویکو و ریبیرو ]16[ ارتعاشات غیرخطی تیر تحت بارگذاری خمشی، 
پیچشی را بررسی کرده اند. آن ها معادله های حرکت را با استفاده از اصل کار 
مجازی به دست آورده و سپس با استفاده از روش عددی نیومارک معادلات 
بر  را  کامپوزیتی  تیر  آزاد  ارتعاشات  قاسمی و همکاران ]17[  را حل کردند. 
ون- مدل  با  آن  مقایسه  با  و  آورده  دست  به  محدود  کرنش  مدل  اساس 

کارمن نشان دادند با افزایش ضخامت تیر اختلاف نتایج این دو مدل نسبت 
مدل  دو  از  استفاده  با  نیز  قاسمی]18[  و  مهندس  زیاد می شود.  یکدیگر  به 
تیموشنکو کامپوزیتی  تیر  ارتعاشات غیرخطی  کرنش محدود و ون-کارمن، 
مقایسه کردند  یکدیگر  با  را  به دست آمده  نتایج  و  بررسی کردند  را  چندلایه 
آن ها همچنین تأثیر افزایش ضخامت تیر نسبت به طول آن را نیز بررسی 
کردند. فرناندز و همکاران ]19[ در سال 2016 با استفاده از اصل همیلتون 
معادلات غیرخطی میکروتیر تحت کرنش محدود و با درنظرگیری اثر اندازه 
مطابق با تئوری گرادیان سرعت را به دست آوردند و اثر اندازه روی ارتعاشات 
به دست آمده  اساس مدل  بر  را  اجباری یک میکروتیر دو سر مفصل  و  آزاد 

بررسی کردند.
موسوی و همکاران ]20[ با استفاده از تئوری غیرخطی ون کارمن رفتار 
مورد  را  میکروتشدیدگرها  در  مورداستفاده  میکروتیر  دینامیکی  و  استاتیکی 
با تئوری  اندازه و  اثر  با لحاظ  مطالعه قرار دادند. آنها معادلات غیرخطی را 
با استفاده از روش مقیاس های  تنش کوپل اصلاح شده به دست آوردند و 
چندگانه حل نمودند و درنهایت اثر پارامترهای مختلف را روی پاسخ بررسی 
کردند و نشان دادند با افزایش طول مشخصه رفتار غیرخطی به رفتار خطی 

میل می کند.
محدود،  شکل  تغییر  عنوان  تحت  غیرخطی  جابجایی  میدان  مورد  در 
لی  است.  بوده  تیر  استاتیکی  به خمش  معطوف  فقط  شده  انجام  تحقیقات 
]21[ در مقاله اول خود با استفاده از روش المان محدود، خمش استاتیکی تیر 
را بدون در نظر گرفتن هر نوع فرض جابجایی و کرنش کوچک بررسی کرد 
و با بررسی چند مثال، صحت رابطه بیان شده را نشان داد. لی ]22[ در مقاله 
دیگری با استفاده از مدل تغییرشکل محدود و بر اساس تیر تیموشینکو و با 
در نظرگیری مدل تیر سه بعدی معادلات خمش استاتیکی تیر را به دست 

آورد و با بررسی چند مثال و استفاده از روش المان محدود صحت معادلات 
به دست آمده را نشان داد. رونالد ]23[ با درنظرگیری تئوری تغییرشکل محدود 
برای تیر خمیده تحت بار متمرکز و گسترده، خمش استاتیکی تیر تیموشینکو 
را بررسی کرد و معادلات به دست آمده را با روش المان محدود حل کرده و 
برای بررسی صحت نتایج، یک تیر نیم دایره را مورد بررسی قرار داد. بهشتی 
]24[ با استفاده از میدان جابجایی غیرخطی و با در نظرگیری مدل کرنش 
محدود و لحاظ اثر اندازه برای تیرهایی با ابعاد کوچک، خمش استاتیکی آن ها 
را بر اساس مدل تیموشینکو بررسی و برای صحت سنجی و دقت معادلات به 
دست آمده چندین مثال از تیرهایی با شرایط مرزی و بارگذاری های متفاوت 

را بررسی کرد. 
مدل  دو  در  تیرها  ارتعاشی  رفتار  از  غیرخطی  مدل های  تمام  تاکنون 
خطی  جابجایی  میدان  اساس  بر  محدود  کرنش  مدل  یا  و  ون-کارمن 
نظر گرفتن  در  با  تیرها  ارتعاشی  رفتار  مورد  در  و مطالعه ای  به دست آمده اند 
میدان جابجایی به صورت غیرخطی انجام نشده است. همچنین با توجه اینکه 
امروزه استفاده از تیرهای مرتعش با دامنه نوسانات بزرگ مانند رزوناتورهای 
و  اندازه گیری  برای  تیرها  ارتعاشات  پاسخ  از  استفاده  و  الاستومر  جنس  از 
و  طراحی  است]25[،  نیاز  مورد  الکترومکانیکی  دستگاه های  در  محرک  یا 
عملکرد تیر این تجهیزات نیازمند مدل دقیقی از دینامیک تیر می باشد، لذا 
با درنظرگیری هرچه دقیق تر ترم های غیرخطی یک سیستم می توان به این 

هدف دست یافت.
تغییر  فرضیه  از  دقیق،  مدل  یک  به  دستیابی  جهت  پژوهش  این  در 
شکل محدود استفاده شده است یعنی از تقریب میدان جابجایی خودداری و 
میدان تغییرشکل تیر به صورت غیرخطی در نظر گرفته شده است و از طرفی 
از تئوری دقیق تر غیرخطی، یعنی مدل کرنش محدود  برای بیان کرنش ها 
استفاده شده است. لذا بر اساس این فرضیات می توان به یک مدل غیرخطی 
دقیق تر و متفاوت با فرم دیگر مقالات یعنی معادله دیفرانسیل دافینگ دست 
یافت که از آن جهت طراحی و عملکرد بهتر تجهیزاتی که در آن ها از تیر 
از  با دامنه نوسانات بزرگ استفاده می شود، بهره مند شد. همچنین  مرتعش 
دیگر مزیت های مدل تیر حاضر پیش بینی دقیق تر فرکانس نقطه پرش است 
که در سیستم های الکترومکانیکی برای داشتن پاسخ پایدار بسیار حائز اهمیت 
نزدیکی  در  تیر  ارتعاشات  پاسخ  از  این سیستم ها  در  دیگر  عبارت  به  است. 
فرکانس تشدید به عنوان پارامتر اندازه گیری استفاده می شود. لذا جهت داشتن 

پاسخ پایدار، عملکرد چنین سیستم هایی باید دور از نقطه پرش باشد.
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مدل سازی تئوری-  
معادله حاکم بر حرکت تیر- 1- 2

میدان  می توان  برنولی  اویلر  تیر  مدل  اساس  بر  تیر  مدل سازی  برای 
جابجایی غیرخطی را به صورت شکل 1 در نظر گرفت]21[ که در آن فرض 
و  غیرخطی  تغییر شکل  از  بعد  تیر  محور  بر  عمود  مقطع  است سطح  شده 

بزرگ، عمود بر محور تیر باقی می ماند: 
 )1( رابطه  به صورت  را  جابجایی  میدان  معادلات  می توان  بنابراین 

نوشت]21[: 
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ترتیب  به  3U (x, z,t) ،  2U (x, z,t)  ، 1U (x, z,t) فوق  رابطه  در  که 
جابجایی هر نقطه از تیر در راستای طولی تیر، عمود بر محور تیر و جابجایی 
W جابجایی در راستای قائم محور تار  (X,t) در راستای قائم است. همچنین 
x است. مقالاتی که ارتعاشات تیر  W نسبت به  ( x ,t ) W مشتق  ′ خنثی و
را با فرضیه کرنش محدود حل نمودند رابطه )1( را به صورت ساده و خطی نوشتند؛ لذا این 

ساده سازی باعث به وجود آمدن کرنش برشی غیر صفر در کرنش غیرخطی گرین می شود و 

در تحلیل، از کرنش برشی صرف نظر نمودند. بر اساس رابطه گرین-لاگرانژ ]26[ و 

با درنظرگرفتن میدان جابجایی رابطه )1(، تنها مؤلفه غیر صفر کرنش مطابق 
با رابطه )2( به دست می آید:
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در ادامه جهت محاسبه معادله حرکت، مطابق با رابطه )3( از روش همیلتون، استفاده 

شده است

(3)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

1 
  1معادله 

 5صفحه 

1 2

2

3 2

(X, Z, t) z sin( ) z
1

0
1(X, Z, t) (X, t) z(1 cos( )) (X, t) z (1 )

1

WU
W

U

U W W
W






= − = −

+
=

= − − = − −
+

 

2 
  2معادله 

 5صفحه 

2 21 1 3
11

1 1 1
2 2 2 4 2 2 2

2
2 2 2 2 3 2 3

2

2

1 1( ) ( )
2 2

1 1( )
2(1 ) (1 ) 2 (1 ) 2 (1 )

2(1 )

W W W W

W

U U UE
X X X

W W Wz
W W W W

z W
W

   



  
= + + =
  

  
− + + −

   + + + +


+

+

 

3 
  3معادله 

 5صفحه 

2

1

( ) 0
t

e
t

KE W dt  − + = 

4 
  4معادله 

 5صفحه 

2
2 2 2 4 2 6 2

11

2 2

3( )
2 2

( )
2 2

W
W W W

W
W

E z W W W

W Wz


  


 +

  = − + − +

 
− +

 

5 
  5معادله 

 5صفحه 

0

2 6 2
2 2 4 2

0

2 2

0 0

2 2 3 2

0
4 5 2 6

2 2

2 3 )

dA dx

3( )
2 2

( ) ( )
2 2

( 4

9

L

xx xx xx xx
A

L

x

L L

x x

L

x

W W
W W

W
W

W W W W W W W

W W W W W W dx

dv

WF W W dx

W WM dx N dx

F W W W W

W W W

M

    



 

   

  

 
 


 +

      − − +

     − −

= = =


 − + − +

 
− +

   = +

   +

  



 



2

0 0

( )
2

L L

x x
W

W W
W W W dx N W W dx   


 


   + − + 

 

 

انرژی  تغییرات   δπ انرژی جنبشی، تغییرات   KEδ رابطه فوق در  که 
eWδ تغییرات کار نیروهای خارجی است. جهت به دست آوردن  پتانسیل و
تیلور جملات  بسط  است  همیلتون لازم  روش  از  استفاده  با  معادله حرکت 

کرنش تا مرتبه دو تقریب حول نقطه صفر مطابق با رابطه )4( نوشته شود:

 
 [ 21] ب: تیر پس از تغییر شکل، الف: تیر قبل از تغییر شکل  1شکل 

Fig. 1. A: Beam before deformation, B: Beam after deformation  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1 .  الف: تیر قبل از تغییر شکل، ب: تیر پس از تغییر شکل ]1 [

Fig. 1. A: Beam before deformation, B: Beam after deformation 
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بنابراین تغییرات انرژی پتانسیل به صورت رابطه )5( محاسبه می شود:
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که در عبارات )5( ضرایب به صورت رابطه )6( تعریف می شوند:
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جزءبه جزء،  انتگرال گیری  رابطه  از  استفاده  و  تغییرات  حساب  اعمال  با 
تغییرات انرژی پتانسیل به صورت رابطه )7( به دست می آید:
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1m به صورت رابطه )10( تعریف  جهت ساده کردن رابطه )9(، پارامتر 
شده است:
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با جایگذاری رابطه )10( در رابطه )9( فرم ساده شده معادله به شکل رابطه )11( 

به دست می  آید:
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از روش جزءبه جزء  انتگرال رابطه )11( و استفاده  به  تغییرات  با اعمال روش حساب 

نتیجه به صورت رابطه )12( به دست می آید:
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و درنهایت با فرض بار گسترده روی بالای تیر، تغییرات کار نیروی خارجی به صورت  

رابطه )13( است:
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با جایگذاری روابط )7(،)12( و )13( در اصل همیلتون فرم نهایی معادله دیفرانسیل 

حاکم بر حرکت و شرایط مرزی کلی به ترتیب برابر با روابط )14(، )15( و )16( خواهد شد 

. در رابطه )14( می توان با در نظر گرفتن میدان جابجایی خطی و نهایتاً با قرار دادن ترم 
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مدل های  با   )14( رابطه  مطابق  حاضر  مدل  اصلی  اختلاف  می شود  مشاهده  چنانچه 

غیرخطی دیگر نظیر مدل غیرخطی ون-کارمن و مدل غیرخطی مرجع ]9[ در وجود جملاتی 
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به دست می آید را از فرم معادله دافینگ که متناسب با مدل های غیرخطی دیگر است، خارج 

می کند درنتیجه می توان از این معادله برای تحلیل دقیق مسائلی مانند دینامیک و ارتعاشات 

غیرخطی که بررسی آن ها مستلزم داشتن مدل دقیق غیرخطی است بهره جست.

حل معادله حرکت بر ارتعاشات آزاد تیر دو سر مفصل و اعتبارسنجی - 2- 2
مدل

برای حل معادله حرکت به روش مقیاس های چندگانه ابتدا لازم است 
معادله دیفرانسیل حرکت با مشتقات جزئی به یک معادله دیفرانسیل معمولی 
تبدیل شود. برای این منظور ابتدا با استفاده از روش جداسازی متغیرها تابع 

خیز تیر به صورت رابطه )17( در نظر گرفته می شود ]27[.
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روش  از  معمولی  دیفرانسیل  معادله  یک  فرم  به  معادله  تبدیل  برای 
گالرکین استفاده شده است. در این مقاله شکل مود به صورت رابطه )18( در 

نظر گرفته شده است که متناسب با تیر  دو سر مفصل است ]27[.
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رابطه  طرفین  با ضرب  و  حرکت  معادله  در  فوق  عبارات  جایگذاری  با 
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همچنین ضرایب معادله )19( در جدول 2 آورده شده است.
 در ادامه با استفاده از روش مقیاس های چندگانه پاسخ فرم بسته برای 
مدل به دست آمده در این پژوهش ارائه شده است. مطابق با روش مقیاس های 

چندگانه پاسخ معادله به شکل رابطه )20( در نظر گرفته می شود]28[.
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جدول 1. ابعاد و مشخصات مکانیکی تیر مورد مطالعه

Table 1. Dimensions and mechanical characteristics of the studied beam

 ابعاد و مشخصات مکانیکی تیر مورد مطالعه  1جدول 
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å یک پارامتر کوچک است و در ادامه حاصل ضرب آن در دامنه  که
1α بر  پاسخ زمانی، با شرایط اولیه تعیین می شوند با در نظر گرفتن ضریب 
حسب مجذور فرکانس خطی در معادله )19( و بسط مشتقات زمانی نسبت به

nT روابط )21( حاصل می  شوند:
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با قرار دادن روابط )20( و )21( در معادله )19( و با جداسازی ضرایب
ε روابط )22(، )23( و )24( حاصل می  گردند:
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حل معادله )22( برابر است با رابطه )25(:
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 9صفحه 
= + −  

 

با جایگذاری رابطه )25( در رابطه )23( رابطه )26( حاصل می  گردد:

(26)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

25 
  25معادله 

 9صفحه 
= + −  

26 
  26معادله 

 9صفحه 
+ =−   

27 
  27معادله 

 9صفحه 
= 

28 
  28معادله 

 9صفحه 
= 

29 
  29معادله 

 9صفحه 
= + −  

 

در معادله )26( برای داشتن جواب نوسانی ترم  های نامحدود باید صفر در 
نظر گرفته شوند. در نتیجه:

(27)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

25 
  25معادله 

 9صفحه 
= + −  

26 
  26معادله 

 9صفحه 
+ =−   

27 
  27معادله 

 9صفحه 
= 

28 
  28معادله 

 9صفحه 
= 

29 
  29معادله 

 9صفحه 
= + −  

 

جدول  . مقادیر ضرایب معادله 19 مطابق یا مشخصات تیر ارائه شده

Table 2. Values of the coefficients of Equation 19 according to the provided beam specifications

 مطابق یا مشخصات تیر ارائه شده  19مقادیر ضرایب معادله  2جدول 

  
4 2

10

12 10 2

2 2 2
12800

40960
2

3
9 16  

 
+

=
+

 22

4 2

2 23


 
=

+
 

14 4 12 22

2 2 212
-10080 16800

40960 3
 
 

−
=

+
 

2 4

2 2 22
-61440

40960 3



=

+
 

1

16 4

2 2 24
8064

40960 3


 
=

+
 

4 4 4 2 2 2 4

2 2 26
9216 20480 46080

40960 3
  

 
+ +

=
+

 

1

18 4

26 2 2
-4536

40960 3


 
=

+
 

2 4

2 2 22
-61440

40960 3



=

+
 

1

20 4

2 2 28409
26 3

3
7

60


 
=

+
 8

10 4 2 8 2

2 2 2
-9216 -8960

40960 3
 
 

=
+

 

0


=  

6 2

2 2 24
115200

40960 3



=

+
 

2

2 2 2
61440

40960 3



=

+
 

6 2

2 2 24
57600

40960 3



=

+
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1T نیست و به صورت رابطه )28( تعریف می شود: تابع 1A بنابراین 

(28)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

25 
  25معادله 

 9صفحه 
= + −  

26 
  26معادله 

 9صفحه 
+ =−   

27 
  27معادله 

 9صفحه 
= 

28 
  28معادله 

 9صفحه 
= 

29 
  29معادله 

 9صفحه 
= + −  

 

و بنابراین حل معادله )23( نیز برابر است با 

(29)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

25 
  25معادله 

 9صفحه 
= + −  

26 
  26معادله 

 9صفحه 
+ =−   

27 
  27معادله 

 9صفحه 
= 

28 
  28معادله 

 9صفحه 
= 

29 
  29معادله 

 9صفحه 
= + −  

 

با جایگذاری رابطه )29( در معادله )24( رابطه )30( حاصل می  گردد:

(30)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

30 
  30معادله 

 10صفحه 



  

  

  

   

  



+ =

− − − −

− − −

−

− + − −

+ − −



  

 

+

− − −

−

 

31 
  31معادله 

 10صفحه 
− − − − + =       

32 
  32معادله 

 10صفحه 
      − + − + = 

33 
  33معادله 

 10صفحه 
 − = 

34 
  34معادله 

 10صفحه 
= 

 

در رابطه )30( برای داشتن جواب نوسانی ترم  های نامحدود باید صفر در 
نظر گرفته شوند. در نتیجه رابطه )31( به دست می آید:

(31)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

30 
  30معادله 

 10صفحه 



  

  

  

   

  



+ =

− − − −

− − −

−

− + − −

+ − −



  

 

+

− − −

−

 

31 
  31معادله 

 10صفحه 
− − − − + =       

32 
  32معادله 

 10صفحه 
      − + − + = 

33 
  33معادله 

 10صفحه 
 − = 

34 
  34معادله 

 10صفحه 
= 

 

1 در رابطه )31( و جداسازی قسمت  های حقیقی و 
2

iA ae β= با جایگذاری
موهومی، رابطه های )32( و )33( به  دست می  آیند:

(32)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

30 
  30معادله 

 10صفحه 



  

  

  

   

  



+ =

− − − −

− − −

−

− + − −

+ − −



  

 

+

− − −

−

 

31 
  31معادله 

 10صفحه 
− − − − + =       

32 
  32معادله 

 10صفحه 
      − + − + = 

33 
  33معادله 

 10صفحه 
 − = 

34 
  34معادله 

 10صفحه 
= 

 

(33)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

30 
  30معادله 

 10صفحه 



  

  

  

   

  



+ =

− − − −

− − −

−

− + − −

+ − −



  

 

+

− − −

−

 

31 
  31معادله 

 10صفحه 
− − − − + =       

32 
  32معادله 

 10صفحه 
      − + − + = 

33 
  33معادله 

 10صفحه 
 − = 

34 
  34معادله 

 10صفحه 
= 

 

β به صورت روابط )34( و )35(  a و  با حل دستگاه معادلات فوق، ضرایب 
به  دست می  آیند:

(34)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

30 
  30معادله 

 10صفحه 



  

  

  

   

  



+ =

− − − −

− − −

−

− + − −

+ − −



  

 

+

− − −

−

 

31 
  31معادله 

 10صفحه 
− − − − + =       

32 
  32معادله 

 10صفحه 
      − + − + = 

33 
  33معادله 

 10صفحه 
 − = 

34 
  34معادله 

 10صفحه 
= 

 

(35)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

35 
  35معادله 

 10صفحه 
    

 


+ −
= +

 

36 
  36معادله 

 10صفحه 

     


 

+ −
= +

+
 

37 
  37معادله 

 10صفحه 

   
  


+ −

= + 

38 
  38معادله 

 10صفحه 


  


= + 

39 
  39معادله 

 15صفحه 
=  

40 
  40معادله 

 15صفحه 
= +  

41 
  41معادله 

 15صفحه 

=
=ˆ


  

 

2 در رابطه )35( و با جایگذاری روابط )34( و )35( 
2 ε=T t با قرار دادن 

به دست  رابطه )36(  تقریبی مدل غیرخطی به صورت  رابطه )25( حل  در 
0a قرار  ε همواره در کنار  می آید. در رابطه )36( با توجه به اینکه پارامتر 
0a را میتوان متغیر جدید و به عنوان دامنه پاسخ  ε گرفته است لذا عبارت 

ارتعاشات درنظر گرفته و آن را با شرایط اولیه تعیین کرد. 

(36)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

35 
  35معادله 

 10صفحه 
    

 


+ −
= +

 

36 
  36معادله 

 10صفحه 

     


 

+ −
= +

+
 

37 
  37معادله 

 10صفحه 

   
  


+ −

= + 

38 
  38معادله 

 10صفحه 


  


= + 

39 
  39معادله 

 15صفحه 
=  

40 
  40معادله 

 15صفحه 
= +  

41 
  41معادله 

 15صفحه 

=
=ˆ


  

 

مطابق با رابطه به دست آمده مشاهده می شود فرکانس آزاد غیرخطی 
به دست آمده به صورت رابطه )37( است:

(37)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

35 
  35معادله 

 10صفحه 
    

 


+ −
= +

 

36 
  36معادله 

 10صفحه 

     


 

+ −
= +

+
 

37 
  37معادله 

 10صفحه 

   
  


+ −

= + 

38 
  38معادله 

 10صفحه 


  


= + 

39 
  39معادله 

 15صفحه 
=  

40 
  40معادله 

 15صفحه 
= +  

41 
  41معادله 

 15صفحه 

=
=ˆ


  

 

کرنش  تحت  غیرخطی  مدل  برای  شده  ارائه  آزاد  فرکانس  همچنین 
محدود بر اساس مرجع ]19[ به صورت رابطه )38( است.

(38)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

35 
  35معادله 

 10صفحه 
    

 


+ −
= +

 

36 
  36معادله 

 10صفحه 

     


 

+ −
= +

+
 

37 
  37معادله 

 10صفحه 

   
  


+ −

= + 

38 
  38معادله 

 10صفحه 


  


= + 

39 
  39معادله 

 15صفحه 
=  

40 
  40معادله 

 15صفحه 
= +  

41 
  41معادله 

 15صفحه 

=
=ˆ
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با مقایسه حل به دست آمده در روش حاضر، با حل ارائه شده در مرجع 
]19[ مطابق با رابطه )38( مشاهده می شود اختلاف در پاسخ ارتعاشات آزاد 
معطوف به فرکانس به دست آمده در این مدل است. در ادامه جهت بررسی 
با  آزاد به دست آمده، حل فوق برای تیری  ارتعاشات  صحت پاسخ تقریبی 
مشخصاتی مطابق با جدول )1( با روش حل عددی به ازای ورودی شرط 

جابجایی اولیه برابر با 4 میلی متر مقایسه شده است. 
مطابق با شکل 2 نتایج به دست آمده نشان می دهد پاسخ به دست آمده 
به دو روش عددی و تقریبی از انطباق خوبی برخوردار هستند که بیانگر صحت 

روش حل تقریبی ارائه شده است.
جهت بررسی اعتبار مدل به دست آمده، معادله به دست آمده در روش 
حاضر با سه مدل دیگر اویلر-برنولی خطی ]27[، مدل غیرخطی ون-کارمن 
]29[ و مدل غیرخطی مرجع ]17[ مقایسه شده است. معادلات مذکور پس 
به  معمولی،  دیفرانسیل  معادلات  به  آنها  تبدیل  و  گالرکین  روش  اعمال  از 
روش عددی حل شده اند و در شکل های 3 تا 5 با یکدیگر مقایسه شده اند.  
همچنین ضرایب موثر روی پاسخ ارتعاشات در هر مدل پس از اعمال روش 

گالرکین، مطابق با فرم معادله مطابق با جدول 3 ارائه شده است.

 
    1تیری با مشخصات جدول مقایسه حل تقریبی با حل عددی  2شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  . مقایسه حل تقریبی با حل عددی تیری با مشخصات جدول 1  

Fig. 2. Comparison of the approximate solution with the numerical solution of a beam with the specifications of Table 1

جدول 3. مقایسه ضرایب موثر روی پاسخ معادلات حاکم در سه روش ون-کارمن، مرجع ]17[ و تحقیق حاضر پس از اعمال روش گالرکین

Table 3. Comparison of the effective coefficients on the response of the governing equations in the three van-Karman 
methods, reference [17] and the present research after applying the Galerkin method

[ و تحقیق حاضر پس از اعمال روش  17کارمن، مرجع ]-معادلات حاکم در سه روش ونموثر روی پاسخ مقایسه ضرایب   3جدول 
 گالرکین 

  

 1 2 3 4 

- ون
 کارمن

2 4

4
8
3




  4

4
9
24




  

مرجع  
[17 ] 8

2 4 4160
1920




  2 2 4

8

4 8 6 49 40 720
1920

  


+ +  

تحقی
ق 

 حاضر

4 2

2 22 2 3


  +
 2

2 4

2 2 2
-61440

40960 3


 +
 

4 4 4 2 2 2 4

26 2 2
9216 20480 46080

40960 3
  

 
+ +
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2 2 2
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چنانجه در شکل 3 مشاهده می شود به ازای جابجایی های کوچک هر 
سه مدل کاملًا بر هم منطبق هستند که مطابق انتظار است و نشان دهنده 
این موضوع است که اثر ترم های غیرخطی در جابجایی های بسیار کوچک 
ناچیز است. در ادامه مطابق با شکل 4 به ازای شرط اولیه بزرگتر سه مدل 
همچنان  ولی  اند  داده  تغییر  خطی  مدل  به  نسبت  را  خود  رفتار  غیرخطی 

نوسانات سه مدل غیرخطی برهم منطبق است. مطابق با شکل 5 با بزرگتر 
کردن جابجایی اولیه به مقدار 5 میلیمتر رفتار مدل خطی کاملًا متفاوت با سه 
مدل غیرخطی است و نشان می دهد استفاده از مدل خطی برای تیر مرتعش 

با دامنه نوسانات بزرگ صحیح نیست. 

 
کارمن، -های تیر اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ونبین مدل ، 1تیر با مشخصات جدول   تعاشات آزادمقایسه پاسخ ار  3شکل 

 میلیمتر  0.25 و تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه[17]غیرخطی مرجع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول 1 ، بین مدل های تیر اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ون-کارمن، غیرخطی مرجع ]17[ و 
تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه 5 .0 میلیمتر

Fig. 3. Comparison of the free vibration response of the beam with the specifications of Table 1, between the linear 
Euler Bernoulli beam models, the Von-karman nonlinear model, the reference nonlinear [17] and the present research 

under the initial displacement of 0.25 mm

 
غیر  کارمن، -های تیر اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ونبین مدل ،1تیر با مشخصات جدول   مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد 4شکل 

 میلیمتر  2ولیه و تحقیق حاضر تحت جابجایی ا[ 17]خطی مرجع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول 1، بین مدل های تیر اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ون-کارمن، غیر خطی مرجع ]17[ 
و تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه   میلیمتر

Fig. 4. Comparison of the free vibration response of the beam with the specifications of Table 1, between the linear 
Euler Bernoulli beam models, the Von-karman nonlinear model, the reference nonlinear [17] and the present re-

search under the initial displacement of 2 mm
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برای بررسی تفاوت رفتار مدل حاضر با دو مدل غیرخطی دیگر، دامنه 
نوسانات بزرگتر در نظر گرفته شده است و در شکل 6 پاسخ نوسانات آزاد 
تحت جابجایی اولیه 20 میلیمتر برای هر سه مدل غیرخطی نشان داده شده 

است.
مطابق با شکل 6 تحت شرط جابجایی اولیه بزرگتر به اندازه ضخامت 
تیر، برابر با 20 میلیمتر، تفاوت بین سه مدل غیرخطی آشکار شده است. با 
توجه به نمودارها مشاهده می شود رفتار مدل حاضر تحت نوسانات با دامنه 
بزرگ نسبت به دو مدل غیر خطی ون-کارمن و ]17[ متفاوت خواهد بود و 
استفاده از میدان جابجایی غیرخطی فرکانس نوسانات آزاد را نسبت به مدل 
 ]17[ غیرخطی  مدل  صورتیکه  در  است  کرده  کمتر  ون-کارمن  غیرخطی 
علاوه بر اختلاف ناچیز نسبت به مدل ون-کارمن، فرکانس نوسانات آزاد را 

بیشتر کرده است. 
براساس رابطه )37( اختلاف فرکانس بین مدل حاضر با دو مدل دیگر 
0ω است که بر اساس جدول 2 پارامترهای  4α و  2α و  متاثر از پارامترهای 
نوسانات  از طرفی فرکانس  دارند.  تیر نسبت معکوس  با طول   4α و   2α

0ω نیز با با توان دوم طول تیر رابطه معکوس دارد لذا با در نظرگیری  خطی 
با دو  پارامتر موثر، اختلاف بیشتر بین مدل حاضر  طول تیر به عنوان یک 
مدل دیگر در تیری با طول کمتر مورد انتظار است. بر این اساس در ادامه 

پاسخ ارتعاشات آزاد تیرهایی با طول 20 سانتی متر و با حفظ سایر ابعاد و 
خواص مکانیکی تحت دامنه نوسان به اندازه ضخامت تیر نیز بررسی شده و 

در شکل 7 نشان داده شده است.
مطابق با نمودار فوق مشاهده می شود فرکانس نوسانات آزاد برای مدل 
های غیرخطی ون-کارمن، مدل مرجع ]17[ وتحقیق حاضر به ترتیب برابر 
با 14923، 14973 و 14748 هرتز است که این اختلاف فرکانس بین مدل 
حاضر با مدل مرجع]17[ نزدیک به 1 درصد است و این اختلاف با افزایش 
دامنه نوسانات نیز بیشتر میشود به طوریکه با لحاظ دامنه نوسانات به اندازه 
دو برابر ضخامت تیر این اختلاف به 1/5 درصد می رسد. همچنین در تیرهای 
نرم و مواد هایپرالاستیک که در آنها دامنه جابجایی خیلی بزرگتر و چندین 

برابر بزرگتر از ضخامت تیراست، این اختلاف نیز بیشتر است.

 تحلیل ارتعاشات اجباری2- 3- 
در حالت ارتعاشات اجباری، فرض می شود یک نیرو گسترده به صورت 
عرضی روی تیر عمل می کند. همچنین برای امکان به دست آوردن نمودار 
qµ به عنوان دمپینگ سیستم، در رابطه )19( در نظر   پاسخ فرکانسی، جمله 
گرفته شده است. نیروی گسترده به صورت رابطه )39( در نظر گرفته شده 

است.

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
غیر  کارمن، -های تیر اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ونبین مدل، 1تیر با مشخصات جدول  مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد  5شکل 

 میلیمتر  5و تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه  [17]خطی مرجع 

 

 

 

 

 

شکل 5. مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول 1، بین مدل های تیر اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ون-کارمن، غیر خطی 
مرجع ]17[ و تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه 5 میلیمتر

Fig. 5. Comparison of the free vibration response of the beam with the specifications of Table 1, between the 
linear Euler Bernoulli beam models, the Von-karman nonlinear model, the reference nonlinear [17] and the 

present research under the initial displacement of 5 mm
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کارمن، غیر خطی  -، بین سه مدل غیرخطی ون 1مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول   6شکل 

 میلیمتر  20و تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه  [17]مرجع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول 1 ، بین سه مدل غیرخطی ون-کارمن، غیر خطی مرجع ]17[ و تحقیق حاضر تحت 
جابجایی اولیه 0  میلیمتر

Fig. 6. Comparison of the response of free vibrations of the beam with the specifications of Table 1, between three 
nonlinear models; Von-Karman, reference nonlinear [17] and the present research under the initial displacement 

of 20 mm

 
کارمن، -سانتی متر بین سه مدل غیرخطی ون 20و با طول  1مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول 7شکل 

 میلیمتر   20و تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه  [17]غیر خطی مرجع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7 . مقایسه پاسخ ارتعاشات آزاد تیر با مشخصات جدول 1 و با طول 0  سانتی متر بین سه مدل غیرخطی ون-کارمن، غیر خطی مرجع ]17[ و 
تحقیق حاضر تحت جابجایی اولیه 0  میلیمتر 

Fig. 7. Comparison of the response of free vibrations of the beam with the specifications of Table 1 and with a length 
of 20 cm between three nonlinear models; Von-karmen reference nonlinear [17] and the current research under the 

initial displacement of 20 mm
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با در نظرگیری حل معادله )42( به صورت رابطه )25( و قرار دادن آن در 
رابطه )43( رابطه )26( به دست می  آید. با درنظرگیری پاسخ رابطه )43( به 
صورت رابطه )29( و قرار دادن آن در رابطه )44( و با درنظرگیری فرم نمایی 
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و  1حاضر برای تیری مطابق با مشخصات جدول   و تحقیق [17]مقایسه نمودار پاسخ فرکانسی تیر بین دو مدل مرجع  8شکل 

متر یسانت 20طول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. مقایسه نمودار پاسخ فرکانسی تیر بین دو مدل مرجع ]17[ و تحقیق حاضر برای تیری مطابق با مشخصات جدول 1 و طول 0  سانتی متر

Fig. 8. Comparison of the frequency response diagram of the beam between two models; reference [17] and the 
present research for a beam according to the specifications of Table 1 with a length of 20 cm
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در   ′ ′= = 0a aγ دادن  قرار  و  سیستم  پایدار  حالت  نظرگرفتن  در  با 
معادلات )49( میتوان پاسخ فرکانسی سیستم را به دست آورد. 

γ می توان  با به توان رساندن معادلات )49(، جمع آنها و حذف متغیر 
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معادله بالا پاسخ فرکانسی سیستم است که برای تیر دو سر مفصل با 
 N6000 مشخصاتی مطابق با جدول 1 و با طول 20 سانتی متر تحت نیروی
/0 در شکل 8 رسم و با نمودار  mζ = µ ω =2 و ضریب میرایی نسبی 0/001
پاسخ فرکانسی مدل مرجع ]17[ مقایسه شده است. همچنین در شکل 9 با 
به  نسبت  جابجایی  فاز  اختلاف  نمودار   )49( معادلات  از   a پارامتر  حذف 
نیرو برحسب فرکانس رسم شده است.در شکل 8 چنانچه مشاهده می شود 
ارتعاشات دستگاه های خطی متقارن نیست  نمودار پاسخ فرکانسی برخلاف 
از  بیشتر  نوسانات در فرکانس های  بیشینه دامنه  و در سیستم مورد بررسی 
σ روی محور  پارامتر  با  انحراف  این  افتاده است و  اتفاق  فرکانس تشدید 
افقی نمودار نشان داده شده است. همچنین مطابق شکل 8 اختلاف اساسی 
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در نمودار پاسخ فرکانسی بین دو مدل مرجع ]17[ و مدل حاضر در نوسانات 
اختلاف  نیز  آزاد  ارتعاشات  پاسخ  بررسی  در  که  است  بزرگ  دامنه های  با 
شکل  به  توجه  با  طرفی  از  شد.  مشاهده  بزرگ  نوسانات  دامنه  در  اساسی 
نامتقارن نمودار پاسخ فرکانسی، در فرکانس با بیشینه دامنه نوسانات، سیستم 
مستعد وضعیت ناپایدار است به طوری که با افزایش فرکانس تحریک، دامنه 
نوسانات تیر به طور ناگهانی کاهش می یابد که این پدیده تحت عنوان پرش 
در دستگاه های غیرخطی نامیده می شود. لذا با توجه به اهمیت نقطه پرش 
و نقشی که در پایداری سیستم دارد، در ادامه فرکانس نقطه پرش برای دو 

مدل تحقیق حاضر ارائه شده است.
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Pa در  و درنتیجه با حل رابطه )52( می توان به بیشینه دامنه نوسانات 
نمودار پاسخ فرکانسی دست یافت:
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و  1حاضر برای تیری مطابق با مشخصات جدول   و تحقیق [17]مقایسه نمودار پاسخ فرکانسی تیر بین دو مدل مرجع  8شکل 

متر یسانت 20طول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. مقایسه نمودار اختلاف فاز جابجایی نسبت به نیرو  در نزدیکی فرکانس تشدید بین دو مدل مرجع ]17[ و تحقیق حاضر برای تیری مطابق با 
مشخصات جدول 1 و طول 0  سانتی متر

Fig. 9. Comparison of the diagram of the phase difference of the displacement respect to the force near the reso-
nance frequency between the two models; reference [17] and the present research for a beam according to the 

specifications of Table 1 and a length of 20 cm
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و  [17]مقایسه نمودار اختلاف فاز جابجایی نسبت به نیرو  در نزدیکی فرکانس تشدید بین دو مدل مرجع  9شکل 
 متر یسانت 20و طول   1 تحقیق حاضر برای تیری مطابق با مشخصات جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. نمودار پاسخ فرکانسی تیر برای تیر جدول 1 باضخامت های مختلف 

Fig. 10. Beam response frequency diagram for Table 1 beam with different thicknesses

فرکانس  به   )51( رابطه  در   )53( رابطه  دادن  قرار  با  همچنین می توان 
بیشینه دامنه نوسانات دست یافت که از طرفی متناظر با فرکانس نقطه پرش 

است. لذا فرکانس پدیده پرش در مدل مورد مطالعه برابر است با:

(54)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

53 
  53معادله 

 18صفحه 
=
̂

 

54 
  54معادله 

 18صفحه 
= + −

 
  


 

 

 

این مقدار برای تیر با مشخصات جدول 1 و طول 20 سانتی متر بر اساس 
تئوری تحقیق حاضر برابر با 1155 هرتز بیشتر از فرکانس طبیعی سیستم 
است درحالی که بر اساس مدل مرجع ]17[ این مقدار برابر 1161 هرتز است. 
بنابراین از دیگر مزیت های مدل تیر حاضر پیش بینی دقیق تر فرکانس نقطه 
پرش است که در دستگاه های الکترومکانیکی که از پاسخ ارتعاشات تیر در 
نزدیکی فرکانس تشدید به عنوان پارامتر اندازه گیری استفاده می شود جهت 

داشتن پاسخ پایدار و دقیق تر حائز اهمیت است.
درنهایت جهت بررسی تأثیر ضخامت روی پاسخ ارتعاشات اجباری تیر 
با مشخصات مطابق با جدول 1و باضخامت های 1، 2 و 4 سانتی متر، تحت 
با  مطابق  شده اند.  مقایسه  یکدیگر  با  نیوتون،   300 یکسان  نیرویی  شرایط 
نتایج به دست آمده در شکل 10 و شکل 11، مشاهده می شود با افزایش دامنه 

نوسانات، رفتار غیرخطی تیر افزایش می یابد.

 بحث و نتایج3- 
در این مقاله برای به دست آوردن معادلات حاکم بر حرکت تیر، رابطه 
میدان-جابجایی بدون تقریب و به صورت غیرخطی در نظر گرفته شده است. 
و  شده  محاسبه  لاگرانژ  گرین  رابطه  از  استفاده  با  کرنش-جابجایی  روابط 
با  است.  به دست آمده  معادلات  غیرخطی  فرم  همیلتون  روش  از  استفاده  با 
معادله  یک  به  حرکت  جزئی  مشتقات  با  معادله  گالرکین،  روش  از  استفاده 
پاسخ  تقریبی  آوردن  دست  به  برای  است.  شده  تبدیل  معمولی  مشتقات  با 
چندگانه  مقیاس های  روش  با  به دست آمده  مدل  اجباری،  و  آزاد  ارتعاشات 
در  شده  ارائه  حل  با  آزاد  ارتعاشات  پاسخ  نتایج  مقایسه  با  است.  شده  حل 
مرجع ]19[، اختلاف فرکانس پاسخ دو مدل به صورت تقریبی نشان داده شده 
است. همچنین معادله به دست آمده با استفاده از روش عددی حل و با پاسخ 
به دست آمده با سه مدل اویلر برنولی خطی، مدل غیرخطی ون-کارمن و مدل 
غیرخطی مرجع ]17[ مقایسه شده است. نتایج به دست آمده نشان می دهد در 
نوسانات با دامنه بسیار کوچک، پاسخ همه مدل ها بر یکدیگر منطبق می شود 
ولی با بزرگ تر کردن دامنه نوسانات، پاسخ مدل های مختلف متفاوت خواهد 
پارامتر مؤثر مشاهده  به عنوان یک  تیر  با در نظرگیری طول  شد. همچنین 
می شود با کاهش طول تیر اختلاف بین مدل حاضر با دیگر مدل های مورد 
بررسی بیشتر می شود لذا در ادامه فرکانس طبیعی برای تیر با طول کوچک تر 
با استفاده از سه مدل محاسبه و با یکدیگر مقایسه شده است. در ادامه معادله 
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پاسخ فرکانسی ارتعاشات اجباری و فرکانس پدیده پرش برای تیر موردنظر 
به دست آمده  نتایج  است.  شده  مقایسه   ]17[ مرجع  نتایج  با  و  به دست آمده 
بر محاسبه  از مدل حاضر علاوه  استفاده  با جدول 4 نشان می دهد  مطابق 
کمتر فرکانس طبیعی سیستم نسبت به دو مدل دیگر، فرکانس پدیده تشدید 
را کمتر از مدل ]17[ پیش بینی می کند و عملًا وضعیت عملکرد سیستم در 

وضعیت پایدار را در محدوده کوچک تری به دست می آورد.

فهرست علائم - 4

جدول 4. مقایسه نتایج سه تئوری مختلف ون-کارمن، مرجع ]17[ و تحقیق حاضر 

Table 4. Comparison of the results of three different theories; von-Karman, reference [17] and the present 
research

 [ و تحقیق حاضر  17کارمن، مرجع ] -مقایسه نتایج سه تئوری مختلف ون 4جدول 

  
   pنقطه پرش  n(Hz) مختلف  یهای تئور

 1151  14923 کارمن- تئوری ون
 1161  14973 [17مرجع ]

 1155  14748 تحقیق حاضر

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

جابجایی نسبت به نیرو در نزدیکی فرکانس تشدید برای تیر جدول   فازاختلافنمودار  11شکل 
 مختلف   یهاتباضخام 1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. نمودار اختلاف فاز جابجایی نسبت به نیرو در نزدیکی فرکانس تشدید برای تیر جدول 1 باضخامت های مختلف 

Fig. 11. Phase difference diagram of displacement with respect to force near resonance frequency for table 1 beam 
with different thicknesses
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