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توسعه روش پیش شرط توانی برای شبیه سازی جریان های ناپایای سیالات ویسکوالاستیک

حمیدرضا غیاثی شهرکی ، محمود نوروزی*1 ، علی عباس نژاد، پوریا اکبرزاده

مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود، ایران 

خلاصه: یکی از ویژگی منحصربه فرد سیالات ویسکوالاستیک در جریان های برشی ناپایای، رفتار نوسانی میراشونده در میدان سرعت 
بدون اعمال نوسان و نیروی خارجی است؛ عامل به وجود آورنده این ویژگی خاصیت الاستیک آن است. در مقاله حاضر، برای اولین 
بار از روش پیش شرط توانی حسگر محلی تنش برای پایداری حل عددی جریان های ناپایای سیال ویسکوالاستیک در حال عبور از بین 
دو صفحه موازی ثابت استفاده می شود. برای شبیه سازی حاضر، از مدل ماکسول ساده استفاده شده است. در این روش با افزودن جمله 
مشتق زمانی کاذب به معادلات حاکم، شکل معادلات هذلولوی می شود. با به دست آوردن ماتریس پیش شرط این معادلات که از 
رابطه توانی میدان تنش به صورت محلی تصحیح می شود، با استفاده از یک الگوریتم دوزمانه که شامل حلقه داخلی و خارجی است، حل 
معادلات جریان ناپایای تراکم ناپذیر به صورت تراکم پذیری مصنوعی امکان پذیر می شود. جهت همگرایی حلقه داخلی ، از روش عددی 
وثوقی فر چهارمرحله ای استفاده می شود. جهت گسسته سازی معادلات از روش تفاضل محدود و شبکه جابجا شده استفاده شده است. 
محاسبات جریان های ناپایای سیال ویسکوالاستیک برای اعداد رینولدز، اعداد وایزنبرگ و مقادیر نسبت لزجت مختلف ارائه شده است. 
نتایج به دست آماده دارای انطباق مناسبی با نتایج عددی دارد. نتایج نرخ همگرایی نشان می دهد که روش پیش شرط توانی حسگر 
محلی تنش برای نسبت لزجت کمتر از 0/5 دارای پایداری زیاد، افزایش سرعت همگرایی و کاهش هزینه زمانی محاسبات می شود. 
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مقدمه- 1
مدل  با  آن ها  رفتار  امّا  سیالات  شبیه  می شوند  یافته  موادی  امروزه 
غیرنیتونی  سیالات  به  سیالات  این  نیستند.  توصیف  قابل  نیوتنی  سیالات 
معروف اند. سیالات ویسکوالاستیک از معروف ترین نوع این سیالات هستند. 
سیالات ویسکوالاستیک در صنایع پتروشیمی، پزشکی، داروسازی، نظامی، 
مواد آرایشی و بهداشتی و ... دارای اهمیت است. مدل سازی عددی سیالات 
مورد  تجهیزات  فیزیکی  رفتار  تحلیل  برای  بزرگی  کمک  ویسکوالاستیک 
استفاده در صنعت و ساخت آن ها می کند. همواره محققان به دنبال روش های 
نرخ  مناسب،  پایداری  دارای  که  این گونه مدل سازی ها هستند  برای  عددی 
همگرایی بالا، خطای محاسباتی کم و از لحاظ زمان محاسباتی مقرون به 
صرف باشند. برای مدل سازی عددی جریان های ناپایای سیال نیوتنی از یک 
الگوریتم دوزمانی1  که با اضافه نمودن جمله مشتق زمان واقعی به صورت 

1 . Dual-Time method

معادلات،  دستگاه  این  حل  برای  است؛  حاکم  معادلات  دستگاه  به  ضمنی 
حلقه  و  حقیقی  زمان  برای  بیرونی  تکرار  حلقه  به شکل  تکرار  حلقه  دو  از 
تکرار داخلی برای زمان کاذب استفاده می شود که با همگرایی حلقه داخلی 
معادلات گام زمان واقعی حاصل می شود. در انتخاب گام زمان واقعی هیچ 
ارائه   ]1[ توسط جیمسون  این روش  ندارد؛  این روش وجود  در  محدودیتی 
شده است. اگر گام زمان حقیقی مساوی یا کوچک تر از زمان کاذب انتخاب 
ارائه شد.   ]2[ آرنون و همکاران  نتیجه توسط  این  است.  ناپایدار  شود، حل 
معادلات جریان تراکم ناپذیر از نوع معادله سهموی-بیضوی است بین معادله 
پیوستگی و معادلات ممنتوم هیچ رابطه از نظر فشار وجود ندارد؛ چورین با 
اضافه نمودن جمله غیرفیزیکی مشتق زمانی فشار و توان دوم سرعت صوت 
کاذب به معادله پیوستگی، معادلات جریان تراکم ناپذیر به معادله هذلولوی 
تبدیل می شود که با پیمایش در گام زمانی کاذب این جمله غیرفیزیکی از 
تراکم پذیری مصنوعی2 معروف است ]3[.  به روش  این روش  بین می رود. 
تُرکل، جمله مشتق زمانی کاذب فشار را به معادلات ممنتوم اضافه کرد که 

2  . Artificial Compressibitity
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به  روش  این  پرداخت،  مصنوعی  تراکم پذیری  روش  توسعه  به  کار  این  با 
روش پیش شرط1 معروف است ]4[. روش پیش شرط محلی با استفاده از یک 
ماتریس پیش شرط محلی با حسگر میدان فشار که در هر گام زمانی به صورت 
محلی اصلاح می شود، مالان و همکاران]5, 6[ ارائه کردند. روش پیش شرط 
توانی2 با استفاده از ماتریس پیش شرط با حسگر محلی سرعت برای تحلیل 
عددی جریان آزاد، دائم و تراکم ناپذیر روی استوانه، تحلیل جریان کاویتاسیون 
توسط اصفهانیان و اکبرزاده ]7, 8[ بررسی شد. بررسی تأثیر دمش و مکش 
روی ضرایب برآ و پساي جریان های کاویتاسیونی و جریان لزج تراکم ناپذیر 
و  اکبرزاده  توسط  توانی  پیش شرط  روش  به کارگیری  با  هیدروفویل ها  در 
پیش شرط  روش  از  همچنین  گرفت.  قرار  بررسی  مورد   ]10  ,9[ همکاران 
توانی با استفاده از حسگر محلی سرعت برای شبیه سازی عددی جریان دائم 
که  نمودند  تحقیق  ایرفویل  اطراف  در  آشفته  و  آرام  تراکم ناپذیر  ناپایای،  و 
از  زمان محاسباتی شد ]11, 12[.  و کاهش  نرخ همگرایی  افزایش  موجب 
روش تراکم پذیری مصنوعی با استفاده از الگوریتم دوزمانی جهت شبیه سازی 
و  هجران فر  تراکم ناپذیر،  سیال  ناپایای  جریان  در  شناور  اجسام  عددی 
همکاران ]13[ استفاده کردند. در ادامه به تاریخچه سیالات ویسکوالاستیک 
پرداخته می شود. در جریان سیالات ویسکوالاستیک داخل کانال مستقیم با 
سطح مقطع غیرمدّور، مستقیم الخط نیستند، بلکه در نزدیک گوشه ها جریان 
ثانویه ایجاد می شود، توسط اریسکون و همکارانش ]14[ گزارش داده شد. 
داربی و همکارانش  ]15[ با مد ل سازی دوبعدی جریان سیال ویسکوالاستیک 
در داخل کانال دریافتند که هیچ جریان ثانویه ایجاد نمی شود. واترز و کینگ 
ویسکوالاستیک  سیال  ناپایای  پوازیه3  جریان  تحلیلی  حل  بررسی  به   ]16[
پرداختند  اولدروید-بی  معادله  از  استفاده  با  بین دو صفحه موازی بی نهایت 
به  کانال  داخل  اولدروید-بی  ناپایای سیال  تحلیلی جریان های  برای حل   .
سطح مقطع مستطیلی راه حل های دقیق توسط  فتکاو و همکاران ]17[ ارائه 
شد. ساتو و ریچاردسون  ]18[ از مدل اولدروید-بی و مدل ماکسول ساده  
برای حل مسئله جریان پوازیه ناپایای سیال ویسکوالاستیک استفاده کردند. 
جریان آرام سیال ویسکوالاستیک با نفوذپذیری بالا درکانال متخلخل توسط 
دومیری گنجی و همکارانش ]19[ مورد بررسی قرار گرفت. بررسی افزایش 
توسط  ویسکوالاستیک  سیال  جریان  برای  بالا  وایزنبرگ  عدد  در  پایداری 
جعفری و همکارانش ]20[ انجام شد. محمودی و همکاران  ]21[ به تحلیل 
عددی جریان مغشوش سیال ویسکوالاستیک در کانال دو بعدی با استفاده 

1  . Preconditioning Method
2  . Power-Law Preconditioning Method
3  . Poiseuille Flow

از مدل فن-پی پرداختند. محققان ]22[ نیز به بررسی عددی جریان ناپایای 
سیال ویسکوالاستیک در داخل یک کانال همگرا، بین دو صفحه همگرا و 

در مجاری بسته پرداختند.
درحال توسعه  جریان های  رفتار  عددی  شناخت  و  مطالعه  همواره 
دوبعدی  کانال  مانند  ساده  در هندسه های  ویسکوالاستیک  ناپایای سیالات 
سیالات  ناپایای  جریان های  است.  اهمیت  دارای  مستطیلی  مقطع  با سطح 
ویسکوالاستیک به دلیل وجود خاصیت الاستیک دارای ویژگی منحصربه فرد 
رفتار نوسانی در محدوده پایدار، بدون عامل خارجی نوسانی در شرایط مرزی 
و نیروی های خارجی هستند. روش های عددی که دارای دقت مناسب، نرخ 
جریان  عددی  مدل سازی  برای  محاسباتی  زمان  کاهش  و  بالا  همگرایی 
ناپایای سیالات ویسکوالاستیک باشند، در مکانیک سیالات محاسباتی دارای 
جایگاه ویژه بین محققان است. روش عددی پیش شرط توانی برای تحلیل 
عددی جریان ناپایای نسبت به روش های دیگر دارای نرخ همگرایی بالا و 
دقت کافی است؛ بنابراین توسعه روش پیش شرط توانی با استفاده از حسگر 
ویسکوالاستیک  سیال  درحال توسعه  ناپایای  جریان  حل  برای  تنش  محلی 

می تواند در پایداری حل، دقت جواب و تسریع نرخ همگرایی مؤثر باشد.
در این مقاله برای نخستین بار از روش پیش شرط توانی برای مد ل سازی 
عددی جریان های ناپایای درحال توسعه سیالات ویسکوالاستیک عبوری از 
بین دو صفحه موازی ثابت استفاده شده است. همچنین تأثیر نرخ همگرایی 
این روش با استفاده از حسگر فشار، سرعت و تنش برای نخستین بار برای 
این هندسه و جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک مورد بررسی قرار گرفته 
است. در این روش از یک الگوریتم دوزمانه که شامل گسسته سازی زمان 
حلقه بیرونی به صورت ضمنی مرتبه دوم و زمان حلقه داخلی به صورت روش 
چهارمرحله ای وثوقی فر و با استفاده از ضریب پیش شرط محلی حسگر میدان 
تنش در هرگام زمان حلقه داخلی اصلاح می شود، برای اولین بار در این مقاله 

استفاده شده است. 

معادلات حاکم- 2
در این مقاله، جریان آرام، تراکم ناپذیر و ناپایای سیال ویسکوالاستیک 
مورد مطالعه قرارگرفته است. طبق اصول اولیه مکانیک سیالات، معادلات 

پیوستگی و ممنتوم برای تمام جریان سیال پیوسته به شکل زیر است:
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 تانسور تنش، 

3 
 

سیالات ویسکوالاستیک باشند، در مکانیک سیالات محاسباتی دارای   ناپایایسازی عددی جریان  برای مدلهمگرایی بالا و کاهش زمان محاسباتی  
های دیگر دارای نرخ همگرایی بالا و نسبت به روش  ناپایایبرای تحلیل عددی جریان شرط توانی پیش   جایگاه ویژه بین محققان است. روش عددی

سیال ویسکوالاستیک   وسعهتدرحال   ناپایای شرط توانی با استفاده از حسگر محلی تنش برای حل جریان  بنابراین توسعه روش پیش   ؛دقت کافی است
 باشد. مؤثریع نرخ همگرایی واند در پایداری حل، دقت جواب و تسرتمی

سیالات ویسکوالاستیک عبوری   توسعهل درحا  ناپایای  هایسازی عددی جریان لبرای مدشرط توانی  ار از روش پیش بن در این مقاله برای نخستی
برای نخستین بار  ت و تنش  این روش با استفاده از حسگر فشار، سرعنرخ همگرایی    ری تأثهمچنین    .از بین دو صفحه موازی ثابت استفاده شده است

 سازی گسسته   است. در این روش از یک الگوریتم دوزمانه که شامل  گرفتهمورد بررسی قرار  برای این هندسه و جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک  
محلی    رطشش یپه از ضریب  با استفاد  و  فرای وثوقی روش چهارمرحله صورت    به حلقه داخلی  زمان  و    مرتبه دوم   ضمنی  صورت  به   حلقه بیرونی  زمان

 بار در این مقاله استفاده شده است.  شود، برای اولین ان حلقه داخلی اصلاح می میدان تنش در هرگام زمحسگر 

 معادلات حاکم  -2

ت، معادلات است. طبق اصول اولیه مکانیک سیالا قرارگرفتهناپذیر و ناپایای سیال ویسکوالاستیک مورد مطالعه مقاله، جریان آرام، تراکم نیدر ا
 به شکل زیر است: توم برای تمام جریان سیال پیوستهپیوستگی و ممن
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ثابت     تغییرات چگالی نسبت به زمان که در تحقیق حاضر چگالی 

0بنابراین 
t
 =  

نتقال انرژی نیروی جاذبه نیست این جمله از معادله  نیرو خارجی، چون در این پژوهش جریان آزاد است و عامل ا Fاست و  

شود و این روشی بسیار مناسبی برای جریان  سازی استفاده می ن پژوهش از روش شبکه جابجا شده برای گسسته از آنجا که در ای.  گرددیم( حذف  2)
شود و این جمله به سادگی  سین میدان سرعت ساده میسیال نیوتنی است. چون که در معادلات ناویراستوکس، جمله دیورژانس تنش به جمله لاپلا

گسسته  شده  جابجا  شبکه  ساده روی  مرزی  شرایط  و  شده  می سازی  اعمال  آن  به  نتیجه  تر  در  ویسکوزشود.  تنش  افزایش  مؤثرنقش    جمله  در  ی 
وان تفکیک کرد. جمله تنش  ت( می 3ابطه )و پلیمری مانند ر  ویسکوزای  هرو جمله تنش را به صورت مجموع تنش پایداری حل عددی دارد. از این  

  به (  5رابطه )شود و تنش پلیمر از معادله ماکسول ساده  به لاپلاس سرعت میمنجرآید  ( به دست می 4که از معادله متشکله نیوتنی رابطه )  ویسکوز
 . [23]کند یهای ویسکوالاستیک ایفا مدر افزایش پایداری تحلیل عددی جریان ی مؤثرآید. این امر نقش می دست
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عدسازی معادلات از روابط ببعدسازی شوند. جهت بیادلات حاکم و معادله مشخصه را بی ی جریان سیال ویسکوالاستیک، معسازمدللازم است برای 

 زیر استفاده شده است: 

میدان فشار، p V بردار سرعت،  که در معادلات فوق
ثابت  چگالی  حاضر  تحقیق  در  که  زمان  به  نسبت  چگالی  تغییرات   

t
ρ∂
∂

 نیرو خارجی، چون در این پژوهش جریان 


F 0 است و 
t
ρ∂ = ∂ 

بنابراین 
آزاد است و عامل انتقال انرژی نیروی جاذبه نیست این جمله از معادله )2( 
حذف می گردد. از آنجا که در این پژوهش از روش شبکه جابجا شده برای 
گسسته سازی استفاده می شود و این روشی بسیار مناسبی برای جریان سیال 
نیوتنی است. چون که در معادلات ناویراستوکس، جمله دیورژانس تنش به 
روی  سادگی  به  جمله  این  و  می شود  ساده  میدان سرعت  جمله لاپلاسین 
شبکه جابجا شده گسسته سازی شده و شرایط مرزی ساده تر به آن اعمال 
می شود. در نتیجه جمله تنش ویسکوز نقش مؤثری در افزایش پایداری حل 
عددی دارد. از این رو جمله تنش را به صورت مجموع تنش های ویسکوز و 
پلیمری مانند رابطه )3( می توان تفکیک کرد. جمله تنش ویسکوز که از معادله 
متشکله نیوتنی رابطه )4( به دست می آید منجربه لاپلاس سرعت می شود و 
تنش پلیمر از معادله ماکسول ساده رابطه )5( به دست می آید. این امر نقش 
ایفا  ویسکوالاستیک  جریان های  تحلیل عددی  پایداری  افزایش  در  مؤثری 

می کند ]23[. 
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معادلات  ویسکوالاستیک،  سیال  جریان  مدل سازی  برای  است  لازم 
حاکم و معادله مشخصه را بی بعدسازی شوند. جهت بی بعدسازی معادلات از 

روابط زیر استفاده شده است:
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نیروی  به  اینرسی  نیروی  نسبت  رینولدز که  Re عدد   ،)6( رابطه  در   
لزجت است، عدد رینولدز در حل تحلیل و عددی سیالات کاربرد فراوانی دارد. 
Wi  عدد وایزنبرگ که نسبت نیروی الاستیک به نیروی لزجت است و عدد 

وایزنبرگ نیز مانند عدد رینولدز، در تحلیل عددی سیالات ویسکوالاستیک 
و برای تعیین بهترین مدل ساختاری برای تحلیل سیالات غیرنیوتنی مورد 
 x سرعت بی بعد در جهت v u و  استفاده قرار می گیرد. که در رابطه )6( 
 β at زمان کاذب،   t زمان حقیقی،    تانسور تنش، 

3 
 

سیالات ویسکوالاستیک باشند، در مکانیک سیالات محاسباتی دارای   ناپایایسازی عددی جریان  برای مدلهمگرایی بالا و کاهش زمان محاسباتی  
های دیگر دارای نرخ همگرایی بالا و نسبت به روش  ناپایایبرای تحلیل عددی جریان شرط توانی پیش   جایگاه ویژه بین محققان است. روش عددی

سیال ویسکوالاستیک   وسعهتدرحال   ناپایای شرط توانی با استفاده از حسگر محلی تنش برای حل جریان  بنابراین توسعه روش پیش   ؛دقت کافی است
 باشد. مؤثریع نرخ همگرایی واند در پایداری حل، دقت جواب و تسرتمی

سیالات ویسکوالاستیک عبوری   توسعهل درحا  ناپایای  هایسازی عددی جریان لبرای مدشرط توانی  ار از روش پیش بن در این مقاله برای نخستی
برای نخستین بار  ت و تنش  این روش با استفاده از حسگر فشار، سرعنرخ همگرایی    ری تأثهمچنین    .از بین دو صفحه موازی ثابت استفاده شده است

 سازی گسسته   است. در این روش از یک الگوریتم دوزمانه که شامل  گرفتهمورد بررسی قرار  برای این هندسه و جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک  
محلی    رطشش یپه از ضریب  با استفاد  و  فرای وثوقی روش چهارمرحله صورت    به حلقه داخلی  زمان  و    مرتبه دوم   ضمنی  صورت  به   حلقه بیرونی  زمان

 بار در این مقاله استفاده شده است.  شود، برای اولین ان حلقه داخلی اصلاح می میدان تنش در هرگام زمحسگر 

 معادلات حاکم  -2

ت، معادلات است. طبق اصول اولیه مکانیک سیالا قرارگرفتهناپذیر و ناپایای سیال ویسکوالاستیک مورد مطالعه مقاله، جریان آرام، تراکم نیدر ا
 به شکل زیر است: توم برای تمام جریان سیال پیوستهپیوستگی و ممن
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ثابت     تغییرات چگالی نسبت به زمان که در تحقیق حاضر چگالی 

0بنابراین 
t
 =  

نتقال انرژی نیروی جاذبه نیست این جمله از معادله  نیرو خارجی، چون در این پژوهش جریان آزاد است و عامل ا Fاست و  

شود و این روشی بسیار مناسبی برای جریان  سازی استفاده می ن پژوهش از روش شبکه جابجا شده برای گسسته از آنجا که در ای.  گرددیم( حذف  2)
شود و این جمله به سادگی  سین میدان سرعت ساده میسیال نیوتنی است. چون که در معادلات ناویراستوکس، جمله دیورژانس تنش به جمله لاپلا

گسسته  شده  جابجا  شبکه  ساده روی  مرزی  شرایط  و  شده  می سازی  اعمال  آن  به  نتیجه  تر  در  ویسکوزشود.  تنش  افزایش  مؤثرنقش    جمله  در  ی 
وان تفکیک کرد. جمله تنش  ت( می 3ابطه )و پلیمری مانند ر  ویسکوزای  هرو جمله تنش را به صورت مجموع تنش پایداری حل عددی دارد. از این  

  به (  5رابطه )شود و تنش پلیمر از معادله ماکسول ساده  به لاپلاس سرعت میمنجرآید  ( به دست می 4که از معادله متشکله نیوتنی رابطه )  ویسکوز
 . [23]کند یهای ویسکوالاستیک ایفا مدر افزایش پایداری تحلیل عددی جریان ی مؤثرآید. این امر نقش می دست
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عدسازی معادلات از روابط ببعدسازی شوند. جهت بیادلات حاکم و معادله مشخصه را بی ی جریان سیال ویسکوالاستیک، معسازمدللازم است برای 

 زیر استفاده شده است: 

p فشار ،  ، y و
  U نیوتنی،  Nη لزجت  پلیمر،  Pη لزجت  0η لزجت کل،  نسبت لزجت، 
معادلات  است.  کاذب  صوت  سرعت   2c و مرجع  طول   h مرجع، سرعت 
پیش شرط سازی جریان بی بعد حاکم و معادله متشکله بی بعد ماکسول ساده 
شده  آورده   )8( رابطه  در  است  شده  استفاده  تنش  جمله  مدل سازی  جهت 
است. برای سادگی در نوشتار از نوشتن علامت )*( برای کمیت های بی بعد 
در معادلات صرف نظر شده است. معادلات حاکم به شکل زیر است:                                                                                                               
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 3، سال 1402، صفحه 381 تا 406

384

(10)
(10         )                                                                                                

( )2 1
Wi

Re
xx

xx
u

t x


− 
+ =

 
 

(11                 )                                                                            

             ( )1
Wi ( )

Re
xy

xy
u v

t y x
 


 −  

+ = +
  

 

(12         )                                                                                            

             ( )2 1
Wi

Re
yy

yy
v

t y
 


 − 

+ =
 

 

 
(13)                                                                                                                                        2(1 )kA = − 

 

(14                             )                                                                                  ( ) ( )
lim

( ) ( )i

i

x x
i

x x
A

x x

 
 +→

 −
=

 − 
 

 
(51                                                                                                              )   ( ) ( )( ) lim

i

i
i x x

i

x xx
x x

 
−→

−
 =

−
   

 

(61                                  )                                                                                   
1 13 4

2

N N Nu u u u
t t

+ − − +
=

 
 

(17)                                                                                           

( )

1 1

2

2

2 2

2 2

3 3 4
2

( )

Re

N n N N

a a

xyxx

u p u u u u u
c t t t

u p uv
x y

u u
x y x y





+ −   − +
+ + +

  
 

+ + =
 

    
+ + +        

 

 
 
(81                                                                                                                            )                1 1N nu u+ += 

 

(19  )                                                                                            

( )2

2 2

2 2

1

2

2 {
2 3

( )
Re

3 4 }
2

a a

n N N
xyxx

a

u t u p
t t t x

u uuv
y x y

u u u u p
x y t c t



 −

  
= − + −

  +  

   
+ + +    
  − + 

+ − −     

 

 

 

(11)

(10         )                                                                                                
( )2 1

Wi
Re

xx
xx

u
t x


− 

+ =
 

 
(11                 )                                                                            

             ( )1
Wi ( )

Re
xy

xy
u v

t y x
 


 −  

+ = +
  

 

(12         )                                                                                            

             ( )2 1
Wi

Re
yy

yy
v

t y
 


 − 

+ =
 

 

 
(13)                                                                                                                                        2(1 )kA = − 

 

(14                             )                                                                                  ( ) ( )
lim

( ) ( )i

i

x x
i

x x
A

x x

 
 +→

 −
=

 − 
 

 
(51                                                                                                              )   ( ) ( )( ) lim

i

i
i x x

i

x xx
x x

 
−→

−
 =

−
   

 

(61                                  )                                                                                   
1 13 4

2

N N Nu u u u
t t

+ − − +
=

 
 

(17)                                                                                           

( )

1 1

2

2

2 2

2 2

3 3 4
2

( )

Re

N n N N

a a

xyxx

u p u u u u u
c t t t

u p uv
x y

u u
x y x y





+ −   − +
+ + +

  
 

+ + =
 

    
+ + +        

 

 
 
(81                                                                                                                            )                1 1N nu u+ += 

 

(19  )                                                                                            

( )2

2 2

2 2

1

2

2 {
2 3

( )
Re

3 4 }
2

a a

n N N
xyxx

a

u t u p
t t t x

u uuv
y x y

u u u u p
x y t c t



 −

  
= − + −

  +  

   
+ + +    
  − + 

+ − −     

 

 

 

(12)

(10         )                                                                                                
( )2 1

Wi
Re

xx
xx

u
t x


− 

+ =
 

 
(11                 )                                                                            

             ( )1
Wi ( )

Re
xy

xy
u v

t y x
 


 −  

+ = +
  

 

(12         )                                                                                            

             ( )2 1
Wi

Re
yy

yy
v

t y
 


 − 

+ =
 

 

 
(13)                                                                                                                                        2(1 )kA = − 

 

(14                             )                                                                                  ( ) ( )
lim

( ) ( )i

i

x x
i

x x
A

x x

 
 +→

 −
=

 − 
 

 
(51                                                                                                              )   ( ) ( )( ) lim

i

i
i x x

i

x xx
x x

 
−→

−
 =

−
   

 

(61                                  )                                                                                   
1 13 4

2

N N Nu u u u
t t

+ − − +
=

 
 

(17)                                                                                           

( )

1 1

2

2

2 2

2 2

3 3 4
2

( )

Re

N n N N

a a

xyxx

u p u u u u u
c t t t

u p uv
x y

u u
x y x y





+ −   − +
+ + +

  
 

+ + =
 

    
+ + +        

 

 
 
(81                                                                                                                            )                1 1N nu u+ += 

 

(19  )                                                                                            

( )2

2 2

2 2

1

2

2 {
2 3

( )
Re

3 4 }
2

a a

n N N
xyxx

a

u t u p
t t t x

u uuv
y x y

u u u u p
x y t c t



 −

  
= − + −

  +  

   
+ + +    
  − + 

+ − −     

 

 

 

α ضریب پیش شرط توانی به صورت معادله )13( تعریف می شود. در   
Aτ حسگر محلی تنش است که از رابطه )14( محاسبه می شود. رابطه )13( 
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) گرادیان  )ixτ∇ k و مقدار آن عدد طبیعی است.  در رابطه )13( 1≤
ix که i  نقطه در شبکه محاسباتی، از رابطه )15( به  x= تنش در نقطه 

دست می آید:
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پایداری حل  و  نرخ همگرایی  روی  بسزایی  تأثیر  کاذب  سرعت صوت 
عددی درروش پیش شرط توانی دارد. . تامامدیس و همکارنش]24[ گزارش 
دادند که انتخاب مقدار سرعت صوت کاذب به شرایط جریان، نوع هندسه 
جسم و تجربه فرد برنامه نویس وابسته است؛ که مقدار پیشنهادی آن ها برای 
بررسی ضریب  با   ]25[ ادیبی   . است  تا 10  بین 0/1  کاذب  سرعت صوت 
تراکم پذیری روی جریان تراکم ناپذیر ناپایای سه بعدی با روش تراکم پذیری 
همگرایی  نرخ  روی  فقط  مصنوعی  تراکم پذیر  ضریب  دریافت،  مصنوعی 

بهترین نرخ همگرایی در روش  ندارد.  تأثیری در دقت جواب  مؤثر است و 
تراکم پذیری مصنوعی برای مقادیر 1 تا 5 حاصل می شود . 

دائم  جریان های  معادلات  مدل سازی  جهت  توانی  پیش شرط  روش  از 
استفاده می شود که برای گسسته سازی مشتق زمان مجازی از هر روش پیشرو 
می توان استفاده کرد. برای حل معادلات جریان های ناپایای تراکم ناپذیر به 
روش پیش شرط توانی لازم است مشتق زمان حقیقی را به صورت ضمنی با 
دقت مرتبه دو به صورت پسرو به معادلات جریان دائم اضافه شود. به این 
ترتیب با همگرایی حل در زمان مجازی، حل معادلات در زمان حقیقی میسر 
می شود که این روش به الگوریتم دو زمانه معروف است ]13[. با توجه به 
ماهیت روش ضمنی، هیچ محدودیتی از لحاظ پایداری روش عددی جهت 
انتخاب مقدارگام زمانی حقیقی وجود ندارد. انتخاب گام زمانی حقیقی فقط 
به دقت مسئله بستگی دارد)یعنی تا چه زمانی نتایج مسئله مورد نیاز است(. 
رابطه )16( گسسته سازی مشتق زمان حقیقی را به صورت مرتبه دوم پسرو 

را نشان می دهد. 
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nu±3 به منظور برقرار  با جایگذاری رابطه )16( در رابطه )2( و جمله 
کردن رابطه ای بین پارامترها در گام حقیقی و کاذب جهت حل این معادلات 
به صورت روش تراکم پذیر مصنوعی امکان پذیر باشد، اضافه می شود. شکل 
نیمه گسسته معادله ممنتوم در جهت x به صورت رابطه )17( حاصل می شود:
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، حل در گام بعدی زمان حقیقی از  at با همگرایی حل در زمان کاذب 
رابطه )18( حاصل می شود:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 3، سال 1402، صفحه 381 تا 406

385
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معادله  گسسته  نیمه  شکل   ،)17( رابطه  در   )18( رابطه  جایگذاری  با 
ممنتوم، دو زمانه به صورت رابطه )19( تعریف می شود:
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شکل نیمه گسسته معادله ماکسول ساده به صورت الگوریتم دوزمانه به 
شکل رابطه )20( است:
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هیچ  عددی،  روش های  ماهیت  به  توجه  با  شده  انجام  گسسته سازی 
محدودیتی ازلحاظ پایداری حل جهت انتخاب گام زمان حقیقی وجود ندارد، 

همین امر سبب کاهش زمان محاسباتی می شود. 

گسسته سازی عددی - 3
برای حل معادلات حاکم و متشکله از روش تفاضل محدود با استفاده 
ناپایای  جریان  معادلات  حل  برای  می شود.  استفاده  شده  جابجا  از شبکه 
می شود؛  استفاده  دوزمانه  الگوریتم  از  شد  بیان  که  همان طور  تراکم ناپذیر 
بنابراین برای حل جریان ناپایای تراکم ناپذیر سیال ویسکوالاستیک در روش 
پیش شرط توانی استفاده از روش تفاضل محدود با استفاده از شبکه جابجا 
شده که در حل جریان دائم تراکم ناپذیر سیال ویسکوالاستیک کاربرد فراوان 
بر روی شبکه جابجا  استفاده می شود. روش تفاضل محدود  و آسانی دارد، 
شده توسط هارلو و ولچ ]25[ ارائه شد. جهت گسست سازی برای جمله زمان 
حقیقی از تقریب تفاضل پس روی با دقت مرتبه دو به صورت ضمنی و جهت 
تقریب جمله مشتقات مکانی درجه اول و دوم از تفاضل محدود مرکزی مرتبه 
دوم استفاده شده است. شکل1 نمایی از شبکه محاسباتی و تعریف مقادیر بر 

روی گره ها را در شبکه جابجاشده نشان می دهد.
گسسته سازی  به  نیاز  صحیح،  منحصربه فرد  جواب  کردن  پیدا  برای 
به جمله مشتق زمان کاذب است. روش های گسسته سازی  مناسبی نسبت 
مختلفی نسبت به زمان وجود دارد اما روش عددی وثوقی فر از لحاظ هزینه 
برای گسسته سازی جمله زمان کاذب  زمان محاسباتی و سرعت همگرایی 
 ، وثوقی فر  عددی  روش  دارد.  برتری  تراکم ناپذیر  ناپایای  جریان  معادلات 
معادلات درجه دوم را در چهار مرحله مبنا قرار می دهد، استفاده شده است 
معادله  برای حل  وثوقی فر  با روش  زمان  ]26[. گسسته سازی جمله مشتق 
در  ترتیب  به  پیوستگی  معادله  و  ساده  ماکسول  متشکله  معادله  مومنتوم، 

رابطه های )21( تا )29( آمده است. 

 
 . مربوطه یاهگره یبر رو  ریمقاد فیدامنه محاسبات و تعر یندبهاز شبک یی نما: 1شکل 

Fig. 1: A view of computational grid domain and define values on the corresponding nodes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. نمایی از شبکه بندی دامنه محاسبات و تعریف مقادیر بر روی گره های مربوطه.

Fig. 1. A view of computational grid domain and define values on the corresponding nodes.
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 ضریبی ثابت روش 
Kδ K از 1 تا 4 و  در رابطه )18( تا )26(، کمیت 

K  برای دیگر 
Kδ = −

1
32 K برابر با  1 وثوقی فر که مقدار آن برای  1=

ب یانگر زمان کاذب و  N n و   است. بالانویس 
Kδ = −

1
32 2

3 3
ها برابر با 

حقیقی است. در این مقاله برای افزایش نرخ همگرایی از گام زمان محلی به 
شکل رابطه )30( استفاده می شود ]6[.
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 maxλ ) ام،  ),i j ∆minL کوچک ترین طول وجه سلول  در رابطه )30(، 
مقدار ویژه بیشینه1 برای هر سلول، عدد کورانت فردیچ- لوی2 که مقدار آن 
حسگر  گسسته سازی  جهت  می آید.  دست  به  عددی  آزمایش های  برحسب 
تنش از رابطه پیشنهادی مالان باتوجه به این که تنش در شبکه اولیه یعنی 
گره های زوج قرار دارد، به شکل رابطه )31( گسسته می شود. برای معادلات 

ممنتوم و مرزها از درونیابی و برونیابی استفاده می شود ]6[.

(31)

(20                                                     )
1

2
(2 3Wi)

(1 ) 3 4Wi
Re 2

a a

n N N
n

t
t t t

t
 

−

 
= 

   +

  − − + − −     

τ

τ τ τ τ

 

 
 
(21                  )                                                                                                                              0 n=V V 

 
 

(22)                                                                                           

1

2

1
1

2

2 {
2 3

. .
Re
3 4 }

2

K K K a

a

n N N
K

a

t t p
t t

p
t c t







−

−
−

 
= + − +

 + 

 + −  −

− + 
−

 

V V

V τ V V

V V V V

  

 
 (32                                                                                                                            )                1 4n+ =V V 
 
(42                                                                                                                            )                     0 n=τ τ 

 

(52               )                                                                        
( )

1

1
1

1

2
(2 3 Wi)

(1 ) 3 4{ Wi }
Re 2

K K K

n N N
n K

t
t

t



 

−

−
−


= + 

 +

 − − +
− −  

τ τ

τ τ τ τ

 

 
 
(26                                                                                                                            )                   1 4n+ =τ τ 

 
(72       )                                                                                                                                         0 np p= 

 
(82                                                                                        )                   ( )1 2 1.K K K

K ap p t c− −= −  V 
 
(92                                                                                                                            )                  1 4np p+ = 

 
 

(30  )                                                                                                                            min

max

CFL
a

Lt



 = 

 

(31                                )2 ,2 2 2,2 2 2,2 2 ,2 2 2 ,2 2
2 ,2

2 ,2 2 2,2 2 ,2 2 2,2 2 ,2 2 ,2 2 2 ,2 2 ,2 2

4 xx i j xx i j xx i j xx i j xx i j
i j

xx i j xx i j xx i j xx i j xx i j xx i j xx i j xx i j

A

    

       
+ − + −

+ − + −

− − − −
=

− + − + − + −
 

  

و  موضعی  فشار  نرم خطای  از  ناپایای  جریان  همگرایی  ارزیابی  جهت 
سرعت های موضعی استفاده می شود. ولی به دلیل واضح تر بودن شکل های 
همگرایی از نرم خطای فشار موضعی به شکل رابطه )32( استفاده می شود 
]11[. این نرم خطای فشار موضعی نسبت به  ترم خطای سرعت موضعی 
به  از شکل 2 مشخص است دیرتر  افقی و عمودی همانطور که  در جهت 
نرم  شود  همگرا  موضعی  فشار  خطای  نرم  وقتی  پس  می رسد.  همگرایی 

خطای سرعت ها نیز همگرا خواهند بود.
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, فشار محلی در زمان جدید، فشار 
n

i jp 2 2 , و 
n

i jp +1
2 2 در رابطه )32(

1  . Maximum Eigenvalue
2  . Courant-Friedrichs-Lewy
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و y است.  x شمارنده های گام مکان در جهت  j و   i محلی در زمان قبلی، 
همانطور که قبل تر بیان شد گام حلقه خارجی فقط به دقت مسئله بستگی 
دارد، تکرار حلقه خارجی به زمانی بی بعدی که نتایج مسئله مورد نیاز است 
بستگی دارد. با توجه به هندسه دوبعدی در راستای y  شکل دارای تقارن 
است، می توان فضای محاسباتی را نصف هندسه حقیقی برای کاهش زمان 
محاسبات در نظر گرفت. شرایط مرزی در نظر گرفته شده در این تحقیق، 
مرز دیوار شرط عدم لغزش، مرز تقارن شرط تساوی برای سرعت محوری و 
شرط قرینه برای سرعت عمودی، در مرز ورودی سرعت محوری یک و تمام 
متغیرهای دیگر صفر، در مرز خروجی شرط توسعه یافتگی و درنهایت برای 
از برونیابی استفاده می شود زیرا مرزها در شبکه ثانویه  شرایط مرزی تنش 
قرار دارند. در مرز تقارن تنش از شرایط آینه استفاده می شود. از سوی دیگر به 
دلیل جریان ناپایای مسئله لازم است شرایط اولیه نیز اعمال می شود. شرایط 
اولیه برای دو زمان حقیقی و مجازی، تمام سرعت های عرضی و محوری 

و تمام مؤلفه های تنش در لحظه اولیه برابر با صفر در نظر گرفته می شود.

نتایج و بحث- 4
سیال  تراکم ناپذیر  ناپایای  جریان  مدل سازی  برای  پژوهش  این  در 

از روش پیش شرط  ثابت  موازی  بین دو صفحه  از  ویسکوالاستیک عبوری 
الگوریتم دوزمانه مورد استفاده قرار گرفته  با حسگر تنش به صورت  توانی 
است. در این مدل سازی از برنامه ای در نرم افزار متلب طبق روندنمایی شکل 

3 استفاده شده است.

ارزیابی صحت نتایج- 1- 4
ناپایای  جریان های  برای  تحلیلی  راه حل های  از  نتایج  ارزیابی  جهت 
تراکم ناپذیر سیال ویسکوالاستیک و نیوتنی عبوری از بین دو صفحه موازی 
نمی توان  است،  آمده   ]28  ,27[ مراجع  در  توسعه یافته  کاملًا  جریان  برای 
استفاده نمود، زیرا این دو مسئله یکسان نیستند. بنابراین نتایج عددی جریان 
کاملًا توسعه یافته برای حالت مقدار نسبت لزجت 1 با حل تحلیل رابطه )33( 

تا )34( در شکل 4 آمده است، دارای هم پوشانی و انطباق مناسبی است.
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Reنرخ همگرایی جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک بین دو صفحه موازی ثابت با  : 2 شکل Wi؛   10= /و   1= =0 5. 
Fig. 2: Convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing between tow fixed parallel plates 

with Re 10= , Wi 1= and 0.5 = . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. /β =0 5 Wi و  =1 Re ؛  =10 شکل 2. نرخ همگرایی جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک بین دو صفحه موازی ثابت با 

Fig. 2. Convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing between tow fixed parallel plates with Re 10= , 
Wi 1=  and 0.5β =  .
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 الگوریتم برنامه تهیه شده. یینماروند  :3شکل 
Fig. 3: The flowchart of prepared program algorithm. 

شرو
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1n  ورود  =

های  ی داده
 انتخاب گام زمان حقیقی و کاذب وگام حلقه خارجی مقادیر اولیه،  N=1 مسئله

n=1   گام حلقه داخلی 

)شرط توانیضریب پیش محاسبه ) 

)  ثابتمحاسبه سرعت صوت کاذب یا مقداردهی  )2c 

)محاسبه گام زمان مجازی  )atبرحسب CFL،2c  و
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شکل 3. روندنمایی الگوریتم برنامه تهیه شده.

Fig. 3. The flowchart of prepared program algorithm.
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برای حالت  فلوئنت  نرم افزار  از  مقاله  این  از  نتایج حاصل  برای صحت 
مقدار نسبت لزجت 1 )سیال نیوتنی( و مقدار عدد رینولدز 10 مطابق شکل 5 
استفاده شده است. بنابراین از شکل 5 می توان دریافت که نتایج دارای انطباق 
خوبی با حل عددی فلوئنت دارند. شکل 6 ارزیابی نتایج با حل عددی روش 
پیش شرط سازی و روش پیش شرط توانی حسگر محلی سرعت برای مقادیر 
عدد رینولدز 10، وایزنبرگ 1 و نسبت لزجت 1 نشان داده می شود. در شکل 
6، نتایج عددی دارای انطباق و هم پوشانی بسیار خوبی باهم دارند. از شکل 
4، 5 و 6، می توان صحت نتایج عددی به دست آمده در این مقاله را دریافت.

استقلال حل از شبکه محاسباتی- 2- 4
شبکه  پنج  از  محاسباتی،  شبکه  از  عددی  حل  استقلال  بررسی  جهت 
 500×50 و   400×40  ،200×40  ،300×30  ،150×30 مختلف  ابعاد  با 
موردمطالعه قرارگرفته است، نتایج عددی مربوط به تغییرات سرعت محوری 
y  برحسب زمان با مقادیر عدد رینولدز  و 1= x = u در موقعیت مکانی9
10 و عدد  وایزنبرگ 0/2 برای شبکه های ذکر شده، در شکل 7  نشان داده  
می شود. تعداد سلول های شبکه تأثیر زیادی روی دقت و زمان محاسبه حل 
افزایش  محاسبات  زمان  محاسباتی  شبکه  سلول های  تعداد  افزایش  با  دارد 
خواهد یافت. بنابراین مطابق شکل 7 از شبکه 40×200 برای کاهش هزینه 

محاسباتی و دقت مناسب در این مقاله استفاده می شود.

استقلال حل از گام زمانی- 3- 4
 جهت بررسی استقلال حل عددی از گام زمانی، سه گام زمان حقیقی 
0/05، 0/02 و 0/01 مورد بررسی قرار می گیرد. شکل 8 سرعت محوری 
y ، شکل 9 پروفیل سرعت  x و 1= = برحسب زمان در موقعیت مکانی9
محوری در مکان x=5  و زمان 1/5 برای سه گام زمانی ذکر شده با مقادیر 

 

xدر موقعیت  برحسب زمان   u: مقایسه سرعت 4 شکل  = yو   9 Reبرای    1= و   10=  . افتهیتوسعه کاملاًدر حالت   1=
Fig. 4: Comparison of time variation of the u-velocity at x = 9  and y =1 for Re 10= and 1 =  in fully 

developed mode. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β در حالت کاملًا توسعه یافته. =1 Re و  =10 y برای  =1 x و  = 9 شکل 4. مقایسه سرعت u برحسب زمان در موقعیت 

Fig. 4. Comparison of time variation of the u-velocity at x = 9  and y = 1   for Re 10=  and 1β =  in fully developed mode.
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xدر موقعیتبرحسب زمان   uایسه سرعت : مق5شکل  = yو   9 Reبرای    1= و  10=  با حل فلوئنت. 1=

Fig. 5: Comparison of time variation of the u-velocity at x = 9  and y =1 for Re 10= and 1 =  by solving the 
fluent. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β با حل فلوئنت. =1 Re  و  =10 y برای  =1 x و  = 9 شکل 5. مقایسه سرعت u برحسب زمان در موقعیت 

Fig. 5. Comparison of time variation of the u-velocity at x = 9  and y = 1  for Re 10=   and 1β =  by solving the fluent. 

 
x/ر موقعیت برحسب زمان د u: مقایسه تغییرات سرعت محوری 6 شکل =0 y/و   5 = 0 Reبا    ثابت حه موازیبرای جریان بین دو صف 5 =10  ،

Wi /و  1= =0  سرعت و تنش.  رگحسسازی توانی با رط شش یپسازی، طشرش یپهای برای روش 25
Fig. 6: Comparison of time variation of the u-velocity at 0.5x = , 0.5y = for flow between two parallel plates 

constant with Re 10= , Wi 1= and 0.25 = for Standard Artificial Compressibility, Power-Law 
Preconditioning with Pressure and Stress Sensor Methods. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Re =10 y/ برای جریان بین دو صفحه موازی ثابت با ،  =0 5 x/ و  =0 5 شکل 6. مقایسه تغییرات سرعت محوری u برحسب زمان در موقعیت 
β/ برای روش های پیش شرط  سازی، پیش شرط سازی توانی با حسگر سرعت و تنش. =0 25 Wi و  =1

Fig. 6. Comparison of time variation of the u-velocity at 0.5x =  , 0.5y =  for flow between two parallel plates con-
stant with Re 10=  , Wi 1=   and 0.25β =  for Standard Artificial Compressibility, Power-Law Preconditioning with 

Pressure and Stress Sensor Methods.
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xر موقعیت مکانی  برحسب زمان د u از شبکه برای سرعت : مطالعه استقلال حل7 شکل = yو   9 Reرای  ب  1= Wiو  10= /=0 2. 

Fig. 7: Grid study for time variation of the u-velocity at x = 9 , y =1  for Re 10=  and Wi 0.2= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. Wi /=0 2 Re و  =10 y برای  =1 x و  = 9 شکل 7. استقلال حل از شبکه برای سرعت u برحسب زمان در موقعیت 

Fig. 7. Grid study for time variation of the u-velocity at x = 9  , y = 1  for Re 10=  and Wi 0.2=  .

عدد رینولدز 10، عدد وایزنبرگ 1 و نسبت لزجت نشان می دهد. همان طور 
که از شکل 8 و 9 مشخص است انتخاب هر گام زمانی کوچک تر از 0/02 
بر دقت جواب تأثیر ندارد و فقط در جواب خروجی مسئله در زمان موردنظر 
تأثیرگذار است. دلیل این اتفاق جمله زمان حقیقی است که به صورت ضمنی 
گسسته سازی می شود. به عنوان مثال با انتخاب گام زمانی 0/02 جواب های 
خروجی برنامه در زمان های 0/02، 0/04، 06/0، ...،1/02 و ... میسر می باشد 

و خروجی برنامه برای زمان 1/01 امکان پذیر نیست. 

نتایج میدان جریان - 4- 4
بررسی نتایج جریان در ناحیه توسعه یافته برای حالت های مختلف تغییرات 
عدد رینولدز، عدد وایزنبرگ و نسبت لزجت صورت می گیرد. معادلات جریان 
در ناحیه توسعه یافته طبق رابطه )34( ازلحاظ ریاضی به شکل هذلولوی و 
ازنظر فیزیکی دارای ماهیت نفوذ است ]29[. طبق رابطه )36( سرعت انتشار 
 است. شروع امواج برشی از مرز دیوار 

Re.Wi
1 امواج برشی تقریباً برابر با 

در لحظه صفر و به سمت خط مرکزی منتشر می شوند.
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تقارن(  )محور  مرکزی  خط  در  محوری  سرعت  تغییرات   10 شکل  در 
در ناحیه توسعه یافته نسبت به زمان، با تغییرات عدد رینولدز در دامنه 2 تا 
ثابت عدد وایزنبرگ و نسبت لزجت مقایسه می شود. در زمان  با مقدار   20
بسیار کوتاهی )به اندازه گام اول( پس از راه اندازی طول اولین اوج به وجود 
اولین اوج به  می آید بعد از گذشت مدت  زمانی جریان ثابت می شود. طول 
مقدار عدد رینولدز بستگی دارد که با افزایش عدد رینولدز طول اولین اوج 
افزایش می یابد که برای عدد رینولدز 10 در زمان 2 تا 6 رخ می دهد. امواج 
برشی باعث حرکت نوسانی میدان سرعت می شود. با افزایش سرعت انتشار 
موج برشی طول موج میدان سرعت کاهش می یابد. بنابراین با افزایش عدد 
رینولدز سبب کاهش سرعت انتشار امواج برشی، درنتیجه مطابق شکل 10 

طول موج میدان سرعت افزایش می یابد. 
در شکل 11 سرعت محوری در خط مرکزی نسبت به زمان در ناحیه 
 10 رینولدز  عدد  ثابت  مقدار   ،5 صفرتا  وایزنبرگ  اعداد  برای  توسعه یافته 
مقایسه   y =1 و   x = 9 مختصاتی  موقعیت  در   0/25 لزجت  نسبت  و 
می شود. در زمان بسیار کوتاهی )به اندازه گام اول( پس از راه اندازی طول 
اولین اوج به وجود می آید بعد از گذشت مدت زمانی جریان ثابت )حالت دائم( 
می شود. طول اولین اوج به مقدار عدد وایزنبرگ بستگی دارد که با افزایش 
در  وایزنبرگ 1  برای عدد  افزایش می یابد.  اوج  اولین  وایزنبرگ طول  عدد 
امواج برشی باعث حرکت نوسانی میدان سرعت  زمان 2 تا 6 رخ می دهد. 
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xبعد در مکان  : سرعت محوری بی8 شکل = yو   9 Reو 1= =10 ،Wi /و  1= =0  ای زمانی مختلف. هبرای گام افتهیتوسعه کاملاًدر ناحیه  25

Fig. 8: Dimensional axial velocity at locations x = 9 , y =1 in Re 10= , Wi 1= and 0.25 = in the fully 
developed area for different time steps. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β/ در ناحیه کاملًا توسعه یافته برای گام های  =0 25 Re و  =10  ، Wi =1 y و  =1 x و  = 9 شکل 8. سرعت محوری بی بعد در مکان 
زمانی مختلف.

Fig. 8. Dimensional axial velocity at locations x = 9  , y = 1  in Re 10=   , Wi 1=  and 0.25β =  in the fully 
developed area for different time steps.

 
x  بعد در مکان سرعت محوری بی: 9 شکل = Re  و 5 =10 ،Wi /و  1= =0 t/  و در25 = 1  های زمانی مختلف.برای گام 5

Fig. 9: Dimensional axial velocity at locations 5x = and Re 10= , Wi 1= , 0.25 = in 1.5t = for different time 
steps. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t/ برای گام های زمانی مختلف. = 1 5 β/ و در  =0 25 Re و  =10 Wi ،ا  =1 x و  = 5 شکل 9. سرعت محوری بی بعد در مکان 

Fig. 9. Dimensional axial velocity at locations 5x =  and Re 10=  , Wi 1=  , 0.25β =   in 1.5t =  for different time steps. 
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Wi  عدد رینولدز مختلف با ریتأث :10 شکل /و  1= =0 x  موقعیتیافته در توسعه کاملاًبر میدان سرعت در ناحیه  25 = yو   9 =1 . 

Fig. 10: Effect of different Reynolds number with Wi 1= and 0.25 =  on the velocity field in fully developed 
area in location x = 9 , y =1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. y =1 x و  = 9 β/ بر میدان سرعت در ناحیه کاملًا توسعه یافته در موقعیت  =0 25 Wi و  =1 شکل 10. تأثیر عدد رینولدز مختلف با 

Fig. 10. Effect of different Reynolds number with Wi 1=  and 0.25β =  on the velocity field in fully developed 
area in location x = 9  , y = 1  . 

می شود. با افزایش سرعت انتشار موج برشی طول موج میدان سرعت کاهش 
می یابد. بنابراین با افزایش عدد وایزنبرگ سبب کاهش سرعت انتشار امواج 
برشی، درنتیجه مطابق شکل 11 طول موج میدان سرعت افزایش می یابد. 
در عدد وایزنبرگ صفر )حالت نیوتنی( به دلیل عدم وجود نیروی الاستیک در 

میدان سرعت هیچ نوسانی ایجاد نمی شود.
تأثیر تغییرات نسبت لزجت بین صفرتا یک روی سرعت محوری در ناحیه 
y برای  x و 1= = 9 توسعه یافته نسبت به زمان در موقعیت مختصاتی 
مقدار ثابت عدد رینولدز 10، عدد وایزنبرگ 1 مقایسه می شود در شکل 12 
نشان داده شده است. این شکل نشان می دهد که با افزایش نسبت لزجت 
سبب تضعیف نقطه اوج و عاری از نوسانات می باشد. بنابراین با کاهش نسبت 
امواج  انتشار  کاهش  و  برشی  امواج  انتشار  سرعت  شدن  زیاد  باعث  لزجت 
نوسانات  تعداد  اوج موج و  با کاهش نسبت لزجت  پخش می شود. درنتیجه 
میدان سرعت افزایش می یابد. مطابق شکل 12 در نسبت لزجت صفر عاری 
از امواج پخش و دارای سرعت انتشار موج برشی زیادی است بنابراین دارای 

نوسانات زیاد و اوج موج بلندتر است. در نسبت لزجت یک )سیال نیوتنی( 
میدان  در  نوسانی  هیچ  دلیل  همین  به  است،  جریان  در  برشی  امواج  فاقد 
امواج پخش زمان رسیدن  انتشار  افزایش سرعت  با  سرعت دیده نمی شود. 
جریان به حالت ثابت )حالت دائم( طولانی تر می شود. عامل افزایش سرعت 
انتشار امواج پخش عدد رینولدز است که با کاهش این عدد سرعت انتشار 

امواج افزایش می یابد.

بررسی نرخ همگرایی  روش محلی پیش شرط توانی حسگر تنش- 5- 4
نرخ  بر  توانی  پیش شرط  محلی  روش  تأثیر  بررسی  به  حاضر  مقاله  در 
همگرایی برای عدد رینولدز، عدد وایزنبرگ و نسبت لزجت متفاوت پرداخته 
این مقاله 13 حالت مختلف مورد بررسی قرار گرفته است.  می شود که در 
تنش،  حسگر  توانی  پیش شرط  روش  برای  عددی  محاسبات  در  همچنین 
سرعت و فشار از توان 1 تا 5 استفاده شده است و به دلیل شلوغی شکل، 

بهینه ترین توان در شکل ها نشان داده شده است.
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Reعدد وایزنبرگ مختلف با  ریتأث: 11 شکل /و  10= =0 xموقعیت  توسعه در  کاملاًبر میدان سرعت در ناحیه 25 = yو   9 =1 . 

Fig. 11: Effect of different Weisenberg number with Re 10= and 0.25 =  on the velocity field in fully 
developed domain in location x = 9 , y =1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. y =1 x و  = 9 β/ بر میدان سرعت در ناحیه کاملًا توسعه در موقعیت  =0 25 Re و  =10 شکل 11. تأثیر عدد وایزنبرگ مختلف با 

Fig. 11. Effect of different Weisenberg number with Re 10=  and 0.25β =  on the velocity field in fully developed 
domain in location x = 9  , y = 1   . 

 
Reلزجت مختلف با   نسبت ریتأث: 12 شکل =10 ،Wi xو موقعیت فته یاتوسعه کاملاًبر میدان سرعت در ناحیه  1= = yو   9 =1 . 

Fig. 12: Effect of different viscosity ratios with Re 10= and Wi 1= on the velocity field in fully developed 
domain in location x = 9 and y =1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. y =1 x و  = 9 Wi بر میدان سرعت در ناحیه کاملًا توسعه یافته و موقعیت  =1 Re ا،  =10 شکل 12. تتأثیر نسبت لزجت مختلف با 

Fig. 12. Effect of different viscosity ratios with Re 10=  and Wi 1=  on the velocity field in fully developed domain in 
location x = 9  and y = 1  .
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ثابت  برای مقدار  تغییرات عدد کورانت فردیچ لوی  تأثیر   بدین منظور 
بر روی نرخ همگرایی جریان دائم سیال  با  7   برابر  سرعت صوت کاذب 
عبوری   0/25 لزجت  نسبت  و   10 رینولدز  عدد  مقادیر  در  ویسکوالاستیک 
آن  نتایج  است که  قرار گرفته  مورد مطالعه  ثابت  موازی  بین دو صفحه  از 
با  13)الف(  شکل  به  توجه  با  است.  شده  داده  نشان  13)الف(   شکل  در 
افزایش  باعث  معین  مقدار  یک  تا  لوی  فردیچ  کورانت  عدد  مقدار  افزایش 
از مقدار معین باعث  افزایش بیشتر این عدد  با  نرخ همگرایی می شود ولی 
کاهش دقت جواب مسئله می شود. تأثیر سرعت صوت کاذب با مقدار ثابت 
عدد کورانت فردیچ لوی 0/5 بر روی نرخ همگرایی جریان دائم بیان شده، 
مورد مطالعه قرار می گیرد که نتایج آن در شکل 13)ب( بیانگر این مطلب 
می باشد که با افزایش مقدار سرعت صوت کاذب از یک مقدار معین )برابر با 
7( سبب کاهش نرخ همگرایی و با انتخاب مقادیر کمتر از مقدار معین منجربه 
کاهش دقت جواب مسئله می شود. در ادامه از مقادیر سرعت صوت کاذب 7 و 
عدد کورانت فردیچ لوی 0/55 برای جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک در 
مقادیر رینولدز 10 و نسبت لزجت 0/25 عبوری از بین دو صفحه موازی ثابت 
دائم در  رینولدز و نسبت لزجت جریان  برای دیگر مقادیر  استفاده می شود. 
این مقاله نیز از همین روند استفاده شده است. در این مقاله از مقادیر سرعت 
جریان  مقادیر  برای  دائم  جریان  لوی  فردریچ  کورانت  عدد  و  کاذب  صوت 

همگرایی  نرخ  افزایش  برای  ناپایا  جریان های  در  می شود؛  استفاده  ناپایای 
می توان عدد کورانت فردیچ لوی به دست آمده از جریان های دائم را 0/25 

تا 3 برابر استفاده نمود.
در این مدل سازی برای برنامه نویسی، برنامه موردنظر از نرم افزار متلب 
باقدرت 3/5  پردازنده مرکزی  و  رم  گیگابایت  با مشخصات 64  کامپیوتر  و 
محاسباتی  زمان  عمودی  محور   14 شکل  است.  شده  استفاده  گیگاهرتز 
یا اجرای یک بار حلقه  پردازنده مرکزی برای اجرای یک گام زمان حقیقی 
داخلی تا برقراری شرط همگرایی و محور افقی زمان حقیقی مسئله را نشان 
 8 جریان  این  کامل  حل  برای  که  دریافت  می توان   14 شکل  از  می دهد 
ساعت 41 دقیقه 27 ثانیه زمان لازم است. در شکل 15 محور عمودی تعداد 
تکرارهای هر گام حلقه داخلی تا رسیدن به همگرایی و محور افقی شماره 
گام حلقه خارجی را نشان می دهد که در این حالت زمان موردنیاز مسئله 8 و 
با گام زمانی 0/02 برابر با 400 گام تکرار حلقه خارجی نیاز است و تعداد کل 
تکرار حلقه خارجی برای 400 گام برابر با 930392 است. با توجه به شکل 
15 در 10 گام اول بیشترین تعداد تکرار را نسبت به گام های دیگر دارد و 
بیشترین تعداد تکرار مربوط به گام سوم است. تمام نتایج به دست آماده در 

610- است. این مقاله با دقت 

 
                                 (b                                  )                                         (a)  

Reنتایج جریان دائم سیال ویسکوالاستیک در   :13 شکل /و  10= =0 عدد کورانت فردیچ  راتییتغ ریتأث بین دو صفحه موازی ثابت؛ الف( از عبوری 25
 . یروش عدد ییهمگرا نرخبر  مقدار سرعت صوت کاذب راتییتغ ریتأث، ب( یروش عدد ییهمگرا نرخبر لوی 

Fig. 13: The results of steady flow of viscoelastic fluid in Re 10=  and 0.25 = passing between tow fixed 
parallel plates; a) The effect of variation of CFL number on convergence rate of the numerical method, b) The 

effect of variation of Pseudo Acoustic Velocity on convergence rate of the numerical method. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β/ عبوری از بین دو صفحه موازی ثابت؛ الف( تأثیر تغییرات عدد کورانت  =0 25 Re و  =10 شکل 13. نتایج جریان دائم سیال ویسکوالاستیک در 
فردیچ لوی بر نرخ همگرایی روش عددی، ب( تأثیر تغییرات مقدار سرعت صوت کاذب بر نرخ همگرایی روش عددی.

Fig. 13. The results of steady flow of viscoelastic fluid in Re 10=  and 0.25β =   passing between tow fixed paral-
lel plates; a) The effect of variation of CFL number on convergence rate of the numerical method, b) The effect of 

variation of Pseudo Acoustic Velocity on convergence rate of the numerical method.
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Reبرای از زمان  هرلحظهدر : زمان واحد پردازش مرکزی 14شکل  =10،  Wi /و   1= =0 25 . 

Fig. 14: CPU time per time step for  Re 10= , Wi=1and 0.25 = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. /β =0 25 Wi و  =1 Re ا،  =10 شکل 14. زمان واحد پردازش مرکزی در هرلحظه از زمان برای 

Fig. 1. CPU time per time step for Re 10=  , Wi=1  and 0.25β = .

 
Re: تعداد تکرارها در هر گام زمانی برای  15شکل  =10،  Wi /و   1= =0 25 . 

Fig. 15: Number of iteration per time step for Re 10= , Wi=1and 0.25 = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. /β =0 25 Wi و  =1 Re ا،  =10 شکل 15. تعداد تکرارها در هر گام زمانی برای 

Fig. 15. Number of iteration per time step for Re 10=  , Wi=1  and 0.25β =  .
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شکل 16، نتایج تأثیر روش های مختلف پیش شرط بر نرخ همگرایی به 
صورت تاریخچه باقی مانده برحسب تعداد گام تکرار برای جریان های ناپایای 
سیال ویسکوالاستیک در عدد رینولدز 5، عدد وایزنبرگ 1 و 5 و نسبت لزجت 
صفرتا 0/5 عبوری از بین دو صفحه موازی ثابت در سه گام زمان واقعی )حلقه 
خارجی( را نشان می دهد. در شکل 15 روش پیش شرط توانی حسگر تنش1 از 
روش های پیش شرط توانی حسگر سرعت2 ، پیش شرط توانی حسگر فشار3 ، 

1  . Power-law Preconditioning of The Stress Sensor Meth-
od
2  . Power-law Preconditioning of The Velocity Sensor 
Method
3  . Power-law Preconditioning of The Pressure Sensor 
Method

پیش شرط استاندارد4  و تراکم پذیر استاندارد5 در عدد رینولدز 5 و نسبت لزجت 
کمتر از 0/5 دارای تسریع نرخ همگرایی و کاهش تعداد تکرار که منجربه 
حسگر  توانی  پیش شرط  روش  همچنین  می شود؛  محاسباتی  زمان  کاهش 

تنش باعث افزایش پایداری حل عددی می گردد.
برای  نرخ همگرایی  بر  تأثیر روش های مختلف پیش شرط   شکل 17، 
جریان های ناپایای سیال ویسکوالاستیک در عدد رینولدز 10، عدد وایزنبرگ 
ثابت  از بین دو صفحه موازی  1 و 5 و نسبت لزجت صفرتا 0/75 عبوری 
از  تنش  حسگر  توانی  پیش شرط  روش  شکل  این  در  می دهد؛  نمایش  را 
روش های دیگر ذکر شده در نسبت لزجت کمتر از 0/5 دارای پایداری حل 

4  . Standard Preconditioning Method
5  . Standard Artificial Compressibility

 
                                            (b                                    )                                         (a ) 

 
                                       ((d                                                                        (c                           )      

Reبا   ثابت  بین دو صفحه موازیسیال ویسکوالاستیک عبوری از  ناپایایبر نرخ همگرایی برای جریان   توانی شرطشیپ محلی روش ریتأث: 16 شکل = ( a؛  5
Wi و 1= =0 ،b  )Wi /و 1= =0 25 ،c)  Wi = /و 5 =0 25  ،d  )Wi /و 1= =0 5 . 

Fig. 16: Effect of the locally power-law PM on convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing 
between tow fixed parallel plates with Re=5 : a Wi 1=  (, Wi 1= )b, 0 =  , 0.25 =  ,   c) Wi 5=  , 0.25 =  ,  

d) Wi 1=  , . 0.5 =   

 

 

 

شکل 16. تأثیر روش محلی پیش شرط توانی بر نرخ همگرایی برای جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک عبوری از بین دو صفحه موازی ثابت 
. /β =0 5 Wi و  =1 ا، d(ا  /β =0 25 Wi و  = 5 ا، c(ا  /β =0 25 Wi و  =1 β ا، b(ا  =0 Wi و  =1 Re ؛ a( ا = 5 با 

Fig. 16. Effect of the locally power-law PM on convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing 
between tow fixed parallel plates with Re=5  : a) Wi 1=  , 0β =  , b) Wi 1=  , 0.25β =  , c) Wi 5=  , 0.25β =  ,  

d) Wi 1=  , 0.5β =  .
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جدول 1. تأثیر روش محلی پیش شرط توانی حسگر تنش بر سرعت همگرایی جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک عبوری از بین دو صفحه موازی ثابت.
Table 1. Effect of the locally power-law PM of stress sensor on convergence rate unsteady flow of viscoelastic fluid 

passing between tow fixed parallel plates.

 بین دو صفحه موازی ثابت. سیال ویسکوالاستیک عبوری از ناپایایان جری توانی حسگر تنش بر سرعت همگرایی شرطشیپروش محلی  ریتأث :1 جدول
Table 1: Effect of the locally power-law PM of stress sensor on convergence rate unsteady flow of viscoelastic 

fluid passing between tow fixed parallel plates. 

 

 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 شماره حالت 

 20 20 20 20 5 5 5 5 10 10 10 10 10 عدد رینولدز
 1 5 1 1 1 5 1 1 1 1 5 1 1 عدد وایزنبرگ 

 50 25 25 0 50 25 25 0 75 50 25 25 0 نسبت لزجت )%( 
پذیری  تراکم  کاهش تعداد تکرار نسبت به روش 

 (%~)  استاندارد
27 27 29 27 25 28 30 36 22 32 31 28 27 

شرط پیشکاهش تعداد تکرار نسبت به روش  
 (%~)1استاندارد در ضریب  

14 14 16 14 11 29 5 10 
 

8 26 17 11 13 

شرط پیشکاهش تعداد تکرار نسبت به روش  
 (%~)2استاندارد در ضریب  

66 18 40 4 5- 67 36 53 14 69 66 75 36 

شرط توانی پیشسبت به روش  کاهش تعداد تکرار ن 
 (%~)حسگر فشار 

67 21 41 4- 11- 67 37 54 15 70 72 76 50 

شرط توانی پیشروش  کاهش تعداد تکرار نسبت به  
 (%~)حسگر سرعت 

23 3 3 0.8 8- 16 7 1 3- 23 2 4 3- 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 توان بهینه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

عددی و افزایش نرخ همگرایی است اما در نسبت لزجت 0/5 و بیشتر روش 
پیش شرط  روش  به  نسبت  فشار  یا  سرعت  محلی  توانی حسگر  پیش شرط 
توانی حسگر محلی تنش دارای نرخ همگرایی بیشتر است. در شکل 18، تأثیر 
نرخ همگرایی برای عدد رینولدز 20، عدد وایزنبرگ 1 و 5 و نسبت لزجت 
صفر تا 0/5 مورد بررسی قرار گرفته است که روش پیش شرط توانی حسگر 
تنش نسبت به دیگر روش های پیش شرط در نسبت لزجت کمتر از 0/5 دارای 

افزایش نرخ همگرایی و افزایش پایداری در حل عددی است.
در ادامه خطوط همتراز میدان سرعت محوری برای زمان های مختلف 
جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک برای عدد رینولدز 10، عدد وایزنبرگ 
در  ثابت  موازی  صفحه  دو  بین  از  عبوری   0/25 لزجت  نسبت  مقدار  و   1

شکل های 19 تا 21 نشان داده شده است.
نرخ  بر  تنش  حسگر  توانی  پیش شرط  محلی  روش  تأثیر   1 جدول 
سیال  ناپایای  جریان  برای  پیش شرط  دیگر  روش های  به  نسبت  همگرایی 
و   5 و   1 وایزنبرگ  عدد   ،5 و   10  ،20 رینولدز  عدد  برای  ویسکوالاستیک 

موازی  صفحه  دو  بین  از  عبوری   0/75 و   0/5  ،0/25 صفر،  لزجت  نسبت 
ثابت مورد بررسی قرارگرفته است. به منظور محاسبه نرخ همگرایی از مقدار 
درصد کاهش تعداد تکرارها به صورت تقریبی استفاده  شده است. در جدول 1 
علامت منفی در مقدار درصد کاهش تعداد تکرارها نشان دهنده آن است که 
نرخ همگرایی آن روش چند درصد نسبت به روش پیش شرط توانی حسگر 
نرخ همگرایی  وایزنبرگ  یا عدد  رینولدز  افزایش عدد  با  است.  بیشتر  تنش 
مقایسه  با  می شود.  تسریع  همگرایی  نرخ  لزجت  نسبت  کاهش  با  و  زیادتر 
پیش شرط  روش های  سایر  با  تنش  حسگر  توانی  پیش شرط  محلی  روش 
نرخ  از 50 درصد،  لزجت کمتر  نسبت  در  دریافت که  در جدول 1 می توان 
افزایش و تعداد تکرارها کاهش و به منجربه آن  همگرایی 3 تا 76 درصد 
زمان محاسباتی کمتر می شود ولی در نسبت لزجت 50 درصد و بیشتر، نرخ 
همگرایی 8 تا 36 درصد نسبت به دو روش پیش شرط و تراکم پذیر استاندارد 

افزایش می یابد.
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                                        (a)                                                                                      (b ) 

   
                                          (d     )                                                                         (c ) 

 

     (e) 

Reبا  ثابت  بین دو صفحه موازی  سیال ویسکوالاستیک ناپایای  بر نرخ همگرایی برای جریان توانی شرطشیپ محلی روش ریتأث: 17 شکل (  a؛  10=
Wi و 1= =0 ،b  )Wi /و 1= =0 25  ،c  )Wi = /و 5 =0 25 ،d ) Wi /و 1= =0 5 ،e) Wi /و 1= =0 75. 

Fig. 17: Effect of the locally power-law PM on convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing 
between tow fixed parallel plates with Re=10 :  a) Wi 1=   , 0 = , b Wi 1=  ( , 0.25 =  ,  c) Wi 5=  , 0.25 =  , 

d) Wi 1= , 0.5 = ,e) Wi 1=  ,. 0.75 =    

Re ؛ a(ا  =10 شکل 17. تأثیر روش محلی پیش شرط توانی بر نرخ همگرایی برای جریان ناپایای سیال ویسکوالاستیک بین دو صفحه موازی ثابت با 
. /β =0 75 Wi و  =1 ا، e(ا /β =0 5 Wi و  =1 ا، d(ا /β =0 25 Wi و  = 5 ا، c(ا /β =0 25 Wi و  =1 β ا، b(ا =0 Wi و  =1

Fig. 17. Effect of the locally power-law PM on convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing 
between tow fixed parallel plates with  Re=10  : a) Wi 1=  , 0β =  , b) Wi 1=  , 0.25β =  , c) Wi 5=  , 0.25β =  ,  d) 

Wi 1=  , 0.5β =  e) Wi 1=  , 0.75β = .
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                                           (b(                                                                              )a ) 

  
                                      ((d                                                                       (c                                ) 

Re  بر نرخ همگرایی برای جریان بین دو صفحه موازی با  شرطش یپهای مختلف روش ریتأث: 18 شکل = a  )Wi؛  20 و  1= =0،  b )Wi و 1=
/ =0 25 ،c) Wi = /و 5 =0 25 ،d  )Wi /و 1= =0 5. 

Fig. 18: Effect of the locally power-law PM on convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid passing 
between tow fixed parallel plates with Re=20 :  a) Wi 1=  , 0 =  ,  b) Wi 1=   , 0.25 =  , c) Wi 5=   , 0.25 =  , 

d) Wi 1=  ,. 0.5 =    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β ا،  =0 Wi و  =1 Re ؛ a( ا = شکل 18. تأثیر روش های مختلف پیش شرط  بر نرخ همگرایی برای جریان بین دو صفحه موازی با 20
  . /β =0 5 Wi و  =1 ا، d(ا  /β =0 25 Wi و  = 5 ا، c(ا  /β =0 25 Wi و  =1 b(ا 

Fig. 18. Effect of the locally power-law PM on convergence rate for unsteady flow of viscoelastic fluid 
passing between tow fixed parallel plates with  Re=20 : a) Wi 1=  , 0β =  , b) Wi 1=  , 0.25β =  , c) 

Wi 5=  , 0.25β =  ,  d) Wi 1=  , 0.5β =



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 3، سال 1402، صفحه 381 تا 406

401

 

 

 

 

 

 

 
 

 .   2، 1، 6/0، 4/0، 3/0، 2/0، 1/0در گام زمانی uخطوط همتراز سرعت  :19 شکل
Fig. 19: u-velocity contour in time step 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 1and 2. 

 

 

شکل 19. خطوط همتراز سرعت u در گام زمانی0/1، 0/2، 0/3، 0/4، 0/6، 1، 2 .

Fig. 19. u-velocity contour in time step 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 1and 2. 
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 . 4 ی در گام زمان uخطوط همتراز سرعت : 20 شکل
Fig. 20: u-velocity contour in time step 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 20. خطوط همتراز سرعت u در گام زمانی 4 .

Fig. 20. u-velocity contour in time step 4. 

نتیجه    گیری- 5
در تحقیق حاضر، برای اولین بار از روش پیش شرط توانی برای شبیه سازی 
اعداد  رینولدز،  اعداد  در  ویسکوالاستیک  سیال  ناپایای  جریان های  عددی 
وایزنبرگ و نسبت لزجت متفاوت، عبوری از بین دو صفحه موازی ثابت مورد 
بررسی قرار گرفته است.  برای نخستین بار از حسگر محلی تنش در روش 
پیش شرط توانی جهت افزایش پایداری، سرعت همگرایی و دقت حل عددی 
با روش  برای حل عددی معادلات حاکم  این مقاله  استفاده شده است. در 
پیش شرط توانی از الگوریتم دو زمانه و جهت گسسته سازی از روش تفاضل 
محدود استفاده شده است؛ الگوریتم دو زمانه به صورت حلقه داخلی )زمان 
کاذب( و حلقه خارجی )زمان حقیقی( است که برای همگرایی حلقه داخلی 
استفاده می شود.  مرحله ای  وثوقی فر چهار  از روش  دائم(  به حالت  )رسیدن 
گام زمان کاذب به صورت محلی از مقادیر ویژه ماتریس پیش شرط توانی به 
دست می آید که در نرخ همگرایی و پایداری حل عدد تأثیرگذار است. نتایج 
زمانه در  الگوریتم دو  از  استفاده  از آن است که  عددی حاصل شده حاکی 
ناپایای سیال  برای حل جریان  تنش  توانی حسگر محلی  پیش شرط  روش 
ویسکوالاستیک با وجود خاصیت نوسانی میدان سرعت علاوه بر افزایش نرخ 
همگرایی و کاهش هزینه زمان محاسباتی، سبب افزایش پایداری حل عددی 
می شود. از مقایسه نرخ همگرایی روش پیش شرط توانی حسگر محلی تنش 
لزجت  نسبت  مقادیر  در  که  دریافت  می توان  پیش شرط  روش های  دیگر  با 
کمتر از 0/5 سرعت همگرایی این روش از دیگر روش های پیش شرط حدود 
3 تا 76 درصد بیشتر است ولی در مقادیر نسبت لزجت 0/5 و بیشتر، روش 

محلی پیش شرط توانی حسگر سرعت یا فشار نرخ همگرایی بهتری دارد. با 
افزایش عدد رینولدز و عدد وایزنبرگ در نسبت لزجت کمتر از 0/5 منجربه 

افزایش نرخ همگرایی روش پیش شرط توانی حسگر محلی تنش می شود.

پیشنهادات
• جریان 	 مانند  دیگر  هندسه  برای  توانی  پیش شرط  روش  بررسی 

دائم و ناپایای سیال ویسکوالاستیک داخل لوله، کوئت و ... .
• استفاده از حسگر تنش به صورت نمایی یا لگاریتمی جهت افزایش 	

نرخ همگرایی در روش پیش شرط توانی.
• برای 	 تنش  حسگر  از  استفاده  با  توانی  پیش شرط  روش  توسعه 

تحلیل عددی جریان های دائم و غیردائم سیال ویسکوالاستیک با استفاده از 
معادله متشکله مدل فن تین تنر برای کانال مستطیلی در ناحیه درحال توسعه.

• توسعه روش پیش شرط توانی برای بررسی عددی انتقال حرارت 	
دائم و غیردائم در کانال دوبعدی با استفاده از حسگر تنش.

• بررسی عددی جریان و 	 برای  توانی  از روش پیش شرط  استفاده 
با استفاده  انتقال حرارت دائم و غیردائم سیال ویسکوالاستیک داخل حفره 

از حسگر تنش.
• سیال 	 غیردائم  و  دائم  ناپایدار  جریان های  عددی  بررسی 

برای  تنش  حسگر  و  توانی  پیش شرط  روش  از  استفاده  با  ویسکوالاستیک 
کانال با مقطع مستطیلی مستقیم یا خمیده و مدور.
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فهرست علائم - 6

A                          حسگر تنش محلی 
c                           عدبسرعت صوت کاذب بی 

CFL                     لوی-فردیچ-عدد کورانت 
Wi                           عدد وایزنبرگ 
Re                          عدد رینولدز 

minL                    عد وجه سلول بطول بی  نیترکوچک 
p                          ،میدان فشار سیال Pa  

*p                         عد بمیدان فشار بی 

t                            ،زمان حقیقیs 
*t                            بعدزمان حقیقی بی 
t                         بعدبی گام زمان حقیقی 

at                             بعدبی کاذبزمان 

at                        بعد یگام زمان کاذب ب 

U                           بعد بیسرعت مشخصه 
V                            سرعت سیال   بعدبیبردار 
,v u                        سرعت سیال در راستایx   وy ،m/s 

* *,v u                     سیال در راستای بعد بی سرعت x و y   
x                       بین دو گره شبکه اولیه یا ثانویه در راستای  بعدبی  فاصلهx   
y                       بین دو گره شبکه اولیه یا ثانویه در راستای   بعدبی  فاصلهy    

 علائم يونانی 
                            شرطضریب پیش 

                             کل به  بعدبیی وتنی ننسبت لزجت 
.conv                       ذیری جابجاییپضریب تراکم 
                               بعد بینرخ برش 

                            بعد یب  ذیری کاذبپکمیت تراکم 
K                          فرضریب گام زمانی وثوقی 
p                           ،لزجت پلیمرPa.s 

N
                           ی، وتنی نلزجتPa.s 

0                           کل عد ببی لزجت 
1                            ،زمان رهایی از تنشs 

max                          مقدار ویژه بیشینه 
                             ،3چگالیkg/m 

a                               ،3چگالی کاذبkg/m 
                             تنش،  تانسورPa 
*                            عد بتنش بی تانسور 

P                               بعدبیتانسور تنش پلیمر 

N                           عد بتانسور تنش نیوتنی بی 

xx                            عد تنش در جهت محورببی  مؤلفهx  

xy                            عد تنش برشی در صفحه ببی  مؤلفهyx 

yy                           عد تنش در جهت محور ببی  مؤلفهy   
 زيرنويس 

a                                کاذب 
.conv                        جابجایی 

max                            بیشینه 
min                            کمینه 

A                          حسگر تنش محلی 
c                           عدبسرعت صوت کاذب بی 

CFL                     لوی-فردیچ-عدد کورانت 
Wi                           عدد وایزنبرگ 
Re                          عدد رینولدز 

minL                    عد وجه سلول بطول بی  نیترکوچک 
p                          ،میدان فشار سیال Pa  

*p                         عد بمیدان فشار بی 

t                            ،زمان حقیقیs 
*t                            بعدزمان حقیقی بی 
t                         بعدبی گام زمان حقیقی 

at                             بعدبی کاذبزمان 

at                        بعد یگام زمان کاذب ب 

U                           بعد بیسرعت مشخصه 
V                            سرعت سیال   بعدبیبردار 
,v u                        سرعت سیال در راستایx   وy ،m/s 

* *,v u                     سیال در راستای بعد بی سرعت x و y   
x                       بین دو گره شبکه اولیه یا ثانویه در راستای  بعدبی  فاصلهx   
y                       بین دو گره شبکه اولیه یا ثانویه در راستای   بعدبی  فاصلهy    

 علائم يونانی 
                            شرطضریب پیش 

                             کل به  بعدبیی وتنی ننسبت لزجت 
.conv                       ذیری جابجاییپضریب تراکم 
                               بعد بینرخ برش 

                            بعد یب  ذیری کاذبپکمیت تراکم 
K                          فرضریب گام زمانی وثوقی 
p                           ،لزجت پلیمرPa.s 

N
                           ی، وتنی نلزجتPa.s 

0                           کل عد ببی لزجت 
1                            ،زمان رهایی از تنشs 

max                          مقدار ویژه بیشینه 
                             ،3چگالیkg/m 

a                               ،3چگالی کاذبkg/m 
                             تنش،  تانسورPa 
*                            عد بتنش بی تانسور 

P                               بعدبیتانسور تنش پلیمر 

N                           عد بتانسور تنش نیوتنی بی 

xx                            عد تنش در جهت محورببی  مؤلفهx  

xy                            عد تنش برشی در صفحه ببی  مؤلفهyx 

yy                           عد تنش در جهت محور ببی  مؤلفهy   
 زيرنويس 

a                                کاذب 
.conv                        جابجایی 

max                            بیشینه 
min                            کمینه 

N                               نیوتنی 
P                              پلیمری 
 کل                                  0

  i                                شمارنده گره در جهت محورx 
j                                شمارنده گره در جهت محورy 

 بالانويس 
N                           شمارنده گام زمان حقیقی 
n                             شمارنده گام زمان کاذب 
h                                ،نصف فاصله بین دو صفحهm 

K                           ر فشمارنده گام زمانی وثوقی 
 عدبعلامت بی                             * 
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