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تحلیل دینامیکی یک ربات موازی 5 درجه آزادی با بکارگیری تئوری پیچه و استخراج نقاط تکین
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خلاصه: در این مقاله ربات موازی 5 درجه آزادی با مجری نهایی خطی بررسی میشود. در این ربات توانایی جهت گیری مجری 
نهایی در فضای کاری، مزیتی برای انجام فرایند ماشینکاری سطوح پیچیده است. با چنین کاربردی، تحلیل عملکرد دینامیکی ربات از 
اهمیت بالایی برخوردار است. از طرفی رباتهای موازی، فضای کاری محدودی دارند و تکینگیهای آنها، فضای کاری را محدودتر  می 
کند. از این رو با تمرکز بر دو حوزه سینماتیک و دینامیک، رفتار عملکردی این ربات در فضای کاری مورد مطالعه قرار می گیرد. به 
منظور انجام تحلیل سینماتیک، با استفاده از روابط هندسی و برداری، معادلات قید استخراج و سپس، معالات حاکم بر سرعت و شتاب 
ربات بدست می آید. سپس با بکارگیری تئوری پیچه ماتریس ژاکوبین استخراج و با بررسی آن وضعیت تکینگی ها درون فضای کاری 
تعیین می گردد. با در نظرگرفتن تکینگی و محدودیتهای فیزیکی و هندسی، الگوریتمی برای محاسبه فضای کاری ارائه می شود. 
همچنین با استفاده از ماتریس ژاکوبین، شاخص سینماتیکی چالاکی بعنوان معیاری برای نزدیکی ربات به نقاط تکینه بررسی می گردد. 
در ادامه، معادلات دینامیکی حاکم بر ربات با استفاده از تئوری پیچه که مزایای هردو روش اویلر-لاگرانژ و نیوتن را داراست، استخراج 

گردیده و نتایج حل مسائل سینماتیک و دینامیک با خروجی شبیه سازی مکانیزم در محیط سیمولینک متلب اعتبارسنجی می شود.
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مقدمه-  
طی دهه های اخیر صنعت ماشین ابزار مزایای بالقوه مکانیزم های موازی 
را کشف کرده است و مکانیزم های موازی بسیاری با ساختارهای 5 و 6 درجه 
به  خود  وزن  نسبت  دلیل  به  موازی  ربات های   .]1[ یافته اند  توسعه  آزادی 
ظرفیت باری که تحمل می کنند و همچنین جهت گیری های مناسبی که در 
فضا دارند، مزایای قابل توجهی درکاربردهای ماشینکاری، به ویژه ماشینکاری 
سطوح پیچیده دارند. اگرچه این ربات ها عموماً فضای کاری محدودی دارند و 
ماشین ابزارهای موازی ثابت نمی توانند الزامات ماشینکاری در مورد قطعه کار 
در مقیاس بزرگ را فراهم  کنند، با این حال توسعه ربات های موازی متحرک 
به نوعی این مشکل را نیز برطرف کرده است. ربات موازی6 درجه آزادی 
استوارت که امروزه بعنوان پلتفرم استوارت شناخته می شود ]2[، بطور عمده 
ارتعاش، و مکانیزم های  رانندگی، سکوهای جذب  یا  پرواز  در شبیه سازهای 
اتصال فضایی استفاده می شود]3[. پس از توسعه ربات های موازی 6 درجه 
کمتر)  آزادی  درجات  با  موازی  ربات های  روی  بر  بسیاری  تحقیقات  آزادی 
ساده،  ساختاری  عموماً  ربات ها  این  انجام  شده است.  درجه آزادی(   5 2تا 

اتصالات سینماتیکی کمتر، هزینه کم و کنترل راحت تری دارند]4-6[. زی 
و همکاران ]4[، هوانگ و همکاران]5[ و جوشی و همکاران]6[ پیکربندی 
انواع مکانیزم های موازی با درجات آزادی کمتر را بررسی کرده اند. ربات های 
 ]9 ,8[ 3UPS UPR− ]7[ و 2[ ]UPR SPR− موازی با ساختارهای 
 U ،P ،R( ربات هایی هستند که برای تنظیم موقعیت بکار گرفته می شوند
استفاده  کروی  و  یونیورسال  خطی،  دورانی،  مفاصل  برای  ترتیب  به   S و 
می شوند(. در]10[ محبوب خواه و همکاران به تحلیل فضای کاری و استخراج 
زمانی  در]11[  پرداخته اند.  درجه آزادی  چهار  موازی  ربات  یک  تکین  نقاط 
ربات  موازی  یک  تکینگی  از  عاری  کاری  فضای   استخراج  به  همکاران  و 
به  در]12[  پرداخته اند.  فراابتکاری  الگوریتم های  از  استفاده  با  4درجه آزادی 
پرداخته   آزادی  درجه  موازی4  ربات  یک  دینامیکی  و  سینماتیکی  ارزیابی 

شده است.
پیکربندی با  آزادی  درجه   5 موازی  ربات  یک  حاضر،  پژوهش  ربات 

برای  بالایی  پتانسیل  آن  ساختاری  شکل  است.  4SPRR SPR−

]13[ گرت  در  دارد.  متحرک  ماشینکار  ربات های  از  نوع جدیدی  به  تبدیل 
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پرداخته اند. در ]14[  این ساختار  به تحلیل سینماتیک معکوس  و همکاران 
بوراس و همکاران با در نظر گرفتن رباتی با این ساختار،  به بررسی تغییرات 
در]15[  پرداخته اند.  تکینگی ها  منظر  از  زمین  به  ربات  پاهای  اتصال  محل 
لان لو و همکاران به تحلیل سینماتیک مستقیم و بررسی فضای کاری این 
ساختار پرداخته اند. در]16[ گوو و همکاران علاوه بر تحلیل های سینماتیکی 
به تحلیل سختی این ساختار با بکارگیری تئوری پیچه پرداخته اند. در]17[ 
با رویکرد مبتنی بر تئوری پیچه به طراحی توپولوژی و تحلیل سینماتیکی 
ماشین های موازی 5 محوره پرداخته شده است و پیکربندی های متفاوت 5 
ارائه و تحلیل شده اند. در ]18[ محمودی  این ساختار  آزادی در کنار  درجه 
ربات  افزودن یک مفصل خطی، یک  و  این ساختار  از  الهام  با  و همکاران 
کرده اند.  ارائه  4SPRR PSPR− ساختار با  آزادی  درجه   6 موازی 
ربات  یک  معکوس  دینامیک  تحلیل  به  همکاران  و  محبوب خواه  در]19[ 
موازی 6 درجه آزادی بعنوان میز ابزار در فرایندهای ماشینکاری پرداخته اند و 
نیروهای ماشینکاری را در تحلیل دینامیک معکوس لحاظ کرده اند. در]20[، 
انجام  4SPRR SPR− ساختار معکوس  دینامیک  کنترل  و  مدل سازی 
 شده است. مرجع ]20[ در زمره محدود تحقیقاتی است که به تحلیل دینامیکی 

با روش معادلات کین  ربات  پرداخته است، که در آن دینامیک  این ساختار 
استخراج شده است.

از  یکی  بالا،  اجزای  تعداد  با  چند جسمی  سیستم های  دینامیک  تحلیل 
رایج ترین و  اویلر  نیوتن  برانگیز است. معادله لاگرانژ و روش  مسائل بحث 
محبوب ترین روش های مدل سازی دینامیکی در رباتیک هستند. این روش ها 
برای سیستم های دینامیک با درجه آزادی کم و اجزای کم بسیار کارآمد و 
از اجزای  نیاز به تجزیه و تحلیل هر یک  اویلر  نیوتن  راحت هستند. روش 
ربات و در نظر گرفتن نیروهای داخلی دارد. در نهایت، معادلات دینامیکی 
آورد.  به دست  را  نهایی  دینامیکی  معادلات  تا  ترکیب می کند  را  اجزا  تمام 
بسیار  کار  به  نیاز  مفاصل،  همه  در  داخلی  نیروهای  محاسبه  برای  بنابراین 
بیشتری دارد. معادله لاگرانژ بر اساس تابع انرژی نیازی به در نظر گرفتن 
مشتقات  که  است  آن  مستلزم  اما  ندارد،  ربات  اجزای  بین  داخلی  نیروهای 
مرتبه دوم تابع لاگرانژ محاسبه شود. بنابراین، معادله لاگرانژ برای سیستمی 
با درجه آزادی بالا و اجزای زیاد، کارایی پایینی دارد، بعلاوه به نیروهای داخلی 

دسترسی وجود ندارد ]20[. 
انجام  مقدمه  که  معکوس  سینماتیک  محاسبات  ابتدا  مقاله  این  در 
تحلیل های دیگر است انجام می شود، سپس ماتریس ژاکوبین ربات با استفاده 
ازتئوری پیچه استخراج می گردد. با تعبیر هندسی که از تئوری پیچه برای 

از  نقطه  هر  در  ربات  تکین  تکینگی حاصل  می شود ، همه جهت گیری  های 
فضای کاری استخراج می شود. شاخص سینماتیکی چالاکی بعنوان معیاری از 
نزدیکی ربات به نقاط تکین خود در فضای کاری ارائه و سپس دینامیک ربات 
با تئوری پیچه تحلیل می شود. همه نیروهای عملگرها و عکس العمل های 
قیدی در هر نقطه از مسیر حرکت ربات استخراج می گردد. در نهایت تمامی 
نتایج بدست آمده با شبیه سازی در محیط سیم مکانیک متلب صحت سنجی 

می شود.

معرفی ربات -  
4SPRR SPR− ربات پنج درجه آزادی پژوهش حاضر، دارای ساختار

میباشد.بعبارتی4 تا از پاهای ربات، هرکدام یک زنجیر سینماتیکیاست که 
اتصال آن از پایه ثابت به مجری نهایی به ترتیب با مفاصل کروی، انتقالی، 
دورانی و دورانی است و یکی از پاهای ربات یک زنجیر سینماتیکی با مفاصل 
کروی، انتقالی و دورانی است. در این ساختار عملگرهای ربات روی مفاصل 
انتقالی هستند، بعبارت دیگر محرکهای ربات، عملگرهای خطی هستند. از 
طرفی پاهای ربات به مجری نهایی که یک پلتفرم خطی )و نه یک صفحه( 
است با استفاده از مفاصل دورانی متصل شدهاند. شکل1 نحوه اتصال پاهای 

ربات به مجری نهایی و پایه ثابت را نشان میدهد.
با توجه به شماتیک شکل1، محل قرارگیری پاهای ربات روی پایهی 
 )i=1،2،...،5(  Mi با  که  است  از طریق مفصلهای کروی  اتصال  با  ثابت، 
نامگذاری شدهاند. به مفاصل کروی، پاهایی که در هر کدام از آنها یک مفصل 
خطی قرار دارد، اتصال دارد، این مفصلهای خطی در واقع عملگرهای فعال 
ربات هستند. هر کدام از این عملگرها با دو مفصل دورانی پیاپی که در شکل 
به ترتیب با N و P مشخص شدهاند، به مجری نهایی که یک پلتفرم خطی 
با توجه  اما پای اول فقط یک مفصل دورانی دارد و  است، متصل شدهاند. 
1N به مجری نهایی متصل است. دستگاه مختصات  به شکل1 در محل 
راستگرد جهانی که با محورهای مختصات z،y،x مشخص است در نقطه 
A چسبیدهبه پایه ثابت است. اگر از نمای بالا به شماتیک ربات بنگریم، 
O1 میگذرد. دستگاه مختصاتM از محل مفصل کروی  x امتداد محور 

با بردارهای یکه w،v،u به محل مرکز جرم مجری نهایی چسبیده است، 
از  اگر  است. شده  تعریف  نهایی  مجری  محور  راستای  در   w یکه  بردار 
 u است به مجری نهایی بنگریم، راستای w صفحه  ای که بردار نرمال آن
در جهت مرکز مفصل دورانی پای اول ربات است.بر طبق معیار گروبلر]16[ 

تعداد درجات آزادی ربات از رابطه زیر بدست میآید:
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 درجه آزادی 5: پیکربندی ربات موازی 1شکل 
Fig. 1. Configuration of 5 degrees of freedom parallel robot  

 

 

 

 

شکل 1. پیکربندی ربات موازی 5 درجه آزادی

Fig. 1. Configuration of 5 degrees of freedom parallel robot 
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اعضای  تعداد   n مکانیزم،  یا صفحهای  فضایی  درجه   d آن  در  که 
if مجموع درجات آزادی است که هر مفصل دارد  g تعداد مفاصل،  ربات، 

v درجه آزادی افزونه1 مکانیزم است. و 
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سینماتیک- 3
برای تحلیل سینماتیک ربات نیاز به موقعیت و جهتگیری مجری نهایی 

است، موقعیت مجری نهایی به صورت زیر تعریف میشود:
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و جهتگیری آن با ماتریس دوران R تعریف میشود.
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به ترتیب دوران حول  اویلری هستند که  γ زوایای  α و  که در آن 
محور u و v دستگاه مختصات چسبیده به مجری نهایی را نشان میدهند.

موقعیت مفاصل کروی در دستگاه مختصات A و در دستگاه مختصات 
O به صورت زیر نوشته میشود:
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موقعیت مفاصلدورانی نقاط P در دستگاه مختصات A و در دستگاه 
مختصات O به صورت زیر است:
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1  redundant

موقعیت مفاصلدورانی نقاط N در دستگاه مختصات A به صورت زیر 
بدست میآید:
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، فاصله  ic r با توجه به شکل1، شعاع مجری نهایی است و که در آن، 
 w محور  راستای  در  نهایی  مجری  به  متصل  دورانی  مفاصل  از  یک  هر 

دستگاه مختصات O است.
با در نظر گرفتن شکل2 و 3 بردارهای زیر تعریف میشوند:
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 z محور  حول  اول،  لینک  به  نسبت  iام  زاویه لینک   iθ آن  در  که 
دستگاه مختصات چسبیده به مجری نهایی است که در شکل2 مشخص شده 
برداری است که دو مفصل دورانی پای iام را به یکدیگر متصل  iu است. 

 

 [11]شماتیک مجری نهایی:  2شکل
Fig. 2. Schematic of the end effector[16] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. شماتیک مجری نهایی]6 [

Fig. 2. Schematic of the end effector[16]
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می کند که در شکل2 مشخص شده است. همچنین بردار های یکه در دستگاه 
مختصات O به شکل زیر تعریف می شود:
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با توجه به شکل3 با درنظرگرفتن ساختار هندسی ربات برای هر یک از 
w همواره در یک  و il iu و ادعا کرد که بردارهای پاهای ربات میتوان 

صفحه قرار دارند، بنابراین میتوان نوشت:
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ذیل  شکل  به  را  فوق  دترمینان  میتوان  برداری  محاسبات  اساس  بر 
نوشت: 
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با حل معادلات فوق برای پاهای دوم تا پنجم ربات میتوان به مقادیر 
 iθ  و  iθ iθ ها دست یافت. با مشتق  گیری از معادلات فوق میتوان 

را محاسبه کرد.
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مفاصل  طول  میتوان  مفاصل  برای دوران  ربات  سینماتیک  حل  با 
محرک خطی را به فرم زیر استخراج کرد:
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مختصاتگذاری شکل3 برای انجام تحلیلهای دینامیک به روش تئوری 
پیچه انجام شدهاست، این مختصاتگذاری به منظور نوشتن سرعت خطی و 
زاویهای هریک از اعضای ربات، در دستگاه مختصات بدنه بکار میرود که در 

بخش دینامیک ربات بدان اشاره میشود.

استخراج4ماتریس4ژاکوبین4با4تئوری4پیچه-4 
 تئوری پیچه یک ابزار قدرتمند ریاضی برای تحلیل مکانیزمهای فضایی 
است، یک پیچه از دو بردار سه بعدی تشکیل شده و میتوان از آن برای 
بیان کردن موقعیت و جهتگیری یک بردار فضایی، سرعت خطی و زاویه ای 
یا نیرو و کوپل استفاده کرد. بنابراین مفهوم تئوری پیچه مناسب تحلیلهای 
و  پیچه  تئوری  فضای  بین  تبدیل  طرفی  از  است،  دینامیکی  و  سینماتیکی 
برای  پیچه  تئوری  که  هنگامی  است.  برداری سرراست  و  ماتریسی  فضای 
تحلیل یک مکانیزم اعمال میشود، مزایایی از قبیل مفاهیم هندسی واضح، 
را فراهم  تعابیر فیزیکی صریح، معادلات سادهتر و محاسبات جبری راحت 
میآورد. به همین دلیل تئوری پیچه بصورت گستردهای توسط محققین در 

تحلیل سامانههای چندجسمی بکار گرفته میشود. 

 

  مختصات گذاری ربات:  3شکل
Fig. 3. Coordinates of the robot 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. مختصات گذاری ربات

Fig. 3. Coordinates of the robot
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آنی حرکت  پیچهی   ، پیچه]16[  تئوری  براساس  و  به شکل3  توجه  با 
مجری نهایی، تولید شده توسط هر یک از پاهای ربات در دستگاه مختصات 

چسبیده به مجری نهایی به فرم زیر تعریف میشود:
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پیچه حرکت مجری نهایی بصورت ذیل است:
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p$2 پیچه  p$1 پیچه حرکت تولید شده توسط پای اول ربات و   که  
ν سرعت  و   ω است. ربات  پنجم  تا  دوم  پای  توسط  تولید شده  حرکت 
آرایه  و  نهایی اند  مجری  جرم  مرکز  به  چسبیده  دستگاه  خطی  و  زوایه ای 
i, سرعت زاویه ای  jθ ] توئیست مجری نهایی است.  ]T Tω ν شش بعدی 

iq سرعت خطی عملگر iام است. مفصل دورانیj ام در پایiام و 
بنابراین با توجه به شکل 4 هر پیچه به شکل زیر بیان می شود:
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بر اساس تئوری پیچه، پای اول ربات، یک پیچه متقابل قیدی به شکل 
زیر دارد:
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که می توان آن را به فرم ماتریسی نوشت:
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 : نمایش پیچه مفاصل در ربات4شکل 
Fig. 4.  Joint screw in the robot 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  . نمایش پیچه مفاصل در ربات

Fig. 4.  Joint screw in the robot
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از پای  نیز  اگر مفصل خطی پای اول قفل شود، پیچه متقابل دیگری 
اول حاصل می شود:
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1,4d نرخ عملگر خطی پای اول ربات است. اگر معادله فوق  که در آن 
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1aJ, ماتریس ژاکوبین عملگری پای اول ربات است. اگر  که در آن  
( قفل شود پیچه متقابل آن پا از روابط  = 2, 3, 4, 5i مفصل خطی پای iام)
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2aJ,  ماتریس ژاکوبین عملگری همه پاهای ربات است و  1aJ, و که 
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با ترکیب ماتریس ژاکوبین قیدی و عملگری بدست می آید:
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0J ماتریس ژاکوبین ربات است: که در آن 
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تحلیل4دینامیک4ربات4با4تئوری4پیچه-4 
با  و  میشود  نوشته  جداگانه  عضو  هر  دینامیکی  روابط  پیچه  تئوری  در 
سرهم بندی تمام معادلات، روابط ماتریسی برای استخراج نیروهای عملگرها 
و نیروهای عکس العملی حاصل می شود. یکی از روابط مهمی که در تئوری 
پیچه حائز اهمیت است، ماتریس قیود است که نمایانگر نحوه اتصال اعضای 
ربات به یکدیگر است. این رابطه را بصورت یک فرم خطی همگن و به شکل 

زیر می توان نوشت.
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نوع  به  ماتریس ضرایب 6×6 هستند که   ,i iK و  , 1i iK − که در آن 
 it ام متصل کرده، بستگی دارند و  +1i مفصلی که لینک i ام را به لینک 
1× شامل سرعت زاویه ای و  6 بردار توئیست لینک i ام است که یک بردار 

سرعت خطی مرکز جرم لینک iام می باشد بعبارتی:
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 الف
a  

 ب
b 

 
 ج
c  

ج: شکل عمومی مفصل ، ب: آرایه تویست لینک ها، [22]الف: پیکربندی عمومی، [22]پیکربندی عمومی یک ربات موازی : 5شکل
 [22]دورانی

Fig. 5. General configuration of a parallel robot [22], a. General parallel robot [22], b. twist array of the links, c. 
General revolute joint [22] 

 

 

 

 

 

شکل  . پیکربندی عمومی یک ربات موازی ]  [، الف: پیکربندی عمومی]  [، ب: آرایه تویست لینک ها، ج: شکل عمومی مفصل دورانی]  [

Fig. 5. General configuration of a parallel robot [22], a. General parallel robot [22], b. Link twist array, c. Gen-
eral revolute joint [22]
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با توجه به مختصات گذاری شکل3، می توان توئیست هر یک از اعضای 
ربات را در دستگاه مختصات مرجع نوشت. این فرمول بندی سیستماتیک به 
طرز کارآمدی برای ربات های موازی به شکل5.الف مناسب می باشد. در این 
ربات ها صفحه ثابت و متحرک با چند پا به یکدیگر متصل شده اند. در هر 
کدام از پاها چند زوج سینماتیکی وجود دارد که حرکت اعضای ربات را مقید 
می کنند. در شکل 5.ب دو لینک متوالی و آرایه توئیست متناظر آنها نمایش 
داده شده است. با توجه به نوع مفصلی که لینک ها را بهم متصل می کند، 
می توان رابطه ای بین توئیست دو لینک متوالی نوشت. در شکل 5.ج یک 

مفصل دورانی بین دو لینک نشان داده شده است.
برای یک ربات با d درجه آزادی و n لینک، به تعداد n 6 معادله جبری 

قیدی ظاهر می شودکه بطورخلاصه می توان نوشت:
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، ضرایب قیدی همه  6 6( 1)n n× − که در آن ماتریسK  با ابعاد 
زوج های سینماتیکی را در خود دارد. که ماتریس قید ربات1 نامیده می شود. 
شامل  را  ربات  لینک های  همه  توئیست  که  است  6( 1)n − بردار  tیک 

می شود. 

1   Robot constraint matrix

با در نظر گرفتن یک لینک ربات، نیروها و گشتاورهایی که از دو مفصل 
c در مرکز جرم آن 

iw به این لینک وارد می شود، منجر به تولید یک رنچ 
می شود. بطور کلی رنچ به صورت یک آرایه 6 بعدی تعریف می شود که سه 
مولفه اول آن گشتاورها و سه مولفه دوم آن را نیرو ها تشکیل می دهند. آرایه 
cw متشکل از رنچ همه اعضای ربات را بردار رنچ قیدی ربات2  n 6 بعدی 

می نامند. انجلس در مرجع ]23[، نشان داده است که رابطه زیر برقرار است.
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λبردار رنچ گشتاورها و نیروهای قیدی است که در محل  که در آن 
مفاصل لینک ها ظاهر می شود و K همان ماتریس قیود معادله )34( است. 
و  انتقال گشتاورها  ماتریس  نوعی  به   ،  TK تعبیر  )36( معادله  در  بعبارتی 

نیروهای قیدی از مفاصل به مرکز جرم اعضای ربات است.
در هر زوج سینماتیکی iامین رنچ قیدی مفصل هیچ توانی روی لینک 

صلب تولید نمی کند. با توجه به شکل6 می توان نوشت:
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2  Robot constraint wrench vector

 

 

 ب [23]الف
 [23]رنچ قیدی در حالت کلی :  1شکل

Fig. 6. Constraint wrench in the general form[23] 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6.  رنچ قیدی در حالت کلی ]3 [

Fig. 6. Constraint wrench in the general form[23]
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که در آنP  توان تولیدی در مفصل است که برابر صفر است. از طرفی 
می توان برای اختلاف توئیست دو لینک رابطه زیر را نوشت:
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i, به ترتیب اندازه و بردار پیچه واحد j امین درجه  js i, و  jA که در آن 
ik تعداد درجات آزادی i امین مفصل است. با  آزادی یک مفصل است و 

جایگذاری رابطه )38( در )37( می توان نوشت:
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ماتریس S ، ماتریس پیچه مفصل1 نامیده می شود که شامل بردارهای 
پیچه همه زوج های سینماتیکی ربات است. با توجه به معادله فوق، واضح 
دارد. در  قرار   TS ماتریس پوچ  λدر فضای  پیچه مفاصل، بردار  است که 
مفصل  جمله  از  مفصل ها  انواع  قید  ماتریس  محاسبه  نحوه  به  مرجع]22[ 

لولایی، خطی، کروی، استوانه ای و... پرداخته شده  است.

محاسبه4توئیست4اعضای4ربات-64
نیروی عکس العمل قیدی یکی از ارکان مهم تحلیل سازه ای ربات است. 
ربات همانند شکل 6.ب رسم  اجزای  از  آزاد هر یک  ترسیمه  منظور  بدین 
ام   i لینک  برای  پیچه  تئوری  به  توجه  با  دینامیک  تعادل  معادله  می شود. 

بصورت زیر است:
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1  Joint-screw matrix

ماتریس های 6×6 اینرسی و سرعت زاویه ای  iW و  cg
iM که در آن 

هستند، که به صورت زیر نوشته می شوند.
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1 و O به ترتیب نشان دهنده ماتریس 3×3 واحد و صفر،  که در آن 
iI ماتریس اینرسی برای هر کدام از  iΩ ماتریس سرعت زاویه ای و  و 
اعضای ربات هستند که نسبت به دستگاه مختصات چسبیده به مرکز جرم هر 
im جرم هر کدام از عضو ها است. علاوه  کدام از عضوها نوشته می شوند.
عملگرها  رنچ  بعدی  شش  بردار  ترتیب  به   S

iw و   C
iw و  Ac

iw این بر 
)که در این ربات شامل نیروی خطی 5 عملگرِ خطی می باشد(، رنچ قیدی 
به  که  مفصل،  هر  از سمت  شده  وارد  قیدی  گشتاور  و  نیرو  مفاصل)شامل 
مرکز جرم منتقل شده است( و رنچ بار استاتیکی )شامل نیروی وزن، نیروهای 

خارجی و گشتاورهای خارجی وارده بر هر عضو(، روی عضو i ام هستند.
1n لینک متحرک، فرم بسته معادلات دینامیک  − برای یک ربات با 

ربات به شکل ذیل نوشته می شود:
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tبردار توئیست ربات است: که در آن 
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Cw به ترتیب رنچ همه عملگرها، رنچ همه  و Sw و Acw در حالیکه 
نیروهای استاتیک و رنچ همه قیدها می باشند.

W نیز ماتریس های جرم و سرعت زاویه ای ربات  و cgM ماتریس های
هستند که بصورت ذیل تعریف می شوند.
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t، را می توان به  صورت یک تبدیل خطی از نرخ  بردار توئیست ربات، 
زاویه مفاصل در نظر گرفت، بعبارتی می توان نوشت:
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از  خطی  تبدیل  یک  بصورت  می توان  را  عملگرها  رنچ  همچنین  و 
گشتاورهای فعال عملگرها نوشت.
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با جایگذاری معادلات )35( و )46( در معادله )42( بدست می آید:
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که در آن
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فرم بسته معادلات دینامیک ربات را می توان به شکل ذیل نوشت:
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که در نهایت رنچ قیدی و نیروهای عملگری ربات از رابطه زیر استخراج 
می شود:
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صحت سنجی- 7
برای حصول اطمینان از صحت معادلات سینماتیک استخراج شده که 
مبنای تحلیل های تکینگی هستند و همچنین حصول اطمینان از معادلات 

افزار  نرم  محیط  در  ربات  مکانیزم  پیچه  تئوری  با  شده  استخراج  دینامیک 
سالیدورکس طراحی و در محیط سیم مکانیک متلب شبیه سازی شده است. با 
توجه به شکل7، پارامترهای سینماتیکی و دینامیکی ربات به ترتیب در جدول 

1 و 2 مشخص شده اند.
به ازای مسیر مجری نهایی مطابق شکل8، پاسخ های دو مدل تحلیلی 
و سیم مکانیک مقایسه می شوند. مسیر حرکت، منحنی  پایه سیکلوئیدی است 
که حرکتی هموار را ایجاد می کند و فاقد جهش در نقاط ابتدایی و انتهایی 
( نسبت به پای اول  iθ می باشد. در شکل9 زاویه اتصال پاهای دوم تا پنجم)
در دستگاه مختصات بدنه نمایش داده شده است. با حل سینماتیک معکوس 
زوایا، سرعت های زاویه ای و شتاب های زاویه ای محاسبه می شوند. شکل10، 
 ) iSMθ ( سیم مکانیک  شبیه سازی  و   ) iθ ( تحلیلی  مدل  از  که  را  زوایا 
مدل  زاویه ای  سرعت های  شکل11،  همچنین  می دهد.  نمایش  بدست آمده 
( را نشان می دهد. شکل12،  iSMθ ( و شبیه سازی سیم مکانیک ) iθ تحلیلی )
( سیم مکانیک  شبیه سازی  و   ) iθ ( تحلیلی  مدل  زاویه ای  شتاب های  نیز 

( را نمایش می دهد. بیشترین مقدار خطار در هر کدام از این نمودارها  iSMθ

کمتر از 0/01 درصد است. مطابق شکل13، میزان حرکت عملگرهای خطی 
از مرکز مفاصل کروی اندازه گیری می شود. این مقادیر جابجایی که از مدل 
( بدست آمده ، در شکل14  iSML ( و شبیه سازی سیم مکانیک ) iL تحلیلی )

نشان داده شده است. 
مسیر  با  متناظر  شتاب  معکوس،  دینامیک  مدل  صحه گذاری  برای 
حل  عنوان  به  عملگرها  گشتاور  و  اعمال  تحلیلی  مدل  به  نهایی،  مجری 
مقایسه  شبیه سازی سیم مکانیک  از  حاصل  با خروجی های  دینامیکی،  مدل 

 

 موقعیت مرکز جرم اعضای ربات:  7شکل
Fig. 7. The position of the center of mass of the robot members 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. موقعیت مرکز جرم اعضای ربات

Fig. 7. The position of the center of mass of the robot 
members
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جدول 1. پارامترهای سینماتیکی ربات

Table 1. Kinematic parameters of the robot

 : پارامترهای سینماتیکی ربات1جدول
Table 1. Kinematic parameters of the robot 

 

Aموقعیت مفاصل کروی )
iM) ( موقعیت مفاصل دورانیO

ic) (سایر پامترها, ,
cgi i i cr r l) 

(60/6  ,6 ,60/6 )1
AM (6520/6 ,6 ,6)1c m  66/6 ir 

 2cg
i

i
rr 

m  6051/6 i cl 
 

(65/6  ,6/6 ,61/6 )2
AM (6520/6- ,6 ,6 )2c 

(61/6  ,61/6 ,60/6-)3
AM (61/6 ,6 ,6 )3c 

(61/6  ,61/6- ,60/6-)4
AM (65/6 ,6 ,6 )4c 

(65/6  ,6/6- ,61/6-)5
AM (6612/6- ,6 ,6 )5c 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. پارامترهای دینامیکی اجزای ربات

Table 2. Dynamic parameters of the robot
 : پارامترهای دینامیکی اجزای ربات2جدول

Table 2. Dynamic parameters of the robot 

(Kg) عضو جرم     *2m(Kg(اینرسی   

,1, 1,...,5ilink i  1 diag(6, 6, 6)×  66/6  

,2 , 1,...,5ilink i   5 diag(6, 1, 1/6 ) × 66/6  

,3, 2,...,5ilink i  62/6 diag(6, 2, 2/6 ) × 66/6  
End effector 1 diag(6, 6, 6) × 66/6  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  : مسیر مجری نهایی8شکل 

Fig. 8. The end effector trajectory 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. مسیر مجری نهایی 

Fig. 8. The end effector trajectory
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 در ربات های مفصلی متغیر: 9 شکل

Fig. 9.   joint variables in the robot 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

θ در ربات  شکل 9. متغیرهای مفصلی 

Fig. 9. θ  joint variables in the robot

 

  : صحت سنجی متغیرهای مفصلی 11شکل 

Fig. 10. Verification of joint variables   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 θ شکل 10. صحت سنجی متغیرهای مفصلی  

Fig. 10. Verification of joint variables θ  
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 :  صحت سنجی متغیرهای مفصلی 11شکل

Fig. 11. Verification of joint variables  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 θ شکل 11. صحت سنجی متغیرهای مفصلی 

Fig. 11. Verification of joint variables θ

 

  : صحت سنجی متغیرهای مفصلی 12شکل 

Fig. 12. Verification of joint variables   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

θ شکل 12. صحت سنجی متغیرهای مفصلی 

Fig. 12. Verification of joint variables θ
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 نمایش میزان حرکت عملگرهای خطی ربات  :13شکل 

Fig. 13. illustrating the movement of the robot's linear actuators 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 13. نمایش میزان حرکت عملگرهای خطی ربات 

Fig. 13. illustrating the movement of the robot's linear actuators

 

 

 حرکت عملگرهای خطی ربات  :14شکل 

Fig. 14. Movement of robot linear actuators 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  1. حرکت عملگرهای خطی ربات 

Fig. 14. Movement of robot linear actuators
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ارائه  شکل15  در  سیم مکانیک  شبیه سازی  و  تحلیلی  مدل  نتایج  می شود. 
دلیل  که  است  درصد   1/5 حالت  بدترین   در  خطا  مقدار  بیشترین  شده اند. 
آن فرض در نظر گرفته شده در مدل دینامیکی است. همانطور که ذکر شد، 
پای اول ربات یک مفصل دورانی نسبت به بقیه پاهای ربات کمتر دارد و 
در محل این مفصل دورانی، پای اول به مجری نهایی قفل شده است. این 
بدان معناست که به مجری نهایی لینکی اضافه جوش شده است. در مدل 
دینامیکی مقدار جرم این لینک به جرم مجری نهایی افزوده شده ولی ممان 
اینرسی آن در نظر گرفته نشده است. بعبارتی ممان اینرسی مجری نهایی در 
مدل تحلیلی تفاوتی اندک با مدل شبیه سازی شده دارد که منجر به تفاوت 
اندک در نتایج تحلیل دینامیکی شده است. همچنین با توجه به قابلیتی که 
تحلیل دینامیک پیچه دارد می توان نیروی عکس العملی همه مفاصل ربات 

را در طول مسیر حرکت در دستگاه مختصات مرجع محاسبه نمود. بعنوان 
نمونه نیروها و گشتاورهای عکس العمل برای پای اول ربات در شکل های 

16 و 17 رسم شده است. 

فضای کاری - 8
تعیین  ربات  فضای کاری  جستجو  الگوریتم  یک  ارائه  با  بخش  این  در 
می شود. در این الگوریتم با فرض مشخص بودن جهت گیری مجری نهایی، 
ژاکوبین،  ماتریس  نقطه،  هر  ازای  به  و  می شود  جاروب  فضای کاری  تمام 
محدودیت طول کورس عملگرهای خطی و قیود فیزیکی به منظور جلوگیری 
از برخورد اعضای ربات بررسی می شوند. سپس اگر همه قیود ارضا شوند، 
نقطه مورد نظر بعنوان فضای  کاری ذخیره می شود. با توجه به فلوچارت ارائه 

 

 سازی: نیروی عملگرهای خطی ربات و درصد اختلاف با نتایج شبیه15شکل

Fig. 15. The force of linear actuators and the error percentage with the simulation results 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  1. نیروی عملگرهای خطی ربات و درصد اختلاف با نتایج شبیهسازی

Fig. 15. The force of linear actuators and the error percentage with the simulation results
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 رنچ قیدی مفصل کروی پای اول ربات: 11شکل 
Fig. 16. constraint wrench of the first spherical joint 

 

 

 

شکل 16. رنچ قیدی مفصل کروی پای اول ربات

Fig. 16. constraint wrench of the first spherical joint
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 رنچ قیدی مفصل خطی پای اول ربات: 17شکل
Fig. 17. constraint wrench of the prismatic joint for first link 

 

 

 

 

 

شکل 17. رنچ قیدی مفصل خطی پای اول ربات

Fig. 17. constraint wrench of the prismatic joint for first link
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موقعیت  که  است  صورت  بدین  کردن  جاروب  عملیات  شکل18،  در  شده 
داده می شود.  z حرکت  ثابت  ارتفاع  ازای  به    xyدر صفحه نهایی  مجری 
بررسی  از  نقطه حل شده و پس  ازای هر  به  معادلات سینماتیک معکوس 
کردن محدودیت ها در همه نقاط صفحه، با تغییر ارتفاع جستجو در صفحه 
بعدی ادامه می یابد. این عملیات از ارتفاع کمینه ی تعریف شده برای ربات 
کاری  قیدهایی که فضای  ادامه می یابد.  بیشینه  ارتفاع  تا  و  شروع می شود 

ربات را محدود می کنند به صورت زیر بیان می شوند:
محدودیت تکینگی:
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محدودیت طول لینک ها:
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محدودیت برخورد اعضای ربات:

(54)

(44) 
1 2 1][ TT T T

nt t t t   
 

(45)  1 1

1 1

, , ,

( , , )

cg cg cg
n

n

M diag M M

W diag W W




 

 
 

 

(46) t T 
 

(47) Ac Acw T  
 

(48) T AcK T    
 

(49) cg cg SM t WM t w    
 

(51) 

0

T Ac

T

K T
S o

 


     
     

    
 

 

(51) 1

00

T Ac

T

K T
S

 



    

     
    

 

 

(52) 0J   
 

(53) 
min maxi i iL L L   

 

(54)    5 ( ) 85i  
 

(55) 
min

max

DI 


  

 

 

 

αرسم شده است و در  γ= در شکل 19 فضای کاری ربات به ازای 0=
γرسم شده است. و 0= πα = 6 شکل 20 فضای کاری به ازای 

بررسی نقاط تکینه - 9
تکین  نقاط  موازی  ربات های  شد،  بیان  مقدمه  بخش  در  همانطور که 
تکین  نقاط  به   شدن  نزدیک  هنگام  دارند.  خود  فضای کاری  در  بسیاری 
این  که  است  نیاز  و  می کند  پیدا  افزایش  فزاینده ای  بطور  عملگرها  نیروی 
نقاط شناسایی و در طول عملیات کاری ربات از آن ها دوری شود. هنگامی 
که ربات در نقطه تکین خود قرار دارد، دترمینان ماتریس ژاکوبین برابر صفر 
است. در ربات پنج درجه آزادی حاضر، یک تعبیر فیزیکی صفر شدن ماتریس 
ژاکوبین این است که امتداد محور مجری نهایی از مرکز مفصل کروی یکی 
از پا ها عبور می کند. با توجه به شکل21.الف و 21.ب مشاهده می شود که 
در هر نقطه از فضای کاری، دو حالت ممکن برای هر کدام از پاهای ربات 
رخ می دهد، بعبارتی مجری نهایی با دو جهت گیری خاص در حالت تکین 
قرار می گیرد. بطور کلی و با توجه به تعداد پاهای ربات در هر نقطه از فضای 
کاری حداقل ده نوع جهت گیری وجود دارد که ربات را در حالت تکین قرار 

 

 کاریفلوچارت محاسبه فضای: 18شکل 

Fig. 18. Workspace calculation flowchart 

 

شکل 18. فلوچارت محاسبه فضایکاری

Fig. 18. Workspace calculation flowchart
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کاری به ازای فضای: 19شکل  0 

0, 0  Fig. 19. workspace for  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α γ= شکل 19. فضایکاری به ازای  0=

Fig. 19. workspace for 0, 0α γ= =

 

کاری به ازای فضای: 21شکل   , 60 
, 6

  0Fig. 20. workspace for  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 πα γ= =, 60 شکل 20. فضایکاری به ازای 

Fig. 20. workspace for , 6
πα γ= =0
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 گیری ربات در موقعیت تکینهجهت: 22شکل
Fig. 21. Robot orientation in singular position 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 21. جهت گیری ربات در موقعیت تکینه

Fig. 21. Robot orientation in singular position

می دهد. تعبیر فیزیکی دیگر با توجه به شکل 21.ج بدین معناست که امتداد 
دو عضو ربات در یک راستا قرار بگیرند. در این حالت نیز ماتریس ژاکوبین 

صفر است و ربات در حالت تکین قرار دارد.
بعنوان نمونه یک حالت تکینه برای بررسی عملکرد ربات در نظر گرفته 
می شود. با توجه به مسیر حرکتی که در شکل 8 برای حرکت مجری نهایی 
تعریف شد، اگر ربات مسیر حرکت خود را در راستای محور x ادامه دهد به 
نقطه ای می رسد که امتداد محور مجری نهایی از مرکز مفصل کروی پای 
داده  نمایش  ربات  تکین  موقعیت  این  22.الف  در شکل  عبور می کند.  اول 
مشاهده  قابل  22.ب  شکل  در  شبیه سازی ها  نتایج  به  توجه  با  و  شده است 
است که در هنگام نزدیک شدن ربات به این نقطه نیروهای عملگر به شدت 
لذا  بیشترین حد خود می رسد.  به  نقطه ی تکین  پیدا می کنند و در  افزایش 
لازم است فضای کاری ربات فاصله مناسبی از نقاط تکین داشته باشد. در 
بخش بعد معیاری جهت میزان دور یا نزدیک بودن ربات به نقاط تکین ارائه 

می گردد.

شاخص چالاکی - 0 
نقاط  به سمت  ربات  که  هنگامی  گفته شد  قبل  قسمت  در  همانطورکه 
تکین خود حرکت می کند، نیروهای عملگری در نزدیکی نقاط تکین شروع 

به افزایش شدید می کنند. یکی از شاخص های سینماتیکی مهم در تحلیل 
ربات های موازی شاخص چالاکی است ]24[. این شاخص از مقادیر منفرد 

ماتریس ژاکوبین استخراج می شود و بصورت زیر نوشته می شود.
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 maxσ و  ژاکوبین  ماتریس  منفرد  مقدار  کمترین   minσ آن  در  که 
بیشترین مقدار منفرد آن است. مقدار شاخص چالاکی بین صفر تا یک تغییر 
می کند و نمایانگر میزان نزدیک بودن ربات به نقاط تکین خود است. هر چه 
شاخص چالاکی به یک نزدیکتر باشد، ربات از نقاط تکین دورتر است و هرچه 
به صفر نزدیکتر باشد به نقاط تکین خود نزدیکتر است. می توان با جستجو 
در فضای کاری جهت گیری هایی را یافت که در آن شاخص چالاکی بیشینه 
است. همانطور که در شکل23.الف نمایان است، با حرکت در راستای محور 
 z=0/25  m است،  بیشینه  آن شاخص چالاکی  در  که  ارتفاع صفحه ای   z
می باشد. همچنین در این ارتفاع با توجه به شکل23.ب بهترین جهت گیری 
زاویه آلفا )دوران مجری نهایی حول محور x(، حدودا51ً درجه است. با توجه 
به شکل23 و مقادیر بیشینه شاخص چالاکی، می توان نتیجه گرفت که این 
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 بررسی یک نقطه تکین: 22شکل
Fig. 22. Examining a singular point 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 22. بررسی یک نقطه تکین

Fig. 22. Examining a singular point
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ربات، بر اساس رابطه 55 رباتِ چالاکی نیست. البته این موضوع در عملکرد 
دینامیکی ربات مشکلی ایجاد نمی کند و رباتهای متعددی با همین محدوده 

شاخص چالاکی در]24[ و]25[ توسط محققین بررسی و تحلیل شده اند. 
در شکل 24 مجری نهایی در ارتفاع z=0/25 m یک فضای مربعی به 
ضلع 20 سانتی متر را با دو جهت گیری مختلف جاروب و در هر نقطه از فضا 
با توجه به شکل، نقاطی یافت  میزان شاخص چالاکی مشخص شده است. 
می شود که در آن ربات بیشترین چالاکی داراست و بعبارتی در دورترین حالت 

از نقاط تکین قرار دارد. 

نتیجه گیری-   
هدف این پژوهش، تحلیل سینماتیکی و دینامیکی یک ربات موازی 5 
درجه آزادی است که دارای سه درجه آزادی انتقالی و دو درجه آزادی دورانی 

است. این ربات به دلیل توانایی جهت گیری مجری نهایی در فضای کاری، 
انجام  از  بعد  مناسب است.  پیچیده  سطوح  ماشینکاری  فرایند  انجام  برای 
تحلیل های سینماتیکی ربات، به استخراج ماتریس ژاکوبین با تئوری پیچه 
پرداخته شد. از آنجایی که تئوری پیچه روشی موثر در تحلیل های دینامیکی 
سیستم های چند جسمی است، معادلات دینامیک ربات با استفاده از تئوری 
متلب،  نرم افزار سیم مکانیک  در  با شبیه سازی  استخراج شدند. سپس  پیچه 
نقاط  ژاکوبین،  ماتریس  محاسبه  با  دینامیک صحت سنجی شدند.  معادلات 
تکین ربات استخراج و با اعمال محدودیت های فیزیکی الگوریتمی به منظور 
عنوان  به  چالاکی  شاخص  سپس  گردید.  ارائه  ربات  فضای کاری  محاسبه 
معیاری از دور بودن ربات از نقاط تکین ارائه شد. این شاخص در فضای کاری 
و   z=0/25  m ارتفاع  در  ربات  که  گردید  مشخص  و  شد  بررسی  ربات 

α، بیشترین مقدار شاخص چالاکی را دارد. = 51

  
 الف
a 

 ب

b 
 میزان تغییرات شاخص چالاکی به ازای تغییر ارتفاع و زاویه: 23شکل

Fig. 23. The changes in dexterity index with regard to change in height and angle  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α شکل 23. میزان تغییرات شاخص چالاکی به ازای تغییر ارتفاع و زاویه 

Fig. 23. The changes in dexterity index with regard to change in height and angle α
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الف   51 
51 a  

 
ب 0 

 0 b  
 

 m22/0=zتوزیع شاخص چالاکی در یک فضای مربعی در ارتفاع : 24شکل
Fig. 24. Dexterity index distribution in a square space at a height of z=0.25m 

 

z=0/2  m شکل  2. توزیع شاخص چالاکی در یک فضای مربعی در ارتفاع

Fig. 24. Dexterity index distribution in a square space at a height of z=0.25m
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