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Free Vibration analysis of a rotating cylindrical shell made of FG-GPLR porous core 
and MEE face with uncertain parameters in thermal environment
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ABSTRACT: In this study, free vibration analysis of a rotating composite double-layer cylindrical 
shell has been carried out using first-order shear deformation theory. The shell is made of a thin 
magneto-electroelastic (MEE) top layer bonded to the functionally graded graphene platelet reinforced 
(FG-GPLR) porous layer and is subjected to the thermal environment. The two ends of the shell can 
be considered as pinned boundary conditions due to the presence of bearings that prevent transverse 
movement. At first, natural frequencies of the forward and backward modes for the rotating composite 
shell were obtained and verified by the literature results. Then the effect of rotational speed, mode 
numbers, temperature change, porosity and GPLs mass fraction on the frequencies were investigated. 
This study then seeks to investigate the effect of uncertainties in the MEE layer properties on the free 
vibration of a rotating composite shell exposed to electric and magnetic potentials. In this case, the 
uncertainties in the elastic modulus, piezoelectric and piezomagnetic coefficient of the smart layer, are 
introduced using a symmetric Gaussian fuzzy number. The governing equations for the uncertain system 
are obtained by combining Hamilton’s principle and the dual parametric form of fuzzy numbers; Then 
the natural frequencies of the uncertain model are calculated using Navier’s approach. Free vibration 
is also investigated by obtaining the natural frequency borders with respect to the various uncertain 
parameters. The results have shown that the porosity increased the frequencies. In the case of uncertain 
properties, with increasing of the electric potential, the frequency bounds decreased slightly, but they 
increased intensely with increasing of the magnetic potential.
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1- Introduction
Natural Frequency evaluation of rotating composite shells 

has been a major concern for scientists, to avoid the resonance 
phenomena. Vibration analysis of the shells considered by 
many researchers. Malekzadeh and Heydarpour [1]  studied 
the vibration behaviour of rotating FG shells in the thermal 
environment using FSDT .Free vibration analysis of rotating 
FG-CNTRC  shells  reported  by  Qin  et  al[2]  . with FSDT. 
Utilizing the Donell model, Liu et al [3] obtained vibration 
characteristics of a rotating multi-layered shell under thermal 
load. Tornabene [4] investigated the natural frequencies of 
rotating panels by means of HSDT.

Piezoelectric and piezomagnetic materials are combined 
to make the composite material called magneto-electro-
elastic (MEE) composites. These composites can convert 
one form of energy to another, among magnetic, electric, 
and mechanical energies. The vibrational properties of MEE 
structures have been discussed in the literature. Applying 
GDQM Rostami et al. [5] examined the natural frequencies 
of rotating cylindrical shells with FG-MEE coating with 

FSDT. Vinyas [6] considered the vibration behaviour of MEE 
annular plates with the aid of TSDT.

In order to better investigate the behaviour of composites, 
it is necessary to quantify the impact of uncertainty in the 
investigations. So far, little research has been done in this 
field. Piovan et al. [7] investigated the dynamic behaviour 
of thin-walled beams by means of parameter uncertainties. 
Karkon et al. [8] studied the effects of uncertain elastic 
modules on the buckling and vibration of plates, using FEM  
and Gaussian random field scheme. Considering parameter 
uncertainties, the dynamic response of the rotating cylindrical 
shell is reported by Zhao et al. [9]. In this study, vibration 
analysis of the rotating shell including the MEE composite 
layer with uncertain parameters is presented. In addition, for 
the first time, the effect of porous GPLRC in the shell, which 
increases its strength and reduces its weight, is investigated 
on the frequency results.

2- Methodology
In Figure 1, the model is presented in the form of a 
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rotating two-layer cylindrical shell, where R is the average 
radius and L is its length. This shell consists of a core made of 
porous FG-GPLR material with a thickness of h and an outer 
layer made of a hybrid smart MEE layer with a thickness of 
hp. Cylindrical coordinates x,θ, and z are used for the model 
and the rotation speed of the shell around the x-axis is equal 
to Ω. The mechanical properties of the porous FG-GPLR 
layer are calculated by considering the improved Halpin-Tsi 
micromechanical model [10], the mixture law, and also the 
relationships specific to the FG porous closed-cell material.

Hamilton’s principle is used to obtain the coupled 
equations of the cylindrical shell. By assuming the simply 
supported boundary conditions, Navier’s method is used to 
solve the equations. For the elastic modulus and piezoelectric 
and piezomagnetic constants of the smart layer, the predicted 
uncertainty is assumed as a symmetric Gaussian fuzzy 
number (SGFN) [11].

3- Results and Discussion
Figure 2 presents the dimensionless frequency changes 

of the reinforced shell in terms of velocity in two half-wave 
numbers for both cases with and without porosity. 

According to the results, in all three diagrams and for both 
B and F modes, the presence of porosity has led to an increase 
in frequency. Porosity was expected to reduce the hardness 
and density of the shell. But because the mass change is 
greater than its hardness, it has finally led to an increase in 
frequency.

According to Figure 3, it is evident that the upper and 
lower limits of the natural frequency both decrease with the 
increase of the electric potential value, while with the increase 
of the magnetic potential value, the opposite of this behaviour 
is observed, and the reason is that the positive changes of 
the electric potential It can reduce the stiffness of the shell, 
while the positive sign of the magnetic potential increases the 
stiffness of the shell.

4- Conclusions
In this research, the free vibration of the rotating composite 

cylindrical shell made of porous FG-GPLR and smart 

magneto-electroelastic layer in the temperature environment 
has been investigated, considering the uncertainty in the 
properties of the smart layer. In the first part, the calculation 
of the natural frequency of the two-layer composite rotating 
shell with fully defined properties is considered, while in the 
second part of this study, the effect of the uncertainties of 
the properties of the outer intelligent layer on the vibration is 
considered. The most important research results are:

In both Backward and Forward modes, the increase in 
the mass fraction of graphene in the inner layer has led to an 
increase in bending stiffness and subsequently to an increase 
in frequency, on the other hand, the presence of porosity 
has led to an increase in frequency. The increase in the 
temperature on the external surface has led to the creation of 
compressive stresses and reduced the frequency. In the case 
of indeterminate properties, the upper and lower edges of the 
natural frequency both decrease to a small amount with the 
increase of the electric potential value, while they increase 
dramatically with the increase of the magnetic potential value.
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 مطالعه ارتعاش آزاد پوسته   استوانه ای چرخان از جنس هسته متخلخل  تقویت شده و رویه  
مگنتوالکتروالاستیک با پارامترهای عدم قطعیت در محیط حرارتی

محسن خان احمدی، آرمن آدامیان*،  احمد حسینی سیانکی

گروه مهندسی مکانیک، واحد تهران مرکزی، دانشگاه آزاد اسلامی، تهران، ایران. 

خلاصه: در این پژوهش تحلیل ارتعاش آزاد برای یک پوسته استوانه ای دولایه دوار به کمک تئوری مرتبه اول برشی انجام شده است. 
این پوسته متشکل از لایه داخلی مدرج متخلخل و تقویت شده با گرافن و رویه مگنتوالکتروالاستیک بوده و تحت اثر محیط حرارتی قرار 
دارد. شرایط مرزی دو انتهای پوسته را بدلیل وجود یاتاقان هائی که از حرکت عرضی جلوگیری می کنند می توان بصورت دوسر مفصل 
درنظرگرفت. در ابتدا، فرکانس طبیعی مودهای پیش رونده و پس رونده ارتعاش آزاد پوسته دوار کامپوزیتی با خواص کاملا معین محاسبه 
شده و با نتایج سایر مقالات صحت سنجی شده است. سپس تاثیر سرعت دورانی، عدد مود، تغییردما، میزان تخلخل و کسرجرمی گرافن 
بر نتایج مورد بررسی قرار گرفته است. سپس این مطالعه به دنبال بررسی تاثیر عدم قطعیت ها در خواص لایه مگنتوالکتروالاستیک 
بر ارتعاش آزاد پوسته استوانه ای دوار و در معرض پتانسیل های الکتریکی و مغناطیسی است. در این حالت عدم قطعیت های مدول 
الاستیک، ضریب پیزوالکتریک و پیزومغناطیس لایه هوشمند، با استفاده از عدد فازی متقارن گوسی مرتبط می شوند. معادلات حاکم 
برای ارتعاش آزاد مدل نامعین با ترکیب اصل همیلتون و فرم پارامتری دوگانه اعداد فازی به دست می آیند؛ سپس فرکانس های طبیعی 
مدل  نامعین با استفاده از رویکرد ناویر محاسبه می شوند. ارتعاشات آزاد نیز با محاسبه محدوده فرکانس  طبیعی در رابطه با پارامترهای 
نامعین مختلف بررسی شده اند. نتایج عددی نشان داده است که وجود تخلخل فرکانس های طبیعی را افزایش می دهد. در سرعت 
دوران صفر، دوبرابر کردن میزان تقویت کننده گرافنی منجر به افزایش 21% ، 26% و 33% به ترتیب در فرکانس مودهای اول، دوم و 
سوم شده است؛ در حالی که در سرعت دورانی بیشینه، دوبرابر کردن گرافن تقویتی منجر به افزایش 14% ، 4/5% و 3/3% به ترتیب 
در فرکانس مودهای اول، دوم و سوم شده است. در مورد خواص دارای عدم قطیت نیز، محدوده فرکانس طبیعی با افزایش پتانسیل 

الکتریکی اندکی کاهش یافته است اما با افزایش پتانسیل مغناطیسی به شدت افزایش داشته است. 
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مقدمه-  
ویژه  سختي  و  مقاومت  همچون  تکنیکي  نیازهاي  از  برخي  بدلیل 
و  نگهداري  حفاظتي،  محیطي  شرایط  شده،  تمام  قیمت  کم،  وزن  ماده، 
جلوگیري درمقابل خستگی، طراحان ترجیح مي دهند تا از مواد کامپوزیتي و 
هدفمند با نوآوري هاي ساختاري استفاده کنند. از طرفی استفاده از پتانسیل 
خواص  با  کامپوزیتی  هوشمند  لایه  دارای  ساندویچی  ساختارهای  بالای 
برای  کم،   وزن  و  بالا  استحکام  و  مکانیکی  مقاومت  با  پیزومغناطیس، 
کارائی های فوق العاده در تکنولوژی  های جدید و گران قیمت بعنوان سنسور، 

عملگر، برداشتگر، ژنراتور و تشدیدگر مورد توجه پژوهش گران بوده است.
به  را  جدید  فناوری های  و  مواد  از  استفاده  بشر،  روزافزون  پیشرفت 

کنونی،  صنعتی  جهان  همچنین  است؛  کرده  تبدیل  اجتناب ناپذیر  امری 
با نرخ تولید بالاتر، عمرطولانی تر، اعتمادپذیری مطلوب تر، دقت  تجهیزاتی 
بیشتر و مقاومت به شرایط کاری سخت تر را خواهان است. مواد کامپوزیتي 
مگنتوالکتروالاستیک1 دسته ای از کامپوزیت های هوشمند هستند که ترکیبي 
از ویژگي هاي مواد پیزوالکتریک و مگنتوالکتریک را دارند. این کامپوزیت ها 
بدلیل توانایي انتقال انرژي در فازهاي مغناطیسي، الکتریکي و مکانیکي و اثر 
مگنتوالکتریک مي تواند براي موارد کاربردی بسیاری همچون سنسورها]1[، 

برداشت گر انرژي]2[ و ابزار ذخیره اي جدید ]3[ مورد استفاده قرار بگیرند. 
ون  توسط  آزمایشي  به صورت  مگنتوالکتروالاستیک  مواد  رفتار  ابتدا  در 
دن بومگارد و همکارانش ]4[ انجام شد. آن ها اولین محققاني بودند که اثر 

1  Magneto – Electro – Elastic (MEE)
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فریت1 مورد  – کبالت  تایتانات  باریم  در کامپوزیت  را  مگنتوالکتروالاستیک 
تئوری  از  استفاده  با  و  تحلیلی  ]5[ بصورت  و کیان  دادند. لام  قرار  بررسي 
لایه  چند  استوانه ای  پوسته  آزاد  ارتعاش  فرکانس  پوسته،  برشی  اول  مرتبه 
کامپوزیتی را بررسی کردند. مطالعه ارتعاش آزاد پوسته نازک مخروطی ناقص 
است.  انجام شده   ]6[ توسط سیوالک  کانولوشن  از روش  استفاده  با  دوار  و 
ملک زاده و حیدرپور]7[ با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی و بوسیله روش 
مربعات تفاضلی تعمیم یافته2 رفتار ارتعاشی یک پوسته مواد مدرج تابعی3 دوار 
را تحت شرایط دمایی محیط بررسی نمودند. ارتعاش آزاد پوسته مخروطی 
مرتبه  تئوری  از  استفاده  با  کربنی  نانولوله  با  تقویت شده  و  کامپوزیتی  دوار 
اول برشی و روش عددی مربعات تفاضلی تعمیم یافته برای شرایط مرزی 
مختلف توسط حیدرپور و همکاران ]8[  مورد مطالعه قرار گرفته است. دی و 
همکاران ]9[ با استفاده از تئوری اجزا محدود و به کمک روش لاگرانژ، تاثیر 
دوران بر رفتار ارتعاشی پوسته مخروطی مدرج را بررسی کرده اند. تحلیل رفتار 
استاتیکی و ارتعاشی پوسته مخروطی ناقص دوار تقویت شده با نانو لوله های 
کربنی با استفاده از تئوری مرتبه سوم برشی و بوسیله روش مربعات تفاضلی 

1  BaTiO3-CoFe2O4
2  Generalized Differential Quadrature (GDQ)
3  Functionally graded materials (FGM)

تعمیم یافته توسط نجاتی و همکاران ]10[ انجام شده است. دای و همکاران 
روش  از  استفاده  با  و  نازک  پوسته های  کلاسیک  تئوری  کمک  به   ]11[
کردند.  بررسی  را  دوار  ناقص  مخروطی  پوسته  ارتعاشی یک  رفتار  موجک، 
آزاد یک پوسته دوار  ارتعاش  از تئوری برشی مرتبه اول، تحلیل  با استفاده 
تقویت شده با نانولوله کربنی توسط کین و همکاران ]12[ انجام شده است. 
شکوری ]13[ ارتعاش آزاد پوسته مخروطی مدرج تابعی دوار و قرار گرفته 
در محیط حرارتی را با استفاده از تئوری پوسته های دانل و به کمک روش 
مربعات تفاضلی تعمیم یافته درنظر گرفت. با استفاده از مدل پوسته  دانل و 
روش گالرکین در کاهش مرتبه معادلات تعادل، لیو و همکاران ]14[ ارتعاش 
غیرخطی یک پوسته استوانه ای دوار چندلایه را بادرنظرگرفتن شرایط دمایی 
از  با استفاده  تابعی دوار  ارتعاش یک پنل مواد مدرج  محیط مطالعه کردند. 
تئوری مرتبه بالای برشی توسط تورنابن ]15[ مورد بررسی قرارگرفته است. 
ارتعاش آزاد و اجباری پوسته استوانه ای متخلخل و کامپوزیتی با رویه های 
سوم  مرتبه  تئوری  از  استفاده  با  حرارتی  میدان  در  قرارگرفته  و  تقویت شده 
برشی و روش تقریبی بدون مش توسط کیانی و همکاران]16[ درنظرگرفته 
شده است. علاوه  براین، در جدول 1 خلاصه اي از مقالات مرتبط با بررسی 

رفتار ارتعاشی پوسته های دارای لایه هوشمند ارائه شده اند.

جدول 1. مروری بر استفاده از لایه هوشمند در منابع مرتبط با موضوع پژوهش

Table 1. An overview of the use of the smart layer in the sources related to the research topic پژوهش مروری بر استفاده از لایه هوشمند در منابع مرتبط با موضوع: 1جدول 

Table1:An overview of the use of the smart layer in the sources related to the research topic 

 مرجعنویسنده و  نظریه و روش موضوع
 [71]عارفی و رحیمی  تئوری مرتبه اول برشی   1پیزوالکتریک مدرج تابعیمواد  پوسته جدار ضخیم از جنس رفتار الکترواستاتیکی

 [81] آرانی و همکاران یلیپاسخ تحل الکتریکی میدان  دررفتار یک پوسته دوار پیزوالکتریک مدرج تابعی 

 [81] ایمر و همکاران ریحل ناو ن،یگالرک بستر پاسترناک  روی تابعی پیزوالکتریک مدرجارتعاش و کمانش پوسته جدار نازک 
 [02]محمدرضازاده  حالتیفضا ،یمرتبه اول برش یتئور مگنتواستریکتیو لایهبوسیله  ای کامپوزیتی دوارکنترل ارتعاش پوسته استوانه

 پیزوالکتریک مدرجو رویه  2مدرج تابعیبررسی ارتعاش آزاد پوسته دوار ساندویچی با هسته 
 تابعی

 [08]کروبی و همکاران  یلیتحل ،یمرتبه اول برش یتئور

 هایو رویه مدرج تابعیای دوار با هسته بررسی فرکانس طبیعی پوسته استوانه
  3مگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی

  روش ،یمرتبه اول برش یتئور
 [00] رستمی و همکاران مربعات تفاضلی تعمیم یافته

 [02] وینیاس یمرتبه سوم برش یتئور رفتار ارتعاشی ورق حلقوی مگنتوالکتروالاستیک مدرج تابعی تقویت شده
 [02] لای و همکاران تئوری زیگزاگ، روش المان محدود پاسخ ارتعاشی پوسته ساندویچی با هسته تقویت شده و رویه پیزوالکتریک/ ویسکوالاستیک  

  روش ،یمرتبه اول برش یتئور پوسته مخروطی دوار از جنس ماده مدرج تابعی و تقویت شده با ساختار مشبک بیرونی 
 [02]بنی جمالی و جعفری  مربعات تفاضلی تعمیم یافته
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باید در نظر داشت که وجود ناهمگنی در ترکیب کامپوزیت ها و همچنین 
عیوب ناخواسته ایجاد شده در فرایند ساخت آن ها، همواره عدم قطعیت هایی 
در خواص ایجاد می کنند. به منظور پیش بینی رفتار سازه های کامپوزیتی نیاز 
است عدم قطعیت در پاسخ های استاتیکی و دینامیکی این سازه ها کمی سازی 
شود. در طول سالیان اخیر تحقیقات بسیاری برای تحلیل عدم قطعیت خواص 
کامپوزیت های رایج انجام گرفته است ولی توجهات اندکی به حوزه تحلیل 
شده  داده  اختصاص  مگنتوالکتروالاستیک  دوفازی  کامپوزیت  عدم قطعیت 

است.
ساسیکومار و همکاران ]26[ سازه   کامپوزیتی تحت بارگذاری استاتیک را 
با فرض عدم قطعیت غیرگوسی در خواص مواد بررسی کرده و با استفاده از 
روش المان محدود، معادلات شبیه سازی شده در فضای احتمال مونت-کارلو 
را پاسخ دادند. توزیع احتمال غیرگوسی مربوط به پارامترهای نامعین )خواص 
آنالیز  مواد( به وسیله آزمایش مشخص شده است. پاندیت و همکاران ]27[ 
فرکانس طبیعی ورق ساندویچی با هسته ی نرم را با لحاظ کردن عدم قطعیت 
همکاران  و  دی  نمودند.  بررسی  کامپوزیتی  لایه های  مکانیکی  خواص  در 
]28[ تحلیل فرکانسی پوسته مخروطی کامپوزیتی با سرعت زاویه ای تصادفی 
از  دیگر  یکی  در  اند.  کرده  گزارش  را  تصادفی  مکانیکی  خواص  به همراه 
تحقیقات دی و همکاران ]29[ رشد عدم قطعیت در فرکانس طبیعی ورق 
است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  تصادفی  حرارت  درجه  همراه  به  کامپوزیتی 
پارامترهای  به عنوان  ورق  ثانویه  حرارت  درجه  همراه  به  مکانیکی  خواص 
از  استفاده  با   ]30[ همکاران  و  کارکن  است.  شده  گرفته  نظر  در  تصادفی 
روش اجزامحدود و میدان تصادفی دارای توزیع گوسی، اثر عدم قطعیت در 
ارتعاشی یک ورق مورد بررسی قرار  بر رفتار کمانش و  را  مدول الاستیک 
دادند. فکور و همکاران ]31[ عدم قطعیت در ارتعاشات آزاد ورق کامپوزیتی 
تحقیق  این  در  کردند.  بررسی  تصادفی  محدود  المان  روش  به  را  نامعین 
خواص فیزیکی و مکانیکی مربوط به ورق کامپوزیتی شامل چگالی، مدول 
کششی و مدول های برشی در ورق به صورت یک میدان تصادفی گوسی در 
آنالیز  روش  از  بهره گیری  با   ]32[ همکاران  و  پینگ  است.  شده  نظرگرفته 
عدم قطعیت مبتنی بر بسط چندجمله ای آشوب به بررسی اثر خواص مکانیکی 
بالکوسا  پرداختند.  کامپوزیتی  سازه های  طبیعی  فرکانس  روی  بر  غیرقطعی 
کامپوزیت های  الاستیک  خواص  پیش  بینی  و  مطالعه  به   ]33[ همکاران  و 
بافته شده سه بعدی پرداختند که با توجه به پیچیدگی این نوع کامپوزیت ها و 
کاهش هزینه های محاسباتی، از روش شبکه عصبی در راستای ایجاد مدل 

جایگزین استفاده شده است.

در مطالعه ازرار و همکاران ]34[ ارتعاش تصادفی و همچنین ناپایداری 
پتانسیل های  اثر  تحت  مگنتوالکتروالاستیک  خواص  با  تیرهای  پارامتریک 
الکتریکی و مغناطیسی بر اساس تئوری تیموشنکو و روش تربیع دیفرانسیل 
پیش بینی  روش  از  استفاده  با   ]35[ همکاران  و  چراغی  است.  شده  بررسی 
لایه هایی  بـا  هدفمنـد  مـدرج  ورق  آزاد  ارتعاش  احتمالاتی  ارزیابی  پاسخ، 
داراي خواص مگنتوالکتروالاستیک را ارائه کرده اند. در این مطالعه پارامترهاي 
سفتی بستر و سختی بین لایه ای، خـواص مـواد و چگـالی لایه ها به عنوان 
متغیرهاي داراي عدم قطعیت در نظرگرفته شده اند. نوریان و راوندی ]36[ 
فرکانس طبیعی ارتعاش آزاد کامپوزیت های تقویت شده با الیاف را، با وجود 
عدم قطعیت در خواص مکانیکی و عیوب ساخت، گزارش کرده اند. آن ها ابتدا 
مدل  سپس  و  کرده  استخراج  تجربی  داده های  اساس  بر  مکانیکی  خواص 
آزمون  از  استفاده  با  را  استخراجی  از خواص  توزیع هر یک  نوع  و  احتمالی 
بسط  بر  مبتنی  پاسخ  مدل سطح  از  استفاده  با  کردند. سپس  تعیین  آماری 
چند جمله ای آشوب، پاسخ غیر قطعی فرکانس طبیعی کامپوزیت تقویت شده 

را ارائه دادند.
الکتریکی  میدان  اثر  تحت  آن ها  هوشمند،  پوسته های  کاربري های  در 
محدوده  در  نباید  پوسته ها  موقعیت ها،  این  در  مي گیرند  قرار  مغناطیسی  و 
فرکانس تشدید تحت تحریک باشند. وجود ارتعاش با دامنه بالا منجر به بروز 
ناخواسته و درنهایت آسیب های جدی به سازه می شود،  نویزهای  خستگی، 
شمار  به  پژوهش  این  اهداف  از  آزاد  نوسانات  تشدید  فرکانس  مطالعه  لذا 
می رود. نوآوری دیگر تحقیق حاضر نسبت به قبل، استفاده از فوم های فلزی 
تقویت شده با گرافن در لایه ضخیم درونی پوسته منجر به افزایش استحکام، 
کاهش وزن و افزایش میرائی داخلی است. در این مطالعه با درنظرگرفتن هر 
نامعین در یک لایه کامپوزیتی هوشمند دوفازی  یا  دو حالت خواص معین 

مگنتو-الکترو-الاستیک، تحلیل ارتعاشاتی صورت گرفته است.

مدل سازی ریاضی - 2
در شکل1، شماتیکی از مدل مساله که یک پوسته استوانه ای دو لایه دوار 
با شعاع میانگین R و طول L می باشد، تحت اثر تغییرات دمای محیطی ارائه 
شده است. این پوسته متشکل از هسته ای از جنس ماده متخلخل تقویت شده 
به ضخامت h و لایه بیرونی از جنس ماده هوشمند هیبریدی با ضخامت 
,x,è برای مدل سازی مساله استفاده  z hp است. دستگاه مختصات استوانه ای 

شده و سرعت زاویه ای دوران پوسته حول محور x برابر با Ω است. روابط 
کرنش در پوسته طبق فرضیات تئوری سندرز ]37[ عبارتند از:
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wبه  ترتیب بیان گر تغییرشکل صفحه میانی پوسته )در vو ،u که در آن
xΦ و ( در جهات محوری، محیطی و شعاعی می باشند. همچنین z =0

θΦ نشان دهنده دوران بردار عمود بر المانی از صفحه مذکور به ترتیب در 

راستای محیطی و محوری هستند.

هسته متخلخل تقویت شده - 1- 2
علاوه بر توزیع تخلخل یکنواخت، دو الگوی مدرج دیگر برای تخلخل 
مدول  قبیل  از  کامپوزیت  مکانیکی  خواص  است.  شده  درنظرگرفته  هسته  
یانگ (E)، مدول برشی (G) و چگالی(ρ)  را می توان از روابط زیر به دست 

آورد ]38[:
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e0 ضریب تخلخل ماده است. همچنین تابع توزیع  در معادله )2(، پارامتر
) با توجه به مدل و نوع فاز تخلخل با معادلات زیر بیان می شود:  )zλ
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عبارتست از:  me e0 و  روابط پارامترهای 
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 چرخان و هیدولا یااستوانه پوسته مدل از یکیشمات: 1شکل

Fig. 1: Schematic of double layer rotating cylindrical shell in thermal environment 
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شکل 1. شماتیکی از مدل پوسته استوانه ای دولایه و چرخان

Fig. 1. Schematic of double layer rotating cylindrical shell in thermal environment
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ρ1 به ترتیب مدول یانگ بیشینه و چگالی بیشینه ی  E1 و که در آن،
مذکور  موارد  مقادیرکمینه ی  به ترتیب  G2نیز  و E 2 هستند؛ فومی  هسته ی 
هستند. همچنین در این روش تغییرات نسبت پواسون در فوم های فلزی بسیار 
کوچک است و می توان از آن صرف نظر کرد ]38[، بنابراین نسبت پواسون 
 e

e e
λ

π π
 = − − − + 
 

2

0 0
0 0

1 1 2 21 1 رابطه  این،  بر  علاوه  است.  ثابت 
برقرار است.

پیوسته  به  صورت  گرافنی1  صفحات   S و   A َ الگوی  در  حجمی  کسر 
U  صفحات  الگوی  تغییر می کند، درحالی که در  درجهت ضخامت پوسته 
کسرحجمی  و  شکل  تابع  بین  رابطه  ی  است.  یکنواخت  به صورت  گرافنی 
) است. فرض می کنیم  ) ( )ÈGPL i iV z S z= صفحات گرافنی ، به  صورت
پرکننده های نانومقیاسصفحات گرافنی و ماتریس بهم چسبیده هستند. توزیع 
، بصورت زیر تعریف  È i صفحات گرافنی در این سه الگو، با توابع شکل  

می شوند ]39[. 
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برای ایجاد ارتباط بین کسرحجمی و کسرجرمی فاز تقویت کننده گرافنی، 
کامپوزیت  برای  را  زیر  معادله  می توان   ، is برای بیشینه  مقادیر  یافتن  و 

p
h h h + = 


′
2

متخلخل تقویت شده نوشت ]40[: 
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ابعاد هندسی صفحات گرافنی می تواند مدول یانگ کامپوزیت تقویت شده 
با صفحات گرافنی را تغییر دهد. بنابراین، مدل میکرومکانیک هالپین-سای 
بهبود یافته که با نتایج تجربی ]41[ اعتبارسنجی شده است، برای محاسبه ی 
مدول  یانگ نانوکامپوزیت انتخاب شده است. همچنین نسبت پوآسون، چگالی 
و ضریب انبساط حرارتی مناسب را می توان با استفاده از قانون ترکیب تخمین 

زد. بنابراین می توان نوشت]39[. 
1  graphene platelets (GPL-S & GPL-A)
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پانویس های GPL و m به ترتیب خواص صفحات گرافنی متناظر با 
پارامترهای  را نشان می دهند. سایر  بیرونی  ماتریس زمینه صفحات  مواد و 

صفحات گرافنی نیز با روابط زیر بیان می شوند ]39[. 
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GPLt به ترتیب طول، عرض و ضخامت   GPLb و   ، GPLL که در آن 
میانگین صفحات گرافنی هستند.

درکامپوزیت  های مدرج تابعی تقویت  ck  از طرفی ضریب هدایت گرمائی
شده با صفحات گرافنی2 با توزیع تصادفی فاز تقویتی عبارتند از ]42[– ]45[:
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2  functionally graded graphene platelets reinforced composite 
(FG-GPLRC)
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بیان گر انتقال حرارتی ذاتی تقویت کننده در راستای درون صفحه ای  Gk

زمینه  و  تقویت کننده  بین  سطحی  گرمائی  مقاومت  میانگین  KR و
با   برابر  تقویت کننده  حرارتی  هدایت  zk و  xk می باشد.  نانوکامپوزیت 
mK هدایت   , هستند. 

/ /
G G

x z
K G G K G G

k kk k
R k L R k h

= =
+ +1 2 1 2

) است. )s l / h= گرمائی زمینه کامپوزیت و H فاکتور هندسی وابسته به

روابط ساختاري هسته و رویه  - 2- 2
رفتار  برای  را  قانون هوک  تقویت شده می توان  متخلخل  برای هسته 
میزان افزایش دمای نقاط  T∆ ترموالاستیک ]7[ به فرم زیر بازنویسی کرد )

مختلف نسبت به حالت بدون تنش است(:
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عبارتند از: ijc که در آن درایه های
 

( ) ( ) ( )/  ;  / ; /c E c E c c c Eν ν ν ν= − = − = = = +2 2
11 12 44 55 661 1 2 1

از طرفی فرم کلی روابط ساختاری خطی براي ماده مگنتوالکتروالاستیک 
کامپوزیتی رویه ها به صورت زیر بیان مي شود ]46[:
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به ترتیب تانسور تنش، القاي جابجایي الکتریکي  iB و iD ، ijσ عبارات
تانسورهاي ماتریسی  بردار ها و  بالا  و مغناطیسي هستند. در معادلات کوپل 
 ijc مغناطیسي،  میدان  mH الکتریکي، میدان  mE بصورت:  شده  استفاده 
تانسور  ijq پیزوالکتریک، ثوابت  تانسور   ije الاستیک،  ضرایب  تانسور 
تانسور ثوابت دی الکتریک، ims تانسور ثوابت مغناطیس، inr الکترومغناطیس،

ضرایب نفوذپذیري مغناطیسي ماده هستند. که در آن داریم ]46[: mnµ
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می توان  را  ساندویچی  هوشمند  لایه  برای  الکتریکي  پتانسیل  توزیع 
به صورت ترکیبي از تغییرات خطي و نوسانی در راستای محور z  به فرم زیر 

ارائه کرد ]23[:
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V ولتاژ الکتریکی اعمالی  ϕپتانسیل الکتریکی ایجاد شده و که در آن
به پوسته است. بطور مشابه توزیع پتانسیل مغناطیسی برای لایه هوشمند را 

می توان در راستای محور z  به فرم زیر ارائه کرد ]23[:
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ولتاژ مغناطیسی اعمالی به  Ë Ψپتانسیل مغناطیسی ایجاد شده و   که
پوسته است. مولفه های میدان الکتریکی و مغناطیس در لایه هوشمند مطابق 

قانون ماکسول عبارتست از ]23[:
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منتجه های تنش و پتانسیل- 3- 2
مولفه های اینرسی و منتجه های مرتبط با میدان تنش عبارتند از: 
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, منتجه هاي نیروهاي درون صفحه اي هستند  ,x xN N Nθ θ بطوري که

 , ,x xM M Mθ θ xQ, منتجه نیروهاي عرضي هستند.  Qθ و همچنین

ضریب تصحیح تنش برشي  sk نیز منتجه هاي ممان هستند. در رابطه بالا،

تغییرشکل  توزیع  درنظرگرفتن  برای  برشی  اول  مرتبه  تئوري  در  که  است 

برشی به کار مي رود. لازم به توضیح است که در فرضیات دانل و سندرز، 

اما در این مطالعه به جهت دقت بیشتر مورد  حذف شده اند  Z R ترم هاي

استفاده قرارگرفته اند. منتجه های تنش حرارتی عبارتند از:
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فرم ساده شده منتجه های فوق در ادامه ارائه شده اند. 
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ضرایب استفاده شده در روابط فوق عبارتند از:
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اصل همیلتون و معادلات ارتعاش پوسته- 4- 2
برای بدست آوردن معادلات پوسته استوانه اي از اصل همیلتون مطابق 

معادله زیر استفاده خواهدشد. 

(21)

 

 
/

, , ,

, , ,
/

h

h
p

T R T R
ze q e q dz

h R




   
 

1 1 2 2

31 31 32 322
1 12

 

 
 

/

, , ,

, , , , , ,
/

h

h
p

T R T R

z z ze q e q dz
R R h





    
 

1 1 2 2

31 31 32 322
1 1 11 2

 

   
/

, , , , , ,

, , ,
/

h

h

p

T R T R k e q e q

z z z h dz
R R h


 

         





5 5 4 4 15 15 24 242

1 1 11 2

 

 

   
/

, , ,

, , , cos
h

h
p

z h
e q e q dz

h




 


11 16 21 26

15 15 24 242

 

 

   
/

, , , , ,

, , , , , cos
h

h
p

z h
s d r s d r dz

h







12 14 17 22 24 27

2
11 11 11 22 22 222

 

 

   
/

, , , , ,

, , , , , cos
/

h

h
p p

z hz hs d r s d r dz
h h

 









13 15 18 23 25 28

11 11 11 22 22 222 2
 

     
/

, , , , , ,  sin
h

h
p p

z h
e ze e ze dz

h h
 




31 32 33 34 31 31 32 322
 

     
/

, , , , sin
h

h
p p

z h
s d r dz

h h
   

     




2
2

35 37 45 33 33 332
 

     
/

, , , , sin
h

eh
p p

z h
s d r dz

h h
   

    




36 38 46 33 33 33 22
2  

     
/

, , , , , ,  sin
h

h
p p

z h
q zq q zq dz

h h
 




41 42 43 44 31 31 32 322
 

 

(21)  
t

Tt
T U W dt    

2

1
0 

 

(02) 

 

 

  Tو جنبشيU براي استفاده از این اصل نیاز است که انرژي هاي پتانسیل
پوسته دوار به درستي نوشته شود. به منظور نوشتن انرژي جنبشي بردارهاي 
V نقاط مختلف پوسته استوانه دوار به صورت زیر درنظر 



r و سرعت مکان
گرفته می شوند:

(22) (22) V r r   
r ui vj wk    

 

(23)   /
.

L R h

h
T z V V dzd dx


 




   

2

0 0 2
1
2  

 

(24) 
 

/
[

]

L R h

h h

w vU z R
R

u v dzd dx
x











      

      

  
2

2 2 2
0 0 2

2

1
2
1
4

 

 

(25) 
/
( )

L R h

ij ij i i i ih
U D E B H dzd dx


  




    

2

0 0 2
1
2

 

 

(26) L R T T
T x

w wW N N d dx
x



 


  
     

 
2 22
2 20 0

1
2

 

 

 

 

 

(27) 
 

¨ ¨

 : x xx

h x

N MNu
x R

v uN I u I
x

 
 


 

 
 

  
  

       

2 2

1 22

1
2  

¨ ¨

 : x x

h

N N M Qv
x R x R

u v v wN
x x R R

I v v w I

   

 




 

 

  
  

  
   

        
              

2 2

2

2 2
1 2

1
2

1

2

 

¨ ¨

 : x
h

T T
x

Q NQ w vw N
x x R

w wN N
x

I w w v I






 





   
        

 
  

 
      
 

2
2

2
2

2 2

2 2

2
1 2 22 2

 

 

انرژي جنبشي یک پوسته استوانه اي دوار با توجه به روابط بالا به قرار 
زیر است:
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از دوران، تنش هاي محیطي  از مرکز حاصل  نیروي گریز  بدلیل وجود 
اولیه در سازه ایجاد مي شوند. این اثرات نیز در انرژي جنبشي وارد مي شوند. 

انرژي پتانسیل جنبشی براساس عبارات تئوري سندرز ]47[ بدست مي آیند:
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لایه  دارای  ساندویچی  استوانه ای  پوسته  کرنشي  پتانسیل  انرژي 
مگنتوالکتروالاستیک نیز مطابق با رابطه زیر قابل محاسبه مي باشد.
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علاوه بر این کار نیروی حرارتی عبارتست از:
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معادلات تعادل کوپل ترمومگنتوالکتروالاستیک سیستم مدل سازی شده 
با استفاده از اصل همیلتون و پس از انجام عملیات ریاضی و محاسبه انتگرال 
) است(: )
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پاسخ تحلیلی معادلات - 5- 2
 با فرض شرایط مرزی دوسر مفصل برای پوسته، می توان از پاسخ ناویر 
برای حل معادلات کوپل استفاده کرد. شرایط مرزی مفصلی بصورت روبرو 
سیستم،  آزاد  درجات  برای  می توان   . x xV W N M= = = =0 است: 

روابط زیر را درنظر گرفت ]48[:
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نهائی معادلات ماتریسی  تعادل، فرم  با جای  گذاری روابط در معادلات 
 m .است { } { }, , , , , , , , , , , ,T TU V W× Χ Θ Π Γ = 9 9 0000000 بصورت 
پوسته  ارتعاش   محیطی  و  طولی  مود  موج  نیم  اعداد  ترتیب  به  نیز   n و 
دترمینان  دادن  قرار  صفر  با  نیز،  ویژه  مقدار  معادله  هستند.  استوانه ای 
حقیقی  ریشه های  که  می شود  حاصل  × =7 7 بصورت0 ضرایب  ماتریس 

آن فرکانس های طبیعی هستند.

عدم قطعیت در خواص - 3
مفاهیم مقدماتی- 1- 3

فرم های  گاوسی،  متقارن  فازی  عدد  یعنی  فازی،  اعداد  پایه  مفاهیم 
پارامتری تک و دوگانه عدد فازی، که در ادامه مورد استفاده قرار گرفته، در 

ابتدا تعریف شده اند ]49[.
 R حقیقی  اعداد  روی   U فازی مجموعه  فازی:  مجموعه  تعریف 

به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب تعریف می شود به گونه ای که:
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Uµ تابع عضویت نامیده می شود. 

که در آن 
U یک مجموعه فازی نرمالیزه شده  تعریف عددفازی: یک عدد فازی

U از اعداد حقیقی R است به گونه ای که: محدب 
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تابع عضویت مجموعه فازی نامیده می شود و به صورت  ijµ که در آن
تکه ای پیوسته است.

مفاهیم مربوط به اعداد فازی متقارن گاوسی، فرم های پارامتری تک و 
دوگانه عدد فازی در این بخش ارائه شده است  ]49[.

 ( ), ,U δ σ σ= از  Uµ  عدد فازی گاوسی متقارن1: تابع عضویت 

نشان   δ آن  در  که  می شود؛  تعریف   ( )
( )x

U x e
δ
σµ
−

−
=



2

22 به صورت
σنشان دهنده گسترش مربوط به توزیع  دهنده مقدار معین است درحالی که

گاوسی است.
فرم پارامتری تک )منفرد(: در فرم پارامتری واحد به صورت زیر نوشته 

می شود:
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1  Symmetric Gaussian Fuzzy Number(SGFN)
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به  می تواند  دوگانه  پارامتریک  فرم  در   SGFN دوگانه:  پارامتری  فرم 
صورت نوشته شود:

(32)
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کران های پایین و بالایی در یک فرم پارامتری تک را می توان از فرم 
پارامتری دوگانه بدست آورد اگر به ترتیب مقادیر β=0 و β=1  را جایگزین 
 ( ) ( ),U uα α= 1 ) و  ) ( ),U uα α= 0 کنیم. یا به عبارتی روابط 

حاصل می شوند.

عدم قطعیت در مطالعه حاضر- 2- 3
با  مواد  خواص  برای  شده  پیش بینی  قطعیت های  عدم  مطالعه،  این  در 
ثایت پیزوالکتریک و پیزومغناطیس رویه هوشمند استوانه  مدول الاستیک، 
دوار به عنوان عدد فازی گاوسی متقارن مرتبط است، درحالی که سایر پارامترها 
مانند چگالی محدود می شوند. عدد فازی متقارن گاوسی مرتبط با پارامترهای 

دارای عدم قطعیت به صورت زیر ارائه شده است.
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برحسب  دوار  استوانه ای  پوسته  ارتعاش  تحلیل  برای  نامعین  روابط 
پارامترهای فازی گاوسی متقارن به صورت زیر هستند:

(34)

(33) 
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نتایج،4بحث4و4بررسی-4 
وزنی  درصد  پوسته،  دوران  پارامترهایی همچون سرعت  تاثیر  ادامه  در 
قطعیت  عدم  و  محیط  تغییردمای  داخلی،  لایه  تخلخل  میزان  و  گرافن 
درخواص لایه هوشمند بیرونی، بر فرکانس نوسانات پوسته ساندویچی دوار 
  Fبا جزئیات مشخص شده است. لازم به ذکر است که جهت سهولت از نماد
برای مود پیش رونده )روبه جلو( ارتعاشات و از نماد B برای مود برگرداننده 

)رو به عقب( استفاده می شود.

اعتبار سنجی نتایج- 1- 4
حاضر  مطالعه  مدل سازی  از  حاصل  نتایج  درستی  و  صحت  ابتدا  در 
بررسی  معتبر  مقالات  سایر  نتایج  با  مقایسه  ازطریق  معین  حالت  در 
برای همگن  استوانه ای  پوسته  نوسان  بی بعد  فرکانس  نتایج  است.  شده 

مرزی  شرایط  با   ( )  ,  /   ,   / /m L R h R= = =1 20 0 05
مقاله  با  محیطی،  ارتعاشی  موج  نیم  عدد  مختلف  مقادیر  در  و  دوسرمفصل 
]50[ )که از روش عددی مربعات دیفرانسیلی برای حل معادلاتش استفاده 

کرده( در جدول2 مقایسه شده اند. تطابق مناسبی بین نتایج دیده می شود.
در جدول3 برای استوانه همگن دوار دوسر مفصل، فرکانس طبیعی مود 
پیش رونده و برگرداننده برای مقادیر مختلف عدد موج محیطی و با درنظرگرفتن

با   ( )/   ,  /  / ,    / ,     L R h R m= = Ω = =1 0 002 0 1 1
نتایج فرکانس بی بعد مقاله ]51[ مقایسه شده است. مشاهده می شود که نتایج 
بسیار به همدیگر نزدیک هستند و صحت مدل تحقیق حاضر تائید می شود.
در شکل2، فرکانس بی بعد پوسته استوانه ای تک  لایه دوار کامپوزیتی 
در مودهای  ( ) /m m mR v Eω ω ρ= − 21 تقویت شده با گرافن 
m بصورت تابعی  =1 n و = 2 F و B برای مود ارتعاشی مربوط به
از سرعت دورانی پوسته ترسیم شده و با نتایج حاصل از مقاله ]52[ 
سایر مشخصات مکانیکی پوسته  مقایسه و صحت سنجی شده است. 

/   ,  /   / ,   %G P LL R h R G= = =4 0 004 1 عبارتست از: 
است  پلیمری  کامپوزیتی  پوسته  جنس  که  است  بذکر  لازم   .

و  پایه  ماده  خواص  است.  شده  تقویت  گرافن  با  که  )ماتریس1( 
از:  عبارتند  تقویتی  گرافن  ابعاد   ( شده اند.  ارائه   4 جدول  در  گرافن 
)  /  ,   /  ,  /  GPL GPL GPLL m w m t nmµ µ= = =2 5 1 25 2 5

 B و F مطابق نمودار شکل2، تغییرات پارامترفرکانس برای هر دو مود
در اعداد نیم موج مذکور تطابق مناسبی با نتایج مقاله ]52[ در سرعت های 
زاویه ای مختلف دارند. البته بدلیل غیرخطی درنظرگرفتن کرنش ها در مقاله 
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جدول 2. اعتبارسنجی فرکانس بی بعد پوسته استوانه ای همگن برای مقادیر مختلف عدد نیم موج محیطی با مقاله مرجع ]50[ 

Table 2. Dimensionless frequency validation of homogeneous cylindrical shell for different values 
of ambient half wave number with reference[50]

  [05]ای همگن برای مقادیر مختلف عدد نیم موج محیطی با مقاله مرجع بعد پوسته استوانه: اعتبارسنجی فرکانس بی2جدول

Table2:Dimensionless frequency validation of homogeneous cylindrical shell for different values of ambient half wave number 
with reference[50] 

 پارامتر فرکانس بی بعد
 تحقیق حاضر [05] مرجع اختلاف نسبی عدد مود ارتعاشی

7/5  % 5111/5  5115/5  1 

8/5  % 5333/5  5335/5  2 

2/5  % 1538/5  115/5  3 

1/5  % 2153/5  215/5  4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 3. مقایسه فرکانس بی بعد نوسان پوسته استوانه ای نازک دوار دوسرمفصل با مقاله مرجع ] 5[

Table 3. Comparing the dimensionless frequency of two-joint rotating thin cylindrical shell oscillation with the 
reference [51]

 [01]ای نازک دوار دوسرمفصل با مقاله مرجع : مقایسه فرکانس بی بعد نوسان پوسته استوانه3جدول

Table3: Comparing the dimensionless frequency of two-joint rotating thin cylindrical shell oscillation with the reference [51] 
 

 مود پیش رونده مود برگرداننده
 عدد مود ارتعاشی

 تحقیق حاضر [01] مرجع اختلاف نسبی تحقیق حاضر [01] مرجع اختلاف نسبی

3/5  % 5118/1  5035/1  3/5  % 5157/1  5085/1  1 

4/5  % 8547/5  8525/5  4/5  % 8534/5  8515/5  2 

4/5  % 0383/5  0375/5  4/5  % 378/5  0315/5  3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  [22]، با مقاله صفحات گرافنیای دوار و تقویت شده با فرکانس برای پوسته استوانه مقایسه: 2شکل
Fig. 2: Frequency comparison for rotating cylindrical shell reinforced with graphene plates with the reference [52] 
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شکل 2. مقایسه فرکانس برای پوسته استوانه ای دوار و تقویت شده با صفحات گرافنی، با مقاله ]52[ 

Fig. 2. Frequency comparison for rotating cylindrical shell reinforced with graphene plates with the reference [52]
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مرجع، فرکانس نوسانات همواره به مقدار کمی بزرگتر از نتایج تحقیق حاضر 
این مطالعه پیش فرض معادلات و روابط  است، زیرا کرنش های خطی در 

هستند.

مطالعه پارامتری- 2- 4
برای تغییرات فرکانس ارتعاشات آزاد پوسته استوانه ای دوار ساخته شده از 
زمینه فلزی )ماتریس2( متخلخل و تقویت شده با گرافن )توزیع تخلخل بصورت 
متقارن و توزیع فاز گرافنی بصورت نامتقارن است(، تحلیل پارامتری کاملی 
انجام شده است. در ادامه اگر به صورت بخصوص ذکر نشد، پوسته استوانه ای 
/ مدنظر  , / / , / /pL R h R h h= = =2 0 05 0 2 با مشخصات هندسی 
است که در لایه داخلی آن توزیع تخلخل بصورت متقارن و توزیع گرافن 
بصورت نامتقارن است. لایه بیرونی نیز از جنس ماده مگنتوالکتروالاستیک 

که  بوده  تایتانات،  باریم   %50 کسرحجمی  فریت،  تیتانات-کبالت  باریم 
خواص آن مطابق مرجع ]53[ درجدول 5 آمده است.

شکل3 تغییرات فرکانس بی بعد پوسته ساندویچی برحسب سرعت دوران 
را در سه نیم مود محیطی و برای دومقدار متفاوت درصد گرافن لایه درونی 
ارائه کرده است. برای هر سه نمودار و در هر دو مود B و F ، افزایش میزان 
کسرجرمی گرافن موجود در لایه داخلی منجر به افزایش سختی خمشی و 
متعاقبا افزایش فرکانس شده است. علاوه بر این تغییرات فرکانس برحسب 
  n = n تقریبا بصورت خطی است اما برای2 سرعت دورانی برای مود 1=
n تغییرات بصورت غیرخطی و با شیب صعودی می باشد؛ بطور مثال  = و 
منجر  گرافنی  تقویت کننده  محتوای  کردن  دوبرابر  صفر،  دوران  سرعت  در 
 ، n =1 به افزایش 21% ، 26% و 33% به ترتیب در فرکانس مودهای 
شده است. در حالیکه در سرعت دورانی بیشینه، دوبرابر  n = n و   = 2

جدول  . خواص ماتریس پایه و گرافن تقویتی

Table 4. Properties of the base matrix and reinforced graphene

 ماتریس پایه و گرافن تقویتی : خواص4جدول
Table4: Properties of the base matrix and reinforced graphene 

 

 فرکانس ماده
 چگالی

 )کیلو گرم بر متر مکعب(
 مدول الاستیسیته

 )گیگا پاسکال(

181/5 گرافن تقویتی  1512 1515 

)پلیمری( 1ماتریس  34/5  1255 80/2  

)فلزی( 2ماتریس  31/5  2755 75 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 5. خواص معین ماده هوشمند مگنتوالکتروالاستیک با کسر حجمی معین 50% باریم تایتانات 

Table 5. Certain properties of the magneto electro elastic smart material with a certain volume fraction of 50% 
barium titanate

 باریم تایتانات  %05: خواص معین ماده هوشمند مگنتوالکتروالاستیک با کسر حجمی معین 0جدول

Table5: Certain properties of the magneto electro elastic smart material with a certain volume fraction of 50% barium titanate 
 

 ثوابت پیزوالکتریک
 )سطرسوم ستون اول(

 ضریب الاستیک
 )سطر دوم ستون دوم(

 ضریب الاستیک
 )سطر اول ستون دوم(

 ضریب الاستیک
 )سطر اول ستون اول(

 چگالی

20/2-   15/1 ×153  117/0 ×153  212/0 ×153  0/0 ×153 

 ثابت مغناطیس ضریب انبساط حرارتی
 )سطر اول ستون اول(

 ثابت دی الکتریک
 )سطر اول ستون اول(

 ضریب نفوذپذیری مغناطیسی
 )سطر اول ستون اول(

 الکترومغناطیس
 )سطرسوم ستون اول(

 13/1 ×15-1 -2×15-1 5/80 ×15-3  0/4 ×15-12 205 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U
N

C
O

R
R
E
C
T
E
D
 P

R
O

O
F



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 56، شماره 5، سال 1403، صفحه 623 تا 650

639

کردن گرافن تقویتی منجر به افزایش 14% ، 4/5% و 3/3% به ترتیب در 
n شده است. = و  n = 2 ، n فرکانس مودهای 1=

با  شده  تقویت  ساندویچی  پوسته  بی بعد  فرکانس  تغییرات  شکل4 
برحسب سرعت را در سه عدد نیم موج و برای دو حالت با  / %G =0 25
و بدون تخلخل ارائه کرده است. مطابق نتایج، در هر سه نمودار و برای هر 
دو مود B و F، وجود تخلخل در لایه داخلی منجر به افزایش فرکانس شده 

است. انتظار می رود که تخلخل منجر به کاهش هر دو مقدار سختی و چگالی 
پوسته شود، در این جا چون میزان کاهش جرم پوسته از کاهش سختی آن 

بیشتر بوده ، نهایتا منجر به افزایش فرکانس شده است.
مطابق نتایج شکل5، در هر سه نمودار و برای هر دو مود B وF، افزایش 
دمای محیط در سطح خارجی منجر به ایجاد تنش های فشاری حرارتی شده 

و فرکانس نوسانات را کاهش داده است.

 

 

 

 

           ( n 1)           ( n  2 ) 

 

        ( n  3 ) 

برای پوسته دوار  Fو  B: اثر افزایش درصد وزنی گرافن تقویتی لایه داخلی بر منحنی تغییرات پارامتر فرکانس بی بعد مودهای 3شکل
 کامپوزیتی برحسب سرعت دوران بی بعد ؛ در سه عدد نیم مود محیطی متفاوت

Fig. 3: The effect of increasing the weight percentage of graphene reinforcing the inner layer on the curve of changes in the 
dimensionless frequency parameter of modes B and F for the composite rotating shell in terms of the dimensionless rotation 

speed; in three different environmental semi-modes 
 

 

 

 

 

 

شکل 3. اثر افزایش درصد وزنی گرافن تقویتی لایه داخلی بر منحنی تغییرات پارامتر فرکانس بی بعد مودهای B و F برای پوسته دوار کامپوزیتی 
برحسب سرعت دوران بی بعد ؛ در سه عدد نیم مود محیطی متفاوت

Fig. 3. The effect of increasing the weight percentage of graphene reinforcing the inner layer on the curve of changes 
in the dimensionless frequency parameter of modes B and F for the composite rotating shell in terms of the dimen-

sionless rotation speed; in three different environmental semi-modes
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وجه مشترک منحنی های ارائه شده در نمودارهای این بخش، شکل های 
می  , ,n =1 2 شامل   ارتعاشی  مودهای  برای  کمپل  دیاگرام  ارائه   ،5-3
باشد. برای هر مود ارتعاشی اگر سرعت دوران صفر باشد، فرکانس مودهای 
ژیروسکوپیک  اثر  پوسته،  دوران  سرعت  افزایش  با  است.  یکسان   F و   B
متناسب با سرعت دوران، و کشش اولیه متناسب با توان دوم سرعت دوران، 
 F پایین تر و فرکانس های B افزایش می یابند. اثر ژیروسکوپی فرکانس های

بالاتر را ایجاد می کند و کشش اولیه منجر به افزایش سفتی سیستم می شود 
که هردو فرکانس های B و F را افزایش می دهد. بنابراین، فرکانس های 
طبیعی در مودهای F با افزایش سرعت چرخش، در نتیجه تأثیرات موافق 
کشش اولیه و اثر ژیروسکوپی افزایش می یابد. اما فرکانس های طبیعی در 
مود های B روندهای مختلفی را تجربه می کنند که دلیل آن تأثیرات ناموافق 

تنش اولیه و اثر ژیروسکوپی است.

  

            ( n 1)              ( n  2 ) 

 

         ( n  3 ) 

برحسب  یتیپوسته دوار کامپوز یبرا Fو  B یبعد مودها یپارامتر فرکانس ب راتییتغ یبر منحن یداخل هی: اثر درنظرگرفتن تخلخل در لا4شکل
 متفاوت یطیمود مح میبعد ؛ در سه عدد ن یسرعت دوران ب

Fig. 4: The effect of considering the porosity in the inner layer on the dimensionless frequency parameter variation curve of B 
and F modes for the composite rotating shell in terms of the dimensionless rotation speed; in three different environmental semi-

modes 

 

 

 

 

شکل  . اثر درنظرگرفتن تخلخل در لایه داخلی بر منحنی تغییرات پارامتر فرکانس بی بعد مودهای B و F برای پوسته دوار کامپوزیتی برحسب 
سرعت دوران بی بعد ؛ در سه عدد نیم مود محیطی متفاوت

Fig. 4. The effect of considering the porosity in the inner layer on the dimensionless frequency parameter variation 
curve of B and F modes for the composite rotating shell in terms of the dimensionless rotation speed; in three differ-

ent environmental semi-modes
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تاثیر پارامترهای دارای عدم قطعیت در نتایج فرکانسی سیستم -  - 4
مگنتوالکتروالاستیک  هوشمند  رویه  نامعین  خواص  مقادیر  زیر  در 
انحرافات  با  تایتانات و کبالت فریت1  از دوفاز باریم  کامپوزیتی ساخته شده 
نامشخص،  پارامترهای  با  مرتبط  گوسی  فازی  اعداد  یعنی  آن ها،  استاندارد 

باتوجه به روابط 33، ارائه شده است:

1  BaTiO3 - CoFe2O4  

(35)

(33) 
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 برحسب یتیکامپوز دوار پوسته یبرا Fو  B یبعد مودها یپارامتر فرکانس ب راتییتغ یبر منحن یرونیب طیحرارت مح یدما شی: اثر افزا5شکل
 متفاوت یطیمح مودمین عدد سه در ؛ بعدیب دوران سرعت

Fig. 5:The effect of increasing the heat temperature of the external environment on the curve of changes in the dimensionless 
frequency parameter of modes B and F for the composite rotating shell in terms of the dimensionless rotation speed; in three 

different environmental semi-modes 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. اثر افزایش دمای حرارت محیط بیرونی بر منحنی تغییرات پارامتر فرکانس بی بعد مودهای B و F برای پوسته دوار کامپوزیتی برحسب 
سرعت دوران بی بعد ؛ در سه عدد نیممود محیطی متفاوت

Fig. 5. The effect of increasing the heat temperature of the external environment on the curve of changes in the 
dimensionless frequency parameter of modes B and F for the composite rotating shell in terms of the dimensionless 

rotation speed; in three different environmental semi-modes
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و   ]34[ ازرار   ( پیشین  مطالعات  مبنای  بر  نیز   1 2 3, ,σ σ σ انتخاب 
چراغی ]35[ ( می باشد.

است.  داده شده  نشان  نامعین در شکل6  پارامترهای  گرافیکی  نمایش 
خواص سیستم در بازه های متفاوت برای مقادیر مختلف  α بیان می شود و 
با استفاده از فرم پارامتریک دوگانه برای هر بازه، کران پایین و کران بالایی 
فرکانس های طبیعی به وسیله روش تحلیلی ناویر بدست می آیند. بازه های 

مورد بررسی در جدول 8 نشان داده شده است.
برای  را  گوسی  فازی  خروجی  )ب(،  و  )الف(   8  ،7 شکل های  در 
فرکانس های طبیعی پوسته ساندویچی به ترتیب برای استوانه بدون دوران، 
Ω/ ارائه شده است. هریک  =0 6 مود F استوانه دوار و مود B استوانه دوار
از این شکل ها کرانه بالا و پائین فرکانسی را برای سه حالت عامل خارجی 

مگنتوالکتریک نشان داده اند:

1( بدون عامل الکتریکی یا مغناطیسی1
بزرگی  با  مغناطیسی2  پتانسیل  اثر  تحت  بیرونی  هوشمند  لایه   )2

Ë وبر.  = 400

بزرگی  به  الکتریکی3  پتانسیل  اثر  تحت  بیرونی  هوشمند  لایه   )3
V ولت. = 400

با توجه به شکل7، مشهود است که مرزهای بالایی و پایینی فرکانس 
طبیعی هر دو با افزایش مقدار پتانسیل الکتریکی کاهش می یابند، درحالی  که 
مشاهده می شود  رفتار  این  برعکس  مغغناطیسی،  پتانسیل  مقدار  افزایش  با 
سفتی  می تواند  الکتریکی  پتانسیل  مثبت  تغییرات  که  است  این  دلیلش  و 
پوسته مگنتوالکتروالاستیک را کاهش دهد، درحالی که علامت مثبت پتانسیل 

1  No Exc
2  Magnetic Exc.
3  Electric Exc

 
 کیتروالاستمگنتوالک هیلا سیغناطزومیپ بیضر( ج و کیزوالکتریپ بیضر( ب ک،یالاست مدول( الف با مرتبط متقارن یگوس ی: اعداد فاز6شکل

Fig. 6: Symmetric Gaussian fuzzy numbers related to the A) elastic modulus B) piezoelectric coefficient and C) the 
piezomagnetic coefficient of the magneto electro elastic layer 
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Fig. 6. Symmetric Gaussian fuzzy numbers related to the A) elastic modulus B) piezoelectric coefficient and C) the 
piezomagnetic coefficient of the magneto electro elastic layer
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 α جدول 6. بازه های مربوط به پارامترهای نامعین برای مقادیر مختلف پارامتر

Table 6.  Intervals of uncertain parameters for different values of parameter α
 αهای مربوط به پارامترهای نامعین برای مقادیر مختلف پارامتر : بازه 6جدول

Table6: Intervals of uncertain parameters for different values of parameter α 
 

مدول الاستیسیته)گیگا 
 پاسکال(

ضریب 
 پیزوالکتریک

 ضریب انبساط حرارتی ضریب پیزومغناطیس

[ 4/240  1/251 ] [ 11/3-  24/1- ] [ 3/111   3/413 ] 1/5  

[ 1/242  7/253 ] [ 33/2-  41/1- ] [ 1/183   1/337 ] 2/5  

[ 3/233  3/212 ] [ 87/2-  03/1- ] [ 7/133   0/385 ] 3/5  

[ 0/238  8/231 ] [ 81/2-  03/1- ] [ 4/211   3/374 ] 4/5  

[ 1/231  4/210 ] [ 72/2-  18/1- ] [ 8/225   0/310 ] 0/5  

[ 8/234  3/211 ] [ 14/2-  71/1- ] [ 4/231   3/304 ] 1/5  

[ 0/233  0/218 ] [ 08/2-  82/1- ] [ 1/243   2/337 ] 7/5  

[ 7/231  3/225 ] [ 01/2-  83/1- ] [ 8/243   4/335 ] 8/5  

[ 8/235  1/222 ] [ 42/2-  38/1- ] [ 1/211   1/318 ] 3/5  

5/221  25/2-  1/235  1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ω  : خروجی فازی گوسی برای فرکانس طبیعی پوسته ساندویچی هوشمند برای7شکل 0  
Fig. 7: Gaussian fuzzy output for natural frequencies of smart sandwich shell,when Ω=0 
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 Ω=0 شکل 7. خروجی فازی گوسی برای فرکانس طبیعی پوسته ساندویچی هوشمند برای

Fig. 7. Gaussian fuzzy output for natural frequencies of smart sandwich shell,when Ω=0
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افزایش دهنده سفتی پوسته مگنتوالکتروالاستیک است. مطابق  مغناطیسی 
شکل 8 همین رفتار در مرزهای بالایی و پائینی فرکانس مود F و B پوسته 

هوشمند دوار دیده می شود.

نتیجه4گیری-54
دوار  کامپوزیتی  استوانه ای  پوسته  آزاد  ارتعاش  پژوهش  این  در 
هوشمند  رویه   و  گرافن  با  تقویت  شده  و  متخلخل  لایه  از  شده  ساخته 
قطعیت  عدم  درنظرگرفتن  با  دمائی،  محیط  در  مگنتوالکتروالاستیک 
محاسبه  اول  قسمت  در  است.  شده  بررسی  هوشمند  لایه  خواص  در 
دوار  پوسته  آزاد  ارتعاش  پس رونده  و  پیش رونده  مود  طبیعی  فرکانس 
در  درحالی که  است،  مدنظر  معین  کاملا  خواص  با  دولایه  کامپوزیتی 
قطعیت های  عدم  تاثیر  بررسی  تحقیق  هدف  مطالعه،  این  دوم  قسمت 

و  دوار  استوانه ای  پوسته  آزاد  ارتعاش  بر  بیرونی  هوشمند  لایه  خواص 
نتایج  مهمترین  است.  مغناطیسی  و  الکتریکی  های  پتانسیل  معرض  در 

از: عبارتند  تحقیق 
1( در هر دو مود B و F، افزایش میزان کسر جرمی گرافن موجود در 
لایه داخلی منجر به افزایش سختی خمشی و متعاقبا افزایش فرکانس شده،  
از طرفی برای دو مود B و F وجود تخلخل منجر به افزایش فرکانس شده 

است.
تنش های  ایجاد  به  منجر  خارجی  سطح  در  محیط  دمای  افزایش   )2

فشاری حرارتی شده و فرکانس نوسانات را کاهش داده است.
3( در حالت خواص نامعین، کرانه های بالایی و پایینی فرکانس طبیعی با 
افزایش مقدار پتانسیل الکتریکی به مقدار کمی کاهش می یابند، درحالی که با 

افزایش مقدار پتانسیل مغناطیسی بطور چشم گیری افزایش دارند.

  
   

Ω یهوشمند دوار برا یچیپوسته ساندو یعیفرکانس طب یبرا یگوس یفاز ی: خروج8شکل /0   𝐁𝐁 مود( استر،  𝐅𝐅؛ چپ( مود  6
Fig. 8: Gaussian fuzzy output for the natural frequency of a rotating smart sandwich shell, when Ω=0/6. Left) Mode F, Right) 

Mode B 
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Fig. 8. Gaussian fuzzy output for the natural frequency of a rotating smart sandwich shell, when Ω=0/6. Left) 
Mode F, Right) Mode B
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0/ یبرحسب سرعت دوران برا یتیدوار کامپوز پوسته Fو  Bفرکانس مود  نی: کران بالا و پائ9شکل 9α متفاوت یطی؛ در سه عدد مود مح 

Fig. 9: The upper and lower frequency limits of B and F modes of the composite rotating shell according to the rotation speed
/0 9α in three different environmental modes 

  
         (n=1)         (n=2) 

 
         (n=3) 

 

شکل 9. کران بالا و پائین فرکانس مود B و F پوسته دوار کامپوزیتی برحسب سرعت دوران برای   ؛ در سه عدد مود محیطی متفاوت

Fig. 9. The upper and lower frequency limits of B and F modes of the composite rotating shell according to the 
rotation speed in three different environmental modes
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